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Vorgelegt in der Sitzung der Konigl. Ges. d. Wisa. am 1. Novemb. 1873.

amilton fuhrt durch seine zuerst im Jahre 1834 veroffentlichte neue

Methode der Behandlung einiger mechanischen Probleme bekanntlich die

Aufgabe der Bestimmung der Bewegung auf die Integration einer partiel-

len Differentialgleichung erster Ordnung zuruck und erreicht dadurch eine

besonders einfache Form der Differentialgleichungen fur die Elemente ei-

Jacobner durch sogenannte Storungskrafte beeinflussten Bewegung.

hat den Grundgedanken dieser Theorie in einer einfacheren Form aufg

fasst die Anwendbarkeit der Methode verallgemeinert und dadurch )

diesem weiten Gebiete der analytischen Mechanik eine vollstandige Neug

staltung der Behandlungsweise geschaffen, welcher auch die Herrn Rich

lot Liouville

zugefiigt haben

Bertrand Don kin Lipschitz neue Entdeckungen hin

In den vorliegenden Blattern werde ich diese Methode in der Form

darstellen, dass ich als Ausgangspunkt die Aufj betrachte , fur

Ve derlichen

gung zu Grunde

den bekannten Differentialgleichungen fur d

von der Beschaffenheit einzufuh
o andere

Bewe-

. dass

die zwischen ihnen sich ergebenden Gleichung

Form erhalten wie die urspriinglichen sie besitzen

tine analog einfache

Die Bedingungsglei-

chuneen fur!"?
solche Substitution lassen sich in besonders einfacher

Form darstellen , wenn man allgemeine der die wirkliche Bewegung

darstellende nach der Zeit genommenen vollstandigen Differentiation

A2
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wie von der die virtuelle Bewegung darstellende Variation verschiedene

Differentiationen zu Hfilfe zieht. Die Theorie dieser canonischen Substi-

tutionen ihre Anwendung auf die Integrationen der Bewegungsgleichun-

gen auch fur die Einwirkung von solchen Kraften , deren Maass nicht nur

von der gegenseitigen Lage der Korper sondern auch von deren Ortsande-

rung abhangen , so wie ferner die Eigenschaften der im Artikel IX. aufge-

stellten allgemeinen Gleichungen fiir die Variationen der Elemente dann

der daraus sich als specielle Falle ergebenden von Lagrange Poisson

Hamilton und Jacobi gefundenen Gleichungen habe ich zuerst im Som-

mersemester 1862 in meinen academischen Vorlesungen mitgetheilt.

Die folgenden Blatter enthalten ausser diesen Untersuchungen noch

eine Ableitung der Hamiltonschen Gleichungen aus dem Gaussischen

Princip des kleinsten Zwanges. Eine andere Abhandlung wird sich mit

dem Nachweise der Existenz einer normalen Form fur jede canonische

Substitution mit den nur theilweis gegebenen Substitutionen und mit den

Differentialdeterminanten der canonischen Veranderlichen beschaftigen.

L
Princip des kleinsten Zwanges.

TJnter den verschiedenen Grundgesetzen der Mechanik besitzt das

Gaussische Princip des kleinsten Zwanges mehrere Vorzuge. Es gilt in

ganz gleicher Form fur die Bewegung wie fiir die Ruhe, ferner fiir solche

Bedingungen und Beschrankungen der Bewegungen , dass die jeder mog-
lichen Bewegung entgegengesetzte gleich moglich oder nicht gleich moglich

ist. Es reicht auch vollstandig bin, die Bewegung in alien solchen Rau-
men zu bestimmen

, in welchen das Quadrat des Lanffenelementes durch

einen homogenen Ausdruck zweiten Grades der dem Langenelemente ent-

sprechenden Differentialen von den Coordinaten dargestellt wird.

Gauss spricht sein Princip in folgender Form aus, Bd. V seinerWerke

:

Die Bewegung eines Systems materieller , auf was immer fur eine Art
unter sich verknupfter Punkte, deren Bewegungen zugleich an was immer fiir

ausser
e Beschrankungen gebunden sind

t geschieht injedem Augenblick in mBg-
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lich gr&sster Uebereinstimmung mit der freien Bewegung , oder unter mdglich

kleinstem Zwange , indem man als Maass des Zwanges , den das game System

injedem Zeittheilchen erleidet, die Summe der Producte aus dem Quadrate der

Ablenkung jedes Punkts von seiner freien Bewegung in seine Masse betrachtet.

Die Anwendung dieses Grundsatzes auf die Bestimmung der Bewe-

gung von Korpern der ausseren Natur bedarf also noch der Kenntniss der

Bewegung eines einzelnen freien Massentheilchens. Die hierfur geltenden

Gesetze ergeben sich aus der Natur der Korper und aus der Art der Wir-

kung der vorhandenen Krafte , sind also wesentlich physikalische

gemein gultigsten und an den tibligen Begriff von Kraft sich anschliessen-

den sind die beiden folgenden Voraussetzungen

:

Em einzelnes frei bewegliches Massentheilchen , auf welches keine Kraft

wirkt, bewegt sich in einer kurzesten Linie des Raumes und mit unverander-

licher Geschwindigkeit, beschreibt in gleich grossen Zeitabschnitten gleich

grosse Wegstrecken

Die

Bin einzelnes frei bewegliches Theilchen mit der Masse m ,
elches

genbltcklich noch keine Bewegung hat aber unter der Einwirkung einer Kraft

R steht , wird erne Bewegung beginnen in der Richtung der Kraft R und

mit der Beschleunigung gleich | wird also in jener Richtung wahrend des

nachsten Zeitelements dt den Weg ^dt2 zurucklegen.

Diese beiden Gesetze fur sich bestimmen noch nicht die Bewegung

eines freien Massentheilchens unter der Voraussetzung einer anfangh-

chen Bewegung und der gleichzeitigen Einwirkung einer oder mehrerer

Krafte; aber mit Zuhulfenahme des Princips des kleinsten Zwanges m

•—- allgemeinsten Deutung lassen jene Falle sich erledigen. Nacn Zu-

g des Princips ist man auch berechtigt bei der Bestimmung der Be

;ung eines Systems irgend eine Gruppe der geg freien Bewegun

gen durch solche andere fingirte freie Bewegungen und die gegebenen be-

und Beschrankungen fur die Bewegung des Systems dureh

S
solche andere gedachte Bedingungen zu ersetzen, so dass die Bedingungen

im Ganzen bestehen bleiben und die aus diesen fingirten freien Bewegun-

gen resultirende Bewegung des ganzen Systems dieselbe wie die aus jener

Gruppe von freien Bewegungen resultirende des ganzen Systems wud.
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Eine der fruchtbarsten Art der Anwendung dieses Verfahrens besteht

darin , dass man sich die einzelnen Massentheilchen m wieder in kleinere

Massentheilchen m , m
t , . . zerlegt denkt; so dass m = m -\-m-\- . . wird,

und zu den vorhandenen Bedingungen noch die neuen hinzutreten lasst

dass mQt m
t

, . . untrennbar mit einander verbunden bleiben. Irgend eine

dem Massentheilchen m innewohnende freie Bewegung kann dann durch

eine einem beliebigen der Theilchen zum Beispiel m zugeschriebene be-

stimmte freie Bewegung ersetzt werden.

Die Lage eines Punktes des Raumes, worin die Bewegung vor sich

gehe , sei gegeben durch die Werthe der von einander unabhangigen Ver-

anderlichen x
t

, x 2
,.. x

h
... Von dem Punkte a

i% x
2 , . . x

h
. . seien kfir-

zeste Linien gezogen nach dem Punkte x
t
-\-dx

t
, #

2 -f-d«a?2 ,.. # +d#
A
...

und nach dem Punkte a?
1
-f-Sa?

i>
x

2
+hx

2 , . . x
h
-\-§x

h
. .. und von die-

sem letzteren Punkte eine kurzeste Linie nach der zuerst genannten Linie

oder nach deren Verlangerung so wie der Treffungspunkt der letztern con-

struct. Die von dem Punkte x nach diesem Treffungspunkte gezogene
kurzeste Linie heisse die Projection der von x nach x-\-hx gezogenen
Linie auf die von x nach x-\-dx gezogenen Linie und werde als positiv

betrachtet
,
wenn die Projection und diese Linie nach derselben Seite hin

liegen
,
negativ wenn nach entgegengesetzten Seiten. Das Product der

Lange der Projection multiplicirt in die Lange dieser Linie werde mit 2)

bezeichnet und sei gleich

worin X
hk

von der Beschaffenheit des Raumes und der gewahlten Coordi-
naten #,,%.. abhangen, allgemein der Bedingung X l7 = X , genu^en
und allem Functionen von x

t
,x

2
.. aber nicht von d* lf dx 2

. . 8*
f
B*

t
..

sind, worin ferner die Summation 2 uber so viele Werthe 1, 2, 3 . . der
Indices h und k sich erstreckt

, wie der Raum Dimensionen hat. Fallt

der Punkt x+dx mit *+ o> zusammen so geht jener Ausdruck in

hk ** h k

uber, welch'er mit % bezeichnet werden soil und das Quadrat der Lange der
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vom Punkte x nach x-\-dx gezogenen Linie bedeutet also bei beliebi-

gen dx immer einen positiven Werth annimmt.

Die Lange einer Linie, deren Punkte durch Werthe der a? , x
2
..x

k
• •

als Functionen Einer unabhangigen Veranderlichen gegeben sind, ist gleich

hk

dieses Integral muss also fiir eine kurzeste Linie, die durch zwei feste

Punkte, welchen die constanten Grenzwerthe des Integrals entsprechen, zu

einem Minimum werden. Bezeichnet die Variation 8 eine beliebige Um-

formnng der Functionen x it x 2
. .x

h
. . so miissen fiir eine kurzeste Linie

zwischen diesen Veranderlichen solche Relationen bestehen, dass sich o
\J
%

auf ein vollstandiges d Differential reducirt. Es ist nun, wenn man in dem

obigen Ausdruck 2) die o" Differentiation in demselben Sinne nimmt wie

hier die Variation

,

also dieser Ausdruck , welcher von den o" x und nicht mehr von deren Dif-

ferentialen do\z? abhangt und von $\J% sich nur urn ein totales Differen-

tial d-^ unterscheidet . muss fur eine kurzeste Linie verschwinden.

Ist diese die Bahn eines frei beweglichen Massentheilchens und

betrachtet man bei der d Differentiation die Zeit als die einzige unabhan-

gige Veranderliche und deren Differential d* als constant, so wird \/Z

gleich der Geschwindigkeit multiplied in dt, demnach dy'ST gleich der

Beschleunigung multiplicirt in d f, also , wenn das Massentheilchen sich

frei ohne Einwirkung von Kraften bewegen soil , muss nach dem Grund-

gesetz d \J% = und zufolge der obigen Gleichung demnach auch

±8%— d£ =

werden fur jedes beliebige Werthensystem der 8x
t

,
Bx

2 . .
Bx

k .
.

.

und

nnter andern auch fur Bx
t
= dx

t
,

Bx
k
= dx

k ,
$x

h= dxh ,
so dass

die vorhergehende Gleichung &\/Z = als specieUer Fall wieder entsteht.
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Die von dem Zustand der Ruhe ausgehende durch eine Kraft R her-

vorgebrachte Bewegung eines Massentheilchens m wahrend des ersten

Zeitelementes d* kann man nach dem Grundgesetz als zusammenfallend

betrachten mit dem ersten Theile einer von dem Punkte x nach x-\-dx

gezogenen kiirzesten Linie, wenn sie mit der Kraft -R gleiche Richtung

hat. Diese Bedingung lasst sich analytisch , wie leicht aus der Bedeutung

der hier gewahlten Bezeichnungen hervorgeht, dadurch darstellen, dass

jg die Lange der Projection einer von dem Punkte x
x

, x 2 , x s
. . nach

v *
einem beliebigen unendlich nahe liegenden Punkte x

t
-\-^x ti <z?

2
-j-o>

2 ,

#„-f-c'#, . . gehenden sogenannten virtuellen Bewegung auf die Richtung der

Kraft JR bezeichnen soil also dasjenige , was man die in der Richtung der

Kraft R von dem Massentheilchen m ausgefiihrte virtuelle Bewegung o>

zu nennen pflegt. Nimmt man wieder die Zeit t als unabhangige Veran-

derliche der Differentiation d und ferner dt constant, so bedeutet y/St das

Product der Geschwindigkeit multiplicirt in df wird also nach dem Grund-

gesetz fur den Anfang der Bewegung t = t zu Null , was nicht anders

stattfinden kann, als wenn fur diesen Zeitpunkt die Derivirten
dx

'
dx ~

it ' dt
» • •

verschwinden. Unter denselben Voraussetzungen wird d\jZ dem Pro-

ducte der Beschleunigung multiplicirt in d f also nach dem Grundgesetze
7?

dem Werth von —d? gleich. Multiplicirt man die obige allgemeine Glei-

chung fur eine kurzeste Linie mit \J% , so erhalt man hier

:

ihZ-d®+^dsJZ = -I,X
hk
ddx

h
.$x

k+^dt> == o,

v » ' dt 'At — *' V2
cY, fur t = t

o

fur beliebige £#,, 8a?
2 , . . als Gleichungen zur Bestimmung der vom Zu-

stand der Ruhe zur Zeit t= t ausgehenden Bewegung, welche die Kraft

R in dem frei beweglichen Massentheilchen m hervorbringt.

Indem wir uns nun zur Untersuchung eines beliebigen Systems von
Massentheilchen wenden, bezeichnen wir fur das einzelne Massentheilchen
m mit x

t
,x

2
,x

z
.. die Coordinaten und betrachten die Differentiation d

als auf dt beziiglich und zwar als diejenige Aenderung der Grossen, wie sie

in Folge der Bewegung wirklich entsteht. Jedem Massentheilchen m mag
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eine Bewegung innewohnen , vermoge welcher es , wenn es von diesem

Zeitpunkte t an frei ware und von keiner Kraft eine Einwirkung

sich wahrend der Zeit d* von dem Punkte x
h

nach dem Punkte

bewegen wiirde , fur welchen

ig£ _d A £h =TV*| "o^o

bei jetzt ganz beliebigen §x
h

wird, wenn nemlich mit X und 35 die-

jenigen Ausdrucke bezeichnet werden, welche entstehen, wenn die Diffe-

rentiation d im Sinne von d und zwar fur verschiedene Massentheilchen m

auch wieder beliebig verschieden genommen wird. Auf jedes Massentheil-

chen m wirke je eine besondere Gruppe Krafte JR, R
t

. . welche, wenn

sie einzeln fur sich auf m wirkten und letzteres augenblicklich im Ruhe-

zustande aber frei beweglich ware ,
je nach dem Punkte

**+dA+H<Jx,+-hd>A+
oder

*A+ dA+idA*4
+-{_

;

d>*+
etc. treiben wiirden, worin

m -d
3>,+fe

d v'S, = -p„4, d.*,**,+ «
'. § d <" =

v K/" hk

und entsprechend fur die tibrigen Krafte ist.

Jedes Massentheilchen m werde in kleinere Massentheilchen » m,..

beliebig fur jedes einzelne m zerlegt, so dass also zu den ursprunglichen

Bedinsunsen noch die neue hinzukommt, dass je m
6
mr ., welche die Theile

.r^^Ktinrlpn spin sollen. Wirfc>""S

einer Masse m ausmachen, rait einander fest

anneh dass die Grossen (m, mX so bestimrot seien, d

far die sranze Bewesuns denselben Erfolg habe, ob der Masse m eine
^CHX^V, J^WtT^uw^

t> • \. 4. A-~ tU« Wpnn pr frei und keinen Kraften ausg
Bewesiiiior mnewohnt. die inn, wenn er nei uuu. o

D^*"0

Mathem. Classe. XVIII B
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setzt ware, nach dem eben angegebenen Punkte brachte, oder ob den

Theilen m
,
m

a
keine Bewegung innewohnt, dagegen dem Theile m

o

eine solche, so dass, wenn dieser sich frei bewegte, er nach dem Punkte

gelangen wilrde, ferner mogen (*»,«»
)A , (

m > WJA
• • der Art bestimmt sein,

dass die Einwirkungen der Krafte JR , R auf die Massen ersetzt werden

durch Krafte, welche auf die einzelnen Theile j»
f mM . . i

dass diese bei freier Bewegung einzeln ie nach dem Punkt

wirke

**+(»» «0* i
d^+M d,*A+ nih d>A+ • -J

und dem Punkte

*A+K w-)*i d-**+*dA^+r^7; d>A+ • -I

gelangen wiirden.

Die wirklich ausgefiihrte Bewegung bringe die Masse m also jeden

seiner Theile m m
t
m

it
. . von dem Punkte x

h
nach

irgend eine andere mit der innern Verkniipfung der Massen und mit den

Bedingungen und den aussern Beschrankungen vertragliche Lage des Sy-

stems konnen der Weise darstelle da die Masse m und

jedes seiner Theile m
Q
m

t
m

it
den

*A+H+ d*A+*dd^+T7b d3^+ •

der Ort

dass, weil I und d unendlich kleine Aenderungen bedeuten

#*+ $#
h h

fur die m mit den Bedingungen vertraglicher Die!

Differentiate der Coordinaten,

lichen von der freien Bewegung der Theilchen entsprechen. werden

welche der Abweichung irgend einer mog

*
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fiir m
(01, «

)A
(d af

A+ 1
|-d d af

A+ . .)
— (5^-f-d^+ j- dda?

A+ .
.)

fiir m
(m, w)

A
(d#

A
4-£dd#

A + ..) — (8 <r
A+ dar

A+ -i-ddj7
A +..)

und so fort also nach der fur den Raum und diese Coordinaten gemachtea

Voraussetzung das Quadrat dieser Abvveichung

fiir m

x|(«i,«
)
;fe

(d ^+i-d d a?
A H-..)— (8^+d^+iddar

A +..)|

fiir w
4

2Xw |(« f »
i

yd^
A+ id

/

d^+..)--(^+d^+idd^+..)jx
A&

X jK «,) (d,*. +*d, d ^A+ .
.)
— (o*

A+ d**+*dd**+ • •)!

also das Maass des Zwanges fiir diese Bewesrunsr gleicheco iUl ulvov -^.tv, ~x.& &

Zfm.SX^Km, » )A
(d *

A
+*d do*A+ • .)-K+ d*A+*dd*A+ • •)! X

X {(«, m ).(d ff.+4-d d ff
Jfe
+ • .)—(S^H-d^+idd^+ . .)!

m A&

" +mIXM ((m, m ),(d Xh+ i-d d*A + . .)— (&*A+ d**+* dd*A+ • -))x

X [{m, m
t )k (&

»k+ + d d x
h + . .)-(H+ d**+* dda?*+ '

*)!

+ u. s. f.l

Nach Gauss Princip sind die &x
h
und ddo^.. so zu bestimmen,

dass dieser Ausdruck unter alien moglichen Werthen der 8*
h

seinen

kleinsten Werth fur o>. = , c>, = . . o\rA= annimmt, also dass,

man
1 '

38 «

Ausdruck nach Potenzen von den 8 of entwickelt, die

sich ergebende Summe der linearen Glieder nemlich

2XIx
ttj«,(«,»,) J

i(d^+HVA+ • •)

m hk

+«
i
(m,»

i
)A
(d^4-^d,d^-H..)-"»(d^++ dd 'r*")i^*

worin Wft+?M+ m4-.. durch m ersetzt ist, nie negativ wird.



12 ERNST SCHEEING.

Die noch unbekannten (m,m
)h , [m,m)

h
.. ergeben sich durch die

Betrachtung, dass, wenn der aus m , m
t
, milt

, . bestehende Massenpunkt

m fur sich frei ware und von keiner Kraft eine Einwirkung erfuhre also

sich nach

1 J3 1 J 3
<rA+ d*

/
,+lddtf

A+r^7; d\+. = ^+d ^+ |d dA+ T
-
I
-
T
d ^+ . .

bewegen wiirde, er dahin auch gelangen miisste, wenn von seinen mit ein-

ander fest verbundenen Theilen nur m eine freie Bewegung nemlich nach

*
A+(^™o)(do*A +£^^^

/

dagegen die librigen Theile keine freie Bewegung besassen also

da?A+id d #.+-4-

d

3#, -4- . . = fur alle h
' n I * t i h • 1 .2.3 ' A'

sein mussle. Nach dem Princip des kleinsten Zwanges darf dann also

2rxM jw (w,w
)A

(d ^+fd dA +..)---w(d <r
A
+j-dd^+..)ja^

hk

fur kein Werthensystem +8j?
t

, . . +8^. . negativ werden, muss also

sein. Hierin ist der Factor von X
hk
§x

k
nur ein besonderer Werth

von §oc
h

, er muss also, da ftir diesen besondern Fall die Summe propor-

tional dem Quadrate eines Langenelementes im Raume wird , selbst =
es entsteht daher mit Hinzuziehung der obigen Gleichung die Re-

lation

m
o(
m

>
w

o)A(VA+H do^+ • •) == ^(d^
A+idd^+ . .)

demnach ist

(m, m
)

m
h m6

Durch gleiche Betrachtungen ergibt sich

in , K m

Nach Einsetzung dieser Werthe nimmt die in dem Maasse des Zwanges
enthaltene Summe der in Bezug auf hoc linearen Glieder die Form an:
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2Sm2XJ(d ^+id d ^+..)+ (d
i
^+id

J
d*

A+..)+.+
m hk

In diesem Ausdrucke sind noch -^- = 0, -^- = 0, . . fur alle In-

dices h. Bestehen keine solche innere Verkniipfungen der Massen und

aussere Beschrankungen der Bewegung, welche eine Unstetigkeit in der

Grosse oder Richtung der Bewegnng veranlassen, so wild

fur alle Indices h und alle Massentheilchen m.

Es reducirt sich also der in So? lineare Theil des Maasses des Zwan-

ges auf

2 2«iSx
Aifc

(id d ^+fd
l
d^+id

l
,d^

A+ . . —tddx
k
)t*

k
m hk

oder. wenn man beriicksichtigt , dass nach6 i,, u«oo ua,xi *«,.»

io£ -d 2) -*Saxw. d ^
A

.d^-Sd^. dA . «*4-pWA .&r4==
A& A* nK

i^-dS^d^ - -SXw d,d
l
*
A
S*

4
+8r

/
fdi» =

v%
R.. j ..2

-i8£-d2)-l---d\/£ =-SX.,d d a?. &f.+ S r,^ d ** =
2 U*W ^^Tjj iiV ^ji t; AA " " A A ' " m

i^-d^^iSax^.d^.d^-Idx^.d^.^-Sx^dd^^
AA* A «

A&
- - - M

iSsx„.d ^.dA-Sd xM .dA.a^-i:xwdd^^^
AA

AA'~0~A--0~&
AA AA

ist, auf

Sw^SS-d^-Si^d^
m *

oder

» AA ~» * m A* *m AA

welcher Ansdruck also fur eine stetige Bewegung der Massentheilchen m
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tgativ werden darf, wenn nemlich xK die Coordinaten von m zur

Zeit t dagegen

die Coordinaten des m zur Zeit t-\-dt sind und

ak+ B*h

solche Coordinaten des m bedeuten, welche eine Lage dieser Massentheil-

chen bestimmen, die nach den gegebenen innern Verknupfungen dersel-

ben und den aussern Bedingungen und Beschrankungen der Bewegung
des Systems moglich ist. Die R. bedeuten sammtliche auf die Massen-

theilchen einwirkenden Krafte und o>. die bei den virtuellen Bewegun-
gen 6a?,, 6>

2 . . hxh . . entstehende virtuelle Bewegung, welche der An-
griffspunkt von R. in der Richtung dieser Kraft beschreiben wurde.

Fur einen Kaum von der Beschaffenheit , dass bei rcfacher Ausdeh-
nung das Langenelement darin durch die vte Wurzel eines nicht reducir-

baren homogenen Ausdrucks vten Grades der DifFerentiale der n Coordina-
mlich durch

** = *?x*.v.* dV**. .

d^
dargestellt wird

,
hat die Bestimmungsweise der Bewegung mit der eben

betrachteten am meisten Analogie, wenn man, mit JR. die wirklichen
Krafte und mit £) die vfache iiber alle aus der Reihe 1*. 2. 3..w
menen Indices h

t
. . h zu erstreckende Summe

genom

bezeichnend , den Ausdruck

Zm£$X-d®)—ZR.$r.af>
Vm

fur kerne mit den gegebenen Beschrankungen vertragliche virtuelle Bewe-
gung S^ S^..^ der Massentheilchen m negativ werden lasst. Auch
mer wiirde dann die freie Bewegung eines Massentheilchens m , auf wel-
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ches keine Krafte wirken, mit gleicher Geschwindigkeit in einer kiirzest( n

Linie geschehen , weil

*v ,1 *~ ,^.^7— 1

tyx— &(%>.%' ) = (i-sz-dtyz" +(v—ljj&.aru^a:

ist.

Sind die fur die Bewegung gegebenen Bedingungen der Art, dass zu

jeder moglichen Bewegung auch die in entgegengesetztem Sinne moglich

ist, so muss der obige Ausdruck [1], welcher in den beiden Fallen entge-

gengesetzte Zeichen enthalt und nie negativ werden darf , = sein.

II.

Kraftefunction.

In dem obigen Ausdrucke [l] stehen die beiden ersten Glieder in

der Beziehung zu einander, dass das erste Glied mit entgegengesetztem

Vorzeichen genommen — $X die vollstandige 6 Variation enthalt, welche

in dem zweiten Gliede d£) nach Ausfuhrung der angedeuteten Diffe-

rentiation vorkommt, nnd umgekehrt das zweite Glied enthalt die voll-

standige d Differentiation , welche in dem mit entgegengesetzten Vorzei-

chen genommenen ersten Gliede nach Ausfuhrung der 8 Variation vor-

kommt. Durch diese Kegel fur die Bildung der Glieder ist jedes von bei-

den schon durch das andere bestimmt.

Bezeichnet man alle Coordinaten x
%

von alien Massentheilchen m
der Reihe nach mit £

4
£ 2

. . Er . und setzt man allgemein

dxh __ ,
dh __ p

at — °°h > at -~ *i

nnd die von Leibnitz fiir den Fall v= 2 lebendige Kraft genannte Grosse

, n.h„..n n A. nHm h i-v«»
so wird die Grundgleichung

BT+IZlf^JXM
wenn bei der partiellen 8 Differentiation einer Function die Grossen g
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und £' als von einander unabhangig betrachtet werden und in der Summ

fur die £, der Reihe nach alle Coordinaten von alien Massentheilchen m

gesetzt werden.

Die Grundgleichung fur die Bewegung wird also eine besonders ein-

fache Form annehmen , vvenn auch das letzte Glied 'ER.Br.df* in solcher

Weise als Differenz einer totalen Variation und totalen Differentiation dar-

gestellt werden kann. Fiir die meisten Krafte der Natur ist, wie La-

grange zuerst bemerkt hat, 2-R.Sr. die totale Variation einer Function,
i

welche allein von den Coordinaten der Massentheilchen m und nicht von
i

dem Bewegungszustande derselben abhangen , von dieser Function enthalt

also die Variation kein Differential, oder solches ist gleich zu setzen.

Gauss hat zuerst auch Krafte von der Beschaffenheit betrachtet, dass

ihr Maass nicht nur von der Lage , sondern auch von dem Bewegungszu-

stande der Massentheilchen m abhangen. "Wir wollen fiir die weitere Un-

tersuchung voraussetzen , diese Abhangigkeit sei eine solche, so dass

X-R.cV.
% X

%

die Differenz einer totalen Variation und einer totalen Derivirten nach der

Zeit werde. Ist die totale Variation

oF
so muss die totale Derivirte

d fv*9F * . ^flr

dd5
/

sein, worin £"j = -jf u. s. f. ist. Die Grosse V mag in Verallgemeinerung

des von Gauss eingefuhrten Namens das Potential oder in Verallgemeine-

rung der Hamiltonschen Bezeichnung die Kraftefunction fur die gege-

benen Krafte bei der Bewegung eines Systems genannt werden. Wir wol-

len unsere Untersuchung auf den Fall beschranken wo V keine hohere

Derivirte als die ersten £' enthalt, so dass also
i

,'U '
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wird und die Fundamentalgleichung [1] der Bewegung die Form

«(r+F)+ *E«^+2as, = o matj 957
v */

annimmt.

Hierin besitzt der Ausdruck

7 9 *'/
'

die Eigenschaft, dass sein Werth ungeiindert bleibt, welche im R

feste oder bewegliche von einander abhangige oder unabhangige Coordina-

ten 5 auch zu Grunde gelegt werden.

Bezeichnen nemlich g t
, ? 2 ,..?x -- solche von einander unabhan-

gige Veranderliche , so mttssen die . . ^ . . als Functionen von t und den

q dargestellt werden konnen , es ist demnach

A

worin 5 die partiellen Differentiationen nach * und den q bezeichnen und

Sj t-L fur alle Indices / und A von alien ..?'.•• unabhangig sind, so

8t ' dU
dass also allgemein

o v, a t
t

9'
k

d qh

ist, und dadurch, wie bewiesen werden sollte,

entsteht.

Setzen wir nun entsprechend dem von Lagrange zuerst eingeschla-

genen Wege
9(i'+ n __ m

so wird die Gleichung [1] zu

Mathcm. Classe. XVIII.
C
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o = -a
(r+F)+£s?<S^ ?d<

Qq'i
J i

2 H«SD+Al^»il»ft = 21?-^^%.
worin die Summationen liber alle Werthe 1, 2, 3 . . . n des im Ausdrucke

vorko erstrecken sind

III.

Allgemeine Differentiale.

Die Untersuchung der vielen merkwiirdigen Eigenschaften der

Function T-\-V wird bedeutend vereinfacht, wenn man den Begriff ei-

nes allgemeinen Differentials D in dem Sinne einfuhrt, dass es fiir eine

Function und die in ihr vorkommenden Grossen irgend welche nur durch

die Form dieser Function bedingte Veranderungen darstellt, so dass also,

wenn fiir die Function und deren Argumente die den gegebenen Differen-

tialgleichungen geniigenden Integralgleichungen hinzugenommen werden

auch die Integrationsconstanten dieser allgemeinen Differentiation unter-

worfen werden mussen.

Die bisher schon benutzte Variation o\ welche eine beliebige virtuelle

Bewegung bedeutete, ist eine allgemeinere Differentiation als die nach der

Zeit t genommene sogenannte vollstandige Differentiation, umfasst aber

von der Allgemeinen Differentiation nur diejenige , bei welcher die Coor-

dinaten eine mit den gegebenen Bedingungen vertriigliche unendlich

kleine Aenderung erleiden.

Die Function T-\-V ist nach Einfuhrung der Grossen q, welche

die Lage des Systems der bewegten Massen fur die Zeit t bestimmen und

dieserhalb die Coordinaten im allgemeineren Sinne des Wortes heissen mo-

gen zunachst als Function von t, . . qr . q' gegeben , wenn wir also die

partielle Differentiation in Bezug auf diese Grossen wieder mit 6 bezeich-

nen
,
so wird das allgemeine Differential
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oder mit Riicksicht auf die Definitionsgleichuiigen [3] fiir die p und die

zuletzt gefundene Bewegungsgleichung [4]

worin also die D#\ und Dt vollstandig unabhangige Differentiate bedeu-

ten wahrend Bq
t

, &q 2
. . ~Dq

n
den fur die Bewegung gegebenen Besclnan-

kungen geniigen mussen.

Die beiden hier vorkommenden Differentiationen D und d sind von

einander unabhangig ihre Reihenfolge kann also vertauscht werden, da-

durch entsteht aus der letzten Gleichung

D(r+r)==^DH-^?
Nimmt man hierin die allc;emeine Differentiation D in dem speciel-

Sinne der vollstandigen Differentiation d nach der t und dividirt die

ntstandene Gleichung durch den fur die vollstandige Differentiation d

y.oif / nntiQtnnt.PTi Far.t.or At SO wildnach der

und durch Substitution des hieraus sich ergebenden Werthes der

Derivirten von T-\- V nach Gleichung

B(T+V)==±\(T-t-T-lp
l q l
)Dt+Zp

l
I)q

l

oder

D(r-fF) = ^(2!-hF— Zp.
ifi*VH*2*?i1>h+**i

D4i

uber, woraus durch specielle Annahmen iiber die allgemeine Differen-

tiation Dt . . D?/, . Dq'
t

. . die obigen Definitionsgleichungen [3] fttr^te p

Bewegungsgleichung [4] und der schon gefundene Werth fur —
fi

sich ergeb

Subtrahirt man von den beiden Seiten dieser Gleichung die entsp

chenden Seiten der identischen Gleichun^

C2
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Wprfi = ^qfip^pfiq'i

so entsteht

Ti(T+v-^.Plq) = £(r+ r-Sp^.-Dt+ip'^-^pp
I

oder wenn man zur Abkiirzung

r-r+V/ = -(r+F)+^^ = H
/ H'j

und

d*
iT

setzt

:

DH= H'Vt—2p I
'Dq

l-t-2fl
T)p

Fur den Fall, dass mit Riicksicht auf die inneren Verkniipfungen und

die gegebenen aussern Beschrankungen die Veranderlichen q von einander

unabhangig sind, enthalt diese Gleichung, wenn man sich in dem obigen

Ausdrucke fur H, welchen Jacob i die Hamiltonsche Function genannt

hat, die Grossen q mit Hiilfe der Definitionsgleichungen [3] fur die p
durch tr . . qr . . pr . . bestimmt denkt und in Bezug auf diese letzten

Veranderlichen die partiellen Differentiationen mit d bezeichnet, als be-

sondere Falle die folgenden , unter specielleren Voraussetzungen als ihnen

hier zu Grunde liegen, von Hamilton aufgestellten Gleichungen

dpi $1 ~~
dt

—— = r> = — = fl(y+r
) ' [8

#
]

dt 9 11

5h „., iff Q(r-t- r)
dt

a ~ dt — 97

Es ist oben in [6] das allgemeine Differential von T-\-V durch eine

nach t genommene vollstandige Derivirte dargestellt, beschrankt man nun
den Sinn jener allgemeinen Differentiation auf den der Variation, so er-

gibt sich daraus der verallgemeinerte Hamiltonsche Satz:

o = J/(r+F)di = 8/(S^'_JB)d*
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wenn nemlich die Werthe der Grossen an den Grenzen dieses Hamilton-
i

schen Integrals unveranderlich vorausgesetzt werden. Durch Ausfuhrung

der Variation entsteht

:

o=tf{T+v)*t=f±iT^p Sqi)M+m^p-^mpiH*<
so dass aus der Bedingung des Verschwindens der Variation auch wieder

die zuvor aufgestellten Bewegungsgleichungen folgen.

Diese Verallgemeinernng des Hamilton schen Satzes hat Herr L ip-

se hit z in seiner „Untersuchung eines Problems der Variationsrechnung,

in welchem das Problem der Mechanik enthalten ist" Borchardt's Jour-

nal Bd. 74 als Grundlage zur Bestimmung der Bewegung angenommen,

wenn die Bewegung unter Einwirkung von Kraften geschieht, die von der

Lage und nicht der Veranderung des Systems abhangen und eine Krafte-

function V besitzen, wenn ferner der Raum so construirt gedacht ist,

dass das Langenelement durch die v te Wurzel eines homogenen Ausdrucks

vten Grades von den Differentialen der Coordinaten dargestellt wird.

Aus der Gleichung ^= 0(T+ F)
folgt , dass wenn T+V neben

den Grossen q und q' nicht die Grosse t explicite enthalt,

^prfi— {T+V) = H= const.

S

ein Integral der Gleichungen [8*] fur die Bewegung des Systems wird und

die Verallgemeinerung des von Johann Bernoulli zuerst gefundenen

Princips der Erhaltung der lebendigen Kraft bildet.

Sind die q im Raume feste Coordinaten, so enthalt T die Zeit t nicht

explicite, in diesem Falle braucht also nur das Potential V die Zeit t

nicht zu enthalten , damit das obige Integral gilt.

Ist das Potential V unabhangig von der Bewegung, enthalt also die

q nicht, sindnoch .. qr . im Raume feste Coordinaten, so wird unter

Anwendung des Eulersschen Satzes auf T als homogene Function vten

Grades von den Grossen q
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H
Enthalt ferner das Potential V die Zeit t nicht explicite, also ist

constans so wird

PM*

j it

H)At

Hjdt

f.Tdt Hfdt

m.v. 'ds. Hfdt

wenn As. oder vAt den von dera Massentheilchen m. wahrend der Zeit d*

zuriickgelegten Weg bedeutet. Da die Variation des ersten Gliedes dieser

Gleichung nach dem oben angefuhrten verallgemeinerten Hamiltonschen

Satze verschwindet, so muss unter Zuhiilfenahme der Integralgleichung

JET= const, die Variation auch von f%m.v?~~
l

ds. zu Null werden, wie

es fur v= 2 Maupertius' Princip des kleinsten Kraftaufwandes erfordert.

Unter den hier aufgefuhrten Voraussetzungen und fur v

man auch das Princip der Erhaltung der lebendigen Kraft

2 erhalt

const. H ^Pi4iii T V \)T V T V

Zu den beiden oben aufgestellten Systemen von Differentialgleichun-

gen kann man noch zwei andere Systeme hinzufugen. Subtrahirt man die

Gleichunsr nach Einfuhrung der Function H durch Gleichung

D(T+F) H'.'Dt+2p'
l
Dq

l
+2p-D4

i

von der identischen Gleichung

D
d*
2
PiQi Zp'Pqt+ZpMt+lqP^+ Zq-Dp't

so entsteht

:

dD fo *Pi *i
T V) H'Vt+lq'pp

l
2 q Dp

I

wird demnach ttS
d*

*>PfPnPi-P'- d
Wl T V als Function von den Veranderlichen

d ihre nach diesen Ve
nommenen partiellen Derivirten der Reihe nach gleich H', q ..q

s

Subtrahirt man dieselbe Gleich der identischen Gleichung

D lp'

q

1*1 ^pfiq^q^p i

so ensteht
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B^p^-T-V) = H:-Dt+2q.Dp'-2p.T>q'

wird demnach ^p,q,— T— V als Function von den Veriinderlichen
1^1

t,p\. .p q t
. . q dargestellt, so sind ihre nach diesen Veriinderlichen ge~

nommenen partiellen Derivirten der Reihe nach gleich

IV.

Substitutionsfanction. Integration. Storungstheorie.

Die besonders einfache Form der fur ein mechanisches Problem auf-

gestellten Differentialgleichungen ergab sich dadurch, dass zu einem System

unabhangiger Coordinaten . . qr , ein geeignetes System von Veranderli-

chen ..pr . eingefuhrt wurde und zwar konnten die urspriinglichen . .qr .

ganz beliebig gewahlt werden, es ergaben sich immer zugehorige ..
jp/

..

Aber auch in noch allgemeinerer Weise konnen Systeme zusammengehori-

ger Veranderlicher von der Eigenschaft gefunden werden, dass sie den

Differentialgleichungen jene einfache Form geben und die deshalb nach

Jacobi den Namen Canonischer Variabeln fiihren. In der That die

Gleichung

a i,™.. Tr ^..
d^Dir+FJ^^Kr+F-S^JD^+S^Dy,)

die alle ubrigen enthalt, zeist, dass, wenn die © und
ty

statt der p und qQ^H V,**«"V*J.V, ^V^-

ein neues System canonischer unabhangiger Veranderlicher bilden sollen,

es nur nothig wird , nach Ersetzung der p und q durch die <p und
ty

in

jener Gleichung fur die Function T+F entweder dieselbe Function jetzt

in t cp 4> ausgedruckt oder eine neue Function zu setzen. Dieser neuen

Function konnen wir die Form T+F-S' geben, worin 8' noch naher

zu bestimmen bleibt, wir erhalten dann

Dtr+F-^^^KT+F-^-S^^JD^+S^D^

und nach Subtraction dieser Gleichung von der vorhergehenden noch
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Soil diese Gleichung der Substitution der canonischen Veranderlichen

cp. (|>, fur die p. q, allgemein gelten , das heisst unabhangig von den beson-

deren Gleichungen fur ein bestimmtes mechanisches Problem , so muss,

weil die eine Seite eine vollstandige Derivirte nach der Zeit t ist, aucb die

andere DS' und demnach S' es sein. Es muss also eine Function 8 ge-

ben, welche die Gleichungen

dS

Tt= S

D« = raT+2?lir
#-2

li|17
,)D#-2 ?|D^+21 i

/
D

ft

D5= — EDt+Zpftq;— 2<p,D<j>
/

worm
d ?/ v,

d 'h ds

gesetzt ist, erfullt.

Umgekehrt genugt auch die Gleichung [9] bei beliebigen Functionen

8 und E, damit die eingefuhrten Veranderlichen
<J>
und <p ein canonisches

System werden, weil aus [9] die Gleichung [10] als specieller Fall der D
Differentiation folgt und durch beide aus der Fundamentalgleichung [6]

fur ..#/.., -'Pi** die oben aufgestellte Fundamentalgleichung fur die

*«4*j* ** • #cPr • entsteht, die sich auch in der Form

oder

darstellen lasst. Aus der ersten dieser beiden Gleichungen folgt, dass

wenn T-\-V— S' als Function von t,
ty'r fy

aufgefasst wird, ihre par-

tiellen Derivirten nach diesen Grossen der Reihe nach gleich — H-\-E\
<pr y\ werden. Wenn man T-\-V— 8'—S^f oder —H+E als

Function von t,
?/ , fy

betrachtet und die partiellen Derivirten nach die-

sen Veranderlichen mit ft bezeichnet, so erhalt man aus der zweiten [11]

jener beiden Gleichunge
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» (J5T— -B) ,,
d<|>,

Hj — ¥j —17
»(g-.g) _ Jl>_E> __ d(g- J)

[12]

Die Fundamentalgleichung der Bewegung, die Substitutionsgleichung

und die dadurch transformirte Bewegungsgleichung stimmen in ihrer Form

der Art uberein , dass die allgemeinen Relationen welche allein zwischen

den Grossen q t
. . qn p t

. . qn ty f
. .

tyn y t
. , <pn

bestehen, und welche in

den folgenden Artikeln ausfiihrlicher entwickelt werden, auch zwischen

den Grossen q t
. . qn p\ . .p' q'

t
. .

q'
n
—p t

. .
—pn und ebenso zwi-

schen q ±
. . qn p\ . .p n p, . .pn q\ . . q'

n
ferner zwischen ^ . . ^ y\ . . cp'

n

cp . . cp cb\ . . <!/ und so fort bestehen.

Die allgemeine Substitutionsgleichung enthalt den besonderen Fall,

wo die Grossen di ebenso wie die q die Bedeutung von Coordinaten haben,

in der Form , dass S und also auch S' zu Null wird , dass ferner die

Grossen q als Functionen von t und den
ty

gegeben sind und zwar in

solcher unabhangigen Weise, welche die
ty

auch als Functionen von t

und den q darstellen lasst, und dass endlich die Grossen E und cp durch

die Substitutionsgleichung bestimmt sind.

Eine andere sehr allgemeine und besonders wichtige Art der Substi-

tution ist diejenige, bei welcher die Relationen zwischen den beiden Sy-

stemen von Veranderlichen sich so darstellen lassen, dass die p zu Functio-

nen von den Grossen t, q, <[> werden. Durch diese letztern konnen dann

auch nach Einsetzung der fur die p l
erhaltenen Ausdriicke alle ubrigen

Grossen bestimmt werden. Wegen der Wichtigkeit dieser Art der Dar-

stellung der verschiedenen Veranderlichen wollen wir fur die partiellen

nach t, q, <j> genommenen Derivirten ein besonderes Zeichen einfuhren und

zwar S. da diese Differentiation die oben betrachtete Variation als spe-

Fall enthalt. Die allgemeine Substitutionsgleichung

is
d *l , ~ d 2/

hq
t

MTV h<l>̂
= — CO,, ^ = —& =JI— Z Vldt ^-PldPr S*, = — ?,. sT — -^ — dt t

i

Mathem. Classe. XVIII

.

D
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hi wie, wenn die p . . .p so als Functionen

t, q . . q <{» . .
<J

gegeben sind, dass sie die nach q t
• > qn genommenen par-

tiellen Derivirten irgend einer und derselben Function sein k&nnen , die ubri-

gen Veranderlichen sich als ein Canonisches System von Vercinderliehen

cL . .
ty

<p . . 9 bestimmen lassen.

Wird bei einer solchen Substitution H-—E von einer oder mehren

oder alien der Grossen <j> und cp unabhangig, so folgt aus den Gleichun-

gen [12] fur die partiellen Derivirten von H— E, dass die jedesmal mit

demselben Index versehene entsprechende Grosse cp . . cp
ty t

. .
ty

eine

Integrationsconstante ist. Wird H—E zu Null oder auch nur unabhan-

gig von (J/j..^ ?!••?> so sin^ diese letztern sammtlich Integrations-

constanten und bilden ein vollstandiges System von Integralen der Diffe-

rentialgleichungen

:

QH d?f

d?l
~~ &t

8H &Pl

d H
~" At

Die Aufgabe, diese Gleichungen vollstandig zu integriren, lasst sich

also auch in der Form aussprechen, die Grossen — H, p . .p als solche

Functionen von t, q x
. . qn

und einer mit den q gleich grossen Anzahl von

Grossen
<J 4

. . ^ darzustellen , dass sie die partiellen Derivirten einer ein-

zigen Function sein konnen und zwar die partiellen Derivirten beziehungs-

weise nach t q t
. . qn genommen. Die mehrgliedrige Quadratur

r

fPrPii-BDt)

deren untere Grenzen absolute Constanten sind oder doch nur von den bei

der Integration als constant anzusehenden Grossen <L abhangen, ergibt

dann eine Substitutionsfunction 5 und deren partiellen nach <b genomme
Derivirten bilden mit den <j> zusammen ein vollstandiges System

Integralen der gegebenen Differentialgleichungen.

Eine specielle Form dieser Auflosung besteht darin, die Grossen p
als solche Functionen von den q und einer gleich grossen Anzahl von

Grossen t]> darzustellen , dass sie wie zuvor die partiellen Derivirten einer
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gemeinsamen Function sein konnen und dass zugleich H sich auf eine

Function allein von t und den
<f

reducirt, die mehrgliedrige Quadratur

f^pflq^HDt)

gibt dann eine ebensolche Substitutionsfunction wie zuvor.

Diese Aufgabe lasst sich in der von Hamilton und Jacobi ange-

dten Form auch so aussprechen: die gegebene Gleichun
f->

H= funct. (t, q x „q qn p t
. .p .

p

n)

werde durch Einsetzung von

H =T7> PiU ' rx In

in eine partielle Differentialgleichung

= W+ funct ('» 9i • • 0»» Sft "' hfj

verwandelt , deren allgemeines Integral W eine von einer additiven Con-

stanten und von n andern Integrationsconstanten
ty t

. .
ty

abhangige

Function der Grossen t, q
'

. . q ist. Diese Function W ist dann eine

Substitutionsfunction wie S und die ubrigen Integrate der Bewegungsglei-

chungen entstehen, wenn man ^y- == const.
^

setzt.

Bei der hier durchgefuhrten Untersuchung kann die Kraftefunction

V auf eine beliebisre Weise von den Grossen -ft . . -rr und damit T-\- V
At

'
' dt hW

und ferner H = —~ auf eine beliebige Weise von p =~ abhangen,
i *n

also sind die folsrenden allsremeinen Entwickelungen unmittelbar auf jede
& ciiv*c;aj. aii tuitiiicii jjuvniviiwuug

partielle Differentialgleichung erster Ordnung anwendbar , wenn man noch

beachtet, dass man nach Jacobi eine Differentialgleichung, welche ausser

den unabhangigen Veranderlichen und den partiellen Derivirten der ge-

suchten Function W* auch noch die Function W* selbst enthalt, durch

die Einsetzung

W = xTF* also W = ^-, jf — 7 Ti ' iq
t

~~
t 8 9/

D2
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auf eine Differentialgleichung, welche die Function W ohne Differentiation

nicht enthalt, zuruckfuhren kann.

Gilt das Princip der Erhaltung der lebendigen Kraft , wird demnach

H eine Constante, so gibt die partielle Differentialgleichung

XT I £ 4. f 5PT IW-i= —H+funct.(jf lt .-Vjj:. • . ^-)

als allgemeines Integral ein von einer additiven Constante und n— 1 an-

deren Constanten <|*
t

. .
ty x

abhangige Function W, und

W—H.t

wird eine Substitutionsfunction S> worin H die Stelle von <p oder einer

Function von d> . . . &> . cb vertritt.

Die hier angegebene erste Form der Aufgabe , welche mit der voll-

standigen Integration der 2w Gleichungen

6H d ?/

dPl dt

6H &Pl

d Vl

~~ dt

iibereinstimmt , enthalt den ganz speciellen aber vielfacher Anwendung

fahigen Fall
,
jede der Grossen pk , wenn solches moglich ist , in der Art

als Function von dem mit gleichem Index versehenen qk und einem Sy-

stem von n Grossen <lv • +„ m der Weise zu bestimmen, dass durch Ein-

setzung dieser Ausdriicke fur die p die Function H unabhangig von den

q wird. Die Integrate in

fP t
V<l

i +'+fpn
Vq

n-fHDt=8
sind dann bei unveranderlichen cj> <b einfache Quadraturen und wenn

man als untere feste Grenzen der Integrate Functionen von den cb nimmt
wird 8 eine Substitutionsfunction und <b . . . <L ,

*1
, .

.-M. bilden ein

vollstandiges System von Integrationsconstanten fur die vorgegebenen Dif-

ferentialgleichungen

.

In dieser Form erhalt man die Bestimmung der Bewegung eines freien

Massentheilchens
, welches von einem oder zwei festen Massentheilchen

i
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nach dem Newtonschen Gesetze angezogen wird oder auch auf einer El-

lipsoidflache ohne Einwirkung von Kraften zu bleiben gezwungen ist , un-

mittelbar, wenn man, wie Jacobi es durchgefuhrt hat, als unabhangige

Veranderliche die Ellipsoidcoordinaten einfiihrt.

Die Hamilton-Jacobische Form der Storungstheorie ergibt sich

aus der canonischen Substitution auf folgende Weise. Bezeichnet H die

Hamiltonsche Function [7] fur das vollstandige mechanische Problem

[8*] also mit Einschluss der sogenannten storenden Krafte, dagegen E die

Hamiltonsche Function fur diejenige Bewegung, welche entstehen wiirde.

wenn die storenden Krafte nicht vorhanden waren , sind ferner <j> , . . $r

<p . . 9 fur dies letztere Problem also fiir die 2 n Gleichungen

Ojz — —
dPl
— %t

Oil
"*^

die canonischen Integrale und ist endlich

das zugehorige Hamiltonsche Integral, demnach

so werden wie in den Gleichungen [12] die durch die storenden Krafte

veranderten Elemente <|> und <p vermittelst der 2» Differentialgleichungen

»(H- JE )

d<pj

bestimmt
, worin H— E als Function von t, <\> , . • <!>„ <P ,

• • % dargestellt

gedacht ist.
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V.

Krafte deren Maass von der Bewegung abhangt.

Gauss zuerst hat, wie es aus seinen handschriftlichen , im fiinften

Bande seiner von mir herausgegebenen Werke abgedruckten, Aufzeichnun-

gen hervorgeht, im Jahre 1835 den Gedanken gehabt, Krafte zu bestim-

men , welclie nicht nur von der gegenseitigen Lage der auf einander wir-

kenden Korper sondern auch von der Bewegung derselben abhangen.

Seine vielfachen hierauf gerichteten Untersuchungen verfolgten den Zweck,

aus solchen Kraften die bei galvanischen Stromen auftretenden Erschei-

nungen zu erklaren. Unter der Annahme, dass die Wechselwirkungen

zwischen dem Galvanischen Strome und seinem Trager der Art sind, dass

jede auf den Strom wirkende Kraft iibertragen wird auf den Trager, dass

ferner die beiden auf zwei verschiedenartige Electricitatstheile an derselben

Stelle in einander entgegengesetzten Kichtungen wirkenden Krafte einen

Galvanischen Strom hervorbringen , dessen Intensitat durch den gan
linearen Stromleiter gleich gross und der Summe der beiden Krafte pro-

portional ist
,
habe ich in meiner Preisschrift 'zur mathematischen Theorie

electrischer Strome
' im Jahre 1857 zuerst streng bewiesen, wie die von

Ampere, Faraday, Lenz und Franz Neumann gefundenen electro-

dynamischen und electromotorischen Gesetze durch solche von Gauss un-

tersuchte Krafte erklart werden konnen. Leider war mir zu jener Zeit

Gauss handschriftlicher Nachlass noch nicht zuffanglich. sonst wurde ich&""5
einige Untersuchungen haben ersparen konnen , wenn schon ein Beweis
des Hulfssatzes der Uehereinstimmung des Potentials fur die Wechselwir-
kung zwischen Galvanischen Stromen mit dem Potential fur die Wechsel-
wirkungen zwischen magnetischen Flachen, wie ich ihn dort gegeben habe
bei Gauss sich nicht findet sondern nur der Beweis fur die Uebereinstim-
mung zwischen den mit den Coordinatenaxen parallelen Kraftecomponen-
ten, Gauss' Werke Bd. V. Seite 624.

Die neuesten von Herrn Helmholtz durchgefiihrten und sehr ein-

gehenden Untersuchungen uber die Natur der electrodynamischen Krafte
haben dargethan, dass wenn man die Wechselwirkung zwischen den electri-&
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electrischen Korpern und ihren Tragern nicht vollstandiger bestimmt, als

es bisher geschehen ist , die Voraussetzung solcher von der Bewegung ab-

hangigen Krafte zu Erscheinungen fuhren musste, welche unserer Vor-

stellung von der Natur der die Bewegungen hervorbringenden Krafte wi-

dersprechen.

An dieser Stelle will ich die von der Bewegung abhangenden Krafte

nur mit Riicksicht darauf bestimmen, dass die analytische Behandlung der-

selben so weit wie moglich mit der Behandlung der von der gegenseitigen

Lage der auf einander wirkenden Korper abhangigen Krafte libereinkommt.

So ist das Princip der Gleichheit der Wirkung und Gegenwirkung unmit-

telbar ubertragbar. Die Principien von der Erhaltung der Bewegung des

Schwerpunkts und der Erhaltung der Flachengeschwindigkeit werden beste-

hen, wenn die Kraft zwischen je zwei Massentheilchen der Masse proportio-

nal ist, ihre Richtung in der Verbindungslinie der beiden Massen oder in

deren Verlangerung liegt und die Grosse der Kraft im Uebrigen nur abhangt

von der Entfernung zwischen den beiden Massen, also bei der Entfernun

r zwischen zwei Massentheilchen von den Intensitaten e, i
M

die Summ

der virtuellen Momente der beiden gegenseitig auf die Massentheilche

ausgefibten Krafte durch

^

dr ddr d 3 rdr aar a-r , *

*?Mr
> dl' dF' TT' '

-)^ r

dargestellt wird. Bei der Ableitung der Bewegungsgleichung habe ich

oben nachgewiesen , dass die Einfachheit ihrer Form wesentlich auf dem

Umstande beruht, dass die virtuellen Momente der Krafte als Summe ei-

ner totalen Variation von einer Function und der totalen nach der Zeit ge-

nommenen Derivirten von einer Summe von Functionen multiplicirt m die

Variation der Coordinaten dargestellt werden kann. Wenn diese einfache

Form der Bewegungsgleichung fur die hier betrachteten Krafte gultig blei-

ben soil, so muss also

dr ddr ds rtm ar aar err \ ^

~ T7f dr ddr ds r \. d
J F (r - ^,-')-$ r
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dV* i
SV *dr

i
eV £ ddr

d
Tt

dW

identisch sein konnen, und demnach

6
dt

dV r>dr , xr ^dr
• = Sr, *SH-F,

«

a dr dt « * d*

6V cjddr

d*

_ AT gd8 r—
fl
dV°d«8

^dl5
'

also F sss Function (r, ^

)

K
i
—

,dr

™ dr ddr, 0F d I dV_\ dr t-llZ.\ fL"L
r

e
'
e^^ d<' d*2 > — 8r SrLdrl'd* ,drLdrJ'd**

6 dV 6
Tt\

d
di

VM.&^tr^tV-l&Jrd*' d**'~'
vr

d*{
fl
dr

s
dl I

sein. 1st z. B.

F=F.+Zr.{dr>
dt

n

dr
worin F und V

n
von ^ unabhangig sind , so wird

dr ddr\£~ 5M Tr i V tt /dr x»j d <v xri^"-1

ee P/r
dr ddrv_6F v , ..

dVn,dr,n v dn«-2 ddr

nnd daraus folgt fur w = 2 und fur constante Werthe von rV
Q
und rV

n

das von Hrn. W. Weber im Jahre 1852 veroffentlichte Gesetz.
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VI.

Zwei freie Massentheilchen.

Um die vollstandige Bestimmung der Bewegung unter Einwirkung

solcher Krafte , welche von der Bewegung der Korper abhangen , vor Au-

gen zu haben , will ich zwei nach der in Art. IV angegebenen speciellen

Methode einfacb losbare Probleme hier ausfiihren, und zunachst zwei in

einem v fach aasgedehnten ebenen Raume sich bewegende Massentheilchen

betrachten.

Sind m, x
t

, . . #
v
Tragheitsmasse und rechtwinkelige geradlinige Coordi-

naten des einen Massenpunktes

M , X
t

, . . X das Entsprechende fur den andern Punkt

so ist fur die Entfernung r der beiden Punkte von einander

x

und der Voraussetzung nach die Kraftefunction V allein von m, M, r und

|£ abhangig. Die ganze lebendige Kraft wird

X=v X

2 T = ml. x\x\+ MIL X\X\
X=i X=i

Setzen wir zur Abkiirzung

m+M=L-\ ^=NN
und fiihren die Grossen q t

. . #2v
durch die Gleichungen

mx
t
= wifl +£g f

cosq
2

mx
x
=mLq^

l
-\-±q

i
smq

2
smq

3
..smq

l
cosqx+l

fur l<X<v

mx^ = mLq^ +^ f
sin#

2
sin?

3
'.

. sin^_
1

sin?
v

MX
i
=MLq^

i
-y t

cosq
t

MX^ = MLq
H+x—^q t

sin?
2
sin?

3
. .

sin?
x
cos?x+1

MX = MLq^ —±q
t
sinq

2
smq z

. . Bift^ sin?
v

ein, so wird r — Nq, und die ganze lebendige Kraft

Mathem. Classe. XVIII.

fur l<X<v

E
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x

IT
ik= 2v

also

Pt

Pi

P
f*

und demnach

9 t 4i+Z{q t
smq

2 . . smq
x_ i q\)

2+?.q'q
X = 2 H-v+1 fA-if*

9(r+ F)

9(r+F)

•ft

9(T+F)

or
?,+£2*
{q t

sinq
2

. . sin ft fq\ fur 1<X <v

Q ?
V-

q
V-

fur v-fl<{i<2v

1=2)

H ?>Prf
i=i

i*i
T V T-V+^lf.

r+Kv£+*4*4
tHx

\

2+4-2 (y, sin?
2

. . sin^J- -p^
A. = 2

I

|A=2v

Setzt man analog dem Jacobischen Verfahren

*W H-

fur v<{a<2v
2

X
fur 1

?

so wird
?i?i

v

.H

ft= 2v

*,+
[x=v+l I*

und wenn man in der Gleichung
*«#

5 <M
(x== 2v X v—

1

£ V+> d? •+ s JVW
f*

2v

f*= v+l X = 2
X 2^+icosec?x

2
)d^H- S q*P%

(i = V

mit Hvilfe der Einfiihrungsgleichung fur

von q und von den

die Grosse p als Function

darstellt, werden alle Integrale in derselben bei

<[> zu Quadratures deren obere Grenzen wieder q lt qx
seien.
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Es ist also die Hamiltonsche Function H durch die von einander

unabhangigen Grossen <|> allein darstellbar, der Differentialausdruck ^p,T>q
l

ist durch diese Substitution bei unveranderlichen cp ein vollstandiges DifFe-

tial geworden, es sind daher die durch die obigen Gleichungen bestimmten

Functionen fur alle Indices / == 1, 2, 3.. 2v

1
= const - •

f$i
= —% = const.

gesetzt, die 4 v Integralgleichungen , durch welche die Bewegung der freien

nach dem Gesetze der Kraftefunction V auf einander wirkenden Massen-

theilchen m und M im vfach ausdehnten ebenen Eaume bestimmt wird.

Fur den speciellen Fall , wo die Kraftefunction die einfache Form

hat und Vn V F„ Functionen allein von r sind , entsteht

VII.

Zwei Massentheilchen im mehrfach atisgedehnten Ganssischen und Riemannschen Raume.

Befindet sich das eine Massentheilchen fest im Anfangspunkt der

Coordinaten. ist von diesem Punkte nach dem beweglichen Punkte der Ra-

gezogen sind von dessen Halbirungspunkte auf die

ander rechtwinkligen aus kiirzesten Linien gebildeten Coordinatenaxen

kiirzeste Linien sezogen und begrenzen diese auf den Axen vom Anfang
gCZiUgCH Uliv* ^w&

punkte der Coordinaten an nach bestimmten Richtungen positiv gerechnet

die Abschnitte S E. . . 5 so wird nach meinen Untersuchung

mehrfach ausgedehnten Gaussischen und Riemannschen Raume in den

„Nachrichten von der Koniglichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Got-

Januar 4 Nr. 2 Lehrsatz IV

Stangj'Sj/

sin i-ir
2 = T+^^S^

E*
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und das Quadrat des Langenelementes gleich

4
S(dtang»^)«

»t(i+2tang»r *)*

wenn nemlich die Summationen fiber jx = 1, 2, 3, . . v erstreckt werden und

t fur einen Riemannschen oder homogenen endlichen Raum den recipro-

ken Werth der absoluten Langeneinheit dagegen fur einen Gaussischen

oder unendlichen Raum den mit ^— 1 multiplicirten reciproken Werth der

absoluten Langeneinheit bedeutet.

Setzt man nun
i

tang i'$, := tang^i^cos^

tangi£
2

= tmgiiq
t
sinq

2
cosq

z

tang i £ := tang^-^
1
sin^

2
sin^

3
. . sin q cos q[X [J. + , far jt<v

tangt^^ = tang^-^j sin£
2
sin#

3
.. sin^_

i
cos^

tangi£
v

=as tang^i^ sin^
2
sin^

3
. . sin qw_ 4

sin qt

so wird also

2 tang^ 2 = tang^, 2
, ?1 = r

und die lebendige Kraft, wenn fiir die Masse des beweglichen Theilchens

die Einheit genommen ist , gleich

— Qin in * cin •» 2 •_ _ 2 •_.
^, 2rtsintjf, .sin?/, sin?/, sin* _ 1

2
.^ a' +

(A— l -'(X^fA

+ ism«?/.sin?
2

2
.sin?

3

2
..sin?

v _
2

?',</'

also

P
HT+V) _ orfa.,^)

1 H\ ~~ e ?\ + «\
9(r+ H i . . 2 ,

^ = ~^~ = ?7
sin^i

2
- sin ? 2

2
' sin^ 8

-'Sin?„ /.^ , fiir 10^v

und daher



ZWEI MASSENTHEILCHEN IM GAUSSISCHEN RAUME. 37

l= n
9rff= S Plg;.-T-V=T-V+ q\^J=l

f 9F
V+Jiinr+UJi?.

V-

Die Substitution

-j- 2 ^'zcoseci^V .cosecg^ cosec<7
3 • .

cosec<7 _ *•/>
i?(X-I / |K |i

±w>„ = 4»

*j>v_ ! ^v _ !+ 4>v
C0SeC ?

•^x v *V

2

v —

1

*V—

1

i«\-HX+

1

cosec^
2 = t far *< x< v

9TF+? i fFl+*4* ^tH-***. coseci^, 2

ergibt

H
und fiir constante <|>

l-n
VS=— HI>t+ 2 p,D^

j=i

Die Substitutionsfunction ist

Ji= V 1

S = -}
t t+fp t 6q t

+ 2 /v/(2^-2^+1 cosec^2)d^+^v/(Hv)

^= 2

weil p t
mit Zuziehung der Gleichung fur <[>, eine Function allein von ? t

und den Grossen <[> wird. Die oberen Grenzen der Integrale sind q^

Die in einem homogenen v fach ausgedehnten Eaume stattfindende

Bewegung eines freien Massentheilchens , auf welches ein festes nach dem

Gesetze der Kraftefunction V(rM wirkt, ist also durch die Gleichungen

const., ~ = — ?| = const.
H/

worin / der Reihe nach die Indices 1 , 2 , 3 . . v bedeutet ,
vollstandig be

stimmt.
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VIII.

Allgemeine Differentialgleichungen fur die Substitution.

In der Theorie der allgemeinen Storungen nehmen die von Lagrange
und Poisson gefundenen Storungsformeln eine wichtige Stelle ein. Sie

beziehen sich auf die Variation derjenigen Grossen , der sogenannten Ele-

mente, welche bei der ungestorten Bewegung Integrations-Constanten sein

wiirden. Sie erhalten, wie Jacobi bemerkt hat, fiir die von Hamilton be-

nutzten canonischen Integrations-Constanten besonders einfache Werthe.

Diese Relationen, sowie die von Hamilton und Jacobi hinzuge-

fiigten neuen Gleichungen ergeben sich sehr einfach aus der oben aufge-

stellten Substitutions -Gleichung [9]:

Differentiirt man diese mit einer allgemeinen aber von der D Differentia-

tion unabhangigen A Differentiation , so entsteht

ADS = S^AD^—S^ADfy— .EAD*

Denkt man aber in der ersten Gleichung die allgemeine Differentiation A
gebraucht

\

bS=lp
l
bq

l
— Scp.Ack—Ekt

und differentiirt dann mit D so entsteht

DAS = 2^DA^—SoDA^-^AD*
+ 2D^A?,—2D ?,D^-D.EA*

Die beiden Differentiationen D und A sind von einander unabhangig , die

Reihenfolge derselben ist also ohne Einfluss auf den Werth , demnach er-

halt man durch Subtraction der beiden Differential -Gleichungen zweiter
Ordnung von einander die Gleichung

SP^-A^D^ = 2 (D fyA <p,

—

A^D^+Dt.bE-M.VE [13]
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oder, wenn man den Ausdruck Dq^hp
i

deni Functionen-Paare q, und p.

DifFerential-Deter

Worten

:

Bilden die q x
. . q und p i

- -p System canonischer Verander

so ist, damit die durch vorgegebene Substitutions - Gleichungen eingefuhrh

GrSssen <|>
4

. . <|> und <p
t

. . <pB
auch ein System canonischer Verctn-

i

derlicher bilden, ndthig und hinreichend, dass die Summe der allgemeinen zwe\

gliedrigen Differential-Determinanten von alien zusammengehorigen Paaren q

und pl
sick von der ebenso aus ^ und

<fy
gebildeten Summe nur um die

zweigliedrige Differential- Determinante von der Veranderlichen t und irgend

einer Function E unterscheidet.

Dieser Satz gilt auch noch , wenn man den Begriff der allgemeinen

in so weit beschrankt , dass die Zeit t unverandert bleibt.Differentiation in so weit

Dann werden die beiden Summen der Differentialdeterminanten einander

gleich , und es gibt immer eine Function E , welche die Bedingungen die-

ses vollstandisren Lehrsatzes erfiillt.

Dass die Differentialgleichung [13] auch hinreicht, um die Grossen

<p und <|> ein System canonischer Veranderlicher werden zu lassen, wollen

wir beweisen, indem wir dabei die sechs Falle unterscheiden

1 . es sind die p und cp als Functionen von den q ,
<J>

und t gege-

ben, dann sei

h
x

i

Pi

9i

Xn+l

'
X
n + l

Vr X2 » + i

X2«+ 1

X

x
m E

m t

2. es sind die q und cp als Functionen von den p, 'b und t gege-

ben, dann sei

Xi

x
i

9t

Pr

Xn + l

X

hen, dann sei

n + l

3. es sind die p und

Mn+ l

X2n+ i

Xm

Xm

E
t

als Functionen von den q, cp und t gege-

Xi

x
i

Pi

9i

Xn + l

X
n+ l

tV x2n + l

*i
x2n+l

Xm

Xm

E

t
w T
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sind die q und $ als Functionen von den p> cp und / gege-

ben . dann

5. es sind die q und p als Functionen von den <|> , 9 und f gege-

ben, dann sei

*?a v, *n ^ & ?aS*,-^—EXl^^PhWi"^ lU-^l—^PhWr ^n+l—lm — ^PhJi

*j = <fo Xn+l—Vl Xin+ 1 — Xm = *

6. es sind die <[> und ? a^s Functionen von den q, p und t gege-

ben, dann sei

dh ^ BH *h

hi h v h

E

X,= Q, # ,=p
t

3D = 30 = t.

Die Bedingnngsgleichung [1 3] geht fur alle Falle in die Form

k=m
2 (l>3S

k
b lk-bxk

I) Xk) =
k= l

iiber , nimmt man nun fur £ , . . $ irgend welche den Ausdruck

5lXi4"^2X2+"+ ^
OTXm nicht verschwinden lassende Functionen von

den 30 und denkt die Gleichnng

dy da:. da;, darm
m

vollstandig integrirt, so werden dabei m Integrationsconstanten y t y 2 -.y

auftreten , von denen eine , es sei ym , mit y durch Addition verbunden

ist und die Variabeln x konnen als Functionen der Grossen y,y 1t y 2
• • V

betrachtet werden. Es ergibt sich dann

m m



ALLGEMEINE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN FUR DIE SUBSTITUTION. 41

also fur eine allgemeine D Differentiation

D(y+yJ+Y l
Dy

i
+Y

i
Vy

i
+..+ Y

fn_ t
Vym^

worin Y. ..Y^
A
Functionen von y % y. ..y . y sind

f
welche in

Folge der obigen Bedingung zwischen den ^ und x die Gleichung:

Jc— m— 1

k= l

erfiillen mussen. In dem speciellen Fall, dass fur die D Differentiation

alle Grossen y constant sind mit Ausnahme von yv wo \<l<m— 1,

und fur die A Differentiation alle Grossen y constant sind mit Aus-

nahme einmal von y und dann von y , wird die Gleichung zu

also far jeden Index I zwischen 1 und w— 1 ist F, unabhangig von y

und von w . Demnach ist

F
1
Dy

1
+F

2
Dy

2
+..+Fm_ 1

Dym_ 1

ein Differentialausdruck mit nur m— 1 unabhangigen Veranderlichen und

die Coefficienten Y
t
..Ym_ l

genugen mit ihren unabhangigen Verander-

lichen y ,.y _ der entsprechenden Bedingung wie die Coefficienten

X t .--X in dem linearen Ausdruck mit den m unabhangigen Verander

lichen x, Der Differentialausdruck mit m— 1 Gliedern kann also nach

demselben Verfahren auch wieder in ein Differential und in einen linea-

ren Differentialausdruck mit m— 2 unabhangigen Veranderlichen zerlegt

werden mit entsprechender Bedingung. Durch Fortsetzung dieses Verfah-

rens gelangt man also dazu, den linearen Ausdruck als das Differential ei-

aer einzigen Function darzustellen

:

*

Bezeichnen wir die in der Anwendung dieses Satzes auf unsere Untersu-

Mathem. Classe. XVIII. r
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chung in den oben unterschiedenen sechs Fallen jedesmal entstehende

Function der Reihe nach mit w , w 2
. . w 6

so wird:

y

y.
qi
vPl

-y.
9l
T><b-EDt = Dw

2

5

6

oder mit Zuhtilfenahme der identisehen Gleichungen

und durch Zusammenziehung der partiellen Differentiate

S^D?,— 2<p,Dfy— JSdf = Dw
x = D(w

2+2^^
D (^3- 2?A) — DK+ 2^—2^ = Dw

B
= Dm>

6

_

in alien Fallen existirt also eine Substitutionsfunction S, welche die bei-

den Systeme von Veranderlichen die q , p nnd die <[> , cp so verbindet , dass

wenn das eine System ein canonisches ist, auch das andere ein solches wird

Beschrankt man den Begriff der allgemeinen Differentiate D und A ir

der Weise, dass man die Zeit t ungeandert lasst , so wird fur eine canoni?

sche Substitution

2
(
Di>^— bqfipfi = 2(D^A

?/-A^D 9/), D* = 0, A* =
Diese Form der Bedingungsgleichung geniigt , damit die Substitution eine

canonische ist.- In der That setzt man bei dem vorstehenden Beweise
D t = , A t = voraus , so ergibt sich als Resultat die Existenz von

Functionen v>
t
w

s
..w

9 , welche den zuvor gefundenen Gleichungen unter

der Voraussetzung D* = geniigen und demnach von E ganz unabhang
bestimmt werden. Setzt man dann •

a
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8 * 6 * t d
s t' 8 % t

-

worin die partiellen Differentiationen 6\ 5
2 ,

8
, fl

4 , d, 5 sich der Reihe nach
auf diejenigen Systeme der von einander als unabhangig betrachteten Ver-

anderlichen beziehen, durch welche in jedem der sechs Falle die ubri-

gen Grossen als Functionen dargestellt sind, so wird S auf dieselbe

Weise bestimmt, wie zuvor.

IX.

J a c b i's Storungsformeln.

Die allgemeine Differentialgleichung [13]

2(D^A^—A^D^) = 2(D^A^— A^D<fy)-f-D*A.E—btDE

wird, wenn wir die Differentiationen in dem speciellen Sinne

alle Bq = 0, Dp, = fur l> h, Vt =
i — "<
<A<^=0 fur l>k, alle Acp = 0, A* =

nehmen , zu

WWk
-Vp

h
= -WkJfFh

Dp
h

also ist

Fiihrt man die verschiedenen speciellen derartigen Annahraen fur die

Differentiationen aus, indem man bei den D Differentiationen der Gro-

ssen p, or, t alle diese bis auf eine und ebenso bei den A Differentiatio-

der ij», <p, t alle diese bis auf eine unveranderlich voraussetzt, so

rhalt man die von Jacob i aufgestellten fur alle Indices h und k gul

igen neun Systeme von Gleichungen

F #

•
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»?A
S ?k ?*a *h *n BE

»+*"" *>Ph *?* °Ph' st
—

6Ph

»J»A
en *Ph *h Hk 8E

;
> 'h

~~
**a' »u — •4' st

—
dn

SE dn SE »** %E 8E

[14]

nn et *n et st et

Um diesen verschiedenen Systemen eine gemeinsame Form zu geben,

vvollen wir die Bezeichnungen

9

+ 1

9 +

+ o

E, q

E,

o
t

t

fur h>±0, [h] 1 fur h

einfuhren, die gemeinsame Form wird dann

» ft

»4»
yfc

h + 0,+l,+2..+w, * + o, +1, + 2..+*
A

[14*]

Umgekehrt besteht auch der Satz, dass wenn die Jacobischen Glei-

chungen erfullt sind, diese Substitution der Grossen q, p durch
<J>,

<p eine

canonische ist, denn durch Ausfuhrung der Summation uber die genannten

Werthe der h und k wird identisch

?s|W$r:
h k k A

!** A DcJ,
k 2[A]D^

h
h *]AfeD4>

k k

also die zweite Seite dieser Gleichung zu Null , wodurch nach Wiederein-
fuhrung der ursprunglichen Bezeichnungen die allgemeine fur die canoni-

sche Substitution geltende Differentialgleichung [13] entsteht.

Ist die Function E nicht gegeben, so braucht man in der eben durch-

gefiihrten Entwickelung nur Df = == A t vorauszusetzen. Die dann ent-

standene Differentialgleichung enthalt nicht die Function E und ;diese

lasst sich nach der in Artikel VIII. ausgefuhrten Weise bestimmen.

•
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X.
Po is son's Storungsformeln.

Sind q, p als Functionen von <j>, <p, t und umgekehrt auch
<J, 9 als

Functionen von #, p, t darstellbar, bezeichnet $ eine der 4w-f-l Grossen

q, p, <|>, <p, * und W eine Function derselben, so ist identisch

1

wenn die Summationen fiber die Indices / = 1, 2, 3 . . n ausgedehnt wer-

den. Nimmt man in diesen Gleichungen fur W und der Reihe noch je

zwei der Grossen <p, <|>, t und ersetzt mit Hulfe der Jacob ischen Gleichun-

gen 1m vongen Artikel ^ und ^ durch die ihnen gleichen Derivirten,

so erhalt man fur eine canonische Substitution die Bedingungen

z
^11 dPi ePl d*i

„/****** dh d
<?k\ = fur h J k

2d

1
dq

t
d Pl

dp
t
d
qi __. j far ^ __ £

\d
qi

d Pl dPj dq
t

[15]

*\6
qi

dPi
8Pl d qi ) et

^[d^dpi d Pl d
qi )

dt

5

fur 1= 1,2, 3.. n

Benutzen wir dieselben Bezeichnungen wie^im vorigen Artikel und ge-

brauchen noch (j^—\ und /^| in der Bedeutung, dass

d4>
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'3<!>, \ di
<h \

v fh

**-*/ Qt
fur k = -\-0

aber in alien anderen Fallen

d 'h

dty k

ist, dass

din
a ?x

1 fur A = X = -f o
,

in alien andern Fallen aber

8H\ *4»a

5 ?x/ e ?x
C %

[X] = -f- 1 fiir ein positives X, [X] = — 1 fiir einen nega-

tiven Werth von X und [+ 0] = [— 0] = + 1 , so konnen wir den obi-

fiinf Systemen von Gleichungen die gemeinsame Form

geben und andererseits folgt , dass diese Gleichung fur alle Werthensy-

steme +0, +1, -f 2 . . +n der A und & mit Ausschluss von h = —k
J

richtig bleibt.

Solche Differentialausdriicke , wie sie unter den obigen auf I sich

beziehenden Summen in [15] stehen, hat Poisson zuerst aufgestellt, Me-
moire sur la variation des contantes arbitaires dans les questions de Me-
canique. 1809 Octobre 16. Journal de l'ecole polytechnique. Cah. 15.

Schliesst man die Werthsysteme h = + und h = —k = —0
aus

, so wird bei der Summation das Glied fur X = -f- immer ver-

schwinden und die Gleichung [1 5*1 nimmt die einfachere Form an

Sind diese Gleichungen [1 5] oder [1 5*] erfullt, so ist auch umgekehrt
die Substition eine canonische, denn wenn man in dem Ausdrucke
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A, k, v
zi-m^j^-M-^m^-X^)^

1 fur v = h = -f- ,

fur alle anderen Werthsysteme der v und h aber

e?

»**

bedeuten lasst, die einzelnen Falle, worin die eingeklammerten Glieder

einen von den Derivirten verschiedenen Sinn haben, gesondert behan-

delt , dann zunachst die Summationen in Bezug auf h fiber die Werthe

+ 0, +1, -\-2 . . -\-n darnach die Summationen in Bezug auf X, v, k

fiber die Werthe +0, +1, +2 . . +» mit Ausschluss der Combination

h = — k = — durchftihrt, so entsteht

Dieser Ausdruck muss also zu Null werden und ergibt dadurch wieder

die fur eine canonische Substitution geltende Digerentialgleichung [13].

1st die Function E nicht bekannt, so braucht man in dieser Entwieke-

lung nur D*= A*= zu setzen und die Indices +0 auszuschliessen,

dann kommen die Gleichungen, welche E enthalten, nicht mit in Rech-

nung, und diese Function bestimmt sich erst aus der zuvor berechneten

Substitutionsfunction 8 wie in Artikel VIII.

XI.

Lagrange's Storungsformeln.

Nimmt man in der allgemeinen Differentialgleichung [13] ffir die

canonische Substitution die Differentiationen D und A in dem besonde-

ren Sinne, dass je zwei der Grossen ^ . . c^ . . . % und t als unabhan-

gig veranderlich aber die fibrigen als unveranderlich betrachtet werden,

so erhalt man
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2/!!i *£L— -H*JL\ = o
/
•+*»** »+*•**

2/^^__^/%\=:0 fur h<k
i \Hh *n %h ***/ — i fur h = k

[16]

»?*»?* *n*n

Und umgekehrt characterisiren diese fiinf Systeme von Gleichun-

gen diese Substitution als eine canonische, denn wenn man diese Glei-

chungen der Reihe nach mit

D^A^-A^D?,

D* A<|>
A
— A*D<|>

A

D* tyh
-MDy

h

multiplicirt, dann fiber sammtliche Indices summirt, die hiernach erhal-

tenen Gleichungen addirt und die Summen partieller Differentiate zusam-

menzieht, so erhalt man wieder die fur die canonische Substitution gel-

tende allgemeine Differentialgleichung [13].

Es genugen auch die drei ersten Systeme von den Gleichungen [1 6],

um die Substitution zu einer canonischen zu machen, wie sich ergibt,

wenn in vorhergehender Untersuchung D t = = A t angenommen und

die Functionen 8 und E wie in Artikel VIII bestimmt werden.

Wendet man die allgemeine Differentialgleichung [13] auf den Fall an,

wo 4* i
• • ^„ ? i

• • ?„ Integrationsconstanten sind und stellt diese durch

Functionen irgend welcher anderer In Integrationsconstanten c
x
c
%

. . cin
dar; nimmt man dann die Differentiationen D und A in dem Sinne,

dass fur D nur c^ , fiir A nur c
v

sich andert, die tibrigen c aber und *
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unverandert bleiben, so wird die zweite Seite der allgemeinen DifFeren-

tialgleichung [13] das Product von Dc Ac multiplicirt in eine Function

der Integrationsconstanten, man erhalt also den Lagrangeschen JSatz

1
d
ii &n

MdV dc
v

const.

XII.

Hamilton's Storungsformeln.

Sind die Grossen p und cp als Functionen von den q y <|» und t dar-

stellbar, so kann man in der allgemeinen Gleichung

2(D^A^— bqiT>p) = 2(D^A
?/
— AfyD^+ Df AJE btDE

D

A

9i
fur l*Sh %

alle D^ = 0, Bt

fur l^k ,
alle A<|> o, A* <>

nehmen , wodurch

»%
*Ph
'€

ik
A% A%

5
fit

' 5 ?A
Dq

h

also

5n 5PA

S ?A S ?A

entsteht, wenn wieder die partiellen Derivirten nach den Veranderlichen

? <j> und t mit 3 bezeichnet werden

Setzt man

fur l<k, alle D<[; 0, Bt

H = fur l>k, alle A? o, Af

so geht die Gleichung [13] in »

n M*
8 ?A

*6%
D*

A

fiber, also ist

Mathem. Classe. XVIU. G
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*Ph 8
?/fe

l *k 8 <&*
*

Setzt man
+

Dq
t

= fur l<h, alle D^ = 0, D* =

alle A#
*

= 0, alle A<j; =
so entsteht aus ider allgemeinen Gleichung

also ist

Bq . i—Ht = — Af.

lPh hU

8yA A

5< o
9k

Fiihrt man auf solche Weise die Untersuchung aller derartig zulassigen be-

sondern Annahmen fiir die D und A Differentiationen durch, so erhalt man

die fiinf Systeme der unter specielleren Voraussetzungen von Hamilton
aufgestellten Gleichungen

*Ph *Pk 8P* 8¥* 8 ?A h
<?k

8^~" 8 ?a' 8
^"~~"

8^* m~ wh , [17]

lPh IE 8 ?A hn
it 8yA

' It htyh

welche fiir alle Indices yon h und k gelten.

Umgekehrt genOgen aber diese Gleichungen bei einer beliebigen

Function E damit die vorausgesetzte Darstellung der q und p als Functio-

nen der <j> , 9 und t eine canonische Substitution bilden , wie schon daraus

folgt
,
dass es die bekannten Bedingungsgleichungen fur die Existenz einer

Function 5 sind, deren nach q t
..qn , ty t

. .
tyn

und t genommenen partiellen

Derivirten gleich^ . .pn,
—

<p
t

. . —^ Und —E werden sollen.

Setzen wir fiir ein positives v

Q* = *. Q_v = i' $* = *

P,=Pv> *_„ = ?„ P«=E
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so lassen sich die funf Systeme Hamilton'scher Gleiehuuffen in der ee-

meinsamen Form
o~" *" "*•* 6

lPh r „**k
hQk

L »HQ
h

[17*]

fur h und k gleich , + 1 , + 2 . . + n

schreiben, multipliciren wir die beiden Seiten dieser Gleichung mit DQ
AQ

A
und summiren iiber alle Werthe von h und k so erhalten wir

h]DPh
AQ, = 2[— A]DQ,AP

welches wieder die allgenieine Differentialgleichuns: fiir eine canonische

Substitution ist.

5VmV111V ^"^^uUui5i^.iuu6

Die obigen fiinf Systeme von Gleichungen sind in der Weise vollstan-

dig, dass von den in q ..q
ty t

. . <!> und t ausgedruckten Functionen

P i
• • V 9 1 • • <p E beliebig viele gegeben sein konnen , wenn nur die zwi-

schen diesen gegebenen Functionen nach jenem Systeme geltenden Glei-

chungen erfiillt sind, so lassen .sich die (ibrigen Functionen der Art be-

stimmen , dass sie zusammen eine canonische Substitution bilden.

In der That man braucht in der letzten Gleichung nur diejenigen Dq
h

und A#
A , D^

x
und A<k gleich Null anzunehmen, fur welche die beziehungs-

weise mit gleichem Index versehenen ph
und <px

nicht gegeben sind, ebenso

D* und A t gleich Null zu setzen, wenn nicht E gegeben ist, dann kommen

in jener Gleichung die nicht gegebenen ph
und <px

und etwa auch E nicht

vor und man erhalt nur fiir die gegebenen

Pi>Pt'-Pm > 9* v -fy
und etwa E

die Gleichung

/=m X= [x

0= 2 (D^-A^D^)- 2 (D^A 9x
-A^D ?x)

-hD^A£-A^D£
i*v ' •

*• * X=l

welche nach Artikel VIII Nr. i die Bedingungsgleichung dafiir ist
,

dass

bei constanten qmJ_ i
. . . qn cj> . ,

. . t der Ausdruck

G
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lz=m

2 pl
Dq

l

1=1

X= |A

X=i
X

ET>t

das vollstiindige Differential DS* einer Function S* wird, deren partielle

Dcrivirten

8 5* oS

8 ?OT+1
Pm + l * * * 5

'i n
Pn

hS

54»fx+1
<pf*+l

'•• ?«

und wenn E nicht gegeben war

85* E

zu setzen sind.

XIII.

Neue Differentialgleichtmgen fur die canonische Substitution.

Bei den Jacobischen und Hamiltonschen Differentialgleichungen

fur die canonische Substitution kommen drei verschiedene Systeme unab-

hangiger Veranderliche in Betracht, einmal die Grossen q, p, t, dann <p, <p, t

und endlich die q,
<J>,

t\ die drei entsprechenden verschiedenen Differentia-

tionen haben wir beziehungsweise mit d y und 6
s

bezeichnet. Fur manche

Untersuchungen sind nun noch andere Gruppirungen der von einander un-

abhangigen Veranderlichen erforderlicb.

Indem wir zur leichtern Uebersicht

P <1 E
t d>

+ o
oder E

o
oder t

<1 + o

setzen , wollen wir 2 n Grossen unter a
, . . a , d». . . . (ba + 1 * +n ~ +

1

* + n
und eine

unter q o n
als ein System von 2w+l unabhangigen Veranderlichen

gewahlt denken und diese mit

%
t '*. **

,

k
H-

und deren partielle Differentiation mit b bezeichnen , so dass also fur jede

Function P identisch
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dP bP
, v bP

d ^k

dqi *>?* * &^d^k

toP ___ bj> . y bP Hfc

— = 2 ——
bP_ __ ^dP b

?i

ist, wenn die auf h und die auf k sich beziehenden Summationen fiber

sammtliche als unabhangige Veranderliche auftretende qh und
ty,

und die

auf / sich beziehenden Summationen fiber sammtliche Werthe — 0, + 1,

+ 2 . . -j- n erstreckt werden.

Nach den ersten beiden Formeln geht die Gleichung:

welche unmittelbar aus den Jacobischen Gleichungen [14] Art. IX folgt,

in die Gleichung fiber.

v»
r
,-,b<I>,0P bP \_i_vr z/i

bp
f
*° ^ \ _ n rial

A ^n^i-h bv-h *
}*hW—k b$-k

Diese Gleichung enthalt als specielle Falle die Jacobischen,

wenn man die b Differentiation in dem Sinne nimmt, dass als unabhan-

gige Veranderliche z. B. neben anderen ql
und <[>

x
aber nicht q__ t

und

gelten , und wenn man dann = qv P = <[>x
setzt. Die Glei-

X 6
diechung [18] geht in die zweiteHamiltonsche [17] fiber, wenn man

Differentiation auf die unabhangigen Veranderlichen q t
. . qn § t

. . <j>n * be_
I

zieht und P = p = <p
x

setzt; mit Hfilfe der so erhaltenen Gleichung

ergibt sich aus der obigen[18] auch die erste Hamilton sche Gleichung,

wenn man P = p = px
setzt , und ferner die dritte ,

wenn man

-P = cp
r

—
<p
x

Setzt, auch die vierte Gleichung konnte man direct

ableiten
, wenn man die b Differentiation auf die Grossen Ety t

. . tyn

?, • . ? als unabhangige Veranderliche beziehn und in obiger Gleichung [18]

«> = *, P= Pl =q_r <l>o=^> *-o = '

setzen wollte, sie wfirde dann
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bj *£i _ bt IE ,

S-Pib<

bjj • bJ5 b^8^ • 8* b^ ,

Auf analoge Weise ergibt sich die funfte Hamiltonsche Gleichung.

Die allgemeine Form der Gleichung fur den Fall, dass E in [18]

als unabhangige Veranderliche gilt, wollen wir hier nicht untersuchen.

Bemerkenswerth an der obigen allgemeinen Relation [18] ist noch,

dass sie nur fur diejenigen $, welche bei der b Differentiation als Un-

abhangige auftreten und diejenigen
ty , welche in vorkommen , die fur

die Poissonschen Differentialausdriicke geltenden Gleichungen [15] vor-

aussetzt, denn der obige Ausdruck entsteht auch, wenn man in

Z2l£-!i)!£/_m£*L_i+ sr

-

zunachst die Summation nach / fiber die in Betracht kommenden <j» aus-

fiihrt. Mit Riicksicht hierauf kann man aus der obigen allgemeinen Glei-

chung [18] dadurch, dass man als Unabhangige fiir die b Differentiation

die Grossen

wahlt, \mdP = 2\> <D = funct. (<!>, . . . cj,J =/ setzt, die von Jacobi
in seiner Abhandlung „Nova methodus, aequationes differentials partiales

primi ordinis inter numerurn variabilium quemcunque propositas integrandi"

Borchardts Journal Bd. 60 aufgestellte fur jedes l^i geltende Gleichung

h= n

als einen in [18] enthaltenen speciellen Fall ableiten.

Berichtigungen.

Seite 9 yorletzte Zeile lese man: dem Massenpunkte m.
18 Zeile 5 fiige man hinzu: wenn wir von jetzt an mit n die Anzahl der

veranderlichen Grossen q bezeichnen.
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