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I.

Normale Form der Canonischen Substitution.

In meiner Abhandlung fiber die Hamilton- Jacobische Theorie*) habe

ich nachgewiesen , dass die von Jacobi als canonisch bezeichnete Form der

Integrate fur ein mechanisches Problem immer dann moglich ist, wenn in

dem von mir angegebenen Sinne ein verallgemeinertes Potential besteht.

Bestimmt man nemlich die virtuellen Bewegungen durch Variationen der

Coordinaten, so kommt es darauf an , ob man die Summe der virtuellen

Momente der Krafte in eine vollstandige Variation einer Function und in

ge nach der Zeit genommene

legen k Potential genannt, aus ihr lasst sich

auch leicbt der andere nach der Zeit zu derivirende Ausdruck ableiten.

Die Jacobischen canonischen Integrale sind ein specielles canonisches

System von Gros lich q.,q 2 .q
ander unabhangiger Grossen, durch deren Werthe die Lage sammtlicher bei

dem mechanischen Problem in Betracht kommenden Massentheilchen voll-

stiindig bestimmt sind, so dass man sie also ein vollstandiges System von Coor-

dinaten im allgemeineren Sinne des Wortes nennen kann , bezeichnet t die

Zeit, q'
t

die Derivirte von q nach der Zeit, die Differentiation eines

Ausdrucks von t, q x
. . qn, q\ ..q'

n
nach diesen Grossen, v T die lebendige

Kraft, V die Potentialfunction, so ist diejenige Grosse, welche fur den spe-

ciellen Fall, dass in dem Raume das Quadrat des Langenelementes durch

ein Aggregat von Quadraten der Differential der Coordinaten ausgedruckt

werden kann also v = 2 wird , die Summe der virtuellen Momente der

*) Band XVII I. der Abliandlungen der Konigl. Ges. d. Wiss. zu Gottingen.
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in die Massentheilchen multiplicirten Bescbleunigungen vermindert um d

virtuellen Momente der einwirkenden Krafte bedeutet, nach Artikel J.
[

jener Abh. gleicb

[i]
dHT+ V)+hl »ll±n iq

I
oder

0(2'+ V)

9
1l

1 ) H
i die Summation 2 sicb auf die Werthe 1,2, 3... ft des Index / bezieht

Setzen wir

Pi

Q(T + V)

so sind a
i •

• %<P • 9Pn nach Jacobi ein vollstandiges System canoni-

scher Veranderlichen zu nennen.

Sollen <h~.*<L * <P i
• • <p ebenfalls ein vollstandiges System ca-

nonisclier Veranderlichen fur dies mechanische Problem sein, so gibt es

Functionen S und E von t, q V
'>qn

6 '..'*
it * n

der Art, dass die Gleichung

[3] DS EDt-\-lp,Dq
i

ly
2
V<\>

i

erfiillt wird , worin D die allgemeinste Differentiation bedeutet (Art. IV

der scbon bezeicbneten Abhandlung).

Aus dieser Bedeutung der D Differentiation ergibt sich zunachst

identiscb und dann nach Einfuhrung der Grossen P). .p mit Hiilfe der

Gleichungen [2] so wie der Grossen
ty 1

. . <p ,
r

? , . . <p mit Hiilfe von

folgende dreifache Gleichung

si
9(T+F)

9n
+ drHT+VU

At I 9g\ J
I

(Dj
(

?5D t)

D(r+F)+ij(T+F-2^tQ ?
'

i
)D <+S 8™D ?

'

i !

D(r+F)+i|(T+F-% d

^)Df+5:
J
pn ? ,

D(r+F_H)+ i.j(r+F

d;

dt

dS
dt

di>.

?/ d<
?,D^

Sind die Beding fur das mechanische Problem der Art

dass zu jeder virtuellen Bewegung auch die im entgegengesetzten Sinne

moglich ist, so muss in Folge des D'Alembertschen Princips oder allge-

meiner nach dem Gaussischen Princip des kleinsten Zwanges oder nach



NORMALE FORM DER CANONISCHEN SUBSTITUTION. 5

noch allgemeineren Grundsatzen der Ausdruck unter [l] also, wie leicht zu

sehen, auch die erste Seite der letzten Gleichung zu Null werden.

Hamilton hat solche Functionen, wie die hier rait 9 imd &> bezeich-

neten, nur in dem Sinne gebraucht, dass sie ein vollstandiges System vo

Integralen fur die DifFerentialgleichungen eines mechanischen Problem

bilden, was immer dann eintritt, wenn dieGrosse —E von der Grosse —H
H= T+V—Zp.q'

r> 1 [5

sich nur um eine additive absolute Constante unterscheidet. Ausser in

dieser Bedeutung hat Jacobi, in seiner Abhandlung fiber partielle lineare

Differentialgleichungen erster Ordnung, solche Functionen, wie die

hier sind, betrachtet, welche gleich Constanten gesetzt die notliigen Bezie-

hungen zwischen p und q bestimmen, damit

allgemein , ohne eine Relation zwischen den Grossen a ..a fur sich zu-

zulassen , ein vollstandiges Differential werde.

In alien diesen Fallen ergibt sich unmittelbar aus den allgemeinen

Voraussetzungen, dass
ty t

. .tyn, q x
..q, t von einander unabhangige Veran-

derliche werden, durch welche alle iibrigen Grossen, die bei derselben

Substitution in Betracht kommen , als Functionen dargestellt werden kon-

nen. Diese Art der Abhangigkeit ist aber fur die ganze Untersuchung von

m-y Bedeutung, nicht nur folgen daraus so einfache

Hamiltonschen im Artikel XII. meiner Abhandlung iiber die Hamilton-

Jacobische Theorie angegebenen sind, sondern sie dienen auch vorzugs-

weise dazu, um fur solche Functionen, deren Poissonsche Differentialaus-

drucke die einfachsten in den Gleichungen [15] jener Abhandlung aufge-

stellten Werthe annehmen , alle iibrigen hieraus sich ergebenden Eigen-

schaften abzuleiten.

Schon in dem einfachsten Falle, wenn sammtliche
<J/ t

.

.ty
als tunctio-

nen allein von y,.,^/ vorausgesetzt sind und sich also zwischen diesen

Grossen und <p
t

. •'fn , p t
. .pn , E leicht unmittelbar solche Beziehuiigen

aufstellen lassen, dass die Fundamentalgleichung der Substitution erfullt
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wird unci die l'oissonschen Differentialausdriicke verschwinden, sind die

Grossen cp, p t
E nicht durch ty,q,t bestimmbar. Ilier wird jedoch da-

durch, dass man statt der gegebenen q, und p beziehungsweise —p t

d q, setzt und zu der Substitutionsfunction noch ^Pfii hinzufi 3

eine solche canonische Substitution erhalten, bei welcher alle Grossen

durch Functionen von q, >^, t darstellbar sind und die Werthe der Pois-

sonschen Differentialausdriicke ungeandert bleiben.

Ausser in diesen beiden einfachsten Fallen besteht auch sonst immer

der Satz

:

Eine gegebene canonische Substitution , wenn sie eine vollstandige ist,

ivenn nemlich alle vorkommenden Grossen sowol durch die pr q,, t allein als

auch durch die cp
x

, <!>

x
, t allein bestimmbar sind, kann man durch etwaige

Vertauschung der Glieder einzelner Paare von zusammengehorigen Gr&ssen qk

und p, mit —pk
und qk

in solche Form bringen, dass alle vorkommenden

Grtissen durch die unabhdngigen q t
..q , ^, • • ^ , t allein bestimmbar werden.

Eine solche Form soil eine normale heissen. Wegen der vielfachen

Anwendungen dieses Satzes, dass jede vollstandige canonische Substitution

in eine normale Form gebracht werden kann , ist es zweckmassig, den Satz

mit der geringsten Anzahl der nothwendigen Voraussetzungen auszuspre-

chen, was in folgender Weise geschieht:

Besitzen die Functionen 6
x

. . . ^ mit den unabhdngigen Veranderlichen

#_„••?_!' q+l '-y+n die Vigenschaft\ dass fur je zivei der Functionen

<!> , (j/
v

die Summe ihrer nach je zwei conjugirten Elementen q und q, ge

nommenen Functionaldeterminanten identisch zu Null wird

[«]

und verschwinden nicht sammtliche n.n gliederigen Functionaldeterminanten

nemlich die

[7]

worin h
x , h

%
. .h

n
irgend welche n Zahlen axis der Reihe H-l, + 2 . . . + 5

bedeuten
, so gibt es unter diesen nicht verschwindenden Functionaldeterminan
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ten auch wenigstens eine solche, filr welche die absoluten Werthe der h , h ..h

alle von einander versckieden sind.

Aus dem Bildungsgesetz der Functionaldeterminanten folgt mit Hfllfe

des Laplaceschen Satzes unmittelbar

2 [A]
[8]

worin die Summation auf alle die den Grossen le\ , A* . .& in intend einer

Reihenfolge gleichen X
f

,

X

2
. . X sich bezieht mit der Einschriinkung A <X

und X Q <X, <CX K • . <TX
€ <T^ bei der gestatteten Voraussetzune

*| <*| < A
3 • • <*»_,<*„• WOrin ferliei

..(X,—X.)

und [A] gleich +1 oder — 1 gesetzt ist, je nachdem A positiv oder ne-

gativ wird.

Nach den Voraussetzungen [5] iiber die
<f

Functionen ergibt sicli also

[10]

worin k , k
2
..k irgend welche der Werthe 1, 2, 3 .. n bezeichnen; hier-

aus folgt z. B.

SOW, +„ 4»i» +.••*») .
9 (4>.. *.. *., <h • • • *„)

5(?
Ai > 9-h^U,' 1h, ' ?An)^*(«A f

'*-A. ,yV q**'%)
[11

wenn die absoluten Werthe der A
t , A2 , A 3 , A 4

... h alle von einander ver-

schieden sind, weil aus der Summe iiber / hier alle andern als jene zwei

Glieder identisch zu Null werden in Folge der (ileichheit zweier der un-

abhangigen Veriinderlichen.

Wir wollen nun zuniichst beweisen, dass wenn alle Functionalde-

terminanten
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[12

worin die absoluten Werthe der ft,, A,, it, ... h
n

alle von einander ver-

schieden sind , zu Null werden . dieses auch fur alle Functionaldeterminan-

ten von der Form

stattfinden muss. Denn bezeichnen h
t%
A

2 , h 3 , h x
. . h

n
Indices, deren

absolute Werthe von einander verschieden sind , und ist

eine Determinante , welche nicht verschwindet , so folgt nach J ac obi's

Fundamentalsatz fur die Functionaldeterminanten, dass q, , q. , qh , q,..qh

als Functionen von 4v <|>
2

. . <j>n
und von den iibrigen Grossen qh , £_A

,

q_h , ^_A
. . q__h , welche mit jenen erstern zusammen in den gegebenen

Functionen <!v 4v • • ^n
vor^amen « dargestellt werden konnen und

auch die Functionaldeterminanten

[14]

V

3(?Aj , ?_At
. ?_^, j_a4

— ?_An, *», 4», . . 4»w)

bestimmbar sind, wenn ji, v irgend welche der vier Werthe -\-h , + k
2
an-

nehmen. Solche Determinante soil fur die nachste Eechnung kiirzer durch

[15]
«(V ?v 9 8*)

*<*v ?_-v,3*)

D

bezeichnet werden
,
dann besteht zwischen .diesen nach dem Bildungsgc

setze der zwei mal zwei gliedrigen Functionaldeterminanten die Gleichun

* fay g-A
t
»«>= * fay g*. 3*) d (g_A< , q_h tJ^ __d(gK , q__K U) d (q_k , g^ U)

und nach dem Satze uber die Multiplication der Functionaldeterminanten
die Gleichung

[16]
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H**, 4»„ ».> ^ .-V g+V g-/v g_A
3

> !-h x
~-<I-hn ) 3(gh , g_ht

3*)

[17]

6 (U 1
- 9-h t

> ns
> ?V*V U

t
, ?-h

t
> ?_;*,. ?_/,

4
••?-/,„)

In dieser letzten Gleichung sind die erstc and die dritte Functionalde-

terminante die beiden Glieder, deren Summe [ I l i nach den zwisclien den
bestehenden Bedingungs<>leichungen [6] /u Null werden soil; die erste die-

ser beiden Determinanten ist als von Null verschieden vorausgesetzt [13],

also wird auch die andere und damit dann ihre Verhiiltnisszahl, nemlich

5 (?A ' 9-h 3 »)

geben und daraus folgen, dass wenig

b

tionaldeterminanten in der vorhergehenden Gleichung [16], also

is zwei der Determinanten von der Form

5(yV qK 3**—-± filr h = + h, , h = -\-h
2

nicht verschwinden diirfen. Das Product jeder derselben multiplicirt in

[13] ist nach dem Satze iiber die Multiplication der Functionaldeterminanten

d^i. *». *•• ** •• •*»» Vh
2

' V-h t
> V-h ><l-ht-2-hn)

5^V ?^ 3,)
3 '"4 '~n "jjl

d(q
ht,q^hi> >iha , qhi

--- qhn , qhf , q_h^ q_hi> ?_^ •••?_£„)
' 5 (%,» ?-A, 3<)

8(n
x

, q-h
t

> <?A,» u% --nn>

u

t
* t-h t

> i-h,' ?-a4
—*-*„)

[18]

also kann diese letzte Determinante auch nicht zu Null werden , was der

Voraussetzung [12] widerspricht , da sie abgesehen vom Vorzeichen mit ei-

ner der vier Determinanten

gleiche Bedeutung hat.

Mathem. Classe. XIX. B
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Verschwinden also sammtliche Deterniinanten von der Form

fur solche A , A 2
, A

8
, A4 ... A , welche dem absoluten Werthe nach alle

von einander verschieden sind, so kann keine der w . w gliedrigen Functio-

naldeterminanten, in welcher nur zwei der Indices der q gleiche absolute

Werthe haben, von Null verschieden sein.

Auf ganz analoge Weise ergibt sich, dass, wenn alle Functionaldeter-

minanten verschwinden, fiir welche nur ein Paar der Indices gleiche ab-

solute Werthe haben, auch die Functionaldeterminanten mit zwei Paar In-

dices von gleichen Werthen zu Null werden mussen, denn ware z. B.

[20] d
(?v *-V qh' 5-V qK' qh~- qhJ

von Null verschieden, so miisste, weil nach den zwischen den <p bestehen-

den Bedingungsgleichungen [6] die Summe der Functionaldeterminante

[20] und der beiden aus ihr nach Ersetzung von -j-A , — A entweder

durch +A
2 , —h 2

oder durch + A
3 , —k

3
gebildeten Functionaldetermi-

nanten gleich Null ist, auch wenigstens noch eine dieser beiden andern

Functionaldeterminanten von Null verschieden sein. Werde also noch

SOW. <W» *W> <W, «}>,, <W --*„)
L21J d

<*v *-

V

qh' q-V qK%•Un
)

von Null verschieden, so musste die Functionaldeterminante

[22]
*te+V q~K ?V q-K q-h' q-K '

" q-hn> »' 4«.. • • • *„)

welche fur irgend zwei der Werthe +A
t , +A, statt A und A genom

2
««v.„v .„ i^v. »

v &
men eine bestimmte Bedeutung hat, fiir A = -4- A. und A = — A als

» [X ' 1 v *

Verhaltnisszahl zwischen den beiden vorgenannten nicht verschwindenden

Functionaldeterminanten [20] und [21] auch von Null verschieden sein.

Diese Determinante [22] fur A s=s + A., A == — h. lasst sich aber ahnlich

wie vorhin in [16] als Summe von Producten der analogen vier Funetional-
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determinanten fur h =+h it h
y
= +h

2
darstellen, also wenigstens

eine dieser vier muss von Null verschieden sein.

Durch Multiplication dieser nicht verschwindenden Functionaldeter-

minante in die nach der Voraussetzung nicht verschwindende Functional-

determinante [20] wurde sich eine von Null verschiedene Functionaldeter-

minante rait nur einem Paar dem absoluten Werthe nach gleichen Indices

h
A
nnd —

A

4
ergeben, was der Voraussetzung widerspricht; es miissen

also auch alle Functionaldeterminanten mit zwei l'aar dem absoluten

Werthe nach gleichen Indices der q verschwinden.

Daraus lasst sich dann weiter, ebenso wie liier, das Nullwerden allcr

Functionaldeterminanten mit mehreren Paaren dem absoluten Werthe

nach gleichen Indices schliessen und also das Verschwinden sammtlicher

Functionaldeterminanten der Functionen $,. ^...^ . was aber der ersten

Voraussetzung widerspricht. Es ist daher die Annahme, alle Functionalde-

terminanten mit n dem absoluten Werthe nach verschiedenen Indices der

q seien gleich Null nicht zulassig, wenn uberhaupt irgend eine der n.n

gliedrigen Functionaldeterminanten nicht verschwinden und die Gleichun-

gren f6l bestehen sollen.

II.

Theilweis gegebene Substitution.

In meiner Abhandlung uber die Hamilton -Jacobische Theorie Arti-

kel X. ist gezeigt,

dass die vervollstandigtcn Poissonschen Differentialgleichungen

:

*H dh *h Bh
t

\
d
?i dpi dpi dg

t

[2:»]

y I

e_h 8Jk_ dj>h dJk\ = fur A<* [24]

i\*ll *Pi dpi dq
t l = 1 fur h= k [25

f^dqi dPl 6Pl dq
t

[26]

B2
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["] ' ?!
flB 3 ** SE S *h\ d *h

[28]
/

/•••

/*«•

^2/ S^ dpi dq
l J

dt

I - L 1 — | • » • . i #2>

rfw 2W+ 1 Functionen E,
ty t ,...tyn , f,,...^ <z/s canonische Substitution

charakterisiren , nemlich sie eine Gleichung von der Form

i i
l

erfullen lassen ; aber wenn mar eine geringere Anzahl von jenen 2 n -f- 1 Functio-

nen gegeben ist, so genugen die ztvischen ihnen bestehenden Poissonschen

Gleichungen auch nock , damit die Functionen die ihrer Bezeichnung entspre-

chenden Glieder einer canonischen Substitution ausmachen.

Den Beweis dieses fundamentalen Lehrsatzes werde ich fuhren, indem

ich zeige, dass zu beliebigen unter den ^ , . . . <j> , <?,,... <p , E gegebenen

Functionen
, welche die unter ihnen bestehenden Gleichungen in der Reihe

[23]... [28] erfullen, die andern Functionen so bestimmt werden konnen,

dass alien iibrigen Gleichungen in jener Reihe auch geniigt wird. Aon
den verschiedenen Methoden, die man anwenden kann, urn die Ausfuhrung
der Losung einer solchen Aufgabe zu erleichtern, werde ich an dieser

Stelle nicht weiter handeln.

Zunachst lasst sich die Ordnung der gegebenen Functionen <p, <b so

einrichten, dass die Aufgabe in einer tibersichtlichen Form auftritt. 1st

nemlich fur einen Index oder fur mehrere h die Function 9 gegeben,

aber nicht die conjugirte Function c|>

A , so wollen wir die Rechnung so

stellen, als sei die gegebene Function ein <\>

h ; wenn dafur die Aufgabe
gelost ist

,
braucht man zur gefundenen Substitutionsfunction 8 nur das so

gefundene —
cp;̂ ]>A

hinzuzufiigen, dann nimmt das gefundene <pA
die Stelle

gesuchten — ^ und das in die Rechnung eingefuhrte cL. die Stelle

der gegebenen Function cp
A

ein. Fur die paarweis zusammengehorigen
und gegebenen <pA

und
tyh

mogen die kleinsten Indices 1, 2, . . n" genom-
men werden

, fur die einzeln gegebenen oder dafur in Rechnung gesetzten
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die darauf folgenden Indices n-\-\ , n"-\- 2, ,..»', also werden die noch zu

suchenden
ty

die Indices »'-f-l, w'-f-2, . . . n und die noch zu suchenden <p

die Indices ri'-\-\, n"-\-2
t

. . .ri, ri-\-\, ...n haben.

III.

Bestimmung einer Substitutionsfunction durch ihre nach der Zeit genommene Derivirte.

Der Fall, dass die Function E und entweder keine dor Functionen

cp und
<J>

oder doch nur solche von diesen gegeben sind, deren Indices die

Reihe 1, 2, 3, . . .n nicht vollstiindig ausfiillen, lasst sich auf den Fall zu-

riickfiihren , dass solche Function E der Null srleich ist.

Die In Gleichungen

dfc __ ,
dJE ^ __ ,

0.E d ?n _ . dE

d^ _8E ^£l dE. ^fn __ 8E_
dt ~" dPl ' ' ' ' dt — 6q

l

, '"dt — 8qn

[29]

worin E als Function von t, q t
, ..q , p t

, ..p gegeben gedacht ist, und

auf diese 2 n -f- 1 Grossen sich die partielle d Differentiation bezieht, wah-

rend d die totale nach t genommene Differentiation bedeutet, lassen sich

durch 2n Losungen integriren, indem die qv ..yM , p t , ..pn
als Functio-

nen ihrer fur die Zeit t° geltenden Anfangswerthe q t
°, . . qn

°, p t
°, . . p*

und der Zeit t dargestellt werden. Diese Functionen eingesetzt, machenf

wenn wie auch in der Folge die Summation 2 iiber die Werthe I= 1 , 2, . . n

sich erstreckt , das Integral

1&.%-B)it =±S> M
zu einer Function von q t

, ..q , p t
, . .p , t.

Es ist aber fur eine auf t sich nicht beziehende im Uebrigen allge

meine Differentiation $ identisch:

*/(* Pi ST - *> d '

d_

dt

a [31]
d «7/ dE, ^ ,

d J'/
, BE L

(Z
ft

8
?/) . d t+fi |(H- Ji) 8^-

(

{{+ ^)HI . d

«
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also , wenn man mit D eine allgemeine Differentiation bezeichnet , wird

zufolee der Gleichungen [29] fur das Integral 8°
6C Wi XJ.*W«W««

worm 5

DS° = Sj^D^-Sp/D^+eDf

e eine noch zu bestimmende Function bedeutet. Diese Gleichun

geht fur den Fall, dass die D Differentiation die nach der Zeit genommene

vollstandige d Differentiation bedeutet, in die Form

uber, wahrend aus der Definitionsgleichung [30] fur S° folgt

"dT = 2
Pi dT—E

demnach ist e = — E und

[32] D& = 2p
l
Dq

l
-2p

l
°I)q

l
—EVt

Es lasst sich also fur jede Function E von q t
,..qn , p t

, ,.pn , t ein

System canonischer Variabeln q t

°,
. . q*, p t

°, . , pn
° und eine zugehorige

Substitutionsfunction 8° finden. Ist nun keine der Functionen <Ji
f

, ..tyn ,

9!i • •? gegeben, so wiirden ^ 1
°, . . qn

°, p t
°, . .p* dafvir genommen schon

eine Auflosung der gesuchten Aufgabe bilden.

Sind aber einige der <|» und cp Functionen gegeben , so ist eine wei-S

tere Transformation erforderlich.

Bedeutet A eine Function von q t * . .q * p x , • .p % t y so besteht die

identische Gleichung

dT = er+2 (^dT+ 6^dT) (
fur ^=1,2,3, ..«)

also mit Berucksichtigung der obigen Gleichungen [29] auch

setzt man die gegebenen Functionen
<J> f

, ..<j> ,, <p,, ..<p „ fur -4, so ver-

schwinden die zweiten Seiten dieser Gleichungen [33] in Folge der fur die

Functionen
ty
und cp gemachten Voraussetzungen [27], [28] und es wird
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d<W
' ^n> • d ?1 d<p„ft

°. -'TT = °> ^ = 0, ..._.= [34]

also sind <|> , » . . <[>Mr • ¥,»••?„» Integrale der obigen In Differentialgl

chungen [29] und konnen demnach als Functionen allein von den GrSss

q t
°, ..q °, p t

°, ,.pn
° ohne * dargestellt werden.

Setzen wir in der identischen Gleichung

A-m h-k idA 8B BBS ABA.*B-*A.VB= 2 Z (—-^"Jpc^-A^
A=i A=i

Grossen C,, ..C
?t

der Reihe nach gleicli q it »»q , j9 f
, ..^?n

, nehmen die

D und A Differentiationen speciell als die partiellen nach ql
, ^y gebilde-

ten mit d zu bezeiclmenden Differentiationen , dividiren beide Seiten der

Gleichung mit Dqf.hpj*, summiren dann iiber die Wertlie /= 1, 2, 3..n

und berucksichtigen die fur die canonische Substitution nach dem vorigen

Artikel bestehenden Gleichungen

d 9h dU ^U d ?/.v

Y Uqfdpf ipflqfl

dU dPk dU dPk\ = fiir h < k

dpf d q( 1 fur h = k

so erhalten wir

&A dB\ sridA 6B 6B BAY i&A AB d^lB y(_ — _.—
f \dq]° &pf dpf dqf)

"" 7 Ufl* «1»J
5 ?/ **!

[35]

Setztwenn alle Summationen sich auf I = 1 , 2, . .
.
n beziehen

hierin fur A und B je zwei der Functionen $ f
..

.fy,, ?, • • • ?„- s0 wi**1

d^ dj^_d^dta
farl <A< w', !<*<«'

d*A d<p, d^d^\ = o fttrA<v, \<h<n; l<v<w"

d^"° d^7°
""

dyf dqf ' = 1 fiir A= v

d^d^^d^d^i^
far i<

I
x< W", 1<v<«"

,
ld ?/

° dtf d P/« dtf.
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Kann man also den in kg
o

?.*. p .

•

igedriickten nnd gegebenen I * • t

,
..» ° allein und ohne t

<r\," <?V ••?«" dietibrigen

Functionen 6
, , ... 6 , ©„.....© finden , mit denen sie zusamm

in 4-1 * n • ft -4- 1 * ft'+

anonische Substitution bilden , wie solches in den folgenden Artikeln g

o wird, so ersibt sich auch eine von t freie Substitutionsfunct& 8

der Art, dass

DS* ^IpfDq — 2<p
z
D<|> (fur 1=1, 2,...*)

/
l

i

und also

T>{S°-\-S*) = 2p
I
T)q

l

-
i i

Z<p,D<|> — EDt

wird , wie wir es suchten.

/

IV.

Bestimmung einer Substitution durch eine gegebene unvollst&ndige Reihe

der eingefiihrten Ver&nderlichen.

Sind nur die Functionen

+ !>••• ttf. T| *nIf fur «
«

« w

aber nicht die Function E gegeben, so lassen sich, wie wir jetzt nachwei

sen wollen , die Functionen

Lehrsatze lib

stimmen.

„'-)_!' ^„'^ 2 '
%9 $n m^ Hiilfe der Jacobi'schen

simultane lineare par Differentialgleichungen be

Hiebei werden
»'+ n

nach einander aufgesucht

und an jeder Stelle der weiteren Aufsuchung kommen die gefunde

schon mit in Betracht Urn

kelung sogleich den Umstand mit

bei der nachfolgenden Ent

berucksicl & dass schon

ge der Functionen <b gefunden sind, sollen Ti.-i 1

die gegebenen sondern auch die an ix{

n gefundenen Functionen mit bedeuten

n ? • • ?n
nicht

end einer Stelle der Rechnung

Bezeichnen wir zur Abkurzung *i

f . -$
<pn„

der Reihe nach mit

nrr und fur irgend eine Function / von den Grossen ?i *
• •

V i» pn , t die Operation
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I d?l dPl 8 Pi 6
'Jl

mit \[fl [36]

»* ***[/] a^^iW
X a ?x

a PX en 5 ?x
rait {h\ if] [37]

wobei , wie auch sonst in diesem Artikel , die auf / und X sicli beziehen-

den Summationen ttber die Werthe 1, 2, 3, . . n zu erstrecken sind, so wird

identisch

**VJ/]
88/ 8-\k 8*th 88/ 8*k d*h

+*

dP\dVl 5
?X

dj
'l

8tyk 88^hV ^fih ™H
T dPi x \dn dndvi *n dv\dvi i

6h ddH \

dli t l**x" *p~M
~~

â x *«xw
jVjA ^/.

und daher

V^k\f\-Vk
Vk \fih *k

8/ 8

i dptd?i x \ en d Px

6/ 5

/ d'/f 5W x

\8qx 8px 8Px ~dq
}

8^k 8^h

8P\ dP\ 6 ?X

oder mit Benutzung der oben unter [3 6] eingefuhrten Bezeichnung
,
auch

VaL/1 \\ [/]
S /S/e^[^i e/avk ti,$

i \ d Pi 8
'I I

8 '11 dpi

XI
d/ d Vh [+A] 8/ 8 Vh [^] ,

/ \d'll 8 11 dpi 8,.« I
[38]

Nach den hier zu Grunde liegenden Voraussetzungen [23] bis [26]

erfullen die schon bekannten Functionen

i » •••-;•• 4
,

»"+i *» i
• • • *-»"

identisch die Gleichungen

^ J * »,J
o far fi+v^O

1 fiir jx+v=0, jx>0
[39]

es ist also fur jede Function / auch

*; *,v
Mothetn. Classe. XIX.

*, v, [/] [40]

(
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wenn {i und v irgend zwei dei Indices

" — In"— 1), ..— 1, +1, ..+«" +«"-H, •
••»'

n ,

bedeuten.
M Iff

Jede noch aufzusuchende Function A fur Tj>w' muss die w+ w

linearen homogenen Differentialgleichungen

[41] ¥$ ] = fur v = —n\ — (w"— 1), . . • —1, 1, • • • n ,. .
.
n

erfiillen. und fc-o... t^f ••-•**' ^abhangig

Nach dem Jacob i'schen Satze gibt esfttr ri+n simultane lineare Dif-

ferentialgleichungen Y
v H»]
= 0, welche die Bedingung fJFJ/] = *JfJf]

identisch erfiillen, und welche die nach In unabhangigen Veranderlichen

wie hier q ,...q , p ,
, . .

.

p genoramenen partiellen Derivirten enthalten,

2n— (*'+**)—1 von einander unabhiingige und von einer Constanten

verschiedene Functionen <!> als Losungen.

Von diesen Losungen sind die 6 „ , ., (/. ,

2
, ..<[>, auszuscheiden

„"+!' T„»+2

bleiben also nur noch 2 n— (» 4- »")— 1—(»—») = 2w—2»— 1 von em-

der unabhangige Losungen <p , es kann daher durch 1
f->

Verfahrens, so lange die Anzahl ri der gefunclenen Functionen cj>
t

, •••^

kleiner als w ist, immer wenigstens noch ein neues <|> gefunden wer-

den bis man n— ri Functionen <|> gefunden hat, welche unter sich

und mit
<f>

„, . . cp <!> . 6 „ 6 . . ft , die erforderlichen Differential-

gleichungen [4 1 ] erfiillen , und welche von einander und von den \

nen 4> « , . ..<[\,, unabhai
»
W+1"TW B'S

Die gefundenen Functionen werden auch von cp
n
„ . . cp

t
,

cp
f

. . <J^„
un-

abhangig, denn sonst musste eine dieser letztern cp oder <p
v

eine Function

der iibrigen cp und <[> sein, wenn aber und ¥
v

Functionen von den

Grossen cp., ..cp ,„ 6 . .<L „ mit Ausschluss beziehungsweise des cp und

des <[> und b die nach jenen In"— 1 Grossen genommenen Differentiale

bedeuten , so ist nach der Voraussetzung
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und in Folge von [23] bis [26] daher auch

l=n ,d'i eo d>i> e*

j =1 ^^ d
J'l

8 Pl d
?l

A

und ebenso

J = n 5cp av a«p a»r

j=i ^'// e ?/ e7'/ #'/;

I)

also wurde der aus cp^ und <p oder der aus <[>
v
und cp

v
gcbildete I'oisson-

sche DifFerentialausdruck [25] den Wertb erbaltcn, wfthrend der durch

die Voraussetzungen der Aufgabe bestimmte Werth + 1 ist.

Entbalten die gegebenen Functionen der f und <[> nicbt die Zeit f,

so lassen sicb die hinzuzufugenden Functionen
ty

aucb als von f unabhan-

gig bestimmen.

Die weitere Auflosung der Aufgabe behandelt der folgende Artikel.

V.

Bestimmung einer Substitution durch eine vollstandig gegebene Reihe

der eingefuhrten Veranderlichen.

Die Aufstellung einer Substitution, fur welcbe sammtliche Functio-

nen i> ,... gegeben sind, erscheintbeiunsererBehandiungswei.se nur
4 1 * Tl

als eine besondere Form von der Aufgabe, die sich darbietet, wenn

ausser den sammtlichen
ty

Functionen auch noch einige der Functionen

E, cp
i
, . . . <pn„

gegeben sind.

Mit Hulfe des Satzes aber die normale Form einer canonischen Sub-

stitution Artikel I. denken wir uns die Veriinderlichen p und q so ge-

wahlt, dass alle Functionen durcli Ausdrfickc allein von '|
t

,
.

.
'l>

n , q x
, • - '/„, t

dargestellt werden konnen, also entweder jedes ph
und qh

an seiner Stelle

gelassen oder ein solches Paar, wenn es erforderlich war, in qh
und —pK

umgesetzt ist.

C2
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Es sollen D und A zwei allgemeine von einander unabhungige Dif-

Vn'P Pn

ferentiationen bedeuten , es soil ferner die

d Differentiation auf die unabhangigen Veranderlichen t, q t
,. t

8 Differentiation auf die unabhangigen Veranderlichen t, q t
,-*qn , <[>,, .-^n

sich beziehen.

Zur Abkiirzung der Formeln wollen wir noch folgende Bezeichnun-

gen einfuhren

?+o E, Q t 9 Q p
v-

fur ji > 1

+o E, <j> *> ^u = % fur
t* ^ *

+ 1 fur A> +0, 1 fur h < 1

8<!n
A;

6<b
ft

A

3
?Z

P
o

Qo

BP
f*

\*h)
*p

t*

B<!?A

SP
f*

A

1 fiir h k

6<!>A

6t
fur A' +

wenn zugleich k

1 fur A Z +
«*

h und A; + chieden ist

a n
wenn I von -|- verschieden ist

E, P
v-

t
t Q

v-

P

9

v-

i*

P

Q
v-

v-

y fur {i > 1

fiir fi > 1

1 fiir P A< 1 und fiir {i A

fiir h < — 1 und zugleich h >< V*

fiir * 0, h < + o

sp
n

Ha
fiir A und h > 1

-f-°
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1 fur [A = e
dP

dP
e \

dP
e

dP
e ,.. ^ .

fur (x < e und zugleich fx <

Es seien also nach den Voraussetzungen [23] bis [28] die Functionen

oder nach der jetzt zu gebrauchenden Bezeichnung

„r* +_(„»_iy • • • $_!« *+<> *+<• ••••• **» Wi' ' •

" +

bekannt und von der Beschaffenheit , dass die Poissonschen Differential

-

Ausdriicke

w(
B ^h \ ^r nt d *h\ l

BH
£[

3+__*/ ~ L J \3ffj/\e?_j [41]

fur alle aus der Reihe — w". . . — 1, + 0, -f 1 . .
. -f- » genommenen Werthe

der Indices h und & identisch verschwinden ausser fur h = — k = — 0.

Die Summation ist liber /=— w, —n— 1... — 1, +0, -{-I, +2...+»

auszudehnen.

In dem Ausdruck

S[A][*][-
*

30I8Bwwm
11 die Summation in Bezug auf / rich fiber die Werthe +0, +1, +2,

-\-n erstrecken, die andere Summe sich auf h, k, [t, v, e, e heziehen

nur fiber die Werthe — ri\ . .— 1 , -f 0, + 1
.

. .
. + n rich erstrecken,

dabeisoll, wenn zugleich h und k von Null verschieden sind, fi mit h

und ebenso v mit k nur gleiche Vorzeichen annehmen. Es werden also

p und h nur dann ausser gleichen auch noch entiregengesetzte Vorzeichen

erhalten, wenn k = ist; ebenso v und A- nur dann ausser gleichen

auch noch entgegengesetzte Vorzeichen erhalten, wenn A = ist. End-

lich soil noch das Werthsystem h = —k = —- ausgeschlossen sein.
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Unterscheidet man nun zunachst die neun Fiille nacli den Vorzeic-hen

und Nullwerthen der h mid kt unterscheidet ferner fur jeden dieser neun

Falle die im allgemeinen mogliehen neuen Fiille nach den Vorzeichen und

Nullwerthen der (x und v und ersetzt dann die im ausnahinsweisen Sinne

gebrauchten 6 und $ Derivirten durcli die zuvor angegebcnen singularen

Werthe, fuhrt dann mit Hulfe der allgemeinen Fomiel

die Summationen iiber h und k, hiernach mit Hulfe von

[44]
y 5<P 8^ o«I) 60 ^ 5<D o/)X o<P v d<P I

die Summationen ttber ji und v aus , zieht dann die partiellen Differen-

tiale wie

[4 5]

*==

—

«,..—!,.+»,+! h». *-=l,2..«, n = l,2, ••••»"

zusammen, wobei also

D*
C
= A^ =0 fur C = »

w+l,nw
+2, .../*

vorausgesetzt wird, so erhalt man fur den Ausdruck [42] ohne irgend

welche andere Rechnungsoperation vorzunehmen

:

[46] —2[-e]DP
I
AQ,+2HAPDQ

e e

oder: [47]

A X
7J

N '

yj
^ *!

X = 1, 2, 3v.*, 7] = 1, 2, 3 ..rc"

fur D^ = A^=o, C = w"+l, n"+2 t ..n

Der Ausdruck [42] und damit auch dieser Ausdruck f47l wird

9,
aber mit Rucksicht auf die zwischen den Functionen 9,9
<rV •••<iV -&' bestehenden Gleichungen [41] zuNull, nach Artikel VIII
der genannten Abhandlung ist daher
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fA D ft
Sep D^
T

i

1 i
_ED* [48]

?„wenndie p it p 2 , >>pn , ?,, ?,» ..^,,,2? als Functionen von den #,, £ 2 ,

.

^j, <J> 2 , • ••<{> , * dargestellt und
ty „, ,..f als unvcn'inderlich betrachtet

werden, ein vollstiindiges Differential DS einer Function $ von den

Bezeichnet man die nacfa dieseuGrossen q t
, q 2 , ..qn, <}v <|>

8 , . . <pn , *.

2^-j-i Grossen genommenen Differentiate mit 6* so ergeben sich die ge-

suchten far C w"-H, »"+2, ..//' aus

5 .V

8
[49]

und es ist also S eine Substitutionsfunction fur die als Functionen von den

Veranderlichen pirpt ...pn, ?,. U '"Qm <
f &%&>&&* GrOssen $», ...^,2?,

Bei der Anwendung dieses Endresultats auf die ini Artikel II. be-

liandelte Aufgabe wttrde man also, wenn zwischen einzelnen Paaren der

<p und
ty

Umstelliingen

gegebenen Functionen d» .*, 6

vorgeno d fur eil

?„.?

?;• *
f* v • » .". v +* **

gesetzt ist, wenn ferner

Substitution zu erhalten

a diesem Artikel, am die normale Form der

der in den gegebenen Functionen vorkom-

menden Grossen q*, pk*, qJ**, p** die

Pk lh % % > Pk %
*»

<h +A **

eingefiihrt sind, noch %p

dass erst

** •
k <h 2<p.

•• i **
zu S liinzuzufiigen haben, so-

%

•• *»

D(S+Sft"j» s ?;•'V)

worm A

^;D ?;+~/>r»?
d A: vereinigt

A

ganze K Zahlcn 1, 2, :{..« d

ebenso ja und v
9 •

gt ganze Reilie der Zal 1, 2, 3.. w aus-

fullen, die Fundamentalgleichung f(ir die in der Aufgabe geforderte For

der Substitution darstellt.
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Sind keine der Functionen <p oder ist E nicht gegeben, so

wurde die vorstehende Untersuchung anwendbar blciben, man luitte nur

DQ = AQ = fur e < — 1 oder fur e = zu x'tzen, wodurch dann
>• ~e

in dem obigen Ausdrucke [48] die auf 9 oder t beziiglichen Glieder ganz

verschwinden wiirden. Enthalten dann die grgebenen Functionen die

Grosse t, so verschwindet E nicht, sondern wird = — .

t

VI.

Der Poisson-Jacobische Sati und ein analoger einfacher Lehrsatz.

In der Abhandlung uber die Hamilton-Jacobi'sche Theorie Arti-

kel IX. [14] habe ich die Jacobi'scben Gleichungen durch folgende In

erganzt

:

[51]

»?i BE bq
(

BE %qn BE

&/>i BE §Pl BE %pn BE

Hierin bezieht sich die ft Differentiation auf die Unabhangigen

4*i» 4**» •* (rV ?i' ? 2 ••¥*' * una die d Differentiation auf die Unabhangi-

gen q x , q % , ,.qn , p t ,p 2 , ..pn, t. Es sind also die in q, p, t dargestellten

Functionen

^i» ^2 • • -1v 9t> ?»» •• ?n Constanten gleich gesetzt

ein vollstandiges System von Integralen der obigen In Differentialglei

chungen [51].

Aus der dort auch mit angegebenen Gleichung

[52]
*E 8JE
§t Bt

geht dann hervor , dass
, wenn E , als Function von q t

*--qn , p t *"P.
dargestellt , die Grosse t nicht explicite enthalt

E = const.
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selbst ein Integral jener DifFerential^leichungen [51] ist, dann folgt aber

weiter aus den In dort abgeleiteten Gleichungen

WE 8<?h §E d'bh

Hh d* ' *9h 8* [53]

dass die partiellen nacli t genommenen Derivirten der Functionen

<J> t
, ..ty , ..<$>, ?!> •• c

?a» ••?. auc^ wieder Integrate jener Differentialglei-

cliungen [51] Bind. Das Gleiclie gilt von jedem Int< *ral, dean es wird,

wenn C irgend eine Function von £ t !••</„, p x ***Pn* * bedeutet,

dC ftO
. v/ !>r dty

i

i)C d<?l

5< »< • T\»fy nt ~»<pj d*

»c a- y /
!>— *^? 5I _ {>—

\

[54]

I
I
Z , U j • • • ft

J

und fiir den Fall, dass C ein Integral, also allein durch
ty ,,j», <p, ..?

8C • dC
ohne * ausdruckbar das heisst -p- =0 ist, -j~

t
= funct. (<|/, cp) = const.

Lassen wir nun E die Hamilton'sche Function -{-11 Artikel I. [5] bei

einem mechanischen Problem bedeuten , dessen Differentialgleichungen die

obigen [51] oder in gebraucblicher Form

dft __ dH d^__ dH ^n_, 6_^
It ~~ ~*dp

l

* ' ' dt '"dp/' * ' dt ~~ *dpH
d Pl dH d Pl dH dPn dH
"d7

==
~"d^' * • "57

=
fqj' ' ' ~dl

=
e~Yn

[55]

sind, so wird das Princip der Erhaltung der lebendigen Kraft durch die

Gleichung H6 " ~~^*. & Sat/

Gilt in einem mechanischen Problem [55] das Princip der Erhaltung der

lebendigen Kraft

Function (q t , q 2 , .. qn , p %,pt , • •/>„)

Function {y,, q 2 , . . qn , q t
, q\ ../J = ff *= const.

jedem </wrc/i canonkche Variable oder durch Coordinaten und Ge-

hwindigkeiten dargestellten L

Mathem. Classe. XIX. D
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functfa,,...? , p x
,...p

n , t) = const

oder

funct^j,. . .q ,
y'

tf*Q't t) = const

<?i> wacA (for i?e# f genommene .partielle Derivirte wieder ein Integral des

Problems.

Dieses Theorem ist dadurch urn so merkwiirdiger, dass es Integrate

gibt, von denen jedes einzelne durch wiederholte partielle Differentiation

nach t ein vollstandiges System von Integralen hervorbringt.

In der That , nimmt man das Integral E =1 const, fur das <|> eines

canonischen Systems von Integralen, was nach dem Lehrsatze in Arti

kel IV, weil die dazu allein erforderliche Gleichuner

BJE djh_ BE d^A djh

identisch fiir ^ = E erfullt wird, gestattet ist, so ergeben die Gleichun

gen [23] bis [28] fur die iibrigen nach den Artikeln IV und V hiezu ge

fundenen Functionen <|> 2 , <j» Jt ..^, <?,, <p
2 , ? 3

, . .<? noch

J\dgl
dp

l
dp

t
IFfy

T^ d
'ii

dPi~~ d Pi wii) =1 fur A = 1

6E d <p^ 5 -E 3 <x> * * do

)

h

l wit dPi dp
t d^if dt

1, 2, 3, . . .n)

also wird

L
-
1 e< ~" e«

—
dt — dt — dt - • — ~ei ~ °» TT ~"

und, wie die AusfQhrung der Differentiationen hoherer Ordnung unmittel-

bar zeigt,

stellt das Integral
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+ ? 2 ?,
n+ ?3?t

n+,+?^ t

n+2+" + ?n ?,
2n-2+^ 2?i

jwiY seinen 2n— 1 partiellen Derivirten nach t fiir
ty f
= H ein vollstandiges

System von 2n Integralert des dutch die Differcntialgleichungen

dt/
l

|

dH dq% x^fL
11 d't't i

QH
d* '3ft

1 dl "5ft 1
# # #

d/ ' ^
dp, __ dJf d th _ 57* dpn SIf

dt fqi
% dt ~ dq%

' '
# #

d* — dp

gegebenen mechanischwi Problems dar
f

wenn 11 nur von q i% q 2% . . q n >

P % Pz> • *P und ni('ht unmittelbar vim t abhdngt.

Dieser Lehrsatz besitzt cinii?e Analogic mit dem beriibmten Poisson-r>~ -•——

n

Jacob ischen Lebrsatze, der zur bessern Verglcicbun^ bier aucb aufge-

stellt werdcn ma#.

Aus der ideiitischen Gleichung

Di*.AB-W.DB=*£*2 §4K (DC4AC4-4C»Dy

worin A und 2? als Functionen von C P C 8
..C

V
betrachtet werden und die

letzte Summation nur iiber die Combinationen der aus der Keihe 1, 2, 3..v

genommenen Indices h und k zu erstrecken ist, ergibt nob, wenn wir

die D und A Differentiationen auf die unabhangigen Veriinderlichen

q ..q , p t
>.p beziehen und bei D allein ql

bei A allein p{
sicli andern

lassen und auf beiden Seiten den gemeinsamen Factor VqAp
t

aufheben.

BABB 8A6B ^^/^^-^^W^——~ — \ f58l

ii

ersetzen wir hicrin die C,,C 2 ..CV durch die Gr sen ?,-?„, ?,••?„.

summiren dann fiber / fiir die i'oissonschcn

Differentialausdnicke bei einer canonischen Substitution geltenden Glei-

hung bis 1 281 zu liiilfe, so entsteht

D
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[59]

l=n

1=1

8 A 8B
$91 dpi

8BdA X n

X=i

%A *B SB 6 A

Sind nun A, B Integrale derselben Differentialgleichungen, fur welche

die ^ t
...^ %

cp
f
...cp ein vollstandiges System canonischer Integrale be-

deuten , so werden A und B als Functionen von den <p und <p ohne t

darstellbar sein, und dasselbe wird fur die zweite Seite der letzten Gleichung

gelten, also der Ausdruck auf der ersten Seite in Gleichung [59] eine Con-

stante sein miissen, wie Poisson auf einem anderen Wege gefunden hat.

Darauf , dass die Gleichung

[60]

I 11

1= 1

8 A 8B
d
1l

d Pl

8B 6A
6
?l

d Pl
const.

em gral der Differentialgleichun darstellt, le Jacobi des-

halb grosses Gewicht, weil diese Gleichung nicht immer identisch erfullt

wird, auch von den Gleichungen A —
sein und also ein neues Integral geben k

Bezeichnen wir allgemein

const. , B = const, unabhangig

[61]
I n

8A 8f 8A 8f

l= i

dq
l
8p

t 8p
l
8q

l

ferner diesen Ausdruck, wenn darin A(f)

mit A(/)
s

/ gesetzt ist , mit A(A(/))

oder kiirzer mit A2

(/) und allgemein A(Am(/)) mit Am+1 (f), so wird mit

Rucksicht auf obige Gleichung {"59] auch

[62]

also

AC/)
h n »/ X n

fiA §bh §A »<}+ S Ha^H^A=i
h

+
»»/

h=\
%lx[

§A »n

h n

%

*a a

h x
~ ^ *x » ?x d<Px»V

+
A=i ^ A »*)+ ^«XT4

A (?,)

das canonische Integral
<J> t

gleich dem gegeben
nommen haben, was nach Artikel IV in Folge der Gleichung

A ge-
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dEdA djEd_4\ 6A dA
J'\dql

dp
l dpidqj Tt — ~~ d7

= °

mSglich ist, wird

VA (/) = i~ ™d ebenao A"(/) = *2
[63]

weil A^J = 0, ^%,) = 1 und A(^) = fiir *>] ist.
V

Setzt man, nachdem die zu einem Integral A = cp = const zuqehtiriqen

canonischen Integrate + 8 , + 8
.. <pn

. <$>,, <f 2 , <p 3 ,
. .<pn

bestimmt sind',

B 2_I_ _L ,f. ... «—

2

+ ? 2 •?l
W~1+? 3 •? 1

n+•.•+?
M •'f 1

:;n-3+T 1

2w- ,

[64]

50 werden

A,B, §B &B $"»-* B
[65]

2n von einander unabhcingige Functionen von den
ty,

cp afco auch von den

q, p, t sein, daher bildenfiir die Differentialgleichuvgen

dft ,
dj£ dg2 __ d II (1 >/n 57/

d* "^flft' d*
"~~ ~»~

«

ft ' '•? d< "~~ ~r"d/»;

d^
x

6 77 dp2 dH dpn d II

17 dfc~' 17 a^7' ' * * d* ~~Hn
die gleich Constanten gesetzten 2n Functionen

2 / r>\ A 2n—3 / t>\ a 2n—

2

4, B, A(B), A2
(73) . . . Ain-3

(B)
t A2w-'(£) [66]

* *

worm allgemein

l=?ldAdf dAdf

1=1

^21 ^rz_ darcA A(f)

bezeichnet ist, ein vollstdndiges System von Integralen.

VII.

Jacobi's Storungsformeln verallgemeinert.

Im Artikel IX. der Abhandlung fiber die Hamilton-Jacob

Theorie habe ich aus der Fundamentalgleichung [14] far die canoi

Substitution das vervollstandigte System der Jacobischen Gleichungc
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[67]

»*A d
«>k

d ?A

Hfc~" dp
k

>

»**

*Ph »n »*A

Hk"' »%' •?*

%E 6 9k 0£

*<!>*

~~
%t ' »%

fur h -= I. 2, 3, • • •

5^ »?A ^

h

S^ §E dE

n und k = 1, 2, 3, »

abgeleitet. Dabei ist ausser der Gleichung [3] nur vorausgesetzt, dass

2V #2' ••£»• Pi'Pz* ••Pn' E als Functionen von den<Grossen 4> t ,$ 2 , ..<[> .

?i> 92' • * ?»» ' und umgekehrt auch <[>,, ^, . . ^ ^ ?2 , *.%,E als

Functionen von g t , q 2 , . . ^ p t ,p 2 , . .» , * betrachtet werden konnen.

Es ist also ohne Einfluss anf die Gttltigkeit der obigen Gleichungen, ob die

Substitution die normale Form hat, oder ob sie solche nicht hat. Dasselbe

gilt auch von den hier aus jenen Gleichungen abzuleitenden Lehrsatzen.

Die ft Differentiation bezieht sich auf die Unabhangigen cj>, <p, t, wahrend

die d Differentiation als Unabhangige die q, p, t voraussetzt.

Die obigen neun verschiedenen Formen fur (2w-f-l)
2 Gleichungen

konnen, wenn man fur eine positive Zahl m

[68] q_m = ~Pm . P_m = +q. q = +t, p, = -E
CDm » m ?_m = +*m . *o=+'. ?o = +£

setzt
, auch in der gemeinsamen Form

[69]
%Ph _ d

<?k

ftir k= 0,±l,±2,..±n und k = 0, +1, -j-2, . . +»
dargestellt werden.

Es bleibt, wie leicht zu sehen, auch die Gleichung

*>©
k dPh

far *=±1. ±2, ..+« und k == -f-i, +2, . .

+

richtig, aber diese letztere umfasst nicht alle Fallt

n
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Die Verallgemeinerung der Jacobi'schen Storungsformeln besteht in
i

Uelationen zwischen Functionaldeterminanten. Eine Functionaldeternri-

nante wollen wir nun, zur Erleichterung des Druckes, wenn mm. ,«

die Functionen und v
k , v

k , . .t>^ die unabhangigen Vemnderlichen sind,

auf welche sich das Differentiationszeichen d bezieht, durch

[70]

darstellen.

Aus dem Bildungsgesetz der Determinanten ergibt sich mit Iliilfe

der Gleichung [69] unmittelbar

als Verallgemeinerung der Ja c o hVschen Storungsformeln:

worm die A, , #,„, . . h und &. , k , . . A: irgend welche 2v der Indices
1 £ V *

0, +1, +2, +3, . . -f-»

kon

Fur den speciellen Fall, dass die h
i
,h

2 ,..\ sowol wie auch die

&
t

, h
2 , . . k die ganze Reihe jener Zahlen mit Ausschluss der Null ausful-

len, geht jene Gleichung, wenn man die q, p, <[/, <p wieder nach ihrer ur-

sprunglichen Bedeutung einfuhrt, in

*(ft , ft> • ft, . ft. ft. "ft») _ a ^'» ^' '^n' ft' ?" "ft*) r
7

2

i

»(ft, ft, --4V ft- ft- ••?»)
~~ a (ft' *»' ••*»« *»» ft » ••*»)

tiber. Verbindet man hiemit den Fundamentalsatz von Jacobi fiber reci-

proke vollstandige Functionaldeterminanten, neml

»(g», ft, • ••?„, ft, ft. •*») Wfc. 4* —«»»» * — ft»> __
t

^
73

j

•(ft, ft- — *»' ft' ?*' ---^ ' ^ft *
?" '• #?"' ft ' ^ '

"^
so ergibt sich

:

•(ft. ft, •••?«' ft' ft' • ••*«) ^ •&>*» '"**'**'-+* -± t [74]

•(ft, ft, .••*„> ft.ft. ••?»> 6(ft '
?" , " ?w '

Pl
'

Pi
' " Pn)

cli
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In dieser Form, mit der Unbestimmtheit des Vorzeichens, ist dieses

Theorem von Jacobi gefunden und Seite 499 in seiner »Dynamik« verof-

Die Bestimmung des Vorzeichens ist mir gelungen nnd zwar auffentlicht

verschiedenen We
tialdeterminanten.

© fachsten mit Hiilfe der Differen-

Da die Theorie derselben mehren Untersu-

chungen in engem Zusammenhange steht, so will ich darauf bei einer

anderen Gelegenheit znrtickkommen und hier nur denjenigen Beweis ge-

ben, der diesen Satz als einen speciellen Fall der Verallgemeinerung der

Poissonschen Storungsformeln erscheinen lasst.

VIII.

Po is son's Storungsformeln verallgemeinert.

In Artikel X. der Abhandlung iiber die Hamilton-Jacobi'sche

Theorie habe ich aus den Jacobi'schen Storungsformeln und aus allgemei-©

nen Satzen iiber Differentiation die Poisson'schen Storungsformeln abge

leitet und zu dem System von Gleichungen

:

[75]

[76]

[77]

[78]

64, di

I

S^S*k

i \ d n 8pi

o

i

fur h

fiir h

k

k

i

[79]
I

[80]
I

d<ll ^Pi dPi d*li

8E 6<\>h dJB 6<bh

dq
L
dp

l
dp

{
dq

t
|

BE d<pA BE 8<?h

dq
t
dp

l
dp

t
d
qi

8<bh

dt

3©h
Bt

vervollstandigt , worin h und k irgend welche der Indices 1,2, 3... n

sein konnen und worin die Summationen in Bezug auf / sich iiber deren

Werthe 1,2,3...% erstrecken.

Diese sechs Formen von n{!n-\-\) Gleichungen konnen bei Be-

nutzung des abgekurzten Zeichens fur eine Functionaldeterminante und,

wenn man unter Annahme einer positiven Zahl m
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V-m = —JPro » P-m = qm

3?*) 9<pA

e^) a*
fur h =

6 ©A

54%
1 fur A = — & und zugleich A>0 [81]

9 ?A

***
+ 1 fur h — — A: und zugleich A<0

/

5 ?A

84Vh
fur alle von und — k verschiedenen Werthe des h set/t,

in die gemeinsame Form

l= n
*(?&»?*> __

j

5^) fiir A gleich 0, +1, ±2, + 3, . . . ±» , ,

~ a(?_ z, ?+/)
~~ I^a) und k gleich +1 , +2, +3, ... +w l J

gebracht werden.

Zur Erweiterung der Poisson'schen Storungsformeln auf hohevc

Grade dient der verallgemeinerte nach Laplace benannte auf Functio-

naldeterminanten angewandte Satz und zwar, unter Benutzung der oben

[7 0] festgesetzten Bezeichnung, in der Form der identischen Gleichung:

V ^(ylut,*,) d (cp j

x

8 , »4)
d <V\*2m-f x2m) 8 to\*lm+V *2m+2» "*\)

fj
r _ x

^(ffl— 'i> +A» "~V +/a» ••• — lm' + /m' A2m+1' *Jm+f *
'

A
>.\f»,v) ^

wenn in der Summation 2 jedes der x fl
x
2 , x

g , . . . x
2m , . . . ^ alle

Werthe Ar
t

, k 2
, k 3

, ..*,m, . . *> unter der Einschrankung

x
2

, x
4 , x,, ...x von verschieden

/
1
<x

2
oder x

f
— 0, x

3
<x

4
oder x^O,..,!^^ oder xlm-| =0 [84

3t2m+i< Z
2»1
+2<-"< X

X

annimmt, wenn ferner in jedem Gliede der Summation auf der ersten Seite

und in dem einzelnen Gliede der zweiten Seite das Product II rich Qber

alle Werthe 1,2, 3,... X fur jjl und v unter der Voraussetzung v < jx

erstreckt, und wenn endlich

Mathem. CAasse. XIX E
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[85]

ERNST SCHERING,

+ 1 fur Ar>

1 fur k<T

fur k =
bedeutet.

Summirt man die Gleichung [8 3] in Bezug auf jedes der l
t
J 2J3

,... I

fiber alle Werthe I, 2, 3, ...n, wendet dabei die vervollstandigten Pois-
son'schen Storungsformeln [82] an und beachtet, dass diejenigen auf der

zweitenSeite der Gleichung [83] stehenden Ausdrucke, welche sich nur
durch die Reihenfolge der Werthe der L L / von einander un-

0[>

terscheiden, gleich gross sind, so erhalt man: [86]

—h.) fel f^HL \

dW'A2m+V *
2wi+2 , ...*x)

worin unter Beibehaltung der ttbrigen Bezeichnung wie bei Gleichung [83]
die Summation in Bezug auf die I sich fiber die sammtlichen Werthe
i, 4, a, . . . n ffir jedes der |, f

*~ r ... , unter der Ein8chrfinkunK

^ < ^< *
3 < • • • < *m erstreckt

£«&*?* ^ Anzahl der in der Reihe der absoluten Werthe der Zahlen
*,.*,,*,....*£ vorkommenden von imrfwn einander versehiedenen Werthe
mehr als X-m, 50rtw^ o/^ar <fe ^te^fe ^^^ [86]
imtf <|« Nulhverden der zweiten Seite der Gleiehung [86] giht die Verallgemei-
nerung der Pois sortschen Gleichungen von der Form [75], [7 6] und [78].

1st: *,=-*, k;,=-* t,... i *
i„_,=-* sind *,.*....*2m'

K""" Vfc "2' 4 f ' 2W
positiv, und sind die absoluten Werthe der * k k

""

k k *A
alle von einander und von verschieden, so vereinfacht skh [86]™:'"

[87]
?'™~? +*"

~K +^ • -^J^-^-jrt.
„ |

- V

und specieller fur \ = 2m
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d(?|— **. +*», - *4 , +**. •• —*2m, + *2m)

w *fol-*» +4, -4, +4, ...-/w , +/j-
= '

t
88

]

endlich fur X = 2 m = 2n

6{qt , q„ ...q^, p, , ft, •••?„) "" I
89

J

welche die genauere Bestimmung fur den von Jacobi gefundenen im vori-

gen Artikel bewiesenen Lehrsatz enthalt.

1st

sind & A:,, . . k
,

positiv, und sind die absoluten Werthe der

£
2 , &

4 , • -&2m__ 2
, £2m * .-^x al*e von einander und von verschieden,

so wird

^3(cp|— A;,, -f£2 ,
— kit +kit .. ,—kim_ 2 , + &2m__ 2 , A

2m— i> k2m , *
jm .j. i

» • • • *\)

V^ ?X2m 5 (?l*2m+l' *2m+2> •"*X) „, ,
. -

^-a7 -ST-T*— A TT Ilfx — xl 90]
x fl« 0{9\*2m+V h2m+2>~h> ({iV)

l
x vl l

worin unter Beibehaltung der iibrigen Bezeichnungen die Summation in Be-

zug auf x sich liber alle Werthe k2m , #2w+1 , #2m+2 , • • • *>, for jedes

x„ . x„ . , x„ , «, . . x, mit der Beschrankung
2m 2m+i' 2m+2' X °

X
2m+1

<^ X2m+2<X
2in+3 <•••<**

und unter der gestatteten Voraussetzung

*2m<*2,»+i<*2m+2< ' ' ' < K
erstreckt, wahrend in dem Producte der Zeiger v immer kleiner als p ist,

und jeder der beiden alle die dann noch zulassigen Werthe 2 m, 2m-\-l,

2m-f-2, ..X annimmt.

Als specieller Fall folgt aus der letzten Gleichung [90] noch:

S CD

5 (<P|— h> +h> —h> +h> •••— A2wi— 2' + k
2m—2> *2m— 1

'

k
2rr) *

(/)
5 (?|— h> +h> —hi +k> •••— lm—\> + 'm— l' ~~ 'm' +W

wenn Ar , h . . . . h alle positiv und von einander so wie von dem ab-

2w
91]

2m—

2

E2
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d hieraus
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Werthe des k
2m verschieden sind und £

2m_,
= ist. Fur m n

[9 2]

[93]

dWu 9t, *», ?„ --h-v n-v E
> ?*> ^+i> n+v •-*„, ?„) _ a?

3(fc. ft. ft, ft,-- qk_ v pk_ v q%, pk , qk+v pk+t , ...qn , pn)

=
Tt

5(?i, a, ?i, a.--.^-!, j»*_i» u>Pk> n+t' Pk+v •••?«• a,)
~ 57

£

A

worin k eine positive Zahl bedeutet.

Aus der obigen Fundamental -Gleichung [86] folgt fur den Fall,

*,= — *.. K = -*.,.. *,m_, = -A-2m—

i

"2m
&

s , #
4 , &

6 , . . A: alle positiv,

auch

[941 y ^(?l-^ + *»...-*,„,, + *2m, o) dE

weil nemlich in der auf die Indices x sich beziehenden Summe
j

Glieder , welche sich nur in den Factoren

x
2e 1

A2m+1 n r
,

fur x
2e
= — x

2m+1 ,
x
2£_ i

= und zwar durch wechselseitige Urn
tauschung der Werthe der Indices x und x

o von einander unter

scheiden, gleiche absolute Werthe aber entgegengesetzte Vorzeichen haben
Wird m = n so entsteht

[95]
SOW. <k> •••'jy <Pi, ?»> -.. <pw , ^) a _g

d(?i » 9a , •• qn > Pi, Pi, ... pn>
t) "67

eine Gleichung, die an Einfachheit der obigen [89] entspricht.

Die Poisson'schen Gleichungen und ihre Verallgemeinerungen sind

allein aus der Fundamentalgleichung fur die canonische Substitution
nemlich

D8= —EDt+Zp
l
I)q

l

— 2l <

?i
T>^

i
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abgeleitet, diese bleibt aber ungeandert, wenn man die Grossen

+ S, +E, t,q
iy q 2 ,...qn , p t ,p t ,...pn , ,.#,. ••.",. ? f

. <P,. . • . ?,

der Reihe nach mit

S, — E, '. <lv<|> 2 , ...+., ?,,?,. ...?„, ?,,?,, ...?n, p t >p%;..-pm

und dem entsprechend die d Differentiation mit der \) Differentiation um-

tauscht. Es lassen sich also ans den hier aufgestclltcn Gleichnngen unmit-

telbar entsprechende ableiten , welche sich auf die Unabhiingigen

'• *1« +2' ••+„' ?!• ?•'•?«

mit der $ Differentiation beziehen. Unter diesen Gleichungen zeichnen

sich die vier

1 [96]

*(?1. &*•••!»» Pit P» »'PH '
E

) &£

ft (gi» J>t»---gjfc— 1» Pk—v U> E> U+v Pk+V—'hi* Pn) *U

*(?» ft- — gft—i»n— I'flfc' ^ g^+l'-P^+l'"- yn' Pn) %n

[97]

»t
[98]

jm
[99]

dnrch ihre Einfachheit aus.

Die hier zwischen Functionaldeterminanten aufgestellten Beziehungen

bilden die Verallgemeinerung derjenigen Differentialgleichungen, welche

Poisson bei seinen Untersuchungen in der Theorie der planetarischen

Storungen zuerst gefunden hat und zwar die Verallgemeinerung in derjeni-

gen Form, die sich durch die Anwendung der eanonischen Integrals crgibt.

Die Ausdehnung der verallgemeinerten Satze auf irgend welche Integrate

ist nach dem der Gleichung [83] zu Grunde liegenden Gedanken und mit

Zuhulfenahme von Gleichung [59] leicht durchzufuhreii.
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