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Dioptrische Untersuchungen
von

C. JF. Gauss.

Der hergehen 1840

neh

ie Betrachtung des Weges, welchen durch Linsengläser solche Lichtstrahlen

die gemeinschaftliche Axe derselben Jsehr wenig geneigtdinien, ciie gegen

sind, und der davon abhängenden Erscheinungen, bietet sehr elegante Re-

sultate dar, welche durch die Arbeiten von Cotes, Euler, Lagrange und Mö-

bius erschöpft scheinen könnten, aber doch noch mehreres zu wünschen

übrig lassen. Ein wesentlicher Mangel der von jenen Mathematikern aufge-

stellten Sätze ist, dafs dabei die Dicke der Linsen vernachlässigt wird, wo-

durch ihnen ein ihren Werth sehr verringernder Charakter von Ungenauigkeit

d Naturwidrigkeit aufgeprägt wird. Ohne in Abrede zu stellen, dafs für

he andere dioptrische Untersuchungen , namentlich für diejenigen, wobei

die sogenannte Abweichung wegen

tracht gezogen wird, die anfängliche Vernachlässigung der Dicke der Linsen

sehr nützlich, ja nothwendig wird, um einfachere und geschmeidigere Vor-

un

nianc

der Kugelgestalt der Linsenflächen in Be-

schriften für Überschläge und erste Annäherungen zu gewinnen, wird man

sich doch gern einer solchen Aufopferung aller Schärfe da enthoben sehen

wo es ohne allen oder ohne erheblichen Verlust für die Einfachheit der Re-

sultate geschehen kann. Auf einen den mathematischen Sinn unangenehm

berührenden Mangel an Präcision stofsen wir zum Theil schon bei den ersten

Begriffsbestimmungen der Dioptrik. Die Begriffe von Axe und Brennpunkt

einer Linse stehen zwar mit Schärfe fest; allein nicht so ist es mit der Brenn-

Matthemm Classe. I. A



2 C. F. GAUSS

weite, welche die meisten Schriftsteller als die Entfernung des Brennpunkts

der Linse von ihrem Mittelpunkte erklären, indem sie von vorne her entweder

stillschweigend voraussetzen, oder ausdrücklich bevorworten, dafs die Dicke der

Linse hiebei wie unendlich klein betrachtet werde, wodurch also für wirk-

liehe Linsen die Brennweite eine Unbestimmtheit von der Ordnung der Dicke

der Linsen behält. Wo es einmahl genauer genommen wird, rechnet man

jene Entfernung bald von der dem Brennpunkte nächsten Oberfläche der Linse,

bald von dem sogenannten optischen Mittelpunkte derselben, bald von demje-

niffen Punkte, welcher zwischen der Vorderfläche und Hinterflache mitlen inne

liegt, und von allen diesen Bestimmungen wieder verschieden ist derjenige

Werth, welcher bei der Vergleichung der Gröfse des Bildes eines unendlich

entfernten Gegenstandes mit der scheinbaren Gröfse des letztern zum Grunde

gelegt werden mufs, welche letztere Bestimmung in der That die einzige

zweckmafsige ist

Ich habe daher für nicht überflüssig gehalten , diesen an sich ganz ele-

mentaren Untersuchungen einige Blatter zu widmen, vornehmlich um zu zei-

gen, dafs bei den oben erwähnten eleganten Sätzen ohne Verlust für ihre

Einfachheit die Dicke der Linsen mit berücksichtigt werden kann. Nur die

Beschränkung auf solche Strahlen, die gegen die Axe unendlich wenig geneigt

sind, soll hier beibehalten, oder die Abweichung wegen der Kugelgestalt bei

Seite gesetzt werden.

Die Bestimmung der Lage aller in dieser Untersuchung vorkommenden

Punkte geschieht durch rechtwinklige Coordinaten x, y, z, wobei vorausgesetzt

wird, dafs die Mittelpunkte der verschiedenen Brechungsflachen in der Axe

der x liegen, und nur solche Lichtstrahlen betrachtet werden, die mit dieser

Axe einen sehr kleinen Winkel machen: die Coordinaten x werden, bei ganz

willkürlichem Anfangspunkte, als wachsend angenommen in dem Sinne der

Eichtung der Lichtstrahlen.

Wir betrachten zuerst die Wirkung Einer Brechung auf den Wc5

Lichtstrahls. Es sei das Brechungsverhältnifs beim Übergange aus dem

t I

Mittel in das zweite wie _ zu_, oder wie n zu n. Wir bezeich
n n

\
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mit M den Mittelpunkt der sphärischen Scheidungsflachc «wischen den beiden

Mitteln, mit N den Dun hschnitlspunkt dieser Fläche mit der ersten Coordi-

natenaxe; zugleich sollen mit denselben Buchstaben auch die diesen Punkten

entsprechenden Werihe von x bezeichnet werden, was in der Folge auch bei

andern Punkten der ersten Coordinatenaxe eben so gehalten werden soll. Es

sei ferner r =M— N, oder r der Halbmesser der Scheidungsfläche, positiv

oder negativ, je nachdem das erste Mittel an der convexen oder an der con-

caven Seite liegt; P der Puukt, wo der Lichtstrahl die Scheidungsflachc trifft,

und d der (spitze) Winkel zwischen MP und der Axe der x.

Die von einem Lichtstrahle vor der Brechung beschriebene gerade Linie

wird durch zwei Gleichungen bestimmt, denen wir folgende Form geben:

un

= ^(*— N) + c
n

d eben so seien die Gleichungen für die von demselben Lichtstrahle nach

der Brechung beschriebene gerad

y = ^x-N) + b'

21 (*- JV) + e'
n

Es kommt also darauf an, die Abhängigkeit der vier Gröfsen £', y', h\ c

von £, y, fr, c zu entwickeln. Für den Punkt P wird

x = ZV -f r (1 — cos ff)

also, weil für denselben sowohl die ersten als die zweiten Gleichungen gelten,

Z. . r (i — cos 0) 4- b = -7 • r (1 — cos 6) + V
n n

und folglich, da £, £', als unendlich kleine Gröfsen erster Ordnung gelten,

bis auf Gröfsen dritter Ordnung genau

b' = b (1)

und eben* so
iti

c' = c (1)

A2
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Eine durch M senkrecht gegen die Axe der x gelegte Ebene werde \

dem ersten (nöthigenfalls verlängerten) Wege des Lichtstrahls in #, von d

Q' geschnitten. Da PQ' mit PQ und PM in Einer Eb

d M O O' in Einer geraden Linie. Bezeichnet man mit A, \ die

Winkel, welche diese gerade Linie mit PQ, PQ' macht, so werden offenbar

M

Q

. sin \ , MQ '
. sin V den Produclen aus dem positiv genommenen Halb-

messer der Kugelfläche in die Sinus des Einfallswinkels und des gebrochenen

Winkels gleich, also den Zahlen n', n proportional sein, mithin

MQ MQ
n sm X

Da nun für den Punkt

y = & + H

I f r

n

für den Punkt Q' hingegen

_ IL' _L ^

x = c 4-

wird, und die beiden letztem Coordinaten sich zu den beiden erstem wie

MQ' zu MQ verhalten, so hat man

£'r n sin A /. . £r
b H 7- = , . ,.(6 +

?i n sin A \ n

/r n sin A / , yr

der

1 n n sin A \ n

c nb -{- £ sin A n' fc'

sin A1* sin /, r

* r
, nc -J- yr sin A n c

r sin A r

Diese Ausdrücke sind strenge richtig; allein, da X, \' vom rechten Winkel

um Gröfsen erster Ordnung, also ihre Sinus von der Einheit um Gröfsen

zweiter Ordnung; verschieden sind, so wird, auf GröTsen dritter Ordnung genau,
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n — n . ö . n — nc =e_^. »=*+—,
n — n . n' — h

(*)

^ = y . c = y + -

—

m# . c
r '

' iV— Jf

Diese Gleichungen (1), (2) enthalten die Auflösung unserer Aufgabe*.

Es verdient bemerkt zu werden, dafs dieselben Formeln auch unmittelbar

auf einen zurückgeworfenen Strahl angewandt werden können, wenn man nur

n für n' substituirt, und dnfs, mit Hülfe eines solchen Verfahrens, auch

die s'ämmtlichen folgenden Untersuchungen sich sehr leicht auf den 1 dl er-

weitern lassen, wo anstatt der Refractionen eine oder mehrere Reflexionen

eintreten.

2.
\

Zur Auflösung der allgemeinem Aufgabe, den Weg des Lichtstrahls

nach wiederhohlten (jj, -f- 1) Brechungen zu bestimmen, wollen wir folgende

Bezeichnungen gebrauchen.

iV°, iV', iV" .... iV^ die Punkte, wo die Axe der x von den Brechungs-

flächen getroffen wird.

WM °, M\ M" . . . . 3/w die in dieser Axe liegenden Mittelpunkte der Ere-

chungsflächen.

n':n°,n":n\ n" : n" . . . . nG"+ *) : nO») die Brechungsverhällnisse beim

Durchgänge aus dem ersten Mittel (vor iV°) in das zweite (zwischen N° und

iV'), aus dem zweiten in das dritte u.s. f. In der Emanationstheorie sind also

die Zahlen n°, n', w" u.s.w. den Geschwindigkeiten der Fortpflanzung des

Lichts in den einzelnen Mitteln direct, in der Undulationstheorie verkehrt pro-

portional, und wenn das letzte Mittel dasselbe ist, wie das erste, wird tr '
) zz n°.

Die Gleichungen für den Weg des Lichtstrahls vor der ersten Brechung seien

ar = |ö (* - AP)+ *•

die Gleichungen für den Weg nach der ersten Brechung folgende

y = |; (*_ ZV«)+ *°
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1

% = ?~ fx — i\
ro)4-c°

n

oder, anstatt auf iV°, auf iV' bezogen
1

%

n

eben so die Gleichungen für den Weg nach der zweiten Brechung

s=C(*-W)+ e'
n

oder

y = £ (* - AT)+ *''

ff

n
pr

n.s.f., also, wenn wir die letzten Glieder in den Reihen der £, y, **, iV, fr, <?,nem-

lich £°*+1)
,
y^+1\ n°*

+1)
, 2Vw

f
fc

(*+1)
, c°*

+1)
, um sie als solche kenntlich zu

machen, durch £*, y*, n*, iV*, &*, c* bezeichnen, die Gleichungen für den

letzten Weg des Lichtstrahls

e* • *

y = =•(*- **)+**
n*

*== £(*-#*)+ *•'

n*

Endlich setzen wir zur Abkürzung

,i - # *

.• • • - * (3)

AT-jVo XV" -iV ,„ XV'"-iV'' „
*> 77 = * > m — < U. I.f.

n' » n
f . o .. ff __ . __»r . ff

ffn—w n — »'
, n —

»

„w > *^ iFf = M
> "SFrTT SF7= « «• 8. f.

ZV — Ä<> ' N'—M' ' N'"—M"

und der Analogie nach fiir die letzten Glieder in diesen Reihen
A
&> - r, «Ws «*

Es wird demnach, in Folge des vorhergehenden Artikels,

£' = £o 4- u°b°

V =60 -ft£"

«

%
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£" = £' + «'*'

6"= 6"
-f.

*'"£"'

u. s. f., woraus erhellet, dafs &*, £* linearisch durch 6° und £° bestimmt

werden, und dass, wenn man

b* = fl6° -f ä£<>

g* = hb° -f /£°
(4)

setzt, in der von Euler ( Comment. i\ov. Acad. Pctropol. T. IX) einge

(5)

führten Bezeichnung sein wird *

hz= (#', M ', r, M" **)

I = (t', u', t", u" u*)

Die Bedeutung dieser Bezeichnung besteht bekanntlich darin, dafs, wenn aus

einer gegebenen Reihe von Gröfsen a, a', a\ a" u. s. f. eine andere Reihe,

A, A\ A'\ A"' u. s. f. nach folgendem Algorithmus gebildet wird

A= a,A'= a'A+l, A"=a"A +A, A'"=a"A" + A' u.s.f,

man schreibt

Az=:(a), A'z=(a, a r

), A"=z(a
}
a, ö"), A'"=:(a, a, a", a ') u.s.f.

Übrigens ist von selbst klar, dafs in den Gleichungen für die dritte Coor-

dinate z die Constanten iür den letzten Weg aus denen für den ersten ganz

eben so abgeleitet werden, wie in den Gleichungen für y, oder dafs mau

haben wird
Ol II

C*= <jfC°-{- hy
y*= kc°-\-ly

••} (4)

In den Gleichungen (3), (5), (4) ist die vollständige Auflösung unsrer Auf-

grabe enthalten.

o»

Euler hat a. a. O. die vornehmsten den erwähnten Algorithmus betref-

fenden Pielationen entwickelt, von denen hier nur zwei in Erinnerung ge-

bracht werden mögen.
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Erstlich ist immer
I

(«, «', «"...««)(«', .».„•<1 f f>)-(a, «', «"... «<' + *>) («',«".. .««)= ==!

wo das obere oder das untere Zeichen gilt, je nachdem die Anzahl aller

Elemente a, a, a" . . . tr * ' d. i. die Zahl X + 2 ungerade oder gerade ist.

Zweitens ist erlaubt, die Ordnung der Elemente umzukehren; es wird

nemlich

Aus der Anwendung des ersten dieser Satze auf die Gröfsen g, /i, Ä, / folgt

gl — hk = 1

Die Gleichungen (4) können

-

daher auch so dargestellt werden

:

fc° sb Ib* —\k€*
£° =: — kb* + *£*
C° SB lc* —['*/*

•

,0 = - A-c* + 9?*

- 4
Es sei /> ein gegebener Punkt auf der (nötigenfalls verlängerten) gera-

den Linie, welche der erste Weg des Lichtstrahls darstellt, und £, j;, £
seine Coordinaten. Es ist also

n o
v
_ g>o

(| _ jyo) .j. no$o

oder wenn man für £<>, 60 die am Schlufs des vorhergehenden Artikels ge-

gebenen Ausdrücke substituirt

n°

folglich

V = (</£* — ***) ({ — iV°) — M o (/*£* - lb*)

b* SB
tt °'

; + (* 0/t - y (5 — iV )) ff*

n°J — k (| — iV°)

A

Substituirt man diesen Werth in der ersten Gleichung für den Weg des

Lichtstrahls nach der letzten Brechung, nemlich in

y = - (xZr-N*)+b*
und schreibt um abzukürzen

n*
o

iV
nOh-g(l-NO)

' ' — —- . -ff ^ — £ Tfl

n°/ — k (| - iV«) *
W — * '
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n°" - ,.
n°l — k (| — /V°)

so wird diese Gleichung

y = v* + £ (* - «
und ganz auf dieselbe Art wird , wenn man noch

on°f
„0/ _ k (| __ jyo) c*

schreibt, die zweite Gleichung für den Weg des Lichtstrahls nach der letz-

ten 'Brechung

x r + •£ («•.- »•)

Der Punkt P*, dessen Coordinaten £*, 77*, ^* sind, liegt also auf der (nö-

tigenfalls rückwärts verlängerten) geraden Linie, welche dieser letzte Weg
darstellt, und zugleich ist klar, da seine Coordinaten von £°, b

unabhängig sind, dafs er für alle einfallenden Strahlen, die durch P gehen,

derselbe ist. Man kann den Punkt P wie ein Objecl und P* als sein Bild

befrachten; jenes kann aber nur dann ein reelles sein, wenn P im ersten

Mittel liegt, oder £

—

N° negativ ist, und eben so ist das Bild nur dann

ein reelles, wenn P* in dem letzten Mittel liegt, oder £*— iV* positiv ist;

in den entgegengesetzten Fallen sind Object oder Bild nur virtuell

Die Punkte P. P* liegen mit der Axe der x in Einer Ebene, in Ent-

n<>

fernungen von derselben, die sich wie die Einheit und die Zahl . ,
(

„
Q

.

verhalten, wobei das positive oder negative Zeichen dieser Zahl die Lage

jener Punkte auf Einer Seite der Axe oder auf entgegengesetzten anzeigt

Ein System von Punkten in derselben gegen die Axe der x senkrechten Ebene

kann wie ein zusammengesetztes Object betrachtet werden, dessen zusammen-

gesetztes die Axe der x senkrechte Ebene fallt

d dem Object ähnlich ist, so dafs das Linearverhältnifs der Theile durch

die

n° h

n0l _ k (£ _ jv°)

gedrückt wird, deren Zeichen die aufrechte oder verkehrte Lage unterscheid

Matthem B
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5.

Das bisher entwickelte enthält die ganze Theorie der Veränderungen,

welche der Weg der Lichtstrahlen durch Brechungen erleidet, und läfst sich

leicht auch auf den Fall ausdehnen, wo mit Brechungen eine oder mehrere

Reflexionen verbunden sind, was jedoch speciell hier nicht ausgeführt werden

soll. Es ist aber nicht überflüssig, die Resultate in eine andere Form zu

bringen, indem man sie, anstatt auf die erste und letzte Fläche oder auf die

Punkte iV°, iV* auf zwei andere Punkte Q, Q* bezieht. Es seien

* =

S

(* - Q) + B

* = =5 (*-<?) + c

4

die Gleichungen für den ersten, und

y = h, <* - Q*) + * *

n*

%
r * (*-<?*) + c*
n*

die Gleichungen für den letzten Weg des Lichtstrahls, und man setze

Wir haben also

n°
' n*

JB* == fc* + 0*£*, C* = c* -f-
0*7*

Hieraus, verbunden mit den Gleichungen (4) folgt leicht, dafs, wenn man

G = g + 6*k

Hz=z h + 6g + 00*fc -f 0*1

X = 1 -f- 0fe

B* = Gß -f H£°, C* = G C -f-
/T^o

S* = KJ? -f- ZS°, y* = KC -f Zy°

sein wird. Die Coefficienten G, H, jK, JL, welche auf diese Weise an d

Stelle von g %
A, k, l treten, geben auch die Gleichung

GH — KL=z 1.

setzt

,
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6.

Der Zweck der Einführung anderer Punkte, um die Lage des einfal-

lenden! und des ausfahrenden Strahls darauf tu beziehen
9

geht dahin, eine

einfachere Abhängigkeit der letztern von der erstem darmbieten
f
und dazu

sind vorzugsweise zwei Paare von Punkten geeignet, die mit E, JE* und

JFj F* bezeichnet werden sollen. Die Werthe der dabei in Betracht kom-

menden Grössen werden sich bequem in einer tabellarischen Form überse-

hen lassen.

6*

<?*

G

II

K
L

1

1 l

h

1 9
k

E JVo
n° (1

E A* +

k

n* (1

k

1

k

1

9)

11

k

9
k

F IS'o -f

F A

k

k

1

k

k

E +
n o

k

E
n

k

Das Resultat ist also, dass, wenn die Gleichungen für den einfallenden

Strahl in die Form gebracht werden

9
S

n o
(*-£

) + *

$

%
r
n

o

i

(* E) + C

oder in folgende (wo wir die eonstanten Thcile zur Unterscheidung von der

ersten Form mit Accenten bezeichnen)

G°
y n o (* F) + B'

B2
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5

z = £3 (* - *) + e
die Gleichungen für den ausfahrenden Sirahl sein werden

y = —5r— . (x - **) + *

z
y° + *C

od
n*

(je — E*) + C
er

y == — • (x - f*> - 1.

s = . ( * rr*\ i
* . (* — F*)-' k

7
Durch Benutzung der Punkte E, E* läfe. sich die Abhängigkeit de.kW« Weges des Lichtstrahls von den, ersten einfach „ _H u„

letzte Weg ha, gegen den Punk, E* dieselbe Lage, welche der nur eintnahl
gebrochene L,ch,s,rahl gegen E haben würde, wenn in E sich eine brechende

so ausdrücken; der

Fläche mi, dem Halbmesser «L-jJL befände, durch „^ ^^^
aus dem ersten Mittel unmittelbar in das letzte Mittel überginge. Dies gilt

d. Sind

Kr den Fall, wo das erste und das letzte Mittel ungleich s.nu.
hingegen gleich, oder n* = M <> .wie Ui R-„,t. i z •

Lin«n„li«„ z , ,

' Lrechung durch ein oder menrere

« B Je , f CU'e '^ «*" B*M° ^, welche ergegen E vermöge der Brechung durch eine in E befindliche „„endlich dünne
Lmse von der Brennweite - £ haben würde. Mi, andern Wort es ist

des Üb

rder urch e

ng-"
* ,"•

^""f entWeder dn"h *» «W Brechung

ie nachdem s T"^ t™ ""^ HAw D«k* » subsü^,
,« nachdem das erste und das leWe Mi„el ungleich oder gleich sind, indem
"•an ,m ersten Fall der brechenden Fläche den Halbmesser

»" ~ »*
. im

der Linse die Brennweite - £ gib, , die brechende Fläche oder d
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Linse in E annimmt, uml in beiden Fallen die Lage des ausfahrenden Strahls

so viel verschiebt , als die Entfernung des Punktes E* von E betragt. Das

Zeichen des Halbmessers der brechenden Flache ist übrigens so zu verstehen,

wie oben Art. 1, und das Zeichen der Brennweite so, wie weiter unten

Art. 9 bemerkt werden wird.

"Wegen dieser Bedeutsamkeit der Punkte E, E* scheinen diese eine be-

sondere Benennung wohl zu verdienen: ich werde sie die Hauptpunkte des

Systems von Mitteln, oder der Linse, oder des Systems von Linsen, worauf

sie sich beziehen, nennen; E den ersten, E* den zweiten Hauptpunkt. Unter

Ebenen der Hauptpunkte werden die durch dieselben normal gegen die Axe

der x gelegten Ebenen verstanden werden.

8.

Piücksichilich der Punkte jF, F* zeigen die Formeln des 6 Artikels,

dafs allen einfallenden Lichtstrahlen, die durch den Punkt jF gehen, ausfah-

rende entsprechen, die mit der Axe parallel sind; einfallenden hingegen, die

mit der Axe parallel sind, solche ausfahrende, die sich in dem Punkte F*

kreuzen; fiir Strahlen, die von der entgegengesetzten Seite herkommen, ver-

tauschen diese Punkte ihre Functionen. Wenn wir also dem für einzelne Lin-

sen bestehenden Sprachgebrauche eine erweiterte Ausdehnung geben, so kön-

nen F, jF* die Brennpunkte des Systems von Mitteln oder von Linsen, wor-

auf sie sich beziehen, genannt werden, F der erste, F* der zweite; die durch

diese Punkte normal gegen die Axe der x gelegten Ebenen mögen die Brenn-

punktsebenen heissen. Jene Formeln des 6 Art. zeigen zugleich, dafs allen

Strahlen, die sich in irgend einem andern Punkte der ersten Brennpunkts-

ebene kreuzen, ausfahrende entsprechen, die gegen die Axe geneigt, aber

unter sich parallel sind, und umgekehrt, dafs allen unter sich aber nicht mit der

Axe parallelen einfallenden Strahlen solche ausfahrende entsprechen, die sich in

einem von F* verschiedenen Punkte der zweiten Brennpunktsebene kreuzen.

9.

Mit Hülfe dieser vier Eb «ehr einfachen Con-

fur die Laere des ausfahrenden Strahl

-
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Es schneide der einfallende Strahl die erste Brennpunktsebene in dem

Punkte (1), die erste Hauptebene in dem Punkte (2); eine Parallele mit (1)(2)

durch F gezogen treffe die erste Hauptebene in (3); eine Parallele mit der

Axe durch (2) treffe die zweite Hauptebene in (4); endlich eine Parallele mit

der Axe durch (3) treffe die zweite Brennpunktsebene in (5). Dann gibt

(4)(5) oder (5)(4) die Lage des ausfahrenden Strahls. Es sind nemlich die

Werthe der Coordinaten

.

für x
I y z

(1)

(2)

F
(3)

(4)

(5)

F
E
F
E
E

B
B
.0

B B'

B

c

c c

B B'

C
C C

Aus den Formeln des 6 Art. folgt also, dafs der ausfahrende Strahl durch

(4) und (5) geht; das erstere unmittelbar, das andere, weil

B B'
e°
n ö(* *)

k

c c
-o(
E~F

)n

In dem hnlich F wo n*

k

i

wird die Construction

man braucht nur (1)

parallel zu ziehen.

Gehl die Richtui

die Richtunsr des an

F* E E
h einfache

(4) wie \

I

F,

ird;

zu bestimmen, und (4)(.
r
>) mit (1)(2)

weil der Punkt (3) überfl S w

**

des einfallenden Strahls, durch 'E
fahrenden durch U* und

geht ollemahl

ist, zugleich jener p
Strahl einen Haupts!

M pflegt einfach

dem Fall

Linsen)

n

Die Entfernungen der zweiten Brennpunktsebo der zweiten Haup
beue, und der ersten Hauptebene von der Ebene des ersten Brennpunkts, oder d

Grof:
n

k
'

n°

T könnte man die Brennweiten des Systems d Mittel

nennen, wenn es nicht angemessener sthi den Gebrauch dieser Benennung
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auf den Fall zu beschranken, wo das letzte Mittel dasselbe ist, wie das erste,

also jene Entfernungen unter sich gleich sind. Um dem gewöhnlichen Sprachge-

brauche conform zu bleiben, sehen wir die Brennweite als positiv an, wenn

dem ersten Hauptpunkte eine gröfsere Coordinate entspricht, als dem ersten

Brennpunkte, so, dafs die Brennweite immer durch — !L zz — — ausge-

drückt wird.

10.

In den oben Art. 4 für den Platz des Bildes gegebenen Formeln ist es

wie man leicht sieht verstattet, anstatt iV, iV* andere Punkte zu setzen, wenn

man nur zugleich anstatt g, /», Ä, / die entsprechenden C, Xf, i», L substi-

tuirt. Indem wir dazu die Hauptpunkte wählen, erhalten wir folgende Aus-

drücke

* E* »» (E - Ö

\ + * (*- 8

r?
n° ti

c*

Der ersten Formel kann man auch folgende Gestalt geben

n * +^=-*
Wahlen wir die Brennpunkte, so erhalten wir

kk(F-i)

1*
nOy

*(F-J)

C*
nor \

*(F-e)

Wegen des häufigen Gebrauchs mögen die Formeln auch noch in der Ge-

stalt hier stehen, die sie annehmen, wenn das erste und das letzte Mittel

gleich sind, und die Brennweite mit <p bezeichnet^wird.
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1,1 1

**
%

C
* *C _ CG*-*')

F-l- <p

11.

Die vier Hülfspunkte E, E*t F, F* verlieren ihre Anwendbarkeit in dem

besondern Falle, wo k zz ist, also jene Punkte als unendlich entfernt von

den brechenden Flächen betrachtet werden müfsten. Man kann sich in die-

sem Falle unmittelbar an die allgemeinen zur Auflösung der Hauptaufgaben

oben mitgeteilten Formeln hallen, welche hier folgende Gestalt annehmen.

Wenn die Gleichungen für den einfallenden Strahl so ausgedrückt sind

%= — (x — 2V<>) 4- c°

so sind die für den ausfahrenden

y = — . (* - N*) + 3 b° + hG°

Setzt man zur Abkürzung

hn*
N* — ~- s iV**

oder, was dasselbe ist, weil ^/

iV* — JÄH* = iV**

so erscheinen diese Formeln noch einfacher, nemlich

y = -r . (* - zv**) + 9 bo

* = ^7 .(*-#*) + yc*
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Für den Platz des Bildes desjenigen Punktes, dessen Coordinaten £, jf, £
sind, erhallen wir die Coordinalen

i
.

«• N* ghn*
n

u ö 33 (*° *)

N** H

i»o 99 W° «) 1

» *'.

C*

9V

Es erhellet hieraus, dafs der Punkt der Axe der x, welcher in Gemäfsheit

der von uns immer gebrauchten Bezeichnungsart mit N** zu bezeichnen ist,

das Bild des Punktes iV° vorstellt, und dafs das Lraearverhaltnifs der Theile

eines zusammengesetzten Bildes zum Object feönstant, nemlich wie g zu 1

oder wie 1 zu / ist. .

12.

Der im vorhergehenden Artikel betrachtete Fall kommt vor bei einem

Fernrohre, dessen Gläser für ein weitsichtiges Auge und für das deutliche Sehen

unendlich entfernter Gegenstände gestellt sind. Aus obigen Formeln erhellet,

dafs die Richtung des ausfahrenden Strahls blofs von der Richtung des ein-

fallenden abhängt, dafs also parallel unter sich einfallenden Strahlen auch

parallel ausfahrende entsprechen, und dafs die Tangente der Neigung der

erstem gegen die Axe sich zu der Tangente der Neigung der letztern verhalt,

wie 1 zu /. Die Zahl l

1

9
ist also das, was man die Vergröfserung des

Fernrohrs nennt, und ihr positives oder negatives Zeichen bedeutet die auf-

rechte oder verkehrte Erscheinung. Läfst man die einfallenden und ausfah-

renden Strahlen ihre Funktionen vertauschen, indem man den Gegenständen

die Ocularseite zuwendet, so erscheinen sie in demselben Verhältnisse ver-

kleinert, und hierauf gründet sich das eben so bequeme als scharfe Verfahren

zur Bestimmung der Vergröfserung eines Fernrohrs, welches ich 1823 im

2 Bande der astronomischen Nachrichten mitgetheilt habe.

Eine andere Methode, die Vergröfserung zu bestimmen, beruht auf der

Vergleichung eines Gegenstandes mit seinem Bilde nach dem linearen Ver-

Mathem, Ciasse. I. C

>
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hältnisse. Ptamsdens Dynameier ist nichts anderes, als eine Vorrichtung;

den Durchmesser des in iV** fallenden Bildes der kreisrunde» Begrenzung

ich nal ürüch erst vergewissern mufs,des Objeclivs zu messen, wobei

dafs dieses Bild wirklich erscheint, und nicht etwa dlirch eine innere Blen-

Hjan sie
*

düng verdeckt ist. Auch mufs das Bild ein reelles sein, wozu erforderlich

dafs ghn* negativ wird: bei einem

nur ein virtuelles ist. würde man eir

Galileischen Fernroh wo d

ge R einem

Bild

ikro-

schen Mikroskope erlangen können, welches auch in. allen F wo

man eine sröfsere Schärfe wünscht

h
«'

den Vorzug verdienen würde. Lbrigens

dem vorhergehenden Artikel, dafs eben so gut ein schickliches

vom

Entfer

Obj tfi Obj gebraucht werden kan so la ge nur die

tiung nicht so grofs wird, dafs das Bild aufhört ein reelles oder mit

hberreicnoares zu sein. Endlichdem Mikroskope

dass der Punkt iY** derjenige ist, welcher in

der Benennung Ort des Auges belegt wird.

S

der Th

h bemerkt werden

\ der Fernrohre mi

15.
* »

Um die allgemeinen Vorschriften des 2 Artikels auf den Fall einer ein-

fachen Glasli dinse anzuwenden, bezeichnen wir das Brechungsverhaltnifs beim

Übergänge aus Luft in Glas mit n : 1; die Halbmesser der ersten und zwei-

ten Fläche mit (n !)/" und (n 1) f\ die Dicke der Linse mit ne.

Wir haben also anstatt der dortigen Bezeichnungen »

r

b n
n o hier: 1

n

f

• • n
» i

1 n
*9

• • • • *

.

und folglich

i

c * * f 't
j» '

.od ii 1

i*
J

e iioj *
1

i • . . •

u

u

t

Mo • • • •
1
/

f
V *

-

1
'

»1 *> Ol 1"

5

- 4

r

not
e \ ^i *•

& = *

n
/

/
e ii

I

'i

i

i

-

h

b 1

I

i •

jT

l
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k = u° + u + * u°tt
ri «i

4> ^
% / + / _ c

•

I /T ,i

fl I-l -f. u'«' = - ?~ " ' J" '' //

/:.:,
110 " ' v

: T (v ff') 1)1

Fjür die, Brennweite <p haben wir also na» h Art. 9
f

,

,

tiiri I

•

J .:

b UL _Jf \ in ll

V .T"^ i^1- / m
j

für die beiden hier mit J£ f
£' au bezeichnenden Hauptpunkte nach Art €

< >j ib 'S T.*/ "7 *
.

' < J

und für die beiden Brennpunkte .F, JF \ ^

no?
t

:i rii- JP
. ,

i

I — n/ + /'-*

F = E + <p = 2V
r *+/+/*-• ii

Für den Durchschnittspunkt clor (ncithigenfalls vorwärts oder rückwärts ver-

längerten) geraden Linie, welche ein Hauptstrahl im Innern der Linse be-

schreibt, mit der Axe findet man leicht; j
7

» j

x = N° -f . .

•'. — W
r+ s / +/-

.

Diesen Punkt , welcher also von der Neigung des Haupkstralils unabhängig iiist.

nennen einige Schriftsteller den optische« Mittelpunkt der Linse, «ine Aus-

sgekhnung, weleshe dieser sonst gar keine merkwürdigen Eigenschaften dar-

bietende Punkt kaum verdient haben möchte, und die hie und da zn dem

Jrrthuw verleitet zu haben scheint, als ob die einlachen Relationen zwischen

Bild «nd Ob ject . .welche bei einer unendlich dünnen Linie* Stolt fkiden. aiuh

auf eine Linse amre endlicher (Dicke blofs -ducrlt J5eaiehnng auf»»jene» j Mittel

pnnkt lübertragen lie&en, (während diese.it bertragnng, wie oben geieigtf ist, nur

dann »gültig ist, wenn daV Objeet auf de» ersten, das JUld aut <kn zweiten

Hauptpunkt l>ez<%«niwird.,lBei einem .iSfystem^) ron mehrer» Linsen, also

schon bei einem achromatischen DoppeJobjpetni . kann ohnehin "ioo'leincsi

C2
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Mittelpunkte in jenem Sinne gar nicht die Rede sein. Will man die Benen-

nung beibehalten, so würde ich für angemessener halten, sie demjenigen Punkte

beizulegen, welcher zwischen den beiden Hauptpunkten (mithin auch zwischen

\

den beiden Brennpunkten) in der Mitte liegt, und der mit jenem Punkte nur

dann zusammenfällt, wenn die ÜFnse gleichseitig ist. Dieser Punkt hat die

praktisch nützliche Eigenschaft, durch Umwenden der Linse leicht und mit

Schärfe bestimmbar zu sein; denn offenbar ist es dieser Punkt, der beim Um-

wenden wieder den(l< vorigen Platz einnehmen mufs, wenn 'der Platz des

Bildes von einem festen Objecto ungeäudert bleiben ;

Es mag hier noch bemerkt werden, ^dafs die Entfernung der beiden

Hauptpunkte von einander \*

E' — E = ne — „ 7 ' =-(»(/ + /') lL',1" * -

f+f -* * ,Ml / + / e

rd, also, insofern gewöhnlich e gegen f -^f — e sehr klein ist, von

V ! - A

De oder von der durch multiplicirten Dicke der Linse kaum
a
n

klich verschieden ist. \ + \
r ^\\ii\ ) ti <l

i 14 #
* (rnJ-n t

An die Stelle der allgemeinen Formeln des 2 Art., durch welche aus

dem Wege des einfallenden Lichtstrahls der Weg des ausfahrenden bestimmt

wird, lassen sich für den Fall eines Systems von Linsen auf einer gemein-

schaftlichen Axe bequemere setzen, indem man, anstatt der |Ifalbmesser

der einzelnen brechenden Flachen und ihrer gegenseitigen Abstände, die

Brennweiten der einzelnen Linsen und die Entfernungen ihrer zweiten Haupt-

punkte von den ersten der folgenden Linsen einfuhrt. Die neuen Formeln

werden denen des 2 Art ganz ähnlich, enthalten aber nur halb so viele Ele-

mente* Da ihre Ableitung aus dem Vorhergehenden sehr leicht ist, so wird

es hinreichend sein, sie in gebrauchfertiger Form hieher au» setzen. 1 9019

Wir bezeichnen die Brennweiten der Einzelnen t
auf einander* folgenden

Linsen mit <p°, <p.', <p" n. .s. X; ihre Hauptpunkte hier-, abweichend vott"der

bisherigen Bez-eichrinngsart, die ersten ;;mit E°, E\.\K"tru~Siif., die zweijten mit

J°, /', /" n. s. £i nZur Abtiiradng seWeibe» laÄMUOnfofi «w» o fe4 i"J ,ä

t )
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1
o '* *— =u°, ? = u, r, = u u.a. f.

V <P <p

E' - /o = <-, £ - / = r, £ " _ r b r * .. f.

die letzten Glieder in diesen Reihen mögen als solche durch ein Sternchen aus-

gezeichnet werden.

Setzt man nun die Gleichungen für den einfallenden Strahl in die Form

y — 6° (x — E°) -f &°

z = y° \x — E°) + c °

für den ausfahrenden hingegen in folgende

y = 6* (* — /*)+ h*

z = r *
(x — /*) + c*

so wird, wenn die vier Größen g, h, k, l durch Formeln l)esjimnit werd

die mit den im 2 Art. als (5) bezeichneten ganz identisch sind,

ob* = gb° + hg°, c* = gc° + ky
£* = kbo -f j£<>, y

* = kc° -f ly°

Für die beiden Hauptpunkte des Linsensystems , als Ganzes betrachtet, wird

für den ersten x = E°
h

i

für den zweiten x = /*
-f- —r-=

k

Ferner wird für die beiden Brennpunkte des Linsensystems

|
für den ersten x = E° 4- -r-

k
j

für den zweiten x = J* — -r~

i
die Brennweite selbst ist = — -7-

Die Formeln für den Fall, wo das System nur aus zwei Linsen besteht,

verdienen noch besonders hergeschrieben zu werden* Man hat nemlich
ff

. = £=+

A = -
Jö
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h
<P° + 9 — *'

i . ,|V r—<
,

V<P

, , 0' _ t' \ . . I —
r »

r ! CO ••
i

4 •
i

Die Werthe von # für die beiden Hauptpunkte sind ,

• r *

*
f

9° 1 T>
) *>'

Ko _1 UC und /' _ : -3L

I
- -y

und die Brennweite a . — v .

y° -f~ <jp' — i
4 /

Man sieht, dafs diese Formeln denen
-
"ganz analog sind, die im 13 Artikel

für die Bestimmung der Hauptpunkte und der Brennweite einer einfachen

Linse gegeben sind, indem an die Stelle -der dortigen f°1 f, e hier die Gröfsen
i

•
. . /

o, (p', t' treten. ^

•Die Entfernung der~beiden Hauptpunkte von einander wird in dem Fall

i

zweier Linsen *

*

1 - Eo *'(v° + y') I

7>° + (?' — *'

|

/o _ £0 -j- /' — JB'
' '

9>° + ?>' — *'

Ist «' sehr klein, wie bei achromatischen Doppellinsen von der gewöhnlichen

Einrichtung immer der Fall ist, so wird das letzte Glied unbedeutend,

und daher die Entfernung der beiden Hauptpunkte von einander für eine

solche Doppellinse als Ganzes betrachtet sehr nahe ü*er Summe der bei-

den Werthe gleich, welche diese Entfernung in den Linsen, einzeln ge-

nommen, hat. '
!

Übrigens ist von selbst klar, dafs die sämmllichcn. in dem gegenwärti-

n Artikel aufgeführten Formeln ohne alle Veränderung auf den Fall über-5
LUf'l i ' Ütragen werden können, wo anstatt einfacher Linsen partielle Systeme von

Linsen zu Einem ganzen Systeme vereinigt weiden sollen. '

,] h
'

°

<

4

15.

Die optischen Erscheinungen sowohl durch eine einfache Linse, als
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durch ein System von mehreren auf gemeinschaftlicher Axe, hangen, wie wir

gezeigt haben , von drei Elementen ab, welche durch das Brcchungsverhäll-

nifs (oder durch die IJrcchungsverhältnisse, wenn sie fiir die verschiedenen

Linsen verschieden sind), und die Lagen und Halbmesser der brechenden

Flachen bestimmt sind: da jedoch diese Gröfscn gewöhnlich unmittelbar nicht

bekannt sind, so bleibt noch übrig, einiges über die ^Methode zu sagen,

durch welche umgekehrt aus beobachteten Erscheinungen jene drei Elemente

abgeleitet werden können. Wir bezeichnen die verschiedenen hiebei in Frage

kommenden Punkte der Axe auf folgende Y\eise:

ein Object; £' dessen Bild; F der erste, F' der zweite Brennpunkt: JE der

erste, E' der zweite Hauptpunkt; endlich I) ein mit der Linse (oder dem

Linsensystem) in fester Verbindung stehender Punkt. Mit denselben Buchsta-

ben werden, wie immer, die Coordinalen dieser Punkte in jedem Versuche

bezeichnet. Wir setzen ferner die Brennweite =:
f, und die Entfernung des

Punktes D von den Brennpunkten, D — F = /j, F' — D 53 q. Die drei

Gröfsen /\ />,
<f

können als die Elemente der Linse betrachtet werden, und

zu ihrer Ausmiüelung werden also immer drei Versuche erforderlich sein,

indem in drei verschiedenen Lagen des Objecls und seines Bildes gegen die

Linse die Entfernungen derselben von dem Punkte D gemessen werden

eiche Aufgabe wir zuvörderst ganz allgemein aufl

Die Werthe von D — £ und £' — D seien in einem Versuche <

in einem zweiten a', &'; in einem dritten a", b". Die allgemeine Gleic

b

(f-s) (*'-*")=//

gibt uns demnach

(« ~P) (* -?)=//
(„' _ ,,)(*'_ ?)=//
(«"-/>) (*-?)=//

woraus durch Elimination leicht gefunden wird

P a
(«' — «) (a" - a) (b' - b")

R

(4 _ i-) (b - O («

1 = h «
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//
(„' - «) («" - «) («" _ «') (b - 6') (6 - b").(b' - 6

ff

/S/i

indem zur Abkürzung

fr

(«" _ a) (J - *') _ («' _«)(*- &") = n

geschrieben wird. Man kann JR auch in folgende Form setzen

R = (a" — a') (b — fc') — (a
f — a) (&' — b")

i

ff

a') (fc _ b") — (a" — a) (&' — &
f

so wie p und ^ in folgende

p = a

a"

(a
f — a) («" — a') (6 — 6")

n
(a" — a) (a" — a) (b — V)
^—^^-—

I I
'

I .!
I I

f

R

. = »•
J') (6- _ J") (a

rt

R

v, _ (» - b") (b' - 6") ja'

R

16.

Der allgemeinen im vorhergehenden Artikel gegebenen Auflösung müssen

noch einige Bemerkungen beigefügt werden.

I. Es ist vorausgesetzt, dafs in den drei Versuchen das Object auf

einer und derselben Seite der Linse liegt. Findet man zweckmäfsig, in einem

der Versuche die Linse in verkehrter Lage anzuwenden, so kann man sich

denselben so vorstellen, als ob das Bild der Gegenstand und der Gegenstand

das Bild wäre, wodurch dieser Fall auf den vorigen zurückgeführt wird.

II. Für sich allein betrachtet, läfst die Formel für ff noch unbestimmt,

ob f positiv oder negativ zu nehmen sei: diefs entscheidet sich aber schon

durch die aufrechte oder verkehrte Stellung des Bildes, indem £' F und
im ersten Fall entgegengesetzte, im zweiten gleiche Zeichen haben müssen.

Auch darf nicht unbemerkt bleiben, dafs bei alier AUgemeingültigkeit der

analytischen Auflösung doch die praktische Anwendbarkeit auf den Fall wirk-

licher Bilder (also für einzelne Linsen auf positive Brennweiten) beschränkt
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bleibt
,
wenn nicht besondere Hülfsmittel zur Bestimmung des Platzes virtuel.

ler Bilder zugezogen werden.

III. Da die Ausführung der Versuche immer nur einen gewissen be-

schränkten Grad von Scharfe zuläfst, so ist es für die Zuverlässigkeit der
m;

-* r v)

Resultate keinesweges gleichgültig, was fiir Combinationen gewählt werden.

Im Allgemeinen kann als Regel gelten, dafs durch drei Versuche, von denen

zwei unter wenig: verschiedenen Umständen gemacht sind, jedenfalls nicht

alle drei Elemente mit Schärfe bestimmt werden können.

•

V
—

- i
,
—. - • j17.

An einer einfachen Linse sowohl, als an einer solchen, die aus zweien
oder mehrern sehr nahe zusammenliegenden zusammengesetzt ist (wie an
achromatischen Objectiven von der gewöhnlichen Einrichtung), stehen die bei-

den Hauptpunkte in geringer Entfernung von einander. Dürfte man diese

Entfernung E' — E = X wie eine bekannte Gröfse betrachten, so würden

zwei Versuche zureichend sein, indem die Gleichung

P + 7 = V+ *

die Stelle des dritten Versuches vertritt. Verbindet man mit derselben die

beiden andern

ff

so erhält man nach der Elimination von p und q zur Bestimmung von,/* die

Gleichung *

m

*-
i

l > A *

^
. //+ 2 (« + * + «'+*'- 21) / o

(«' -«)(*_ b)
1

i

(a + *' - X) (a -j- t»-A) =0
Diese quadratische Gleichung- gellt in eine lineare über, wenn a -f

4' — <* — b

wird, d. i. wenn die beiden Versuche so angeordnet sind, dafs

die Entfernung des Bildes vom Objecte in beiden dieselbe Ideibt, wahrend

die Linse darin zwei verschiedene Stellen einnimmt. Es sei diese Entfer-

nung = c, also a = c — b, a ~ c — b'y dadurch wird v
»

Mathem. Classe. jT. D
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4 (c - A) /= (« - A + *' - *) (« - * - *' + *)

oder r r

<•
(*•

* v

i v "' 4 (c

2

C »i

i

Für jeden vorgeschriebenen Werth von c mufs nexnlijch F— £ der Gleichung

Genüge leisten, deren zwei Wurzeln (
'

> :,

f-l = i(c- 2/- ;) + {/(c- 4/- A) (c

F — | = | (c — 2/"— A) — £ </* (« — 4/ — A) (c

reell und ungleich sind, wenn e gröfser ist, als 4f -f- \, so dafs es dann

für ein festes Object £ immer zwei verschiedene Lagen der Linse gibt, bei

welchen das Bild mit dem Punkte £ -+• c zusammenfällt. Das Product die-

ser beiden Werthe Ton F — £, d. i. (a — p) («' — p) wird = ff,
woraus zugleich erhellet, dafs a

9 —- p — fe — ^ und 6' — «j = a — p
wird , folglich

; !

p = £ (2/* + c -j- A — Ä —6')

7 =*(2/-e + A + * + *')

JE = D + £ (6 + &' - c ) _ -§ A

r = i> + H* + ^-«) +u
18

i

\ . i bini i

'Bei derjenigen Stellung der Linse, wo F — £ = /* wird, ist £
4/* + X, °der das Bild in der kleinsten Entfernung vom Gegenstande

es entfernt sich von demselben, sobald man die Linse aus jener Stellung nach
der einen oder nach der andern Seite wegrückt, aber offenbar anfangs sehr

langsam. Es folgt' daraus," dafs wenn für c ein die Gröfse 4/" -f ;\
wenig überschreitender Werth gewählt ist, die Versuche* zur Ansmiltelun«
der beiden erforderlichen Stellungen den Lins* öder d*r-Werthe von b und b
nur eine .vergleichungsweise geringe Schärfe zulassen. Diese Unsicherheit
fällt in ihrer ganzen Stärke auf die Bestimmung von E und E\ daher zu

diesem Zweck die Anwendung ^des Verfahrens unter solchen Umständen

,\ .
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nicht wohl zu gebrauchen ist. Anders aber verhält es sich, wenn es nur
darauf ankommt, die Brennweite zu bestimmen, wo die Schärfe durch jenen

Umstand Nichts verliert, weil in den Ausdruck für f nur das Quadrat von

b' — b eintritt. Die Ausübung des Verfahrens ist überdiefs in diesem Falle

um so bequemer, weil aufser der Distanz c nur die Gröfse der Verschiebung

der Linse b' — b gemessen zu werden braucht, also die absoluten Werthe
von b und b' unnölhi"; sind.

19.

Wenn man X ganz vernachlässigt, also

(b' - *)«

4c

setzt , so kommt das beschriebene Verfahren mit demjenigen überein, welches

Bessel im 17 Bande der Astronomischen Nachrichten vorgeschlagen, und auf

die Bestimmung der Brennweite des Objectivs des Königsberger Heliometers

angewandt hat. Die strenge Formel zeigt, dafs bei der Vernachlässigung von

\ die Brennweite um

** + 4.(e-A)
zu grofs gefunden wird, wo der zweite Theil unter den erwähnten Umstän-

den als unmerklich betrachtet werden kann. Zur Gewinnung eines der

Schärfe, welche das Verfahren an sich verstattet, angemessenen Resultats

bleibt daher die Berücksichtigung von X wesentlich nothwendig: nur bat es

einige Schwierigkeit, sich eine genaue Kenntnifs dieser Gröfse zu verschaffen.

Für eine einfache Linse wird es hinlänglich sein, aus der gemessenen Dicke

derselben und dem nothdürftig bekannten Brechungsverhältnisse für X den

oben Art. 13 gegebenen Naherungswerth zu berechnen. Auch für eine achroma-

he Doppellinse mag man allenfalls, in sofern man sich eine Ke

der Dicke iedes Bestandlheils verschaffen kann, sich des

ben Art. 14 angeführten genäherten Werthes bedienen. Um wenigstens un-

gefähr eine Vorstellung von dem Einflüsse, welchen die Vernachlässigung voi

X haben kann, zu erhalten, wollen wir, Beispiels halber, ein Objectiv betrach

die Dicke der KroDglaslinse 7 Linien , die Dicke der Flintglasl

D2
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Linien beträgt, und das Brechungsverhältnifs für die erstere zu 1,528, für

die andere zu 1,618 annehmen. Dadurch wird die Entfernung der beiden

Hauptpunkte von einander näherungsweise
\

für die Kronglaslinse 2,42

für die Flintglaslinse 1,15

und für die zusammengesetzte Linse 3,57 L

also die Brennweite um 0,89 Linien zu grofs. An einem Objective von 8
Fufs Brennweite, dem die vorausgesetzten Dimensionen zukämen, würde also

1
der Fehler etwa t^- des Ganzen betrag

t -

20.
Wenn man die im vorhergehenden Art. angegebene Bestimmungsart

k nicht anwenden kann, oder sich nicht damit begnügen will, so seh
folgender Weg am zweckmäßigsten , um durch unmittelbare Versuche d

gen

Man bestimme den Platz des Bildes eines sehr entfernten Gegenstand
(so gut man kann in der Axe der Linse) relativ gegen den Punkt D
sofern man die Entfernung des Objects als unendlich grofs betrachten ka
fallt dieses Bild m F', und der gemessene Abstand F

I

D gibt
bar ?. Man wiederhohle den Versuch, indem man die Linse umkehrt

wo also das Bild in F fallen, und seine Entfernung von D den Werth vor

p geben wird Für den dritten Versuch bringe man das Object (auf de.
Seite von F) der Linse möglichst nahe, bestimme die Entfernung des Bilde.

diesem Object = g' — g, nnd 2ugleich die Entfernung D
b". Man hat folglich

und setze £' .— B = t' t a
»

9t

a .

a ") {q - b") = ff oder .
? *

. t -
r i •

Hat^ 4. Messungen in allen drei Vergehe» m it grüner Scharfe :
en können so s.nd dadnreh allein schon alle drei Elemente ,,,

- f h

itjTl
m
'r

d ****.*"« ändernder. ' VVaL.
aber f m,t emer noch gröfsern,, Schärfe zu erhahen. so ha, „.„:„.

usfül

a
\
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suche nur als eine Vorbereitung zu dem Verfahren des 18 Artikels zu be-

trachten, die den Werth von X liefert. Um klarer zu übersehen, von welchen

Momenten die Schärfe in der so erhaltenen Bestimmung von X hauptsächlich

abhängt, setzen wir obige Formel für X in folgende Gestalt [

(P ~ «" ~ S (P ~ «") (</ ~ h")V
;. = a « + h " +

p — a

und erwägen, dafs p — a" — V (p — a") {q — b") den Abstand des

Objects im dritten Versuche vom ersten Hauptpunkte, p — a" hingegen den

Abstand jenes Objects vom ersten Brennpunkte vorstellt. Es erhellet daraus,

dafs unter den Statt habenden Umständen der letzte Theil der Formel für X
nur sehr klein wird, und sein berechneter Werth von kleinen Ungenaui^-kciten

in den Werthen von p, q, a", b" nur wenig afficirt wird, also die Scharfe

der Bestimmung von \ hauptsächlich nur von der Schärfe der Messung von

+ b" abhäng!

21.

In Beziehung auf das im vorhergehenden Artikel angegebene Verfahren

verdienen ein Paar Bemerkungen hier noch einen Platz.

I. Zur Ausführung des dritten Versuchs, wo das Bild nur ein virtuel-

les wird, reichen die sonst anwendbaren Mittel nicht aus: folgende Methode

vereinigt aber Bequemlichkeit und Schärfe. Auf einer ebenen Fläche wird

eine Kreislinie beschrieben, so grofs oder wenig gröfsei als der vorspringende

Rand der Fassung des Glases, und der Mittelpunkt dieses Kreises durch zwei

zarte Kreuzlinien bezeichnet. Das Glas wird mit der Fassung so auf die Fläche

gelegt, dafs jene mit der Kreislinie concentrisch ist: dann ein zusammenge-

setztes an einem festen Stative befindliches und mit einem Fadenkreuze ver-

sehenes Mikroskop senkrecht darüber gestellt, und in seiner Hülse so verscho-

ben, bis das Bild der Kreuziinie genau mit dem Fadenkreuze zusammenfällt;

endlich wird das Glas weggenommen, und das Mikroskop durch Verschieben

in der Hülse der Ebene genähert, bis das Bild der Kreuzlinie abermahls mit

dem Fadenkreuze -des Mikroskops zusammenfällt. Die leicht auf irgend eine

Weise scharf zu messende Gröfse der letztern Verschiebung ist die Entfer-

/
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des Objects (der Kreuzlinie) von seinem durch die Glaslinse prod

Bilde = fr' '— £ Der Punkt der Axe der Linse, welcher in der den vor-

springenden Rand der Fassung berührenden Ebene liegt, kann man als den

festen Punkt D selbst annehmen, in welchem Falle a' = t
h'

f

wird, oder, wenn ein anderer Punkt D gewählt war, diesen mit jenem durch

leicht sich darbietende Mittel vergleichen, um a" zu finden.

IL Wenn die Entfernung des für den ersten und zweiten Versuch be-

nutzten Gegenstandes, zwar grofs, aber doch nicht grofs genug ist, um sein

Bild als mit dem Brennpunkte ganz zusammenfallend betrachten zu können,

so ist eine Reduction nöthig-, welche man erhält, indem man das Quadrat

der Brennweite mit der Entfernung des Gegenstandes dividirt, und diese Re-

duction ist von den Abständen des Bildes von dem Punkte D abzuziehen,

um die Gröfsen q und p genau zu erhalten: offenbar ist dazu nur eine grob

genäherte Kenntnifs der Brennweite und der Entfernung nöthig, insofern letz-

tere sehr grofs ist. Indessen kann man diese Reduction eben so leicht durch

directe strenge richtige Formeln bestimmen. Es sei für den ersten VersuchÖ" *—~«ö

a der Werth von D — £, b der Werth von £' — D\ für den zweiten Ver-

such hingegen (wo die Linse in verkehrter Stellung angewandt wird) bezeichne

man die Entfernung D — £ mit b , und £' — D mit a. Auf diese Weise

(die mit der Art. 16, I angegebenen auf Eins hmausläuft) erreichen wir den

Vortheil, dafs die für die drei Versuche Statt findenden Gleichungen

I

• ff
(*' ~ 7) («' ~P) = ff

P)
(&" - y) = ff

gleichlautend mit denen sind, \on welchen wir im 15 Art. ausgingen, und also

auch die durch Elimination daraus abgeleiteten Formeln ihre Gültigkeit behal-

ten. Ist man bei der Ausführung des zweiten Versuches so zu Werke gegan-

gen
,
dafs der Ort des Bildes im Räume derselbe ist wie im ersten Versuche

was leicht geschehen kann, obwohl der Erfolg bei der vorausgesetzten grofcen

Entfernung des Gegenstandes gar nicht merklich abgeändert wird, wenn man— «-» —mm*, mm «-**QV «Jl mM V*V & * »» U U , »» tUIJ **#** —

damit nicht ängstlich genommen hat), so wird a + h Jp b' + «', welche
Giofse wir m'A e bezeichnen, und die Formeln des 15 Art. erhalten dadurcl
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noch einigle Vereinfachung. Es wird nemlich, aus der zweiten Formel für

p und der ersten für q.

. [

,

p a
r

(«T — «") (* — b

c — a — b

r

J

(« — a
)

(fr — 6 )

q — fe — - —^

—

« «" I.''

III. Wenn man auch das Verfahren des 20 Art. nicht zur vollständigen

Bestimmung der Elemente gebrauchen, sondern die schärfste Bestimmung dervi •

Brennweite der Methode des 17 Art. vorbehalten will, so bleibt doch jenes
* ä

zugleich das geeignetste, um die Lage der beiden Hauptpunkte festzusetzen.

Es wird nemlich

E = J> + * (y - P) - lk = J> + i (b - «') - *i

V = D + * (? - p) + H = /> + * (6 - «') + *A

• i^.
22.

Für eine einfache Linse und, allgemein zu reden, auch für ein System

von Linsen kann man der Brennweite einen bestimmten Werth und den

Haupt- und Brennpunkten bestimmte Plätze nur in sofern beilegen, als von

Lichtstrahlen von bestimmter Brechbarkeit die Rede ist; für Strahlen von

anderer Brechbarkeit erhalten diese Punkte andere Plätze und die Brennweite

einen andern Werth, und das nicht homogene Licht von Gegenständen erleidetW1— , VM ^. ö

daher beim Durchgange durch Gläser eine Farbenzerstreuung. Durch eine

Zusammensetzung zweier oder mehrerer Linsen aus verschiedenen Glasarten

läfst sich diese Farbenzerstreuung aufheben: zur Vollkommenheit eines achro-

matischen Objectivs wird aber erforderlich sein, dafs Parallelstrahlen sich

unabhängig von der Farbe in Einem Punkte vereinigen, und zwar nicht blofs

solche, die parallel mit der Axe^ sondern auch solche, die geneigt gegen die

Axe einfallen, oder mit andern Worten, die verschiedenfarbigen Bilder eines

ausgedehnten als unendlich entfernt betrachteten Gegenstandes müssen nicht

blofs in Eine Ebene fallen, sondern auch gleiche Gröfse haben. Die erste

Bedingung beruhet auf der Identität des zweiten Brennpunkts für verschieden-

farbige Strahlen, die zweite auf der Gleichheit der Brennweite, und da diese
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die Entfernung- des zweiten Brennpunkts vom zweiten Hauptpunkte ist, so

kann man auch die beiden Bedingungen dadurch ausdrücken, dafs beide Punkte

zugleich für rothe und violette Strahlen dieselben sein müssen. Ist die erste

Bedingung allein erfüllt, so geben die gegen die Axe geneigten Strahlen kein

reines JBild; allein eine sehr geringe Ungleichheit der Brennweiten für ver*

schiedenfarbige Strahlen wird) immer als ganz unschädlich betrachtet wer-

den dürfen.

» 4

• >

In der Theorie der achromatischen Objective pflegt man nur die erste

Bedingung zu berücksichtigen. Allein bei der gewöhnlichen Construction die-

ser Objective, wo die beiden Linsen entweder in Berührung oder in einem

äufserst geringen Abstände von einander sich befinden, wird die Lage der

Hauptpunkte von der ungleichen Brechbarkeit der Lichtstrahlen so wenig affi-

cirt , dafs die zweite Bedingung von selbst erfüllt ist, wenn nicht genau, doch

so nahe, dafs eine merkliche ünvollkommenheit nicht daraus entstehen kann:

auch läfst sich, wenn man es der Mühe werth hält, die Dicke der Linsen

so berechnen
, dafs eine genaue Identität des zweiten Hauptpunkts für un-

gleiche Strahlen Statt findet.

Anders verhält es sich hingegen, wenn die convexe Kro von

der concaven Flintglaslinse durch einen beträchtlichen Abstand getrennt ist.

Es läfst sich leicht zeigen , dafs bei solchen Bestimmungen für diesen Abstand
und die Brennweiten der einzelnen Linsen, wo der zweite Brennpunkt dieses

Linsensystems für verschiedenfarbige Strahlen derselbe bleibt, die Brennweite
dieses Systems für die violetten Strahlen notwendig gröfser wird als für die

rothen, und dafs der Unterschied von derselben Ordnung ist wie derje
der (im umgekehrten Sinn) bei einfachen Linsen Statt findet. Dasselbe gilt

auch noch, wenn (wie bei den sogenannten dialytischen Fernröhren geschieht)
anstatt der zweiten Linse eine Zusammensetzung aus einer Flintglaslinse, und
einer Kronglaslinse, in Berührung oder sehr geringem Abstände von einan-
der, angenommen wird. Immer bleibt es unmöglich, auf diese Weise von
finem ausgedehnten Objecte ein vollkommen farbenreines Bild hervorzubringen,
indem das vmlette Bild, wenn es in demselben Abstände von. dem Linsensy.
sieme hegen soll wie das rothe, notwendig gröfser wird, als das letztere.
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Man darf jedoch hieraus keinesweges folgern, dafs Fernröhr«* von

dieser letztern Einrichtung in Beziehung auf Achroma tismus unvollkommener

bleiben müssen, als Fernröhre mit achromatischen nach der gewöhnlichen Art

construirten und ein völlig farbenreines Bild hervorbringenden Obj'fcrtivcri.

Man kann vielmehr gerade umgekehrt behaupten, dafs jene bei einer wohl-

berechneten Anordnung der Oculare dem Auge das farbenreinere Bild zu

geben fähig sind. *

In der That kann ein vollkommen farbenreines vom Objectiv erzeugtes

Bild (möge es ein wirkliches oder virtuelles sein) wegen der Farbenzerstreuung,

welche durch die Oculargläser hervorgebracht wird, dem Auge nicht voll-

kommen rein erscheinen; man verhütet zwar durch besondere Anordnung

der Oculare den sogenannten farbigen Rand, kann aber damit die Längenab-

weichung nicht aufheben, welche noch durch den Umstand vergröfsert wird,

dafs das menschliche Auge selbst nicht achromatisch ist. Man bewirkt nur,

dafs die letzten Bilder, rothes und violettes, in einerlei scheinbarer Gröfse,

nicht aber, dafs sie in gleichem Abstände oder zugleich deutlich erscheinen.

Die ungleiche Gröfse der ersten Bilder, des rothen und violetten, welche

bei den dialytischen Objecliven unvermeidlich ist, läfst sich aber durch eine

angemessene Einrichtung der Oculare sehr wohl compensiren, so dass der

farbige Rand in der Erscheinung eben so gut gehoben wird, wie bei Fern-

röhren von gewöhnlicher Einrichtung, wahrend die zweite eben berührte Un-

vollkommenheit auch hier bleibt, so lange das erste rothe und violette Bild

in gleicher Entfernung von dem Objective liegen.

Es ist also klar, dafs um im Auge ein vollkommen farbenreines Bild

hervorzubringen, das erste Bild eine gewisse von den Verhaltnissen der Ocu-

lare und dem Nichtachromatismus des menschlichen Auges abhängende Län-

genabweichung haben muss. Theoretisch betrachtet läfst sich nun allerdings

auch ein Objectiv von gewöhnlicher Einrichtung so berechnen, dafs eine vor-

geschriebene Längenabweichung Statt findet; allein abgesehen von der Schwie-

rigkeit, der ganzen Schärfe, welche zur Darstellung so sehr kleiner Unter-

schiede erfordert wird, in der technischen Ausführung nachzukommen, würde

doch diese Längenabweichung immer nur für ein bestimmtes Ocular passen.

Mathem» Classe, /. E
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Bei der dialytischen Einrichtung- hingegen ist durch die Verschiebbarkeit der

den zweiten Theil des Objectivs bildenden Doppejlinse gegen den ersten das

Mittel gegeben, diejenige Längenabweichung zu erhalten, welche für jedes

Qcular erforderlich ist, während das Ocular so eingerichtet sein kann, dafs

der iarbige Rand gehörig gehoben wird. Übrigens mufs ich mich hier auf

diese kurze Andeutung beschränken, und eine ausführlichere Entwicklung

dieses interessanten Gegenstandes einer andern Gelegenheit vorbehalten.
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