
TJeber die Bewegungen der Elektricitat in korperlichen

Leitern, insbesondere iiber elektrische Schwingungen

in einer leitenden Kugel

von

Eduard

Vorgelegt in der Sitzung der Konigl. Ges. d. Wiss. am 6. Mai 1876.

em Versuche in den Zusammenhang der Naturerscheinungen ein-

zudringen bieten sich zwei verschiedene Wege dar; der eine derselben

besteht in der Erforschung der inneren Constitution der Korper und
K der Grundkrafte, mit welchen die Korper auf

wirken. In dieser Weise werden alle elektrodynamischen Erscheinungen,

welche ihren Grund in der Existenz konstanter und ruhender Strome

haben, erklart durch das von Ampere fur die Wechselwirkung zweier

Stromelemente aufgestellte Grundgesetz. Es kann aber dieses Grund-

gesetz kein wahres Grundgesetz der elektrischen Erscheinungen sein,

da es dann auf alle moglichen Arten elektrischer Wirkungen Anwen-
dung finden miisste, wahrend doch die elektrostatischen und elektromo-

torischen Erscheinungen in demselben nicht enthalten sind. Um also

zu einem alle elektrischen Erscheinungen umfassenden Grundgesetze zu

gelangen, war es nothwendig, einmal iiber die Constitution der in einem

Leiterelement in galvanischer Stromung befindlichen Elektricitat eine

bestimmte Vorstellung sich zu bilden, und dann die komplicirte Wir-

kung, deren Ausdruck das Ampere'sche Gesetz ist, zu zerlegen in ihre

Componenten, d. h. in die zwischen den einzelnen elektrischen Theil-
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chen wirkenden Grundkrafte. Es ist dies der Weg, auf welchem

Wilhelm Weber zu seinem Grundgesetze der elektrischen Wechsel-

wirkung gelangt ist, welches als em wahres Grundgesetz auf alle elek-

trischen Erscheinungen , durch welche Bewegungen der Elektricitat sie

auch hervorgerufen sein mogen, Anwendung findet.

Ebenso werden die Bewegungserscheinungen der Weltkorper erklart

durch das Newton'sche Gesetz der Fernwirkung ponderabeler Korper;

die Erscheinungen des Lichts durch die von Fresnel gemachte Annahme

einer molekularen Constitution des Lichtathers, des stabilen Gleichge-

wichts der Molekule in ihrer isolirten Stellung und einer molekularen

nur von der Entfernung abhangenden Wechselwirkung.

Dieser auf die wahre Constitution der K6rper und die zwischen

denselben wirkenden Grundkrafte gerichteten Forschung stellen wir

gegeniiber diejenige Methode, welche den Zusammenhang der Erschei-

nungen lediglich durch gewisse allgemeine Principien, in erster Linie

das Princip der Erhaltung der Energie begriindet, und eben durch die

Anwendung jener allgemeinen Principien die Entwicklung bestimmter

Vorstellungen iiber die innere Natur der Korper zu umgehen sucht.

Als eine solche Theorie, welche von bestimmten Vorstellungen iiber die

Constitution der K6rper unabhangig auf Grund allgemeiner Principien

sich entwickeln lasst, ist in erster Linie zu nennen die mechanische

Theorie der Warme; dieselbe Methode der Forschung ist indessen auch,

insbesondere von Carl Neumann , auf die elektrischen Erscheinungen

angewandt worden, und es hat sich in der That ergeben, dass durch

das Princip der Erhaltung der Energie ein solcher Zusammenhang zwi-

schen den einzelnen Gebieten der Elektricitatslehre hersestellt wird, dass
o

die fur das eine dieser Gebiete geltenden Elementargesetze aus demselben

entwickelt werden konnen, sobald die fur die anderen Gebiete geltenden

Gesetze als bekannt angenommen werden. Es findet aber zwischen

den Gesetzen, welche auf diesem Wege eruirt werden konnen, una

zwischen den aus dem Weber'schen Grundgesetz sich ergebenden Gesetzen

eine gewisse Dirferenz statt; es unterscheidet sich nemlich das von

Neumann abgeleitete Induktionsgesetz von dem Weber'schen durch
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eine gewisse Zusatzkraft, welche ausgeht von solchen Stellen der lei-

tenden Korper, in welchen Ansammlungen freicr Elektricit&t stattfinden

und in einer im 20sten Bande der Abhandlungen der KgL Gea. d. Witt

enthaltenen Arbeit habe ich den Nachweis geliefert, dass alle inoglichen

Gesetze welche auf Grund des durch das Princip der Erhaltung der

Energie gegebenen Zusammenhangs fur die elektrischen Elementarwir-

kungen aufgestellt werden konnen, sich von dem Ampere schen und We-

ber'schen Gesetz immer nur durch solche von Sammelstellen freier Elek-

tricitat ausgehende Kriifte unterscheiden konnen.

Mit Bezug auf dieses Resultat schien eine genauere Krforschung

solcher elektrischer Bewegungen von besonderem Interesse zu sein, bei

welchen Ansammlungen freier Elektricitat in Wirklichkeit eintreten, und

diess ist der Fall bei der Bewegung der Elektricitat in korperlichen

Leitern. Die von Kirchhoff uud Weber aufgestellten , von Helmholtz

spater verallgemeinerten Gleichungen fiir die Bewegung der Elektricitat

in ruhenden korperlichen Leitern sind in der eingehendsten Weise unter-

sucht in der ausgezeichneten Abhandlung von Lorberg: „Zur 1'heorie

der Bewegung der Elektricitat in nicht linearen Leitern" im 71. Bande

des Crelleschen Journals. Lorberg hat nicht nur jene allgemeinen Be-

wegungsgleichungen reducirt auf ein System verhaltnissmassig einfacher

DifFerentialgleichungen , sondern auch fiir den Fall der ruhenden Kugel

die vollstandige Losung des Problems bei beliebig wirkenden ausseren

Kraften elektrostatischen oder elektrodynamischen Ursprungs gegeben;

in der speciellen Anwendung der allgemeinen Resultate beschrankt er

sich auf den Fall von Kraften, welche gegen den Radius der Kugel

senkrecht gerichtet sind, einen Fall, in welchem also Ansammlungen

freier Elektricitat von vornherein ausgeschlossen sind. Die folgende Ab-

handlung enthalt in ihrem ersten Theile eine Wiederholung der Rech

nungen , durch welche Lorberg zu der Losung des Problems in seiner

allg gt ist; nur ist an Stelle des Weber'schen In

duktionsgesetzes , welches den Untersuchungen von Lorberg zu Grunde

liegt, das allgemeinere Helmholtz'sche Induktionsgesetz getreten und sind

in den Reihenentwicklungen, welche bei der Integration der Differential-
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gleichungen Anwendung finden
,

gewisse Aenderungen vorgenommen,

durch welche sich die Darstellung der resultirenden lutegrale verein-

facht; gleichzeitig sind die zur Aunosung der Gleichungen nothwendigen

Rechnungsoperationen , von welchen Lorberg kaum mehr als die Resul-

etwas ausfuhrlicherer Form dargelegt, soweit diess zummittheilt in

Verstandniss der Entwicklung wiinschenswerth erschien. Der zweite

Theil der Arbeit behandelt dann insbesondere diejenigen Bewegungen

der Elektricitat , welche in einer leitenden Kugel durch einen schwin-

genden Magnet hervorgerufen werden. Obwohl nun diese Bewegungen

in Wirklichkeit mit Anhaufungen freier Elektri verbunden sind, so

war doch eine Entscheidung der zwischen den verschiedenen elektrischen

Elementargesetzen

dieser Bewegungen

bestehenden Alternative durch eine Untersuchun5

vornherein nicht

holtz gemachten Bemerkung zu Folg die

jrwarten, da einer von Helm-

zwischen den verschiedenen

Gesetzen vorhandenen Differenzen bei ruhenden Leitern der Beobachtung

sich unter alien Umstanden entziehen werden. Wenn trotzdem im Fol-
I

genden eine Untersuchung der in einer ruhenden leitenden Kugel auf-

tretenden elektrischen Bewegungen ausgefuhrt so geschah das aus

doppeltem Grunde : einmal erschien es wiinschenswerth, zunachst den von

theoretischer und experimenteller Seite einfacheren Fall des ruhenden

Leiters einer eingehenden Behandlung zu unterwerfen, gewissermassen

als Vorarbeit fur die komplicirteren Verhaltnisse bei bewegtem Leiter.

Dann aber scheint der Fall eines ruhenden Leiters auch an und fur sich

nicht ohne Interesse zu sein, so fern er Gelegenheit giebt zu einer ein-

fachen quantitativen Prufung der fur die Elektricitatsbewegung in k6r-

perlichen Leitern aufgestellten Gesetze, an welcher es zur Zeit noch

fehlen diirfte.

\
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I. Die allgemeinen Gleichungen fur die Bewegung der Elektricitat

in korperlichen Leitern.

Bei Zugrundelegung der von Helmholtz gebrauchten Bezeichnungen
sind diese Gleichungen

B<r> , A , d u^« + g + A»^-X =

2, + g + A.£_ r=

*.+* + A*'*-Z = 0.

Hier sind u, v, w die an irgend einer Stelle a?, y, z des Letters vor-

handenen Stromungskomponenten , tp ist das Potential der freien Elek-

tricitat
; X, F, Z sind die Componenten der gegebenen ausseren elektro-

motorischen Krafte; die Grossen U, V, W sind gegeben durch folgende

Ausdrucke

:

w= ^•£+ JJJ 7««"
wo

* - jfi Kfe
+

'*t + »t) <**' *'*
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In diesen Integralen bezeichnet dx\ dy\ dz das Volumen eines an

der Stelle x\ y, z befindlichen Raumelements, u\ v, w\ die in demselben

vorhandenen Stromungskomponenten und ist:

r* = [x — x'Y + (y — y)
2 + (*

2

Endlich bezeichnet in den far die Bewegnng der Elektricitat gege-

benen Gleichungen X den Leitungswiderstand und ist
-

A — ~C

wo c die Constante des Weberschen Gesetzes.

Zu den vorhergehenden Gleichungen treten noch hinzu diejenigen

Gleichungen, durch welche die Dichtigkeit der freien Elektricitat gebun-

den ist an die Stromungskomponenten m, d, 10; nemlich in irgend einem

Punkte im Inneren des gegebenen leitenden Korpers die Gleichung

1 dJtp du , dv i dto

47i dt 6x l dy dz

*

und in irgend einem Punkt der Oberflache die Gleichung

l
f <*V <*v \ dz' dtf dz'

ln\dtdk dtfaf — W
dh

"+" V
dH '

W
Sn'

Hier bezeichnet n die innere Normale der Oberflache in dem be-

trachteten Punkte x\ y\ z ; u\ v\ w sind die in demselben vorhandenen

Stromungskomponenten, tp der dem Inneren des Korpers entsprechende

Werth des Potentiales der freien Elektricitat, wahrend die im umgeben-

den ausseren Raume geltenden Potentialwerthe durch (pa
bezeichnet

sind.

Aus den vorhergehenden Gleichungen, durch welche das vorliegende

Problem vollstandig bestimmt ist, ergiebt sich zunachst in sehr einfacher

Weise eine Differentialgleichung, welcher das Potential der freien Elek-

tricitat im Innern des leitenden Korpers genfigen muss ; differentiren wir

die Gleichungen 1 nach x, y und z, so ergiebt sich durch Addition der-

selben mit Rucksicht auf die Beziehung

\
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6U
, BV , BW _ , <f7

6x ~»
fly ' QZ

K
ft

Die Differentialgleichung

dJl _j_ *? ,*» _ 4 7I^,

£
d> _ o

Es ergiebt sich ferner durch Anwendung der Operation J auf die

erste der Gleichungen 1

ij» + 9-g + A*tg =dx ' " dt

oder wenn wir fiir JU seinen Werth aus der Gleichung

JU= (l-k)H±-*nu

in
einsetzen und gleichzeitig mit -r- multipliciren

:

Ziehen wir von dieser Gleichung ab die nach x differenzirte Glei-

chung I, so ergiebt sich

:

4»"»- £S + 4*4'^ - 16»» £ £ = 0.
0*<tt I ~ A <U*&c

*v" 1 dt

Setzen wir endlich

4tim = Xt +
so geht die letztere Gleichung fiber in:

Jy _ ±n~% =

In ganz derselben Weise lassen sich die zweite und dritte der

Gleichungen 1 behandeln, und wir gelangen dann zu dem Resultat:

Zerlegt man die Stromkomponenten u, v, w in je zwei Theile durch

die Formeln:

Mathem. Classe. B
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4:71 U %i ' dxdt

4:71V

4:71W

X* +

X 3

ety dt

ay

so sind die Funktionen ^ lt #2 , # 3
partielle Losun

selben DifFerentialgleichung

5 und der-

*X 4 77
A*dx
X dt

0. (Ill

Substituiren wir ferner die fur u, v, w gegebenen Ausdriicke in der

Gleichung 3, so ergiebt sich folgende Bedingung, welcher die Funktionen

und x z
im Inn

^en hab

des gegebenen leitenden Korp zu g

**i **_]_ r*i _i_
dx ' 6y "^

^3
5z

(IV

Es stellen somit die Ausdriicke

4»*1
1

4**2
_1

4n*3

Antheile der Stromungen dar, welche nicht von einer Abscheidung freier

Elektricitat begleitet sind.

Die Bedeutung der im Vorhergehenden gegebenen Differentialglei-

chungen I und III ist natiirlich darauf beschrankt, dass durch diese Diffe-

rentialgleichungen die Moglichkeit gewisser Reihenentwicklungen fur die

Grossen y und % eroffnet wird; uberdiess wird durch die Gleichung IV

Beziehung zwischen den Coefficienten der fur die Grossen Xv %2 3

geltenden Entwicklungen gegeben, und dadurch eine Reduktion der

Anzahl der unbekannten Coefficienten bedin immer ab wird die

wirkliche Bestimmung jener Coefficienten nur moglich sein durch Zuruck
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gehen auf die urspriinglichen Bedingungsgleichungen 1, in welchen allein

diejenigen Grossen vollstandig enthalten sind, durch welche das specielle

Problem charakterisirt wird. Weingarten hat indess zuerst darauf hin-

gewiesen , dass jene Gleichungen 1 , welche im ganzen Inneren des be-

trachteten Korpers erfiillt >e'm miissen, sicli ersetzen la--en durch andere

nur fur die Oberflache des Korpers geltende Bedingungen; diese die

Losung des Problems wesentlich vereinfachenden Bedingungen sollen

zunachst abgeleitet werden.

&**"&

Wir gehen aus von der im Vorhcrgehenden entwickelten Gleichung

*nAu — iiTT* + ±" T liik — 16 7I 2 -r ,. = 0.dxdt • X dt*dx X dt

Setzen wir hier

w« = jXl + ga

so ergiebt sich wenn wir gleichzeitig durch 4tt dividiren:

4* "Zi *n x dt i X dt*dx
U

Wir denken uns diese Gleichung aufgestellt fiir einen beliebig im

Inneren des Korpers gelegenen Punkt x , y , z \ ausser diesem im Innc-

ren des Korpers als veranderlich betrachteten Punkt nehmen wir einen

zweiten Punkt x,y>z, ebenfalls im Inneren des Korpers, dessen Lage aber

im Folgenden als unveranderlich festgehalten werden soil; wir dividiren

die fur den Punkt x'yz aufgestellte Gleichung durch die Entfernung r

dieses Punktes von dem Punkt xyz, multipliciren mit dem Inhalte des

an der Stelle xyz' vorhandenen Volumelementes und integriren die so

transformirte Gleichung iib<

Wir erhalten die Gleichung

gegebenen Korp

4ti

'*:£{*&W 4- *t-\ dX l
-dx'du'dz = 0.$& dx'dydz - in* ^dxdydz + - * j& \dx dy dz

Es handelt sich nun darum, die in dieser Gleichung enthaltenen

B2
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Raumintegrale in Integrate zu transformiren , welche sich nur (iber die

Oberflache des gegebenen Korpers hinerstrecken.

Diese Transformation ergiebt sich in sehr einfacher Weise fttr den

erst en Term der vorhergehenden Gleichung; es ist nemlich:

l

-\4f dx' dy' ds
4*0 X 1

do d{rX ')

% dn

die Normale der gegebenen Oberflache dem Element do

Mit Bezug auf das zweite Integral

4*f 7<$7^*#<fe
'

bemerken wir dass nach dem Vorhergehenden, Gl. 2.,

d_

dt

f

— dx dy dz
r *s i

dU
dt 2 dxdt

Es ist ferner nach Gl. 2*.

W
\S\ H£ + v'% + w'^) dxd̂ dz

oder

W S'(*£ + «% + *£)* - $JJr(S + % + S)***
'

wo n die innere Normale der Oberflache in dem Elemente do.

Mit Beziehung anf die Gleichungen 3 und 3a nimmt der Werth

von V die Form an:

V It
in dt

r

dif

dn J

\do -f- \rJydxdydy}

Auf der anderen Seite ist nach dem Green'schen Satze ;

S
(r 4<?>' if Ar) doc dy dz r

dn

tdr

Vdn) d°
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Ziehen wir diese Gleichung ab von der vorhergehenden . so erhal-

ten wir:

*=-m^<i<-km*'t-4°)*>
und

dtdx 2»

ei

^6^9ted/dz'-lJ^$(<p*[
n
--r

dq

dn

Fur das zweite der in der urspriinglichen Gleichung enthaltenen

Integrale ergiebt sich somit der Werth:

*n T It]}
d*'dV dz

'

. A* dU . „ h\ A% & C? dx J

+(l-*)f£$7&*"V*
df

,
1— k A* 6» Qt ,dr *\j~\\

1) An die vorhergehenden Rechnungen schliesst sich eine Bemerkung, welche

sich auf eine besonders einfache von Helmholtz gegebene Darstellung von W bezieht

;

beachtet man dass in dem ganzen von dem Leiter nicht eingenommenen Raum

Jtp = 0, so ist

d(f

S(»£-'sr)* = *$?*.*.*.

wo n die innere Normale der Oberfiache des leitenden Korpers in dem Element do,

dx dy &g ein Element des den Korper umgebenden Raumes bezeichnet.

Substituiren wir diesen Werth in der oben entwickelten Gleichung:

*=-i$^W^-i$8(*t-'5)*
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Substituiren wir nun die gefundenen Ausdriicke in der urspriing

lichen Gleichung

:

1 f JXl' A»' 1'u a „ A2 d f «
daf dy dz — 4 n T T \

- doc dy dzAn] r a X dt

,
A* d* C 8q>' 1 , , , , y , A

-*r 1 dt>)dZ 7 dx d$ dz = °

)o ergiebt sich

Zi-r*" i dt 1-i-Oj dn -f- idf?Ov^ ao

l — k A* 6s at ,dr
d>f

2 X dzdt* S(y's — rd^ do

= 0.

dx

dn

Diese Gleichung wird weiter vereinfacht durch die Umformung ihres

letzten Termes. Es ist:

el

,'
f. dx dy dz = _ S £

. g ,/„ _ 1 1 K &' *'A

somit da

el el
* r

e
1

$^"**'Ht&"^+S££*
so ergiebt sich

9 = -life***'*2n dt J r

wo das Integral auszudehnen ist tiber den ganzen unendlichen Raum.
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Fur den letzten Term der vorhergchenden Gleichung ergicbt sich

sorait der Werth:

* T h % S \ <*
*' "-

Es ist aber nach Gl. I.

h A*d\' 1 djtf 1 ,

Substituiren wir diesen Werth in dem vorhergehenden Integral, so

geht dasselbe iiber in:

d_ f 1 / 1 dJ9' . 1

dx\h;^+^)**-w = -h(ki+m«*v
Es ist aber

*^tfa-4«,wg*4fl

Somit erhalten wir schliesslicli fur den letzten Term unserer Glei-

chung den Ausdruck:

8 (Id
,

1 \ Q do d(r<f,') , 6V ,
4n 89

dx Un dt I dx

Wenn wir endlich diesen Werth in der ursprunglichen Form der

Gleichung substituiren, so gelangt dieselbe auf die Form:

47i ^ r 2 dn I dt % KJ r an

kA*d* ~ '
J- d(f

S(*!--^)*a 2 l dP
A- — <

4n- dt ' I *-> r* dn

+ *i + 47i T g- + Q d̂t -h ,
-

6
-

0.
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Ziehen wir von dieser Gleichung die erste der mit p multiplicirl

Gleichungen 1 ab , so erhalten wir die dieser ersten Gleichung entsp

chende Obernachenbedingung

:

1 Q do d(rXj) i^d^aftej
4n O r* dn ' I dt% O r dn

"

+ ^.x
I

kA % d*

e_ I 2 i dt*

~1~
5x

S(»s~ r^r) <fe

' \4t» ' d< "T" l]&r»' dn
<fo

0.

Fur den Fall, dass ein Theil der ausseren Krafte herriihrt von einer

statischen Vertheilung elektrischer Massen an der Oberflache irgend

welcher Isolatoren konnen die dieser Vertheilung entsprechenden Krafte

dargestellt werden durch die negativen Differentialquotienten des jener

Vertheilung entsprechenden Potentiales. Bezeichnen wir dieses Potential

durch Q so konnen wir fur diesen Fall die Bedingungsgleichung auf

die Form bringen

l
ft

do d(rXl') A*d* a 9 ' dx , An y

\—k A*d* CI / ,dr
dtp

2 ' i dt* S (*' Tn
-~ r

~di)
d0

~ dx \ -T Uj, ' dt -T i O r • dn

T«
0.

Ganz in derselben Weise lassen sich nun naturlich auch die beiden

anderen der Gleichungen 1 ersetzen durch entsprechende Gleichungen

in welchen die Integrationen sich nur auf die Oberflache des gegebenen
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Leiters bezielien. Um far die drei auf diese Weise hergestellten Bcdin-

gungsgleichungen einen einfachen Ausdruck zu erhalten fuhren wir die
I

folgenden Bezeichnungen ein :

TJ 1 Q do d(rXl ') ,A'd< Q ?
' dx', , in

tt 1 Q <l° *(rXt) _j_ A % * Q?' rfy' . , An vL
a — 4^ O Hf

—^ -+-
A ** 7 ito'™ + T *

' \in'dt * ijOr* dn I *

Die Bedingungsgleichungen sind dann :

*.+JT-o

*. + £ = <> V)

?*+£**
Darait ist dann das System der Gleichungen

1, l
a

, 2, 2% 3, 3s

von welchen ursprunglich das Problem abhing vollstandig ersetzt durch

die Gleichungen

I, II, III, IV, V und V*.

Mathcm. Classe. XXI. 1. C
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II. Integration der fur die Strbmungskomponenten und fur das

Potential der freien Elektricitat aufgestellten partiellen Differen-

tialgleichungen fur den Fall, dass der leitende Korper die G-estalt

einer Kugel besitzt.

Zum Zweck der Auflosung der im Vorhergehenden gegebenen Glei-

chungen fiihren wir ein System von Kugelkoordinaten ein dessen Zu-

sammenhang mit dem System der rechtwinkligen Coordinaten x y z

durch die folgenden Gleichungen bestimmt ist

:

OS = Q COS #

y = q sin # cos \p

z = g sin # sin ip.

Wir fuhren ferner die Bezeichnungen ein

m n

—

m.n—m~-l n»-w—

2

>B (COS xr) = COS xT jr-s -. COS &~m K I 2.2n— 1

+ n—m . n—m— 1 ,n— m— 2.»— m— 3 an~m
2.4.2n— 1.2»— 3

+

(?m = sin
m& ^5

n
(cos #) cos mi//

fi£ = sin
m# y

n

m (cos 9) sinw y>.
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Die Funktionen q" C?
n

und g
n
S^, welche homogene Funktionen

wter Ordnung von xyz sind, sollen bezeichnet werden als Kugelfunk-

tionen wter Ordnung.

Fur die Grossen j t , x2
und *s> sowie fur das Potential <p dor

freien Elektricitat sollen nun folgende Entwieklungen angenommen

werden

:

X. = e
xtSQn

p 2Am
$
n +/C"

xt ^ n m-» r*m an , nM r^n

A 2 ^ rw n in % n m

VI)

< ^ n ^ x>tia i-»n wh w^ = e ^D% ire" — r»sm

^ * 1 n n m n m

Wir haben dann die allein von (> abhangenden Grossen pn und y

so zu bestimmen dass die Differentialgleichungen

^-4»4'i = °

^ + t*^-^t'*£ =

durch die oben gemachten Annahmen befriedigt werden, und haben tiber-

diess die Coefficienten der fur x t « *2 > X 3
gegebenen Reihenentwick-

lungen so zu bestimmen, dass die Gleichung erfullt wird:

%L _i_ 5?*i _i_ ^» — 0,
6ar

~r dy ' dz

Mit Riicksicht auf die bekannte Gleichung

C2
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giebt sich zur Bestimmung von pn die Differentialgleichung

Urn den anf der linken Seite der Gleichung stehenden Ausdruck
veremfachen und urn gleichzeitig das Integral derselben in

zweckmassigen Form zu erhalten, setzen

einer

wir

:

4nxf = £.'

wo durch a der Halbmesser der leitenden Kugel bezeichnet wird
Gleichung kommt dann auf die Form-

d

Ebenso giebt sich zur Bestimmung der Funktion qn die Gleichung

wo

Jn 2n + 2
dq
n c» _

n

Diese Gleichungen werden befriedigt durch die folgenden Eeihen
entwicklungen far p und a

(> + c
* ,.2

_ 2"/7(„)

T*\ <2.<!n + 3a2
2.4.2n + 3.2n + 5 o< * ' " ' '}

Reihenentwicklungen, welche sich nach Lorberg mit Hfllfe Beasel'-
*unkUonen darstellen lassen.
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Insbesondere ergeben sich fur n = — 1 und // = die fol

Werthe
^

p-i

Po = 1 + 9
2

C* i
9* Q*

2.3 a' ' 2.4.3.5a*

und ganz analoge Darstellungen naturlich audi far q_ x
und qQ

.

Zwischen Funktionen p von verschiedener Ordnung bestehen die

folgenden bemerkenswerthen Beziehungen:

*.
9 -£ + (2n+l)p

n
= 2np

n 1

^n _ 1 g'

Woraus

__ 2n 1 g
%

2
Pn 2n + lPn—l 2n+1.2» + 2as ? Pn+l

Ganz dieselben Gleichungen gelten naturlich auch fur die Funktionen

q; nur haben wir in diesen g
2 zu ersetzen durch c% .

Insbesondere sind noch die folgenden speciellen Falle der vorher-

gehenden allgemeinen Formeln zu bemerken:

Q%
a +Po = P-i

«>_i gj

1 9* t.

Nachdem durch die vorhergehenden Satze die allgemeine Form der

fur x und 9 geltenden Entwicklungen vollstandig festgelegt ist
,
gehen
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wir uber zu der Aufstellung derjenigen Bedingungen, welche zwischen

den Coefficienten von x1% #2 und X 3
erfullt sein mussen, wenn der

Gleichung

§t» -4- Qb _j_
ex* — n

dx * dy * dz — U

Gentige geleistet werden soil.

Wir machen dabei Gebranch von folgenden Formeln, durch welche

die Differentialquotienten der Funktionen

**Pn Sl und 9* P„ C
n

n m

nach x % y, z, dargestellt werden mit Htilfe ebensolcher Funktionen
anderer Ordnung; diese Formeln sind:

von

dz\W mj 2»+ 1.2»-l P»~19 Sm +C+ 2«»1,»+ 1 ^ Sm

a*
(» p" CW ) = 2».»+^.n-m „_i n_i j , +1 +1

m ' 2n+ 2 a* -P»-f-

1

(*. <• c)

* ~ -tt—

1

2»+ 1 • 2«-i IV-i ?" {»-H» • *+«—1 . 8^* _ n—

m

.»—m_ 1 . S*7!

2.2n + 2a*Pn+l 9 { ro-1 — S

81

(*>n9
n Cm)

2»+ l

B

2„-lP„-l^ MW+W - W+W-1.C^- 1

1
--»_. W1 . W_W_1.C^1

1

1

EKTI & i>„+ 1
?"+1

{ C"+ _ C»

«

\\ m—1 m+lf
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d_

6z (py k)

n

2n+1.2»—

1

Pn-iQ
n l

{n+ m.n+m—1.0"^ + n— m.n—m— 1 -C^}

1 ff* n n+ljpn+l
1 Cn* 1

\
272^+2 ^n+1 $ \ Sn-1 T m+lj

5_

0zK »" c
:)

2n+1.2»—

1

Pn-iQ*
l{n-\-m.n+m—l.S^+n—m.n—tn—l.S^'

1 g« n-|-l fon+1
i ow+l\+ 2T2M-"2 ? fli+1 ? I

bm-l + m+lf

Insbesondere ist fur w = S^ gleich Null und ebenso auch die

Differentialquotienten von

f. f $"o

Dagegen ergeben sich fiir

pn 9" c;

die Formeln:

dx (Pnf Co)

(Pn^ <*) -

i r-i x _!_£!» ..P
n+1

C?
+1

2n.n.n—

1

nn— * C -I ^^P , i P ^1
2n—1.2n+l
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6 I n

6

(n /~,n\V c
o)

2»—1.2n-J-l/»-l*' °1 ^2n+2^^«+l^ °i

Mit Hiilfe der vorhergehenden Formeln lasst sich nun der Ausdruck

welchem

b
JSl j_ 3& jL %
6x ~ dy ~r~ 8z

3
durch die Gleichungen VI gegeben sind, wiederum

darstellen durch eine nach den Funktionen

Pn e
" s; una ,,. 9

' c»

fortschreitende Reihe.

Soil nun jener Ausdruck verschwinden fur jeden beliebigen im In-

neren des leitenden Korpers gelegenen Punkt , d. h. fur alle Werthe
Veranderlich

lich sind, so miissen in der fur

Q, & und y, welche im Inneren jenes Korpers mog

6M + *x* i ty?
dx ~ 6y ~r dz

sich ergebenden Reihenentwicklung die Coefficienten aller

Pn Q
n
8: und Pn f (£

fur sich verschwinden.

Urn die Reihenentwicklung selbst in moglichst einfacher Form dar-
stellen zu konnen, mogen folgende Bezeichnuneen eingefahrt werden&~" w*"&

K

+ »+m+ 2. »+»+!. {J3J+1 _ CJ+ 1

}

w ™+2 . »-m+ i .

{^-i + C--J
1

}
VII)

h^i = 2 <_, - {*:+/ - c?+>} + {b:ii + a;zl}
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Mit Hiilfe dieser Bezeichnungen ergiebt sich:

*Jfi i $Xt i
SXt xt+ £ + f = " *p. *"

dx dy

{i^rhr* K+M' * V + sk$K-M- B
-
CK

+ {2mot •
k:+ .

w *• r >

+

24-» $ h:-. <* b r
) di

Damit also die Gleichung

dx ^ dy ^ dz
v

erfiillt werde, sind folgende Bedingungen durcli die Coefftcienten A, B, C,

beziehungsweise A, B, I" zu befriedigen

;

mvrK+MBV + M*K-M£ c
)

o.

^. K+l (ABn +^t K:_l{
ABr

}
= 0.

(V 1 1\

2n+1.2n+3* n+1

Was die Ausdriicke K und H anbetrifft, so sind noch die folgenden

speciellen Werthe derselben zu bemerken:

oK+MBC) = 0.

K°
+1 (^r) - *.n+l.n+\.Al^ + n+l.n+2.(Bl

n+l
--r\

+l )

K l

n+1 (ABC) = 2n.»+2.^+1 + n-h2.iiH-3.(tf+1 -^+1 )

2».»+l.CJ[+1

K} {ABI) = 2n.n+2.Al ¥l
+ n+ 2 . n+3 . (B*n+l - I*n+l )

2w.n-}-l. BnJrl

Mathem. Classe.
D
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oH^_
1
(ABC) = 0.

H
n

/ m n ^, o -0 /„1AABT) = 2A° ,—(b 1

,
— J

4
\

1 ,*«>* ^ .1H^_
1
(ABC) = *A£

X
- (2^ - <*_,) + 20^

1

H* , (ART) = 2 A 1

,
— (fi

2
, — r2 J + 2B°

H^ (ABC) = J3£} + <-!}

ici<^--M^+K2+c3

III. Entwicklung der Oberflachenbedingungen.

Wahrend die in den vorhergehenden Abschnitten ausgefuhrten Rech-

nungen sich noch auf leitende Korper von beliebiger Form beziehen

konnen, bildet naturlich fur die weitere Ausfuhrung der im I. Abschnitt

aufgestellten Oberflachenbedingungen die Annahme der kugelformigen

Begrenzung die nothwendige Grundlage.

1. Wir berechnen zunachst die Integrate des durch die erste der

Gleichungen V definirten Ausdruckes •

U = 1 ft ^ £txlL \

A%di Q 9' dx',
, ±*

Es ist, wenn wir an Stelle der Differentiation nach der inneren

Normale n der Kugeloberflache die Differentiation nach dem Radius q

treten lassen:
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8
l

r* dn ~ Or dg ' D" *!^'

Setzen wir hier fur x\ un(i - ihre Entwicklungen nach Kugelfunk

tionen, so ergiebt sich

:

1 g rfo c££) = __^ 2» « „ m „ m „

47i KJ r2 dn Mn -\- l rn— 1 * n m • n w

Hier bezeichnet p^_\ den Werth, welchen diese Funktion an der

Oberflache der Kugel d. h. fur (> — a annimmt.

Das Anfangsglied der gefundenen Reihenentwicklung hat den Werth

Pn-1 J C

Die Berechnung des zweiten Integrals:

A2 d* Q ?' dx

A (JCUr dn
do

gestaltet sich in folgender Weise. Wir setzen die Coordinaten des Ober

nachenelementes do

oc q cos #', / = q sin & cos y/', z = Q sin &' sin y/

und haben dann

:

^ = - cos#'
on

Substituiren wir ferner fur den Werth tp welchen das Potential

der freien Elektricitat an der Oberflache der Kugel besitzt, seine Reihen-

entwicklung, so ergiebt sich:

9'*L — —ext 2an
q
a z(Fn

S'
n + #w C'

M
).cos#'

9> dn
— K -*• " Vn \ n m ' n mf

Urn dieses Produkt nach den Kugelfunktionen S' und C
D2



28 EDUARD RIECKE,

wickeln, haben wir die Produkte

S' cos & und C cos #'

durch Kugelfunktionen auszudriicken. Es kann dazu die bekannt

mel benutzt werden:

2n+l.^Wcn +iSn
)

»«iV(^'£js)}^'*+*ifip2w-{-l \ m
n

I

aus welcher durch Ausfuhrung der Differentiationen die ganz allg

geltende Formel hervorgeht:

COstffc" + iS
n

) == C"
+1 + iS"

+1
-4-

n-m.n+m lcn-l .

Q
»-l

2»— 1 . 2»-f- 1 \ m • w

Durch Einfiihrung der hieraus sich ergebenden Werthe von S

d C cos#', sowie der Entwicklung von - ergiebt sich fur das vorlie-

gende Integral die Entwickl
t>

A 3 d* Q ,,: dx' j . a* xt ~ 1

*

-4- Iff" *P
m

_j_ «—m + l.n + m+ 1 , 9 „« ^»» |P»
-t" Wn_l V._i + -2«+l72^T3— a2 ?„+ 1 *„+l }

C*

Hiermit sind die beiden Integrale, welche in dem Werthe von t/
x

enthalten sind nach Kugelfunktionen des im Inneren der leitenden Kugel

willkurlich angenommenen Punktes x, y, z entwickelt , und es wird sich

somit die Entwicklung von U
l

selbst sofort angeben lassen , wenn der

Werth der XComponente der ausseren elektromotorischen Kraft in eine

nach Kugelfunktionen fortschreitende Reihe entwickelt ist.
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2. Die Integrale des Ausdrucks U
2 .

Ebenso wie bei U
l

ergiebt sich

47i *J r* dn 2n+l-rn— 1
~

n m ' n ft

Die Berechnung des zweiten Integrales

r 55 7 as:
d0

erfordert die Entwicklung des Produkts

,dy

nach Kugelfunktionen des Oberfiachenpunktes xyz\ da

-—- = — sin #' cos w
dn T

so ist:

to -f- — — e J£a <7 J£ \r S 4- * C I sin a cost/;.

Die in dieser Entwicklung auftretenden Produkte

S'* sin &' cos xp
r

und C* sin &' cos 1/;'

werden reducirt aui Kugelfunktionen durch die Formeln

~.n • n n+^*w+m— 1 cw—

1

n—m.u—•*—1 qH—

1

S sindcosy = » a,., ow rrS,»_i — a.g—i.2»»Tr b
»-ri2.2«-1.2n+l ro—

1

2.2»-1.2n+l m+1

1 • \ m+1 m—

1

rVt . a w+m.n+w— 1 n«— 1 n-wji-w-1 p»-l
Om Sin # COS !// = 2.2n+l.amVl —

2.2n-1.2n+l m+1
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bei denen der folgende specielle Fall zu bemerken ist

n

t 2»-1.2«+l^l ^ 1

Mit Hiilfe dieser Formeln ergiebt sich:

A*d2

8f3f.*.=-.-«f^-/'jFJUv.zl dP kJ r dn T** * ^ss+i-e

m— 1

+

a /w+wi+2^+»»+l ™n+

1

»-m+2.»-»i+ l „
*»+U 2.2»+1.2n+3 n+1 2^Tfl.2»+3 «-fl ,, „

*»+l\ 2.2W+1.2» f3
V
»+l — 2.2«+1.2n+T*«+l) L„

z 2«- 1 \ ra—

1

n—

1

Cm

3. Die Integrale des Ausdruckes U
i

Fur das erste Integral ergiebt sich:

L Q do d
(
rXa) jet ^ 2»

m

Bei der Entwicklung des zweiten Integrales

benutzen wir die Formeln

C sin#sinty/ = n-fm.n+m—

1

n—

1

n—m.n—m—l c«-l
2.2n-1.2n+l \-l ~ 2.2«-1.2«+l *Wl

+ *(C + Kt\)
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S
n

sin # sin tf>m '

n-f m.n-\-m— 1 ^n— 1 .^ n

—

m.n—m— 1 p«—

1

2.2n-1.2n+l ' m-1 "+" 2.2»-1.2n+l m+1

.(C
1

.

+

c:-\)
i

C" sin# sin i//

. M 1 — S
n

2»-1.2n|l 1

1 + s
1

und erhalten

:

A*
£S?-£-*>A d*

4A % « x* v 1 n v

n+m+2.n+m+l r^m+l
2n+1.2n+3

F
"+1 +

n—m-f 2 . n—m+

1

2.2»f3.2n+l

1cfc1 + *3?)

cm

a 2
a /w+m-j-2.n+?n-f 1 j^h+1

i

^n+l\ 2.2n+1.2n+3 »+l ""•

«—m+2.n— »i+l

2.2n+1.2n+3
*

1 „« /<*>"'
1

1
4- K3l

Mit Bezug auf die ?7 und Z7
3
enthaltenen Integrate mag noch

efug dass die fur ersteren dieser gegeben

Reihenentwicklungen beginnen mit den Termen

p_ . fl° C° und - /_, CJ C»
a

dass in den fur die zweiten jener Integrale geltend Ent-

wicklungen die Coefficienten F°+1 und jj_1
gleich Null zu setzen, die

numerischen Faktoren von 4>Qn+l und 4>°
n_ x

dagegen zu verdoppeln

4. Die dem Ausdrucke V auftretenden Integrale und deren

Diiferentialquotienten

.

Wir betrachten zuerst das Integral
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l — kA*ffi a I ,dr
d9a\ 72-Tdr*0[<P^-r-^\do.

Die Ausfiihrung des Integrals erfordert einige vorbereitende Rech-
nungen; es ist zunachst nothwendig die Entfernung r des betrachteten
Oberflachenelem mtes von dem im Innern der Kugel angenommenen
Punkt zu entwickeln nach Kugelfunktionen , und es ist ausserdem der
Werth zu ermitteln

,
welcher das Potential <p der freien Elektricitat in

einem ausserhalb der Kugel gelegenen Punkte besitzt.

Was den ersten Punkt anbetrifft, so ist-

r* = «* _ 2aQ$-\- ?
2

wo a der Halbmesser der Kugel und

£ = cos # cos #' 4- siu# sin &' cos (xp— y/)

Wir erhalten dann

:

r = al=^±+_«'i
(i=27"f+ a 2

}
i = a(l— 2«£+ «2)..2

, a»Pn

WO

a = 1
a

Ordnen wir nach Potenzen von «, so ergiebt sich mit Hulfe der
bekannten Relation:

(2»-l)*P—»© = (»-l)P*-«(e + »P-(e

r
\2»+3 2«—

1

)
Pn

(9

oder wenn wir fur a und | ihre Werthe setzen :

r = S^—l^
jh3 (fife - *£*) * «: (s: s; + cr c:)
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Hier ist:

n q (1.3...2n-l )»

am n(n-\-m)n(n—m)
(1.3... 2m— 1)*71

a /i{n).n(n)

n o (1.3...2n— 1)»
a
n

*
U{2n)

4= i.

Was die zweite Aufeabe anbelangt , die Ermittlung des Potentiates

fur einen ausserhalb Punkt. so kann

ausgehen von der bekannten Gleichun&

wo <p den Werth des Potentiales in dem Oberniichenelement do, Qa den

Radius Vector des betrachteten ausseren Punktes, r« seine Entfernung

von do bezeichnet.

Setzen wir:

a
a

^

I = cos# cos #' -\- sin # sin& cos
fy/

T sb (1 — 2«| + « 2)-*
,

so wird

ra
3 ~~~

*
3

. T3

ferner

Mit Hiilfe dieser Formeln ergiebt sich

1 — I Z(2n+ 1) - 2a" ls
n

S'
n + C" C'

n

)

und

Mathem. Classe. XXL 1.
E
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a

Substituiren wir die gefundenen Werthe von r und q>
a in dem

berechnenden Integral, so ergiebt sich

dtp-A A*d* Q / ,<*r "*a\ ,

* * 2»-|-1.2n— 1 ^ n m ' « w»

Werthe

Ferner erhalten wir fur die Differentialquotienten des Integrals die

d<f& fl-k A*d* Q ( ,dr ^a\ , \

a «

»i ^n
2^+1 %+i sm H 2^+1 *»+ic

d (1-k A* d* Ci I .a. rf?

« 1-A^» „ x< _, «
2
?"+l « _

fw+m+2.n+m-fl Fm-f 1 n-m+2 .n—m+ 1 -(-*»— 11 n
\ 2.2n+l r

n+\ O^+I tn+lf\

I fn+m+2.n+w4-l _»i+l __ n-m-f 2.n-m+lA»»-li n»
I 2.2»+l Vn+l 2.2n+l *»+l/ Um

6 tl-kA»d* Q ( ,dr dy
a\^l



tlBERDIEBEWEGUNGENDER ELEKTRICITAT IN KORPERLICIIEN LEITERN. 35

2.2^+1 *
n+l "*" 2.2w+l r n+l'

{

ft+m+2.n+w+ l
ff>

m "*" 1 -4-
n~m+ 2 - w~"'"H

/ft"
1
""* 1 ! o*

2.2»+l n+1 "T" 2.2n+l n+lj°tf

Mit Bezug auf diese Formeln ist nur zu beraerken, dass die Coeffi

o
cienten FJJ, x

gleich Null, dass die numerischen Coefficienten von *n+1
zu verdoppeln sind, so dass die betreffenden Terme lauten

:

n+l.n ^0
2n+l n+1

Fur das zweite in V enthaltene Integral und dessen Differential-

quotienten ergeben sich die Werthe:

d , 1 \ CI do d{r<?')+mdt ' X ^r* d/i

d f / 1 a* , 1 \ CI do d{r<f>')

5x lUw' <ft ' A/ *->r* «Jm

« + T« S
2«T3 ?n ? •

^ 2n+I tF»+l bm + *«+l C«f

5

%

fn+m+2.n+»H-l p*»+l »—w»+2.n -m+l -pm-11 gn

I 2~T2m+1 n+1 2.2»+l n+1 J m

,
fn+ffl+2.n+m+l^w+l n-m +2 .n-m+1 ^m-1) pn

+ 272^+T n+1 2.2«+l n+ll m

E2
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B III d
, 1\ ado d{r<?') \ _ / , 4n\ xt ~2n+2 a n ^

{»+m+2.«+»»+l -pWi+l i^ n—?n+2.n—m+l p,n—
1\ /~i

2^2n+l n+1 "• 272n+l «+i/ C
n

{

n+m+2.n+»i+l ^^+1 I «—m+2.n—m+1 m— 1» Qn
2.2»+l n+1 ~T" 2.2n+l ^*n+l }

bm

Hiebei ist ebenso wie in den fruheren Formeln F° =0 und sind»+l

die numerischen Faktoren von 4>° gleich
n+ 1 - n

oder ,
w+i.n

n+1 b -g— uuei -r ^-j
Hiemit sind nun sammtliche in den Gleichungen V a enthaltenen

Grossen entwickelt nach Kugelfunktionen des im Inneren willkurlich ange-

nommenen Punktes xyz mit Ausnahme der Componenten der ausseren elektro-

motorischen Krafte, d. h. mitAusnahme der GrossenX Y Z\md-^^-d-$
' ' dx' By ' dz

Fur diese letzteren sollen nun die folgenden Entwicklungen als ge-

geben betrachtet werden

x = f2fx<Cet + 4'cn

Y = e
xt 2 Q

n2

b

m
S
w

-4-tf
m (Tm > n m

GQ *t£ = e-X^^±^±lK.

+iS: + C+iC
»

}

6Q *t
P- =s e

Xt2on jr/!*+»»+2j»+i»+l .m+l n_m+2.«-m+l .m-ll Q»

i /^±m+2
I
n-Hn+

1
l m+i „_m+2 .n-m+l m_11 ~n

2.2n+l yw+1 aT^pi yn+l/

«Q oct^ = e
Xt
2:g

n ,2t^±^±!!l±l fm^ _|_ n-m+2.n-,»+l „m-ll P»

±^±^±^±1^+1 i
«-m+2.n-w+l w-ll o»

2.2n+l 9>w+1 H 2^+1 -y«+l/ S
W»
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Substituiren wir die im Vorhergehenden aufgestellten AVerthe in

den Gleichungen

u
i + aT — u

*
u

2 -t- a« — u
'

u
t + ST — u

zwischen denso ergeben sich die folgenden 3 Bedingungsgleichungen

gesuchten Coefficienten der fur % und (p angenommenen Reihenentwkk

lungen und den gegebenen Coefficienten von X, Y, Z und Q.

2ri a tin 4* m 4?r n—m+Ln+m+l -.»»

\Pn-\n — ~k°n X 2«+l / «+l2m-

il 2n-fl-'n— 1 «—

1

(•+ ?)
47»\ 2».2«4-2 »-m+l.»-fffl+l a ^m

,/" F
2»+1.2n+3 -2^+ 1 'n— 1 n+1

2m a Rm 47i ,w 47* fw+w-f2. «+»>+ ! ,.»»+l w—m-f 2.»—m+ 1 ,.»»—

h

2r7+liV-l » — In ll 2T2n+l /n+1 2Jn+l •'n+lj

4-tt 4!*i x
a
a

\F
m~l — Fm+l

\ (VIII.

,
4tt\ 2«.2»+2 a fn+m+2.n+m+l -pm+l n-m+2.n—m+1 -ptn— li

^"T~T)2n+1.2n+3^-l I 2.2n+l »+l 2.2n+l ' n+lj

2» a ^vm 4ti m 4tt fn+m-f2.»+m+l *m+l ,
n—w+2.w—w-f 1 /'m~ 1

l

2lT+l^»-l » ~~ T' C
n

~~ T I 272^+1 Jn+1 "•" 2.2»+l ^ »+l J

. 4»\ 2».2»+2 a i
n+m+2.n+m+l j^n+1 _±_

n-m+2.n-m+l -pm-l^

X+T} 2n+l.2n+iy»-l\ 272,7+1 *«+l^ 2.2»+l *+l J

Drei weitere Gleichungen fur die Coefficienten <\ J£, C ergeben

sich aus diesen durch Vertauschung des lateinischen Buchstaben mit

den entsprechenden griechischen.

Als specielle Falle der vorhergehenden Gleichungen sind zu bemerken

«•
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^-1 C = T c
o ~ t/i - (*+T 8*-!*!

1 ^,1 nlFerner ist zu beachten , dass in den Gleichungen fur B\, Cn , B\

und r\ die Coefficienten Fn_ x
und F®+1 gleich Null zu setzen, die

numerischen Faktoren von &1_x
und n̂+l dagegen zu verdoppeln sind

IY. Berechnung der Coefficienten, mit welchen die fur das Potential

der freien Elektricitat und fur die Stroniungscomponenten gege-

benen Reihen behaftet sind.

In den beiden vorhergehenden Abschnitten haben wir zwei Systeme

von Gleichungen aufgestellt , VIP und VIII , welchen die Coefficienten

F und 4>, A, B, C und A, B, r genugen mussen , aus welchen dieselben

zu berechnen sind als Funktionen der als gegeben zu betrachtenden

Coefficienten / und y, a, b, c und a, /?, y. Zu diesem Zwecke konnen

wir zunachst mit Hfilfe der Gleichungen VIII die Coefficienten A, B, C
eliminiren aus den durch die Gleichungen VII definirten Ausdrucken

K (A, B, C) und H (A, B, C). Wir erhalten :

a
A2 « try. . «v ^n -ntnK+^B,C) = _ 4»4

,

*»(2»+8)2f-
r*

h;_, {A , b, o = £J--J- .
<- {/r^ (a6e) _2<i

Pn-2

a

V ^ if toT+l IT" *n
pn—2

m
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und zwei ebensolche Gleichungen mit

A, Bj r, a, (3, y, * und y

Insbesondere ist:

P-\

(«+r)-t-

a

a M

1 / a t*k 1 4» r TrlHj^J5C) = -i-« {Hj (a, 6 c) -

2

p-l

a
4ti\ , «-l xJK't)*^

1/--^ 1 4»f TTlBUABI) = -i-.*i{H^y)-2

*

+

4

t)*g *i

Substituiren wir diese Wertbe in den Gleichungen VII8
, so ergeben

sich zunachst die Werthe der Coefficienten F und *; dann aber auch

mit Hulfe der Gleichungen Vin die Werthe von A, B, C und A, B, JT.

Wir erhalten

xf» 2»— 1.2» + 1 1 »

w 2n.n—l t * * *

^-2 (" + 1"
f» n-2'

(IX

.{H-., (.».)- 2<}

Ebenso
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m 2ra—1.2W+1 1 __

*« 2n.«— 1 t
a „

a
\ ' A

n—

2

a a \

*-_+ » (*+TJ
—

(

K__ Wr) - 2mC}

Insbesondere wird:

</>° = 0.

.0 „ 1 71 It»0#_«.ji O_0
1 - _« ' a . HH

o («M- 2
*i}

1, 2* -; + " +

1

2>

{a
2*-

«

#J
= 3.

a
9

4»\ «

*_, B + *+")
?
i

p1 = 3 l " '"! '- » -' °*.x{Hj(«Jc)-2^}

1 wrTT l, *x oJ
.T{Hj(«^)-Vi}

Durch die Gleichungen IX sind die in dem Potential der freiea

Elektricitat auftretenden Coefficienten unmittelbar gegeben; snbstituiren

wir die gefundenen Werthe von Fm und *P
m

in den Gleichungen VIII
n n

so sind auch die Coefiicienten von / x 2
und / 3

bestimmt, und wir

konnen damit die Aufgabe das Potential der freien Elektricitat und die

Componenten der inducirten Stromungen zu ermitteln, principiell als ge-

losst betrachten.

Es m6gen zunachst einige Vereinfachungen der gefundenen Aus-

drucke gegeben werden , und zwar durch Entwicklung nach Petenzen

von x.

Gehen wir nur bis zu den ersten Potenzen von x so ist

:
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2" nin)

Pn l.S...2n + l\ ""•""
J . 2n + 3(^^•^f'-H

__ 2" 77(» >

^n 1.3...2n + l

Bis zu welchem Grade der Annaherung die liohenni Potenzen von

* vernachlassig werden konnen, hfingt wesentlich ab von den numeri-

schen Werthen der Constanten A nnd I einerseits, der Grosse des Halb-

messers a der leitenden Kugel andererseits : es ist aber

A 310 7 4 0.10

4*
9655!t-t.l0« 7

Ferner ist fur das best leitende Kupfer:

X 513144.10*'

und somit

a* l

l 188172

Mit Rucksicht auf diese Werthe ergiebt sich:

Fm = ^i- ll-^-ftHiT .
(abc)-2* n 2n.qn \

4» n
j |

n-1 V
'

Insbesondere wird

:

Mathem. Classe.
F

IX
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o
—

*? = .Ul 3
1 2q. Y 4 • ±-*}{H° («fiy)

Fur den Fall, dass die vorhergehend facheren I
wendbar sind, moge nun schliesslich das Problem vollstand
Aufstellung der Stromungskomponenten «,..,,.« durchgefuhrt werden.
Wir werden dabei zwei verschiedene Falle zu unterscheiden haben,
welche erne gesonderte Behandluncr P ford

1. Die ausseren elek tromotorisch en Krafte sind theils
elektrodynamischen theils elektros tatischen Ursprungs.

2. Die gegebenen ausseren Krafte sind rein elektro-
statischen Ursprungs.

T a2:

Im ersten Falle ergiebt sich wenn wir X vernachlassigen gegen

jgn in

2n+1.2» + 2
Hm (a b c

n v

j>m An 1
i / f v» + m + 2.w4-m + l TTm+l / 7 %

T M w ^ »—m+2.»—m + lxjm— 1/ 7 n

0-0-
, , o , o H (aoc)

2.2n-f 1.2»+2 w v '

mc
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Drei ganz analoge Gleichungen enjeben sicli natiirlich fur die ( >efn-&""" """'"O^ "•VH.UUII^VU Wjj

cienten Am , B"
1

und F '; es ist ferner noch zu l>< ichten, dass in den Formeln
n ' n n

fiirB 1
, Cl und

U

1 und T1 die Ausdnicke H° (a be) = zu setzen,

die numerisclien Faktoren von H (ctfiy) zu verdoppeln sind.

Die Stromungskomponenten ergeben sich (lurch die Gleichungen

:

— 1 _j_ 1 ^'y

v
4n *1 ~T" 4n • Qy Qt

1 , 1 5»9

Vernachlassigen wir wiederum i g y . a 2
, so red

sich die rechten Seiten der vorhergehenden Gleichungen auf ilire ersten

Terme, d. h. wir konnen dann die von dem Potential der freien Elektri-

citat abhangenden Antheile der Stromungen vernachlassigen und erhalten:

l
w = 7

^^{l-^^-^.S (X.

^ — a

2

, \ 2.2n+1.2»+ 2 n \ '
*• in + •

"n t *
'I "»

F2
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^"{i- 2»f(^A
v V

|
X \2n + 1 * 2» + 3

** v
* I *

C
« ~ ( 2.2«+1.2«+2

H
« (

a66
)+ 2.2n+1.2»+2 H

n ^ G
,»

Yn - ( 2.2n+ 1.2n + 2
H

» VPV+ 2.2»+K2» + 2
H

, (^)))S
n

w

In dem zweiten Falle in welchem alle ausseren elektromotori-

schen Krafte herrfihren von wechselnder Vertheilung elektri-

scher Ladungen, sind die Coefficienten a, b, c, a, /?, y sammtlich

gleich Null zu setzen und es ergiebt sich daher:

•aim 1_ ftn . 2w+l 1 A jpt

n qn
J n

""•""

4n qn n * ' n

jm 1 m . 2w + 1 1 X m
<P — — to -4 # . to

Fur das Potential der freien Elektricitat ergiebt sich somit

*2 v 2w + 1 i w r /Wr,» . m /^w

m

Ferner wird:

» n + 1
*

2« + 1
'
q Jn + \

jf* __ n+2 1 (w+m+2.w+r»-f 1 jn+1 w—m+2.n—w+ 1 /"""H
» n+ 1 'ff»| 2.2»fl /«+l 2.2+1 /»+l)

(ft _ ^n+2 1 f»-fm4-2.tt+m+l ,-wi+l . n—m+2.n—m+l S>n-U
n 9+1 *?nt i2^»+* 'n+1

"•"
2.2n+l •'»+ 1

J
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und ganz analoge Formeln ergeben rich fiir die Coefficienten jT
%

li
m

n n

und I
m

.

n

Fur die Stromungskomponenten ergeben sich schliesslich dieWerthe

oder

xt ^ 1 n -f 2 n

xt „ 1 2n + 3 n
** 4n n + 1 *»

_, «—»i + 1 . n + tn 4- 1

"
**

2n + l (/r+lC + *Ch<C)

x« « 1 2n -f 3 n
y = — x e 2.-. r-r Q

,» + m + 2.»4 m + 1 ,w»+l n—m -f 2 .n—

w

f 1 ,»i-1L»
w»

, , » + m + 2.n+ m4- 1 J»+l n-w + 2.n->n 4 1 «•—1 / £

»

H" i On 4-1 ^«41 2.2ii4-l ** + l) »

x« v 1 2» 4- 3 n
» = — *e ^^^rr(>

-IL-irorXl A+l + 2.2«4 1 Jn+\\ m

„4«42.«4m4l '»+l
. 2=*±Li£2L!J-"7;1L"

272n~4 1 n+ *
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Y. Entwickelung der von eineni schwingenden Magnet ausge-

iibten elektromotorischen Krafte.

Mit Ilucksicht auf die foterenden Entwickelungen erscheint es zweck-

massig dem Coordinatensystem, iiber dessen Lage bisher keine speciellen

Annahmen gemacht worden sind , eine bestimmte Stellung zu ertheilen.

Wir werden die X Axe desselben mit der Richtung der horizon-

talen Componente des Erdmagnetismus zusammenfallen lassen ; die y

Axe nehmen wir vertikal nach oben, die z Axe nach Osten geriehtet.

Der Magnet, durch dessen Schwingungen die ausseren elektromotori-
o

schen Krafte hervorgerufen werden, sei an einem vertikalen Drathe auf-

gehangt, so dass die Schwingungen desselben in einer der xz Ebene

parallelen Ebene erfolgen , fur sammtliche Punkte desselben die der y

Axe parallelen Geschwindigkeitskomponenten gleich Null sind ; die niag-

netische Axe des schwingenden Stabes sei horizontal, so dass wir den-

selben in seiner Wirkung ersetzen konnen dureh zwei von einer Hon-

zontalen Linie getragene Pole -f- /u, und — fi in gleicher Entfernung

von der vertikalen Drehungsaxe.

Die Entwicklung der elektromotorischen Krafte werden wir welter

vereinfachen durch die Annahme , dass die Weite der von dem Magnet

ausgefiihrten Schwingungen so klein sei, dass wir die wahrend der

Schwingung eintretende Aenderung der Coordinaten der beiden Pole

vernachlassigen konnen; die elektromotorischen Krafte werden dann le-

diglich abhangen von den Geschwindigkeiten , welche die beiden Pole
o

den verschiedenen Phasen der Schwingung entsprechend besitzen, wah-

rend ihre Lage als unveranderlich betrachtet wird. Gleichzeitig ergiebt

sich dann , dass wir die in Wirklichkeit kreisformige Balm der beiden

Pole ersetzen konnen durch eine geradlinige; da aber die magnetische

Axe in der Ruhelage der X Axe des Coordinatensystems parallel ist,
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so sind die beiden geraden Linien,in welcher die Pole des Magnet ihre

schwingende Bewegung ausfiihren, parallel der z Axe, and es sind somit

die der oc und y Axe parallelen Geschwindigkeitskomponenten gleich

Null zu setzen.

Betrachten wir nun zunachst die von dem Nordpol ausgeiibten elek-

tromotorischen Krafte; die Coordinaten desselben seien av bv c
%

seine

Geschwindisrkeit in der Richtun? der -r Axe sei it»
i

•

Die Coordinaten des Punktes fur welchen die elektromotorische

Kraft bestimmt werden soil, seien x,y, z\ fiir die Kntfernung der beiden

Punkte ersriebt sich dann;

2

A = {x-a,)* + (y-fc,)« + (*-*,)*

Unter diesen Voraussetzungen erhalten wir fur die Componenten

der in dem Punkt a?, j/, z inducirten elektromotorist-hen Kraft die

Werthe

:

z
v
= o.

Bezeichnen wir den Abstand der beiden Pole von der Drehungsaxe

durch d, den Drehungswinkel gerechnet von der der x Axe parallelen

Ruhelage an durch <p, so ist

to
i = S

' -£

Fur § machen wir den Ansatz
at

d(f T-v *t

dt
Bxe
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und erlialtcn dann:

X
i

e
xtA

<
uSDx

Jj(k)

Y
i

Xt A S»T^ 6
e" A udDx

dx

Bezeichnen wir die Coordinaten des Sudpols durch «2 , b 2' ^2

Entfernung von dem Punkt x, y, z durch r2 , so erhalten wir die

demselben ausgeiibten elektromotorischen Krafte, wenn wir in den

hergehenden Ausdriicken an Stelle von fi

und

somit

:

d tubstituiren ,«

»u an Stelle wie r die neue Entfernung r
z i

es ergiebt sich

X 2
e AjudD

By

Y.
2

xt
e A/udDx 6 II

dx

Fur die friiher durch X, F, Z bezeichneten Gesammtkomponenten

der ausseren elektromotorischen Kraft haben wir dann

:

X X
t + X2 , Y F, + Y2

z 0.

Formel

Urn nun mit Hulfe der in den fruheren Abschnitten entwickeltea

einer lei-d durch die Schwingung des Magnets im Inneren

tenden Kugel hervorgerufenen Stromuno
haben wir die obigen Ausdrucke zu

, der Elektricitat zu bestimmeo,

twickeln nach Kugelfunktionen

der im Innern der Kugel genen Punkte y z. Ftthren wir. zu.

diesem Zweck Kugelkoordinaten ein mittelst der Formeln

a
i

d
t
cos ce

i a
%

d
2
cos a2

b
t
= d

t
since

l
cos/?

i
b 2

c
i
— d

t
since

t
sin/?

i
c2

d
2
sin e?2

cos/?2

d
2
since2

sin ^2
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X = Q COS 9

y ss psin #cos xf)

z = psin #sin t/;

rgeben sich die gesuchten Entwicklunp n mit Iliiife derdleich

am

1 = ^-^—^a" fl" S
n + I* Cn

)r, d n+1 m 1 lm m ' lm m/

r« dt

n+ l ~ nt \~2m w"1" 2«
l
ml

WO

2L = sin
m
a

1
^(co8or

1
)sinw/J

l

rL = sin^cr^* (cos a,) cosing,

2L = sin
m

cf
2
^" (cosa

2
)sinm^

rL = sin
m
«
2^l(cosa2) cosm^2

Um die Rechnung nicht unnothig zu verwickeln, moge dieselbe fur

eine ganz beliebige Lage des schwingenden Magnets nicht weiter ver-

folgt werden; wir gehen vielmehr sofort uber zu der Betrachtung ge-

wisser einfacherer Falle, wie sie den besonders ausgezeichneten Stellungen

des schwingenden Magnets entsprechen. Mit Riicksicht auf die beson-

dere Wahl des Coordinatensystems ergeben sich leicht zwei solche Stel-

lungen :

I. Der Mittelpunkt des schwingenden Magnets Iiegt in der yz
Ebene.

*

II. Der Mittelpunkt des schwingenden Magnets liegt in der x
Axe.

Im ersten Falle, welchen wir zuerst weiter verfolgen wollen ist

Mathem. Classe. XXL 1. G
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d
2
= d

x
.

a
2
= 180 -«!

2 Pi-

Wir setzen

2" = 2" + 2"

. tn
sin <* far (cos a) +^ (— cos «)) sinm f

C - rjm + r
2

sin" « (^ (cos a) +^ (— cos a)) cosm /?

und erhalten dann

:

X = — e
xt 2on 2

AuSB* f» + m+ 2.n + «t + l An-fl v-n+1 tt—m + 2.n-m +

1

n»-f 1 2"+1
,l •

$"

177^1 O o„ j_"i
ttm _i_1

^w a-1 9 9!n 4-1 m—1 »»— 11 m
^n+2 I 2.2n + l m+1 m+1 2.2n + l

. Af*<fDx tn f ffl + 2.»+m+ 1
ft
»+l r»+l n-m + 2 +»-m

+

1 fl

n+ l
V"+ \) C"

H ^+2~ l~ 2/2^+1 Vn^m+l 2.2n+l w- 1 w -"
^n+2 I 2.2» + l wt+1 m+1

F = e^ZQ 1 ^

A/AffDx n—7n+ 1 .« + m + 1
rr
n~^ Vn ~t"l Ctt

rfW+2~"
'

2rc -f 1 m m "" m

, A/ud Dx n—m fl.n + m-f 1
n
n~^ Pn+^ (

<w

• ^n+2~ ' 2n+ 1 m m m

Vergleichen wir diese Ausdrucke mit den fruher fiir die

nenten der ausseren elektromotorischen Kraft gegebenen Lntwic o
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Xxt w- « v ?n n , m ^.w

F*= /* 2 q"Z b
m
S
n + jTC"

n m

so erhalten wir fir den betrachteten Fall, in welchem dicse Componenten

von den Schwingungen eines an einem vertikalen Drathe auf^ehangten

Magnets herriihren , die folgenden Werthe fur die Coefiicienten a. «,

und 6, /?

:

m
n-fm+2 . n-fm+ 1 n-fl y*+l

AfidDx
|

2.2n+l > fl f*4»]

n—m+2.n-m+ l
Q
*+l yti+1

2.2n -f 1 w— I m—

1

n + m-f 2.n + m+l n-fl n»+l
A/udDx

)
2.2n+ 1

a
;» + l »+l

<J»+2 | n_m -f2.n—m + 1 n-f 1 pn+1
2.2n + l

Qm— 1 m_l

m
b
n

A/udDx n—m |l,n-|- ro-f 1 n-flyn-fl

m

w

A/udDx n—m-f l.» + m + 1 «+lpn+l
^w+2 * 2n + l mm

Ebenso wie bei friiheren in ahnlicher Weise gebildeten Ausdriicken

d die in a
1
und 6 auftretenden Grossen

n w

s
M+1 = o
o

zu setzen, die numerischen Faktoren von

o

l
in den Ausdriicken fur a

n
zu verdoppeln

G2
•
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Wir werden nun den Fall, dass der Mittelpunkt des schwingenden

Magnets in der y z Ebene gelegen. ist , wiederum nicht in seiner ganzen

Allgemeinheit behandeln, sondern werden die vollstandige Losung des

Problems wieder nur in zwei besonders einfachen Unterfallen durch-

fuhren, nemlich

I
a

. Fur den Fall, dass der Mittelpunkt des schwingen-

den Magnets in der y Axe liegt.

V fiir den Fall, dass dieser Mittelpunkt auf der z Axe

gelegen ist.

In dem Falle I
a

ist /? = 0, somit auch

2" =m

dagegen

r
n — sin™ a v§

n
(cos a) -f- ty

n
(— cos a

Somit auch JT* = wenn n— m ungerade. Es ergiebt sich hieraus,

dass in dem Falle I
a

alle Coefficienten a verschwinden, und dass ebenso

alle Coefficienten a
m

gleich Null sind fur welche n— mungeradist. Aus

demselben Grunde sind auch alle Coefficienten b gleich Null, wahrend

von den Coefficienten /? diejenigen verschwinden, fiir welehe n— m eine

gerade Zahl ist.

In dem Fall I
b

, in welchen der Mittelpunkt des schwingenden

Magnets in der z Axe liegt ist.

71

2

•
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somit

:

Ki = sin
m a(^cos« + f* (_ cos a)) sin

ffm
~2

r
n = sin

m
a y$

n
cos a -j- *p

n
(— cos a ) cosm \ m ' Tm v >l 2

win

Es ist somit

l
n

m gleich Null fur m = 0, 2, 4

und fur w = 0, 2 t 4

r gleich Null fur m = 1. 3, 5

und fur n = 1, 3, 5

Es ergiebt sich hieraus mit Riicksicht auf die allgeraeinen Formeln&
m

dass die Coefficienten a gleich Null sind fiir n = 1, 3, 5 . . .

;

n *-

die Coefficienten cc
m

gleich Null fur » = 0, 2, 4 . . . Ausserdem

sind aber die Coefficienten a
m

auch gleich Null ftr m s= 1, 3. 6 . .

die Coefficienten a
w

fiir ra = 0, 2, 4 . . Die Coefficienten b
m

sind
n n

gleich Null fiir n = 1, 3, 5 . . . und fur m = 0, 2. 4 . .

die Coefficienten /T fur n = 0, 2, 4 . . ., und far m = 1. 3, 5 . .

••

Wir gehen uber zu dem Hauptfall II, in welchem der

elpunkt des sch wingend er Magnets auf der X Axe gfr-

legen ist.

Betrachten wir wieder zuerst die von dem Nordpol des schwin •-

der Magnets ausgeubte elektromotorische Wirkung so huben wir in den

frtther gegebenen Ausdrucken den Winkel a
t

gleich Null zu setzen
;

es reduciren sich dann die von der Bewegung des Nordpols herruhrenden

Componenten auf die einfachen Werthe:
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nXxt ^ ft 1.3... 2n— 1 A/udDx ^
i
= e 2on

n.-.—X

—

q zTTir C t1 s 1 . 2 . 6 . . n tt+2 1
d
l

xr zt ^ n
, i 1 . 3 . . 2w

—

\AiaSDx g^n

1 . 2 . 3 . . » ,«+2

Was die von dem Siidpol ausgeiibten Componenten anbelangt, so

werden dieselben sich verschieden gestalten, je nachdem der Sudpol

auf derselben oder auf der entgegengesetzten Seite der x Axe hegt wie

der Nordpol. Wir werden dem entsprechend auch den II. Hauptfall

wieder zerlegen in zwei besonders zu behandelnde Unterfalle.

IIa
, der Sudpol de s Magnets liegt aaf derselben Seite

der x Axe wie der Nordpol.

IP. Der Sudpol des Magnets liegt auf der entgegen-

gesetzten Seite der x Axe wie der Nordpol, aber in glei-

chem Abstand vom Mittelpunkt des Coordinatensystems.

In dem Falle II1
erhalten wir die von dem Sudpol ausgeubter

Componenten einfach durch Vertauschung von d
v
mit dem Abstand dr

welchen der Sudpol von dem Mittelpunkt des Coordinatensystems besitzt

fur die Componenten der von beiden Polen zusammengenommen ausge-

iibten Wirkung ergeben sich demnach die "Werthe

:

x = «v.»- 1

r'.-,'"
1i^j»(4. + ^K1 . 2 . 3 . . n ^ ',£"+2 ' Jn+^t l

Y *< V«n„ i l 1-3.. 2n— 1 A v t\ i 1
,

!

1 . 2 . 3 . n "^»""\ n+2 -T-
rf
n-f-2

a
\ 2
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Die fur X und Y friiher angenonimenen Keihenentwickluiiiren re-

duciren sich demnach auf:

*t ^ . 1 ^n
Y n 1

xt ^ n „0 hy = «~-S>"irC

und es ist

l

a = n
n

1.3. . 2n-l - , n / 1 .

1 . z . 3 . . n ~ \ n-\-2 '

1

*{
" ^+*

n ^
1 . 2 . 3 . . n ^ ^^ L«+2 ' ,„-|-2/

<1 *2

<-4n^.ft + 3)d
l

d
2

In dem Falle IP, in welchem die beiden Pole auf entgegenge-

setzten Seiten der X Axe in gleichem Abstande vom Mittelpunkt lie-

gen, ist:

d
l = d

2

a2 = 180°.

Fur die Componenten der vom Sudpol ausgeubten elektromotorischen

Kraft ergiebt sich somit:
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1 . 2 . 3 . . n ^+2 1x 2
=/,^ ?"(-ir

,
.».

„ x< v «, ivit+1 M . -i
1.3.. 2n—

1

^JDx nn

Die Componenten der Gesammtwirkung werden

:

v "v^/l^-l , / lV»+1l»
1.3. .2*1-1 AptD*^

T_ x* ~ n/^+1 ,

f
^n+l\

, 1
1.3.. 2«-l A f*

J Dtp*
T = e S(f \l + (-1) )»+l-i ,2.3..» d«+2 %

Setzen wir wieder

Xx< -r. n 1 /-1»

* n 1

x< ^ « aF = e*2Qnfr&
n

so haben die Coefficienten a und /? die Werthe

1 /l»+l I / 1\»+1\ 1.8.. 2n-l AfxttDx

n d

/in+l , / i\n+l\„
, 1 l . 3 . . 2n—

l

ApdD*
l . 2 . 3 . . n d

n+2fn = i-+» + (- D"
+1W+i.

es verschwinden also alle Coefficienten mit geradem n.
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VI. Allgemeiner Ausdmck fiir das Drelmngsmonunt welches

von irgend welchen in der Kugel vorhandenen Strbmungen uuf

den schwingenden Magnet ausgeiibt a ird.

Wenn, wie wir diess auch im Vorliergehenden angenommen haben

die Bewegung des Magnets nur in einer uusserst kleinen Schwingung

um die der X Axe parallele Ruhelage besteht , so werden wir von den

Kraften, mit welchen die in der leitenden Kugel erregten Schwingungen

der Elektricitat auf den Magnet zuriickwirken , nur die der Z Axe ]>a-

rallelen Componenten zu beriicksichtigten haben. Bezeichnen wir die

Z Componenten der auf den Nord und Siidpol des Magnets ausgeubten

Wirkung durch Z
x
und Z2 , so ist dann das auf den Magnet ausgeubte

Drehungsmoment A gegeben durch :

J = A{Z
1 + Z

t ).

Wir betrachten zuerst die Componente der auf den Nordpol
ausgeubten Wirkung. Bezeichnen wir wie friiher die rechtwinkligen Coor-

dinaten des Nordpols durch a lt b
t , c lt die Coordinaten eines beliebig

im Inneren der Kugel angenommenen Punktes durch x, y, z, die Com-

ponenten der in demselben vorhandenen Stromung durch u, v, w, so ist

die Z Componente der auf den betrachteten Pol ausgeubten Kraft ge-

geben durch:

a
1

dy 6x
v jf±) dxdy dz

oder, wenn wir fur u und v die fruheren Werthe substituiren

Udothem. Classe. H
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*1 a
1

Ml., r
i » r

An \
A 1 by AZ bx

Xz^r)dosdydz

die von alien in der Kugel vorhandenen Stromungen zusammengenommen

ausgeiibte Z Componente erhalten wir, wenn wir den vorhergehenden

Ausdruck uber das ganze Volumen der Kugel hin integriren; wir er-

halten somit:

l * .1

Um die Integrationen auszufuhren, setzen wir an Stelle der in den

Integralen enthaltenen Ausdrucke ihre Entwicklungen nach Kugelfunk-

tionen

:

xt jc n ._ m ~n
Xl = e'2Q

n
p 2A S

n + AmCn

n m n m

6y -XQ-q&.S

f
n + m + 2.n+ m + l n+l yn-M n-m+2 .

n-m+ l n+l ytt+l
I 2.2«-f-l "m+l lm+1 8.2«4.1 ^-l^lm-+1 lm+1 2.2» + l m— 1 \m— 1 w

• tn+ m+ 2.n+m+l n+l pn+1 n-m+2.n-m+l n+l pn+1 1 p»
\ 2.2n+l Vl HI 2.2«+l a

»»-l lm-1/ »»

** ^ -» •«-. t»to .-,»

*2 = e*^^ ^i5
m
S
n + #w Ctt

n m n w

a
1

A = Jgnn -,
1 yn-m+l.n+ rn + l .n+l fvn+ l n , rn+1 C

W
!
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Hier sind die Ausdrucke 2" and l" ganz ebenso wie fniher rax

Abkiirzung gesetzt fur

sin
m
a, *JT (cos cc

,
) sinm /? , und mkma

t ^fT (cosa^cosm^.

Endlich haben wir in den Integralen auch noch fur das Volura

element seinen Ausdruck in Kugelkoordinaten zu substituiren :

q * sin # (19 dtp d$

Wir erhalten

:

S
1

Xii$ dxdy dz

xt —, An 1 Ca ~2» + 2*» * 1 -v6" "T" * „ J _ X*

i

n-flo
n+ 1

tn
J
?t + ro-f-2.n+ m + l »>+! _ n-fl n—m-f-2.n— m-f- 1

a»i—

1

<* < 2.2» + l n ^lm+1 2.2n+ l ^
V

a
«+l

...
,
.» + W + 2.H+ W + 1 m-fl n-f 1 n—m + 2.n-iM+l

"I" ^n 1 2.2n+l » ^^l" 2.2n + l

171 m

Die Werthe der Grossen a^ sind schon fruher angegeben. Die

Werthe von 2*+ sind Null, die numerischen Faktoren von rjj
+

sind

zu verdoppeln.

Fur das zweite Integral ergiebt sich:

H2
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1 *Q

n+1 n+ 1

jfn n—tn + l.n + m + 1 m ^n-fl m n—m -f 1 . m -f m + 1 m «w+l
•-*-*,» 2n+l

fl

n * lm + B
n 2n+l ^~ Mmam

Mit Bezug auf die weitere Ausfuhrung der Integration konnen wir

bemerken, dass nach einer fruher entwickelten Formel

•^* = d^£ + <* + *,,+•£}

Somit

«T /-n«f ^ rf 2n+2" /»+l

Es ist ferner

»+l n+1
J^tl = 2n -f 1 . 2» +

1

°m-l 2n+1.2»+ 1

ft
n n + m + 1 .«» + »i+2 ' n n-m+l.n—w + 2
m

a
»+l
to 2n+ 1 . 2» + 1

a
n »+ m -+- 1 .

»—m + 1

TO

a^ 1 „«+l

2 .
2" + 1 • 2w + 1 _0 2. 2n+1.2n + l

a
n n + l.n + 2 ' „n 2* n . n + 1

a
l
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Mit Hulfe dieser Formeln ergiebt sich

:

el „2«+3
xt ^ 1

a
A

\x, £ dx du dz = Ae* -2T —-x—r^-p"
• i

^^X^m+l—^hn-lf^-n + *t
l

l»,+ l
l lm-\ I

A
m

n

An J * 2 dx
l~ dx dy (h

A xt ~ 1 «
2»+3 a vnwv*+ 1 j.iTr"+ 1

Zu bemerken ist bei diesen Gleichungen ,
dass der Faktor von ^

zu verdoppeln ist; im Uebrigen besitzen die obigen Formeln unbe-

schrankte Gultiskeit, insbesondere findet also keine Verdopplung des

numerischen Faktors von T
1Q

statt.

Die Z Componente der auf den Nordpol des schwingenden Mag-

nets ausgeubten Wirkung ist gleich der Differenz der beiden im Vor-

hergehenden berechneten Integrale mnltiplicirt mit dem Magnetismus

desselben; multipliciren wir noch mit dem Abstand des Nordpols von

der Drehnngsaxe, so erhalten wir das auf denselben ausgeubte Drehungs-

moment

:

l «
2n+3

«
%

xt v 1 a" [_ » j;

H I lwfl

4-i\ l
lm+ l

l lm-l! n lm n
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Durch eine mit dieser vollstandig analoge Formel wird naturlich
auch das auf den Siidpol der Magnetnadel ausgeubte Drehungsmoment
gegeben sein

,
und wir werden dann durch Addition den einer ganz be-

liebigen Lage des Magnets entsprechenden Ausdruck des g
Drehungsmoments erhalten. Wir werden indess ebensowenig wie im
vorhergehenden Abschnitt auf die Berechnung der diesem allgemeinen
Fall entsprechenden Formel eingehen, sondern werden die weitere Durch-
fuhrung der Rechnung beschranken auf dieselben speciellen Falle, welche
im vorhergehenden Abschnitt naher betrachtet worden sind

Ira ersten Falle, in welchem der Mittelpunkt des schwingenden
Magnets in der yz Ebene gelegen ist, ergiebt sich fur das gesammte
Drehungsmoment der Ausdruck-

4 = A
t
udext

i: 1 ^1V ^2«+2 ,«+2 J*n+1 •
-*

1

1
n+1 _ 2«+l

\ m n+1
m+1 m—li^m ^m •** Tf l m ,, — 1 T, }A — 1 ^ B

Hier ist ebenso wie im vorhergehenden Abschnitt

:

2" = sin
m
« fl}» cos am . . m +- ^PTO (— cos a) 1 sin #2/?

C = sin
w
«{^ Cos « -f- ^f (_ cos«)lcos^/?

Der erste Hauptfall, auf welchen sich diese Formeln beziehen,
wird dann wieder als besondere Falle diejenigen in sich schliessen , bei

welchen
/? = oder f d. h. bei welchen der Mittelpunkt des schwin-

genden Magnets auf der y oder z Axe gelegen ist. Die diesen beiden
alien P und V> entsprechenden besonderen Werthe von 2 und T sind

schon im vorhergehenden Abschnitt angegeben worden.
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Als zweiten Hauptfall bezeichnen wir wieder denjenii:en, ii

welchem die beiden Pole des schwingenden Magnets auf der x Axe ge-

legen sind. Betrachten wir auch in diesem Fall zunachst die auf den

Nordpol ausgeiibte Wirkung, so haben wir i'iir die Coordinate]! dcsselben

zu setzen

:

d = d
t
, a

t
as 0,

Gleichzeitig ergiebt sich, dass die Werthe von 1
n

alle verschwinden und

ebenso die Werthe von T
n

m me von r"; fur dies

Ausdruck ergiebt sich:

r
n

-Mo = «(i) =
1.2.3...*

~ 1.3...2n— 1

Fiir das Drehungsmoment, welches von den inducirten Stromungen

auf den Nordpol des Magnets ausgetibt wird, erhalten wir den Werth:

1 a2n+Z a f„n+l„0 , . ^n+1 A

1

Bei der Berechnung des gesammten Drehungsmomentes unterschei-

den wir wieder die beiden Falle, in welchen die Pole des Magnets auf

derselben Seite der x Axe , oder auf entgegengesetzten Seiten symme-

trisch zum Mittelpunkt gelegen sind.
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IIa
. In dem ersteren Falle ergiebt sich fur das gesammte Drehungs-

moment der Ausdruck:

J = — AfiSe JF_ _ + "X+2 a Pn+i

. {r;
+1

bI + hr;^ an

IP. Wenn der Sudpol in derselben Entfernung vom Mittelpunkt

auf der anderen Seite der x Axe gelegen ist, wie der Nordpol so ist:

a
%
= 180°.

Also

ri = ?b(-i) = (-i)"r"-

Fur das Drehungsmoment ergiebt sich der Werth:

xt ^ 1 a2w+3 a4 = — A fide ^ir—r, •
—nrP 1' 2«-|-2 ^+2 x n+1

(l + i-irVr^Bl + ir^A 1
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VII. Berechnung der Componenten der inducirten Stromungcn

fur den Fall, dass die elektromotorischen Krii fte (lurch die Schwin-

gungen ernes Magnets hervorgcrufen werdon.

Die Componenten der in unserer leitenden Kugel inducirten Stro

mungen werden vollstandig gegeben sein, sobald wir die Coefficients

A, B, C und A, B, r der fur jene Componenten angenommen Ent-

wicklungen ausdriicken durch die Coefficienten a, b. c und «, /?, y deren

Werthe in dem Abschnitte V gegreben worden sind. Ebenso wie wir&vo

dort die Werthe der Coefficienten a, b, c und cr, /?, y nur fiir gewisse

specielle Falle berechnet haben, so werden wir natiirlich audi jetzt die

ihnen entsprechenden Werthe der Coefficienten A, B, C und A, B, T
nur fur dieselben Falle anzugeben im Stande sein. Wir betrachten zu-

nachst den

Fall I, in welchem der Mittelpunkt des schwingenden
Magnets in der yz Ebene gelegen ist.

Die Werthe der Coefficienten A, B, C, A, B, r welche diesem

Falle entsprechen ergeben sich, wenn wir die im Abschnitt V gegebenen

Werthe von a, b, c, ce, /?, y substituiren in den Gleichungen, welche im

Abschnitt IV fur jene ersteren Grossen entwickelt wurden.

Zunachst erhalten wir:

m, , % A/idDx

{n+*+ 2) o"+i I*+\
AfitDxl v

'
m+ 1 m+ l

H. Mr) = - -&r\_
{n _H.j)£iCS

m

Mathem. Classe. XXL 1.
I
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?

1

In dem Ausdrucke fur H («£/) ist der numerische Faktor von

r
n zu verdoppeln.

Mit Hulfe der vorhergehenden Gleichungen ergiebt sich:

Am = *l(l- *5xi .fa2*)^

2n+l n /v»+l I vw+^\

und ebenso

to 4« _WA7" = _^.il-^T^«in A%
„ \AfidDx

n ~~ X '

in\ 2.2n+lJt" "/ ^n+2

2«+l » /ri»+l i r^+l
2n-f2 m \ w+1 ' m—

1

Gleichungen, welche fur alle moglichen Werthe von m und w gelten.

in 1 /i 4» ^.9„1VJ"
n+2

T>m 4n 1 /i 4» -42

n k qn\ 2 . 2n + 1 Jl d

.2n+ 2 ml 1 ' m+2 ' m i \ • . / m—/I

m in \ (-t 4n -4* 9 \AftdDx
+2

w»» 4n 1 /* 4« -42 „ \Aft

n 1 jn \ 2.2n + l I J dn

^i»:{(—jisi + a- i-.
+i +(«+•)cty2.2n + 2 m l^ ' m+2 m
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Insbesondere wird :

n I qn \ %.2n + l A / (J
tx

6D
<!"+ 2

2n-M
2n + 2 •

ft

o *
[ 2 + l

o )

» "~ * U\ 2.2n + lA a
*/ ^+2

2n-f 1 n

2.2n + 2 1
a;{(»-l)2^ 1 + (3» + l)^+'}

Dl An 1 /i 4» .**„* „\AftdD*
li
n A 2n•-l

1 2.2n+lA a X
J J.+2

?^LoCtr;((^-i)n+1 + (
W -i)r;,+12^+ 2*11^ ; 3 i.v -/'I

£2_4» Id.,^^^^^^"
n •si

1
A • fl\ x 2.2n-|-l A / jn+2

*±> < i
(»- 2)

2»+
' + »•K+

'

}

* 2.2n + 2 2l l ' 4

„2 4* 1 /, 4»___^ 2 \^£^

2T2M--2
W2\V» -/-4

u. s. w.

12
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Fur die Componenten der Stromungen in der Richtung der Z Axe

ergeben sich folgende Werthe der Coefficienten

:

O == -r-rrll o o„ i"T"T a x
n k a* y- 2.2n + l A~ / dn+2

2n + l n 1/ j v«+l _ 0^,y»+ 1 _ /„ _i_ «l>y.
n+ 1

2.2n + 2 •I
{(»-

»)Ca - 2»C -(» + »)K-*}

und ganz analoge Ausdriicke fur die Coefficienten J^ .

Wir gehen iiber zu der Berechnung der Stromungskomponenten fur

die beiden andern Falle, in welcher die Pole des schwingenden Magnets

anf der X Axe gelegen sind.

Fall IP. Beide Pole des schwingenden Magnets liegen

anf derselben Seite der X Axe.

In diesem Falle wird:

H>M =2.2n^l^^^lA,uSD,^^^

Hj(«/?y) = %AfilDxl-L- + l

\~r// ™<
| 2 i 2

d
l

d
2

Fur alle tibrigen Werthe von m und n sind die Funktionen ii
fl

gleich Null.

Es ergiebt sich hieraus

Al in 1 /- 4t» ^8 « \ ^ »t^„/ 1 J I

n A •f.(
1 -SSTT7

,

« , *)^' I, *(^-« +?5
.

n 1.3... 2w—

1

•n + l'1.2.3...n
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d
\ ~2

1.3... 2n—

1

< = 0.

»+2)
2 /

n . n— 1 1.3.. . 2n—

1

2/» +T ' 1.2.3. . . n

F° — 4* 1 /1 4« A* 2
J
« — — ij 1

2.2n-fl A
a 7-i ^'+2 ' ^+2J^"•(i+x,*)

«+2 1.3.... 2>t—

1

2 ' 1 . 2 . 3 . . . . n

n vi(^iTO^.^"#(&+.^
1

M
2

« . n 1 1.3... 2n-l
* ~2n+ 2~ ' 1 . 2 . 3 . . . n

Fall IP. Die beiden Pole auf entgegengesetzten Seiten

der XAxe in gleichem Abstand von Mittelpunkt.

Es wird

H^(«^) =
(
1
"+1 + (-l)"+1)2.2»+ l.

1.3.. 2n-l Aft dDx
1.2.3. . » d

n+2

a\ = - lf» + (- D"
+1

) ? • £ (McfttfH
4* A* oJA/itDx

n 1.3... 2n_—

1

^{T'l . 2 . 3 . . . n
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*, = 4-(i +(-i)
J
t • ;r ( * - ow+ii-iax)-^+i

n 1.3... 2»— 1

2 " 1 .2.3.. . .

n

U. S. W.

VIII. Das von den inducirten Stromungen riickwarts auf den

Magnet ausgeiibte Drehungsmoment.

Fall I: Der Mittelpunkt des schwingenden Magnets liegt in der

y z Ebene. Substituiren wir die in dem vorhergehenden Abschnitt ge-

gebenen Wertbe der Coefficienten A, B nnd A, B in den Formeln des

Abschnittes VII , so ergiebt sich fur das Drehungsmoment der Ausdruck:

A* 9 «o -r-k XlA = —±n~-ju2
d
2 Dxex\X

2.2n+ 2.2«+ 3'
d2»+4\

1— 2n+1.2n + 5"T a *]
' 2

n
J

\ m+1 m~l J
^ \

n m
) *m+2

4- 2 W2"+
18 + (»+m)r+1

9
2-+1

n+1
w

1
tn

1 4-2nr +1,
4_(n4. w) r

n+ 1 rn+1
m—2 w
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Entsprechend den einzelnen Worth paaren von n und m kOnnen

wir das ganze Drehungsmoment entwickeln in eine Reilie von der Form:

* = J
l + < + A + A + • •

•

und erhalten dann fur die einzelnen Terrae die folgenden speciellen

Werthe

:

A

l

0.

A a A* j »o -p. xt 3 a" it 8» A 1
5 »

. «! r? /r!+ ri0*0 h

z/. = —±7i-^d2Dxe -_-(l_— -a2
*)

4K4-+* J
5
l3 + -iW«5-«:«9|

^2 j -4
s 2 *2 7~fc xt b a7

,+ %n A* 2 ,

"2 2 (r*+ r* ) r°

.; (x» *• + sj sj+ 7 sj 3

J2 m A 2
2 «2 7-i „*< 5 °

T

M 8* ^* «2 v^

2 -" A

«J [2 (S3
33 - 3 4 +**i

+A [
2

(
r
s rl - rj iD + 4W+O$



72 EDUARD RIECKE,

*\
*

m Az
2 *•> 7-1 *t 7 a9 /t 8tt -4

s
* *

•«J-Mr« +1 o)
r
4

4 = -*»r'*' D * e oiJ'I1-rn7 ,,
l

•4

4

l
2
2
S
2 + (

2 S
3+ 10 4) S

+ r
2
r
2 - K < + 2 {A+ !'i)

r

,3 . A* 2 v2 r» *t 7 «' /i 8« ^4* 2 „\

2 *" 1 <" " 2.8.9 «*«• ^ 7.11 k

4

4

2
2

(

2
3
23- 2l^) + (4+ 62

2)
S

+ 2
(
r1 i'b- x

'i4 + ft+ 6 r*+ 5 rj) r
4

^ = -i„^D!le«._l_£ (i-ftf^
2
2 4) + 6

ft + *9 ^

r
2$ + 6 (rj + r\

Allgemein wird:

J* - -4tnf^d*D% e
xi^n+ l g!lt!q_ !* - f a

8
*)

2»+2.2n + 3 j2n+4 ^ 2»+1.2n + 5*

«
n

o » (C
1 + ir ')

*

o

^ = -471 f p*#Dxe
'* 2»+l__a2«+3 8* ^V*)

1 2.2n+ 2.2n + 3 j2n-|-4-V
X

2?i-H' 2» + 5 k

»" 1
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Die iibrigen A werden durch das allgemeine Glied des zu Ani'ung far

A aufgestellten Ausdruckes gegeben.

Die den specielleren Fallen la und lb entsprechenden Werthe der

An
ergeben sich durch Substitution der im Abschnitt V gegebeneii

"NVerthe von 2
W

und T
n

.m m

Fall II a. Beide Pole des Magnets liegen auf derselben Seite

der X Axe.

Wir erhalten:

J = — 4?zf fi*d
2 Dxext

d
1

Fall lib. Beide Pole auf der X Axe symmetrisch in gleichera

Abstande vom Anfangspunkt.

Es ergiebt sich:

A = -±n^ tfd^Dxe*
1

fl
2«+3 ,_ 8* A*

21
(
X+ (— 1

)

B+I
) 2» +Y.2n+ 3 * ^2lT+4 ^ ""

2» + 1 .2»+ 5 A
a *J

Mathem. Classe.
K
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IX. Die Bewegiingsgleichung des schwingenden Magnets

Die Schwingung der Magnets wird bestimmt einmal durch die auf

denselben wirkende Directionskraft , welche theils von der horizontalen

Componente des Erdmagnetisraus , theils von der Torsion des Aufhan-

gungsdrahtes herruhrt, und welche bezeichnet werden moge durch T;

andererseits wird die Bewegung gedampft durch die Ruckwirkung der

in der leitenden Kugel inducirten Stromungen; das von diesen letzteren

herriihrende Dehungsmoment konnen wir uns entwickelt denken in eine

Reihe , welche nach den aufeinander folgenden Differentialquotienten des

Drehungswinkels nach der Zeit fortschreitet. Wenn wir von dieser Ent-

wickelung nur die beiden ersten Glieder berucksichtigen , so konnen wir

dieses Drehungsmoment darstellen durch den Ausdruck&

r
It + « dF

und wir erhalten dann fur die Bewegung des Magnets die Gleichung

(*-Q)£? + *a7+ T<f> = °

wenn K das Tragheitsmoment des schwingenden Magnets bezeichnet.

Es ist die Gleichung der Form nach vollkoramen identisch mit der e-

kannten Gleichung der gedampften Schwingung; und es ubertragen

somit auf die Bewegung unseres Magnets die bekannten BezienunD

P c X T nl
-f A 2

2t!K-Q ~ t' K~Q r2

wenn X das logarithmische Dekrement, x die Schwingungsdauer des g

dampften Magnets.
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Es bleibt schliesslich noch iibrig die Bestimmung der Grossen P
nnd Q entsprechend den Bedingungen des von uns behandelh n Problemcs.

Mit Bezug auf diese letzte Aufgabe mussen wir zuniichtt eine gewisse

Inkongruenz hervorheben, welche zwischen den von uns fruher fiber die

Bewegung des schwingenden Magnets gemachten Yoraussctzungen un<!

der in Wirklicbkeit statttindenden liewegung desselben besteht. Es er-

giebt sich nemlich durch Integration der Bewegungsgleichung

D le'S— e"*<p = u <"
x — e

l'f t\.. A* n.. *»<

dt
Dz

x
C

l — J)*
2

'•

es ist also <p und ebenso ^ gleieh der DifFerenz zweier Exponentialaus-

driicke. Dagegen haben wir bei der ganzen von uns durehgefiihrten

Untersuchung uns mit der einfacheren Annahme begniigt:

d<f -pi xt

dt
Dxe

\\ geschwindigkeit anstatt durch einen einzig

durch ein Aggregat zweier Exponentialausdriicke dargestellt wird, so ist

zunachst einleuchtend, dass die elektromotorischen Krafte sich ganz ent-

sprechend in zwei Glieder zerlegen werden , welche sich dadurch unter-

scheiden , dass in dem einen die \Verthe D und x
t

in dem anderen

-D und x
% auftreten. Die ganze Losung des Problems wird sich dann

aber in vollkommen entsprechender Weise so gestalten , dass wir auch

die Componenten der inducirten Stromungen zerlegen in zwei Terme

welche lediglich durch die Werthe von D und % sich unterscheiden

werden; mit anderen \Yorten, wir werden die inducirten Stromungen zu

bestimmen haben , welche den beiden Termen der elektromotorischen

Krafte einzeln genommen entsprechen und werden diese Stromungen

dann superponiren. Wir erhalten somit die Componenten der inducirten

K2
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Stromungen und die denselben entsprechenden riickwirkenden Drehun^s-

momente, wenn wir in den im Vorhergehenden entwickelten Ausdriicken

an Stelle von D und x des einemal setzen D und x
t , das anderemal

D und x2 und die so entstehenden Ausdrucke addiren. Fur die Be-

stimmung der Grossen P und Q, welche hier allein von Interesse ist,

wird sich die Ausfuhrung jener Operation folgendermassen gestalten.

Wir konnen setzen

:

9> = 9>t~9 2

V De xt — De %t

Dann wird:

<fy dq^ d>g
, <Py d\

x
d\

dt dt dt* dt* ~dF ~dl*

^P = Dx e*
lt

- ^ — Dx p***

Substituiren wir in den fruher fur das Drehungsmoment gegebenen

Ausdriicken an Stelle von x den Werth x
L

so erhalten wir den Theil

des Drehungsmomentes, welcher dem ersten Exponentialausdruck Deh
*

entspricht
, wir konnen diesen Theil des Drehungsmomentes zerlegen in

zwei Terme, welche beziehungsweise multeplicirt sind mit

Dx.e^ und Dx***'
l

d. h. mit

^«nd
dt*

d. h. wir k6nnen jenen Theil des D]rehune
Form

Crsmomentes darstellen in der
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Ebenso konnen wir den der zweiten Exponentialgrosse £><?*"' ent-

sprechenden Theil des Drehungsmomentes Uarstellen durch

wo P und Q genau durch dieselben Ausdriicke dargestellt sind wie

zuvor; das ganze Drehungsmoment wird demnach gegeben durch

p/<*?i d9»\ _i_ nl**** ***\

und die Werthe von P und Q in diesem Ausdruck ergeben sich un-

mittelbar aus den im vorhergehenden Abschnitt gegebenen Werthen

des Drehungsmoments. Es werden demnach die Grossen P und Q in

den einzelnen von uns betrachteten Fallen gegeben durch folgende

Gleichungen.

I. Fall.

Z> i A~A* . „ *„ y, 2n+l g
2"+3 ^

am
n+l
m

w rr»+ 1 T
,»+ 1 n+i r«+n
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A* « 1 a2n+ 5 „99 „2 _ u 2 A2 y y— d67l U <* 2 .2n + 2.2n + 'd.2n+5 '

d2n+4^

„n+l y"+ l 2"+l 2""1-1

+ [(»—
)C« + 2MC +(»+ *) ^-Vj 2

»*

1
n+ a

w /r
«+l

r
n+l _ r

n+ l vn+l
\ m-f-l m-f-I m— 1 m—

1

+ [(*-") r"m%\ + 2n r*+
x + (« + M) r:+y r m

Mit Bezug auf die speciellen Werthe der Anfangsglieder dieser

Entwicklungen konnen wir auf die Formeln des vorh ergehenden Ab-

sclmitts verweisen.

Fall II a.

2- _ 471 ^ fl -*
2 .2n + 1.2n + 3* a U+2 ^ jn+2.

*1 2

Q = 32 n2§ ^&

2

2. 2« + i.2» + i.

,

L.+ 3.2» + 6

'

*****
(?+§ + /+2'

2

'l
-8

Fall lib.

P = to
;
&**X#+ir-in RTT^HiSS

Q =32*'^ JE(1+ (-!)") a>+1 .g.+V.fc+ ,, tt .+»yr«
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