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In dieser zweiten Abhandlung über die Flächen mit planen und sphäri-

schen Krümmungslinien ist der Versuch gemacht , für die Flächen mit

sphärischen Krümmungslinien eine ähnliche ausführliche Darstellung zu

geben , wie solche die erste Abhandlung für plane Krümmungslinien

enthält. In Beziehung auf die gebrauchten Bezeichnungen schliesst sich

die zweite Abhandlung eng an die erste an , namentlich bei solchen

Problemen , deren analytische Behandlung eine Art Parallelismus zeigt.

Im Allgemeinen unterscheiden sich die Probleme, deren Lösungen in der

vorliegenden Abhandlung angestrebt sind , von den entsprechenden Pro-

blemen der früheren Untersuchungen , sowohl durch die gebrauchten

Hülfsmittel, als durch grössere Complication der Formeln. Was die

Hülfsmittel betrifft , so war der Verfasser gezwungen , wenn nicht die

Deutlichkeit der Darstellung wesentlich leiden sollte , bei einigen Gele-

genheiten Sätze aus der allgemeinen Theorie der Flächen anführen,

respective ableiten zu müssen. Es betrifft dieses den Abschnitt VIII

und den Anfang des Anhangs B. In beiden Fällen war es für den

Zweck der Abhandlung unumgänglich nöthig, aus der allgemeinen Theorie

der Flächen einige Formeln zu entwickeln, welche sich zu den gemachten

Anwendungen eignen. Von diesem Gesichtspunkt aus sind in VIII

eine Anzahl von Entwicklungen über die sogenannte Transformation

durch reciproke Radii vectores zusammengestellt, die namentlich in X zur

Mathem. Classe. XXVI. 2. A
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Verwendung gekommen sind und in XI den Grund zu einer neuen

Transformation von Flächen gelegt haben. In IX sind einige Bemer-

kungen über Flächen mit sphärischen Krümmungslinien vereinigt, na-

mentlich mit Beziehung auf zwei besondere Fälle . die sich mit Hülfe

früherer Untersuchungen erledigen lassen. Sind die Kugelflächen eines

Systems sphärischer Krümmungslinien concentrisch , so ist das andere

System von Krümmungslinien plan. Gehn die Kugelflächen des sphäri-

schen Systems durch einen festen Punkt, so ist für die transformirte

Fläche durch reciproke Eadii vectores bekanntlich das transformirte Sy-

stem plan. Diese beiden Fälle sind bei den späteren Untersuchungen

ausgeschlossen. Am Ende des Abschnitts ist eine Bemerkung gemacht,

die auf den ersten Blick von weniger Bedeutung erscheint , deren Vor-

theil aber bei den allgemeinen Untersuchungen sehr prägnant hervortritt.

Besteht ein System sphärischer Krümmungslinien aus Kreisen, so ist die

Fläche die Enveloppe einer Kugelfiäche von variabelem Radius , deren

Mittelpunkt eine Curve doppelter Krümmung beschreibt. Es ist diese

Curve doppelter Krümmung, welche für die Betrachtung der bemerkten

Enveloppe von besonderem Interesse ist. Auf der Tangentenfläche der

Curve der ^littelpunkte der enveloppirten Kugelflächen liegt die Curve,

gebildet aus den Mittelpunkten der Kugelflächen des sphärischen Systems.

Ein ähnliches Verhältniss findet im allgemeinen Falle statt. Die iMittel-

punkte der Kugelflächen eines Systems sphärischer Krümmungslinien

bilden eine Curve doppelter Krümmung , deren geometrische Elemente

sich für die Behandlung des allgemeinen Falls nicht geeignet erweisen.

An Stelle der erwähnten Curve ist eine andere einzuführen , auf deren

Tangentenfläche sie liegt.

In X ist. wie der Verfasser glaubt, der erste vollständige Beweis

des Satzes enthalten , dass alle Flächen mit zwei Systemen sphärischer

Krümmungslinien als Parallelflächen solcher Flächen anzusehen sind,

für welche die Anwendung der Transformation durch reciproke Radii

vectores ,
wenigstens ein System sphärischer Krümmungslinien in plane

Curven transformirt. Die für alle Specialfälle durchgeführten Rechnungen

haben den Beweis von der Existenz eines reellen Centrums der Trans-
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formation geliefert. Um diesen Abschnitt nicht durch Detailuntersu-

chungen zu überladen, sind in einer Anmerkung^ eine Reihe von Flächen

zusammengestellt , für welche das eine der beiden Systeme sphärischer

Krüramungslinien aus Kreisen besteht. Die in VIII gegebenen Ent-

wicklungen haben in XI die Aufstellung der Flächen, welche ein System

sphärischer Krümmungslinien besitzen und von den Kugelflächen dieses

Systems orthogonal geschnitten werden, auf eine besondere Transforma-

tion von Flächen reducirt.

Eine besondere Beachtung darf der Abschnitt XII beanspruchen,

wegen der möglichst allgemeinen Lösung des Problems : Die Flächen

mit einem System sphärischer Krümmungslinien analytisch zu definiren,

d. h. die Coordinaten eines Punktes einer solchen Fläche als explicite

Functionen zweier Variabelen darzustellen. Es sind die betreffenden

Untersuchungen für die verschiedenen Specialfälle durchgeführt, welche

die Curve der Mittelpunkte der Kugelflächen des sphärischen Systems

darbieten kann , oder besser , für die Curve , auf deren Tangentenfläche

die erstgenannte Curve liegt. Hierdurch ist es gelungen , ein Problem

zu lösen, welches von den ersten Bearbeitern, den Hn. Bonnet und

Serret entweder unerledigt geblieben war, oder in ungenügender

Weise behandelt worden ist.

Im Anhang sind einige Untersuchungen vereinigt , die sich auf

Flächen mit planen Krümmungslinien beziehn, namentlich solche, deren

Krümmungslinien auch geodätische Linien sind. Es erschien wünschens-

werth, diese Flächen, in Anbetracht ihres häufigen Auftretens bei allge-

meinen geometrischen Problemen , einer eingehenderen Darstellung zu

unterwerfen.

A2
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VIII.

Bemerkungen über die Transformation durch reciproke Kadii

vectores oder die inversen Flächen. Anwendung auf Flächen mit

sphärischen Krümnumgslinien.

Die Untersuchung der Flächen mit sphärischen Krümmungslinien

lässt sich durch Zuziehung einer geometrischen Transformation in einigen

Punkten sehr vereinfachen, wobei namentlich längere und coraplicirte

Kechnungen umgangen werden können. Die in Rede stehende Trans-

formation ist bekannt unter dem Namen der Transformation durch reci-

proke Radii vectores, oder Aufstellung der inverse?i Fläche. Der Ueber-

sicht wegen mögen einige bekannte Resultate kurz mit angeführt werden,

unter Anwendung der in II gegebenen Gleichungen. Es treten dabei

eine Anzahl analytischer Beziehungen auf, die sich unmittelbar für die

Flächen mit sphärischen Krümmungslinien verwenden lassen. Der ein-

geschlagene Weg verfolgt das Ziel: die neuen Untersuchungen mit den

in I—VII enthaltenen in möglichst enge Verbindung zu setzen. Daneben

hat das hier befolgte Verfahren in XI zu einer Erweiterung der, in die-

sem Abschnitt aufgestellten, Resultate Veranlassung gegeben.

Zwei Flächen >S und S^^ mögen sich in Beziehung auf einen festen

Punkt O so entsprechen, dass zwei correspondirende Punkte P und

beider Flächen mit dem Punkte O auf derselben Geraden liegen und

die Relation OP.OP^ = besteht, wo g eine Constante bedeutet. Es

heisst dann die Fläche in Beziehung auf die Fläche S nach Hn.

L i o u v i 1 1 e die transformirte Fläche S durch reciproke Radii vectores, wobei

der feste Punkt O den Namen ; Centrum der Transformation führt. Kürzer

nennt Hr. Stubbs, der Erfinder der bemerkten Transformation, die

Fläche die inverse Fläche 8 in Beziehung auf den Pol O*). Die

*) In Beziehung auf die Literatur der im Text bemerkten Transformation sind

die nachstehend bemerkten Aufsätze von Interesse. Stubbs: »On the application

of a new Method to the Geometry of Curves and Curve Surfaces.« (The London,
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Fläche S steht zur Fläche 8^ in demselben Verhältniss , wie umgekehrt,

die Fläche S ^ zur Fläche *S, Die wesentlichste Eigenschaft der Trans-

Edinburgh, and Dublin Philosopbical Magazine and Journal of Science. Volume XXIIL

p. 338—347. London 1843). Auf p. 338 findet sich folgende Definition , welche

später auch auf Flächen angewandt ist: If in the plane of a curve we take any

point as a pole and produce the radius vector, so that the rectangle under radius

vector to the original curve on the whole produced radius be constant or äqual to

Jc^, we may call the locus of the extremity of this produced line the iuverse curve

to the one from which it is produced, and the extremity of the produced radius the

inverse point to the extremity of the original : as an exemple , the cardioide is the

inverse of the parabola, the focus being the pole; the lemniscata is the inverse of

the equilateral hyperbola.« Auf p. 343 findet sich der Satz: »Hence the normals

of inverse points of surfaces are in the same plane and equally inclined to the

common radius.« Endlich auf p. 344 wird bemerkt — »or the inverse of a line of

curvature on a surface is the line of curvature of the inverse surface; or if the

line of curvature of a surface be known, that of its inverse surface is had by descri-

bing a cone with the pole as vertex and passing through the line of curvature on

direct surface, the line in which it pierces the inverse surface is a line of curvature.«

Die vorstehenden Resultate finden sich einige Jahre später im »Journal de Mathe-

matiques« reproducirt. In dem »Extrait d'une lettre de M. William Thomson
ä M. Liouville« (Tome X. Annes 1845 p. 364—367) findet sich folgende Defi-

nition: »Soient C le centre d'une sphere S; Q, Q' deux points pris sur un meme

rayon CA et sur son prolongement, de teile maniere que

CQ . CQ' = CA''

et P un point quelconque sur la surface S. On a comme on sait,

PQ_ _ AQ^

On peut ä cause de ce theoreme
,

appeler Q et Q' points reciproques relatifs ä la

sphere S, dont chacun est Vimage de l'autre sur la sphere.« In einer weiteren

Mittheilung : »Extraits de deux lettres adressees aM. Liouville par M. William
Thomson« (T. XII. Annee 1847, p. 256—264) wird die Lage eines Punktes im

Räume als Schnittpunkt dreier, zu einander gegenseitig orthogonalen Kugelflächen

bestimmt und die Transformation auf physikalische Probleme angewandt. Zu diesen

Mittheilungen hat Hr. Liouville u. d. T. : »Note au sujet de l'article precedent«

(T. XII, p. 265—290) eine Reihe von Entwicklungen beigefügt. Man findet dort
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formation, welche im Folgenden in Betracht kommt , besteht darin, dass

den Krümmungslinien der Fläche auf der Fläche ebenfalls Krüm-

mungslinien entsprechen. Ein Beweis dieses bekannten Satzes ergiebt

sich im Folgenden von selbst , bei Aufstellung einiger nothwendigen

Formeln.

Es seien ^q,^q,^o''> ^^V^^ ^^^^ ^i-j/i''^ die Coordinaten der Punkte

O, P und Pj, zwischen denselben bestehen dann die Gleichungen;

^1—^0 ^ Vx—y^ ^1—^0 ^ /
x— x^ y— y^ z—z^ [x—x^f+ {y— y;^^+[z— z^f

Zur Vereinfachung der Formeln führe man folgende
, abkürzende

Bezeichnungen ein:

{x— x^)cosa-\-{y—y^)oo&h-\-[z—z^)cosc= Q,

{30— x^)cos a-\-{y—y Q)cosb'+{2— Zq) cos c = Q',

{x — a;^)cosa"-\-{y—yQ)cosb"-^{z— z^)cosc"= Q",

i^-^oT-hiy-yof+i^-^o? = ^>

also auch:

3) Q^-{-Q"-\-Q" = N.

Es seien ii und v die Argumente der Krümmungslinien der Fläche

S, die Anwendung der Gleichungen 2) und 3) von II giebt durch Diffe-

rentiation der Gleichungen 1) folgende Differentialquotienten, wobei die,

durch Gleichungen 3), definirten Abkürzungen gebraucht sind.

(p. 276) »Nous donnerons ä cette transformation le nom de transformation par

rayons vecfeiirs reciprogiies, relativement a l'origine 0. Die sämmtlichen angeführten

Aufsätze der Hn. Thomson und Liouville finden sich 25 Jahre später abge-

druckt mit der üeberschrift »Electric images« im »Reprint of papers on Electrosta-

tics and Magnetism by Sir "William Thomson.« (London 1872, p. 144—177).

Wegen der allgemeinen Annahme der Bezeichnung des Hn. Liouville findet sich

dieselbe auch in diesen Lntersuchungen beibehalten, wenn auch der von Hn. Stubbs
gewählten Bezeichnung in Beziehung auf Priorität und Kürze der Vorzug gebührt.



UNTERSUCHUNGENÜBER D.FLÄCHENMITPLANENU.SPHÄRISCHEN ETC. 7

—i = Cosa — 2— Q —
du ^ N ' N '

dz.
, , z— z^ ^. g^KlE

-j^ == cos c— 2 —^ Q ) ,du ^ N ' N

5) ^
|i = (cos 2^-9^ Q"/-!^?,

Diese Gleichungen geben

:

<^ ^^ d^ dzj^ dz^ ^ ^
' du dv du dv du dv

Setzt man:

') &)V(!f)v&)=-..e)V(i^)V(^)=«.

so findet man mittelst der Gleichungen 2), 3), 4) und 5):

^1 > ""i — jy2 '

woraus

:

8) V^i = 1 ^V~'

folgt. Die erste Gleichung 4) nach v differentiirt giebt, mit Hülfe der

Gleichungen 2)— 9) von II, die folgende:

IM
d X ^ , , X X n 7 N' , ,, X —~ X

f. , N
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Wegen der Gleichungen 4), 5) und 8) reducirt sich die vorste-

hende auf:

d^x^ dx^ 1 ds]E^ dx^ 1 dsjG^

dudv du dv dv \/g^ du

Vertauscht man hierin mit und , so ergeben sich zwei

weitere Gleichungen, welche in Verbindung mit der vorstehenden Glei-

chung und der Gleichung 6) zeigen , dass u und v auch die Argumente

der Krümmungslinien der Fläche sind. Die Normale zur Fläche

bilde im Punkte die Winkel a^, 6^, mit den Goordinatenaxen.

Es ist dann:

cos a,

1 0 0

d{r^ dy
^
dz^

du du du

dx
^
dy ^ dz

^

dv dv dv

oder, in Folge der Gleichungen 4), 5) und 8)

:

COSftj =

0

X— X
cos a

cos a

N-Q'
cos&'-2LJ^ Q' cosc'—

cos 6"-

2

" o ^ y 0 n"
N Q" cosc"—

2

N
z — z

' Q"N

Zur ßeduction werde diese Gleichung mit der Gleichung 13) von

II multiplicirt, d. h. mit der folgenden:

cosa , cos b , cos c

1 =
I

cos«, cos 6', cosc'

cosa", COS&", cosc"

Das bemerkte Produkt lässt sich, mit Rücksicht auf die in 2) auf-

gestellten Bezeichnungen, schreiben:
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cos a.

cos a Cosa cos a"

2QQ'
,

2Q'2
1 N̂

2Q'Q"

N N
2QQ" 2Q'Q"

N N ' N
d. i.

Cosa ^ ^ Q"-h Q"'\
,

^ Q' Cosa'+Q" Cosa"
1— 2 —

1 cos a + 2
1^^; Q ,N N

oder auch

9) cosa^ = j 1 — 2
Q'-h Q"+ Q"'\

,
^ Q cos a 4- Q'cos a'+ Q" cos a"

' Cosa-}- 2 ~—!—? QN N
In Folge der Gleichungen 2) und 3) ist:

'

Q"H- Q'"= N, Q cos a -}- Q' cos a'+ Q" cos a" ^ ^—

Die Gleichung 9) reducirt sich hierdurch auf:

costtj^ = — cosa-)-2— ^•

Auf analoge Weise lassen sich die folgenden Gleichungen aufstellen;

10)

^ ^
cosaj = — cosa-[-2

—

cosb^ cos & -1-2
^

Q,

2;

—

coscj = — cos0+2—^— Q

Bedient man sich für die Fläche 8^ ähnlicher Bezeichnungen wie

die in II für die Fläche >S gebrauchten, so sei

:

11)

1 da), ,1 dy, „ 1 dz,
-7= -~ = cos a

,
, -T= = cos b . ,

-7= -;— = cos c .
,

V-Ej sJe^ du 1' du 1'

1 dx^ — cos a
1 = COS&"j^,

1 c?^;, = cos 6'

^
sIg^ dv ^"^^ sJg^ dv

Die Gleichungen 4) und 5) lassen sich dann nach 8) und 11) auf

folgende Art schreiben :

Mathem. Classe. XXVI. 2. B
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1 -2) cos a\ = cos 2 Q\ cos &\ = cos&'— '^^—^ Q'-

cos 6-'^ = cosc'— ^ ~2V^

. \ II I' n ^ 0 J " 7 " n ^ 0 r\"
1 3) cos rt j = cos a — 2 —

^^Y^^
^ ' cos o ^ = cos 6 — 2— ^ '

cos c" ,
= cos c"— 2 ^^-^ Q".

Werden die Hauptkrümmungshalbmesser der Fläche 8^ im Punkte

durch 7'\ und v''^ bezeichnet, so kann man zu deren Berechnung

sich der folgenden Gleichungen bedienen:

1 dx^ dcosa^ 1 di/
^

dcosb^ 1 dz^ dcosCj^

r\ du du ' r\ du du ' i\ du du '

1 da? dcosa^ 1 di/
^^

dcosb^ 1 dz^ dcosc^

r'\ dv dv ' r'\ dv dv ' r'\ dv dv
'

Aus den vorstehenden Gleichungen leitet man durch Multiplication

mit 0?— x^, y—y z— z^ und Addition die folgenden ab:

-t: - tr+ + - 1^]

d'cosa, dcosb. , dcosc.

_ ^{
x—Xq) cosa j-^(y ~y^)cosb^-]-{z— zJcos c^

du

Idx dy dz \

1 r, , dx. , ^
dy,

, . dz,^

öfcosa. dcosb.
,

c?cosc,

^ ^
i.^— A-o)cosa^+ (y— yJcos6j4-(g - gjcos c^

(dx dy dz \-\^cos«,+ ^^cosZ,,+ ^cosc,j.
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1

Verbindet man die vorstehenden Gleichungen mit den Gleichungen

4), 5) und 10), bedient sich der in II gegebenen Formeln, so sind die

Hauptkrümmungshalbmesser der Fläche auf folgende Art bestimmt:

' r , r r
^

r

Von den Gleichungen 8), 10), 12), 13), und 14) lassen sich auf die

Flächen mit einem Systeme planer oder sphärischer Krümmungslinien

folgende Anwendungen machen. Eine Ebene oder eine KugelÜäche geht

durch Anwendung der Transformation durch reciproke üadii vectores

allgemein in eine Kugelfläche über, die in besonderen Fällen eine Ebene

sein kann. Hat die primitive Fläche ein System sphärischer Krüm-

mungslinien, so hat die transformirte Fläche dieselbe Eigenschaft. Man

kann auch, was analytisch nicht ohne Interesse ist, von der transformirten

Fläche ausgehn und sich die Frage stellen : welche Bedingungen muss

die primitive Fläche erfüllen, wenn für die transformirte Fläche durch

reciproke Radii vectores ein System von Krümmungslinien plan oder

sphärisch ist? Die LösufUg dieser Aufgabe lässt sich mit ziemlich ein-

fachen Kechnungen durchführen, wie im Folgenden gezeigt werden soll.

Ist für eine Fläche S das System der Krümmungslinien (v) sphä-

risch, so hat man in Folge der Gleichungen 2) und 3) von III:

I* z=ia^-\-R^ (cos «cos ff— cos «sin ff),

15) fj*^ = i/-{-R^{cosb C08G— cosö'sinff),

^* 2; -f- J^o (cos c cos ff — cos c'sin ff).

1 cos ff sin ff d\lG

Es ist (^2' *i2' ^2) Mittelpunkt, der Radius der osculatori-

schen Kugelfläche der sphärischen Krümmungslinie [v) , welche durch

den Punkt [x,y,z) der Fläche /S geht; ff ist der Winkel, welchen der

Eadius der Normalen zur Fläche <S im Punkte {x,y,z) einschliesst.

Die sämmtlichen Quantitäten ri\, und ff sind nur von u ab-

hängig.

B2
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Ist das System der Krümmungslinien (y) für die Fläche S plan,

wobei Kreise ausgeschlossen sein mögen, so ist iu der Gleichung 16)

-Rg = oo zu nehmen. An Stelle der Gleichungen 15) tritt folgende,

unter 3) in IV aufgestellte, Gleichung der Ebene der planen Krüm-
mungslinie :

17) cc Cosa -\-^ cos ß z cos y = S2

,

wo cos«, cos/?, cosy und S2 nur von ii abhängen. In den Gleichungen

15) subtrahire man auf beiden Seiten Xq, t/^, z^, setze also:

j

1*— '^0 — — x^-^-jR^i^^^'^^'^^^— cos«' sin a),

1 8)
I 7]l
— j/p = 7/

— i/q -\- (cos 6 cos (j— cos 6' sin a),

\
— = z — -\- I^o (cos c cos (7— cos c'sin g).

Man bilde die Summe der Quadrate der vorstehenden Gleichungen

unter Anwendung der in den Gleichungen 2) gebrauchten Bezeichnungen^

Die bemerkte Summe giebt:

^2 - ^o)'+ (nl o)'+ -'of = 2^^2 (Q cosd- Q' sin ü)+Rl.

Hieraus folgt:

19) A'+ 2R,j;Qcos(7-Q'sin(7)= (r,-^'of+('/2-^o)'+t^2-^o)~^i-

Wird für eine Fläche S das System der Krümmungslinien [v] auf

der transformirten Fläche S
^

sphärisch oder plan , so findet für die

Fläche eine ähnliche Gleichung, wie die Gleichung 16) statt, nämlich::

1 Cosa' sind' d\/G^

wo R'^ und G nur von « abhängen. Setzt man fürEj^, und r'\ ihre-

Werthe aus den Gleichungen S) und 14) ein. so folgt:

20) |- = _|^+2Q)cos.+(^^--2Q)sma.

Wird diese Gleichung nach t differentiirt , so hat man nach den

Gleichungen von II:
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^^2Q"v/G
r/Q' ^ Q" d\jG

dv ^ ' dv r" ' dv du

Mit Weglassung des Factors N führt die bemerkte Differentiation

auf folgende Gleichung:

^r" , ,SjEG du
. ,

0 = i— . cos ö -\-d z sm o

.

dv dv

Bezeichnet B,^ eine Function von u allein, so kann man setzen :

1 Cosa' sin o d\jG
21) —

\

—1 ——

.

' ^2 r ' sjEG du

Diese Gleichung sagt aus, dass auch für die Fläche S das System

[v] sphärisch ist. Die beiden Gleichungen 16) und 21) fallen zusammen

für — cosff'=:cos(T und sin ff' = sin er, d. i. g = n— g, was die Rela-

tion zwischen den Winkeln g und g ist. Für g =i n— g wird die

Gleichung 20);

9" IN , A , I N d\/G \ .

22) |^=|^+ 2Q)cosa+(^-|^-2Qjsm..

Durch Anwendung der Gleichung 1 6) wird die vorstehende Glei-

chung einfacher:

.2 N
23) ^- =^-{-2{Q cos G—Q' sin g) ,

oder

E/ = iV+2i?2 (Qcosff— Q'sinff),

2

d. i. nach 19):

24) = r,-^o?+{vl-^,?-i-{^l-^of-^l
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Man kann nmojekehrt die Gleichung 20) oder 22) als Folge der

Gleichungen 1 6) und 1 8) deduciren , wenn der Werth von R'^ dabe^

durch die Gleichung 24) bestimmt ist. Ist das System {v) für die

Fläche Ä plan, so findet die Bedingung statt

:

cos G sin a d kIG

Die Gleichung 2 2) wird dann einfacher:

26) = 2 (Qcos(>— Q'sinff).

Für ein planes System finden die in IV aufgestellten Gleichungen

l) statt, nämlich

:

cos K = cos a cos g— cos a sin g
,

27) cos = cos & cos (7— cos sin (7,

cos y ~ cos c cos g — cos c sin g.

Die vorstehenden Gleichungen respective mit a;— oü^, y— und

z— multiplicirt und addirt geben, mit Rücksicht auf 2):

[x— 27q)cos «-(-(j/— y J cos ^ -(- (s:— 2;^)cos/ = QcosG— Q'sinff,

d. i. nach 17):

£i— {x Q cos ci -\-y Q cos ß-\-z^ cos y) = Qcosg— Q' sin ff.

Hierdurch lässt sich die Gleichung 2 6) auf die Form:

2

28) ^ £2— {xQCOsa-\-'i/^cosß-\-z^cosy)

bringen. Die Gleichung 26) ist auch umgekehrt eine Folge der Glei-

chungen 17), 25) und 27), wenn R' ^ durch die Gleichung 28) be-

stimmt ist.

Die Gleichungen 1 5) geben als Gleichung der osculatorischen Ku-

gelfläche einer sphärischen Krümmungslinie {v):
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29) ' - x-)'-^ {nl -yf-^ - = Rl

Geht diese Kugelfiäche durch einen festen Punkt {^^,^^^,^0) so ist:

Findet diese Gleichung statt, so verschwindet die rechte Seite der

Gleichung 24), es ist dann i?', = co , d h. die transformirte Krüm-

rnungslinie ist plan. Ist die primitive Krümmungslinie plan, geht ihre

Ebene durch einen festen Punkt [x ^, q, z ^^), so hat man nach 17):

X cos, ci -\-
1/
Q coiß -\- z cos y = £1.

In der Gleichung 2 8) verschwindet dann die rechte Seite , es ist

wieder B!^ = 00, d, h. die transformirte Krümraungslinie ist plan. Aus

dem Vorstehenden ergeben sich folgende Resultate. Wird ein System

von Krümmungslinien einer Fläche S mittelst der Transformation durch

reciproke Radii vectores sphärisch , so ist das primitive System der

Fläche S ebenfalls sphärisch oder plan. Wird ein System von Krüm-

mungslinien einer Fläche S mittelst der Transformation durch reciproke

Radii vectores plan , so ist das primitive System ebenfalls plan oder

sphärisch, wobei entweder die Ebenen der planen Krümmungslinien

oder die osculatorischen Kugelfiächen der sphärischen Krümmungslinien

durch einen festen Punkt 0 gehen. Der Punkt O ist das Centrum der

Transformation. Bei der Deduction dieser Resultate ist die transformirte

Fläche zu Grunde gelegt, ein Verfahren, welches gestattet einige Sätze

unmittelbar umzukehren. Man kann auch für die primitive Fläche S
direct die Gleichung 16) oder 25) zu Grunde legen und dann mit Hülfe

der in II aufgestellten Gleichungen die transformirte Fläche untersuchen;

der im Obigen eingeschlagene Weg ist für den vorliegenden Zweck etwas

einfacher und von mehr Interesse,

Zur Vervollständigung der für die Fläche >S^ aufgestellten Glei-

chungen mögen noch für diese Fläche einige geometrische Elemente be-

stimmt werden. Für die Fläche findet die Gleichung 20) statt. Es

sei (I', 1], J') der Mittelpunkt der osculatorischen Kugelfiäche der sphäri-
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sehen Krümmungslinie (v) auf der Fläche S^. Analog den Gleichungen

1 8) hat man die folgenden :

^'— = — a;^ -}- R'2 (cos a ^ cos o— cos d ^ sin a)

,

n~yo — Vx—^o + ^'z (cos&^ cos(t'— cos&'j sin er'),

— ^0 ~ ^1— '^oH~-^'2 (cosCjCosa— cosc'j sincf')

.

Man setze rechts die Werthe von x^,y^ aus 1), cosa^, cos^^,

coscj aus 10); cosa\, cos^'j, cosc'^ aus 12) ein und setze wieder d =
71— ö. Es folgt dann:

30)

~ 2-R'2 (Q cos ff— Q'sin er)

J
— + -R'2 (cos a cos ff— cos a sin ff),

n—Vi, = [/— 2E'2(Qcosff— Q'sin ff)] (cosftcosff—cos&'sinff),

[_/^
— 2i?'2(Qcosff— Q'sin ff)

I

—^^-{-B!^ (cosccosff—cosc'sinff),

Findet die Gleichung 23) statt, so ist:

/- 2i?'^(Qcosff— Q'sinff) = ^N.

Die erste Gleichung 30) wird dann einfacher :

r "1 jR'

I'

—

= \x— X ^-{' R^{cosaco%o— cos a' sin ff)

d. i. nach 1 8)

:

R „

r- ^0 = [/

n—

r~ ^0 = k

§ Xq — (I2 i^o) R,

An Stelle des Systems 30) lässt sich folgendes setzen , in welchem

der Werth von -~ aus der Gleichung 24) eingesetzt ist:
_2

^2

r^-^o nl-2/o K-^o ^2 r2~^o?+inl-^of+i^l-^of-i^l
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7

Ist die primitive Krümmungslinie {v) plan, so ist nach 26):

ff^
= 2R'^{Qcoso— Q'sincr).

Mit Rücksicht auf diese Gleichung, die Gleichungen 27) und 28)

erhält man aus 30):

^'—^0 ^ n—y, ^ = R' = ^
cosff cos;^ cos/ 2 2[i2— <27^cosft— ^/^,cosß— z^cosy]'

IX.

Einige Bemerkungen über Flächen mit sphärischen

Krümmungslinien.

Zur Vermeidung von Wiederholungen und der besseren Uebersicht

wegen, sollen in diesem Abschnitt einige besondere Fälle von Flächen

mit einem System sphärischer Krümmungslinien zusammengestellt werden.

Sind die Mittelpunkte der osculatorischen Kugelfiächen eines Systems

sphärischer Krümmungslinien concentrisch, so ist das andere System plan,

die Fläche hat dann einige merkwürdige geometrische Eigenschaften,

wie weiter unten dargethan ist. Gehen die bemerkten osculatorischen

Kugelflächen durch einen festen Punkt , so gestattet die in VIII gege-

bene Untersuchung eine Reduction des Problems auf die in IV ge-

fundenen Resultate.

Setzt man zur Abkürzung

:

l) jR^ cos Ö = Jt>2' R2^^^^—92 ^) -KjC0SZ=j9j, i^^siuT—

so lassen sich die Gleichungen 2), 3), 10) und 11) von III einfacher auf

folgende Art schreiben :

p2 cv-i-p^cosa— q^ cos a, [K = ^-\-Pi cosa— q^ cosa",

3) K =y-\-P2C0sh — q^ cos b', 4) 'rj] = y-^p, cosb~q^ cos b".

[il = ^+P'z cosc- q^ cos c. = ^-\-p, cosc— q^ cos c".

5)
r \/EG du dv

Mathem. Classe. XXVI. 2. C
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Es sind rjl, und ^on m, und

nur von abhängig. Je nachdem die Gleichungen 3) oder 4) statt-

finden , ist das System (v) oder (m) sphärisch. Die Gleichung 5) kann

als Folge der Gleichungen 3) angesehen werden , wie sich unmittelbar

durch Differentiation der Gleichungen 3] nach v ergiebt. Eine ähnliche

Bemerkung gilt für die Gleichung 6) in Beziehung auf die Gleichungen 4).

Es mögen die Gleichungen 4) stattfinden, also das System [ii) sphä-

risch sein. Durch Differentiation der Gleichungen 4) nach v erhält

man, unter Zunahme der in II aufgestellten Formeln,

:

(dp, \IG\ ,g,dsJG ,,/,^ sJG dq\

l§ = &-^f)---^^¥--'H-(^^-.^f-|^cos.

Sind die osculatorischen Kugelflächen des sphärischen Systems con-

centrisch, so haben ^* constante Werthe. In den Gleichungen

7) verschwinden dann die linken Seiten , hierdurch reduciren sich diese

Gleichungen auf:

dp. sJG , q. d\IG ^
,— \IG dq^

Nimmt man in der Gleichung 9) q^ =0, so giebt die Gleichung

dj^ _ ^^^^ _ ^ ^^^^ Constante bedeutet. Für p = k
^ dv ^
und = 0 geben die Gleichungen 4)

:

^* — ^ = Ärcosa, ri\ — j/ = ^cos6, ^*

—

z = kco^c.

Die Summe der Quadrate dieser Gleichungen giebt:

was die Gleichung einer Kugelfläche ist. Die Gleichung 9) giebt ferner:
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dsiG

du
= 0,

das System der Krümmungslinien {v) ist dann plan , die Ebenen des

Systems enthalten die Normalen zur Fläche. In diesem Falle hat man
71

in den Gleichungen 10), 11) und 12) von IV ff = zu nehmen*).

Wegen der in IV B enthaltenen Ausführungen ist ferner d = io-\-xf>,

die Gleichungen 10), 11) und 12) von IV gehen dann in folgende über:

/ cos« = cos l cos {(o-\-yj) — cos A sin (to -j- l cos a = — cos ci,

11) ; cos 6 =: cos m cos ((« -j- 1/;)
— cos^sin (to+ t^), 12) /cosfe' = — cos^,

I
cos c = cos n cos (tu -|- 1//)

— cos sin {(v-^-yj),
[ cos c = — cos /.

/ cosa" — cos l sin {w -]-xfj)-\- cos A cos (to -\- ip),

13) /cos 6" — cosmsin (to-|- V') + cos/*cos(tü-f- I//),

[
cos c" = cos n sin [a)-\-xp)-\- cos v cos (to -f- V)-

Legt man die Gleichungen 50) von IV zu Grunde , so führt die

Bedingung

:

dsjG _ ^
du

zu folgenden Bestimmungen der Coordinaten:

l{x—^)co^ a-\-{y—ri) cos ß-\-[z—^)cos/= 0,

1 A\ ][oo—I) cos Z-\-[y—ri) cos fx -f- [z—t] cos v = ^cos (to+y;) +Fsin (to-j-^),idV
{x—§)cos [y

—ri)cosm-\-[z—^)cosw = '^^^^ — ^cos (to-f-i//).

In diesen Gleichungen sind sc, y, z die Coordinaten eines Punktes

der Fläche, es ist V eine beliebige Function von %p oder v, alle übrigen

Quantitäten beziehen sich auf eine Curve doppelter Krümmung unter

*) In den bemerkten Gleichungen von IV hat a eine andere Bedeutung wie

in den Gleichungen 1) dieses Abschnitts, was indessen zu keiner Verwechselung

Veranlassung giebt.

C2
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Zugrundelegung der in I gebrauchten Bezeichnungen. Die erste Gleichung

14) giebt nach w differentiirt

:

(cos d cos a -f- cos V cos ß -f- cos c cos y)\]E—
du

[x— ^) cos ^-\-{y— J?) cos (^-{-[z— t) cos v ds = 0.
Q du

Wegen der Gleichungen 12) und der zweiten Gleichung 14) folgt:

dV
r;7-cos(co+ v^)+ Fsin(cü+i//)

]

») V2=L^ -.J|-

Die letzte Gleichung 14) nach v differentiirt giebt:

(cos a" cos l -{- cos b" cos m -f- cos c" cos n)\jG = "h l^j sin (co -j- V^)^ i

d. i. nach 13):

.6) Vg = (^+f)
Es ist:

dcoBa sJE , dcosa \JG „—j— = — —— cos a , —i— = — —,7- cos a .

du r dv r

Mittelst der Gleichungen 11), 12) und 13) findet man;

sin (co ds \JE ^
dtp s/G

Q

Aus 16) und 18) erhält man noch

^ d^C-T' dv - r"

Die Substitution der Werthe von \/G und -^7^ aus den Gleichungen

16) und 18) in die Gleichungen 8) und 1 ü) geben folgende Eelationen

zwischen und q^^ :

dp, _ dyj I^^jA^ ^_^_n
• 'd^ -^^dv' \dyj' ^ ^1 dv dv dv

~
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oder, wenn \p zur unabhängigen Variabein genommen wird:

20

21)

1*

d^V dq,

Setzt man den Werth von aus der Gleichung 20) in die Glei-

chung 21) so folgt

:

also

:

22)
' V— = Acos,^)— BBmxp,

wo A und B Constanten sind. In den Gleichungen 4) nehme man

einfacher ^* = 0 ,
= 0

,
^* = 0. Die erste dieser Gleichungen

wird dann

:

0 = ^ -\-p ^ cos a— q^ cos a\

d. i. nach 1 1), 13) und 20):

0 = ^-{-Pi l^cos ?cos (o)+ \p) — cos X sin (a> -\-
1//)

J

— l^cos/sin (to+ ^//)+ cos i cos (co-|-i/;)J.

Setzt man hierin für x seinen Werth aus den Gleichungen 1 4) ein,

so ergiebt sich

:

r 17 p
0 = ^cos(co-f-i/^)-|- (F— Jsin (0?+ v)

d

dxp

V-p,
dyj

sin [u) -\~ ip) -{- {V—p^) cos {w-\-ip)

COSÄ

cos/,

d. i. wegen 22):

0 = I -j~ sin cy—B cos a>) cos Z — [Ä cos w-{-B sin to) cos /,

Aus dieser Gleichung entwickele man den Werth von ^ und füge
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die analogen Gleichungen für rj und t hinzu. Es ergiebt sich dann

folgendes System :

l ^ = [B cos w—A sin (o) cos Ä -{- {B sin (o-\-A cos to) cos l

,

23) \ »2 = cos CO — JLsin co) cos^. -j- (J5 sincu-[-^cos£ü)cosm,

= [B cos CO — ^ sin co) cos y+ (5 sin co-|- A cos co) cos n.

Die Summe der Quadrate dieser Gleichungen giebt:

d. h. der Punkt (|, rj, ^) liegt auf einer Kugelfläche. Man kann zu die-

sem Resultate auch auf folgende Art gelangen. Die Gleichungen 1 5)

und 1 6) geben :

1 d\lE cos{(jo-\-tp) ds

SI'G dv Q du

Die Gleichung 6) multiplicire man mit \/E, setze also:

r \Jg dv

Werden hierin die Werthe von:

^ ' ^' \m~dv~'

aus den Gleichungen 15), 17), 20) und 24) substituirt, so ist die er-

ds . .

haltene Gleichung durch ^ theilbar, mit Weglassung dieses Factors folgt

:

V—p
d—^^cos{a)+yj)-{-{V—p^)sin{u}-\-yj) = Q

d. i. nach 22)

:

^sin CO— 5cosco = q,

durch welche Gleichung allgemein eine sphärische Curve characterisirt

ist. In die Gleichungen 1 4) führe man die Werthe von |, rj, t aus den

Gleichungen 23) ein, es lassen sich dann die Gleichungen 14) durch

folgendes System ersetzen

:
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cc cos cc cos ß z cos y = 0,

a? (cos /sin to -f- cos cos co) (cosm sin to-(- cos^ cos to)

, -|-2;(coswsintü +cos2'cosco) = ß-|-^^cosi//+ Fsiny/,

«a; (cos /cos CO— cos ^ sin w) -\-i/{cos mcos w— cos ^ sin w)

y
,

(cos/icos cü— cos/^sin ooj = sin — kcos^.

Die erste dieser Gleichungen ist diejenige der Normalebene einer

sphärischen Curve, Aus dem Vorstehenden ergiebt sich folgendes

Theorem

:

Sind die osculatorischen Kugelflächen eines Systems sphärischer

Krümmungslinien concentrisch , so sind die Krümmungslinien des

andern Systems plan. Die Ebenen des planen Systems sind die

Normalebenen einer beliebigen sphärischen Curve und enthalten

gleichzeitig die Normalen der Fläche.

Soll das System [v] ebenfalls sphärisch sein, so findet die Gleichung

5) statt. Dieselbe reducirt sich wegen — ^ — P2 ^^

nach 19):

Da die linke Seite nur von oder v, die rechte nur von 11 abhängt,

so muss jede Seite der vorstehenden Gleichung constant sein. Es ist

also P2 — üflithin auch r" = k, wo k constant ist. Die Gleichung:

giebt

:

V=k— A cos^p -\- B Q
sinip ,

*

wo Aq und JB^ Constanten sind. Für diesen Werth von V werden die

rechten Seiten der beiden letzten Gleichungen 25)

:
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B-\- ^cosxp-\- Vsinyj = B-\- -\-ksinip,

dtp
^'^^ — C0S1// = yl-f-^^— Ar cosi//.

Die Constanten und jB^j vereinigen sich mit den Constanten A
und B, man kann, unbeschadet der Allgemeinheit, =0, ~ ^'

also = nehmen. Für V=k geben aber die Gleichungen 14):

— I) cosoj4"(^— *^)cos^+ (5;— ^)cos/ = 0.

Da die zweite dieser Gleichungen sich auch schreiben lässt:

SO erhält man unmittelbar folgendes

Theorem

:

Sind die osculatorischen Kugelfiächen eines Systems sphärischer

Krümmungslinien concentrisch , soll das zweite System ebenfalls

sphärisch sein , so ist die Fläche die Enveloppe einer Kugelfläche

von constantem Radius, deren Mittelpunkt eine beliebige sphärische

Curve beschreibt.

Aus den Gleichungen 3) ergiebt sich als Gleichung der osculatori-

schen Kugelfläche einer sphärischen Krümmungslinie {v):

2 6) if, - a^f+ [nl -yf -f {tl- zf =pl-\-ql.

Geht diese Kugelfläche durch den festen Punkt {x^,y^, z^), so

findet die Bedingung statt:

27) (r: [nl -yS+ [tl -^J = Pl + qh

mit deren Hülfe sich die Gleichung 26) auf folgende Form bringen lässt:

28) Hoc—oc,){r^—x^)-^2{y-y,){nl-y,)^1{z-z,)[tl-z^)

= (*-<^o)'+(i'—^o)'+(«— ^of-

Man wende hierin die Transformation durch reciproke Radii vectores

an, nehme den festen Punkt zum Centrum der Transformation und setze

:
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Die Gleichung 27) geht dann in folgende Gleichung einer Ebene

über, welche Ebene eine plane Kriimmungslinie der transformirten Fläche

bestimmt , in welche die sphärische Krümmungslinie der primitiven

Fläche übergeht

:

An Stelle der Functionen tjl, führe man drei Winkel a, ß,y,

und eine Function i2 durch folgende Gleichungen ein

:

31) . ^* * c,*

COS cc cosß cos/

Wegen der Gleichungen 31) lässt sich die Gleichung 30) auch

schreiben

:

32) [x^— Xq) Cosa {1/^— 1/J cosß -\-{z^—z^) cos y =z Si.

Hierdurch ist die Bestimmung der Fläche mit einem System sphä-

rischer Krümmungslinien, deren osculatorische Kugelflächen durch einen

festen Punkt gehn , auf die Bestimmung der allgemeinsten Fläche mit

einem System planer Krümmungslinien reducirt. Man kann immer

a, ß, Y als die Winkel ansehn , welche die Tangente einer beliebigen

Curve doppelter Krümmung mit den Coordinatenaxen bildet. Vertauscht

man in den Gleichungen 3) von IV x, y, z respective mit x^—
"^o» 3^i"^^o'

— z^, so fällt die bemerkte Gleichung mit der obigen Gleichung 32)

zusammen. Um die allgemeinsten Werthe von x, y und z zu erhalten,

welche den Gleichungen 3), 5) und 2 7) genügen, setze man in den Glei-

chungen 40) von IV Xy— x^, y^
—y z^-— z^ statt x, y, z, darauf ent-

wickele man die Werthe von x^—x^, y^
—y ^i~'^o ^^^^

haltenen Gleichungen und substituire dieselben in die Gleichungen 29);

wodurch sich unmittelbar die gesuchten Werthe von x, y und z ergeben.

Mathem. Classe. XXVI 2. D

1
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Man kann zu diesem Zweck auch einfach in den Gleichungen 40) von

IV X, y, z respective ersetzen durch:

o^zij^ ^
y—y^ ^tZlll.

wo J = iX— X^f-\-{l/ j/o)^+(^— ^0^^- ^^^'^ ^^^^ ^^1^' ^^SS ^2 = ^0

oder cos/ = 0 ist, sind die Gleichungen 67) von IV zu Grunde zu le-

gen. Eine weitere Ausführung der Rechnungen bietet kein^ Schwierig-

keiten, so dass es unnöthig erscheint, dieselben hier weiter auszuführen.

Für den Fall, dass in den Gleichungen 3) oder 4) eine der Quan-

titäten oder constant ist, bildet die gesuchte Fläche eine Parallel-

fläche zu derjenigen, für welche p^ oder p^ verschwindet. Diese Be-

merkung erlaubt einige der folgenden Betrachtungen zu vereinfachen.

Bewegt sich der Mittelpunkt einer Kugelfiäche von variabelem Ra-

dius auf einer Curve doppelter Krümmung , so hat die Enveloppe der

Kugelfläche ein System vo^ Krümmungslinien , welches aus Kreisen be-

steht, also gleichzeitig sphärisch und plan ist. Dieses ist das einfachste

Beispiel einer Fläche mit einem System sphärischer Krümmungslinien,

aus diesem Grunde sollen einige Entwickelungen über diesen Fall bei-

gefügt werden , welche gleichzeitig zur Motivirung einiger Rechnungen

für^den allgemeinen Fall sphärischer Krümmungslinien gelten können-

ist das System {v) sphärisch , io besteht die Gleichung 5) , dieselbe mit

r" multiplicirt giebt:

r" d\/G

Ist das System {v) gleichzeitig plan, so hat man weiter:

r" dsJG

wo Oq eine Function von u allein bezeichnet. Die Gleichungen 33) und

r" = Po— q^cota^,

3 4) geben

oder :
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35) p^—r" = q.^QO\o^,

Die zweite Gleichung 10) von II, nämlich:

giebt entwickelt:

du r du

Aus dieser Gleichung und der Gleichung 34) folgt:

dr"

du

oder :
-

36) • |l_-,|\/i;=__tang(T,.

Aus den Gleichungen 3) und 5) von II findet man leicht:

da! ,,dcosa dy . „dcosb dz „dcosc

dv dv ^ dv dv ' dv dv
'

Da /' nur von u abhängt , so geben die vorstehenden Gleichungen

integrirt

:

37) je = I— r"cosa, y = i]—r"cosh, z = ^— r"cosc,

wo ^,r[X nur von m abhängen, folglich als Coordinaten eines Punktes einer

Curve doppelter Krümmung angesehen werden können, auf welche sich die

Formeln von I anwenden lassen. Die Gleichungen 37) finden sich schon

in III aufgestellt. Aus der ersten der bemerkten Gleichungen folgt:

= X -\- r" cos a.

Diese Gleichung nach u differentiirt, giebt nach 2) und 4) von II

:

d^ dr" I r"\ .—
,— = — ,cosa+ll — —AyJbcosa,

D2
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oder mit Rücksicht auf die Gleichung 36):

d§ dr" ,
. \ dr" , .

^— = — . (cosa — cosa tan2;(y„ )
= 9— cos «cos ff« — cos a sin ff«).

du du ^ " cos(j^ du ^ " ^'
0

Auf die angegebene Art erhält man aus 37) folgende Gleichungen:

(cos a cos — cos a sin
) ,

38) =

—

-—^ . (cos 6 cos ff . — cos&'sinff„),

(cos c cos Gq — COS c sin g^.

Ist ds das Bogenelement der Curve , welcher der Punkt (|, »j, t)

angehört, so geben die Gleichungen 38):

dl _ 1 dr"

du COSffjj du

dt] 1 dr"

du COS Gq du

d^_ 1 dr"

du cos G^ du

IdsV / 1 dry
\duj \cosff^ duf

'

Sei:

• ds 1 dr"
39)

du cos ff „ du

Wird 5 als unabhängige Variabele genommen , so lassen sich die

Gleichungen 38) nach 39) einfacher schreiben:

dl— = cosa cos ffjj— cosa sinff^,

40) <^
— — cos & cos ff ^ — cosö'sinffQ,

dt— = cos c cos ff „ — cos c sin ff.

.

Aus der Gleichung 39) folgt noch:

dr"
cos ff,.

Es ist dieses dieselbe Gleichung wie die Gleichung 18) in III,

wenn dort S = r" und ff^ statt 0 gesetzt wird, da im vorliegenden Falle
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a eine andere Bedeutung hat. Durch Einsetzung der Werthe von x, y

und z aus den Gleichungen 37) in die Gleichungen 3) und des Werthes

von jOg — aus 3 5) erhält man:

f* = — (cos «Cosa. — cos «sin cr„)

,

*2 ' ' sin ^
"

n\=n^ (cos h cos — cos y sin ö^)

,

sin G
^

= r 4- -~— (cos c" cos ff^ — cos c' sin (J« ).

sin(J() " "

Unter Zuziehung der Gleichungen 40) lassen sich die vorstehenden

Gleichungen durch folgende ersetzen

:

41) •

— g__^2— ^_^2— g2
' dtj dt sin ff

0

ds ds ds

Setzt man für und ihre Werthe aus 1) ein , so giebt die

Gleichung 35) :

^ sinffjj

oder

:

/'
. sin ff

0

2 sinlö'o— ^)

und

:

sin ff r" sin ff

sin ff(, ^ sin ff ^ sin (ff^ — ff)

Der Punkt (|, r/, ^) gehört einer Curve F an, welche der Mittel-

punkt der Kugeltiäche von variabelem Radius (= /') beschreibt. Der

Mittelpunkt (^2'*?2'^2) osculatorischen Kugelfläche einer sphärischen

Krümmungslinie liegt auf einer Curve F*. Aus den Gleichungen 41)

folgt , dass die Curve F*^ auf der Tangentenfläche der Curve F liegt.

Für die Untersuchung der Enveloppe einer Kugelfläche erscheint die

Beibehaltung der Curve F*^ wenig geeignet , die Formeln gewinnen an
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Einfachheit, wenn die geometrischen Elemente der Coive F eingeführt

werden. Eine ganz ähnliche Erscheinung wiederholt sich in XI bei einer

anderen Gattung von Flächen, so dass es geboten erscheint; die geome-

trischen Elemente der Curve F* im Allgemeinen nicht in die vorkom-

menden Formeln einzuführen. Diese Bemerkungen, welche auf speciellen

Fällen beruhn, sind geeignet, einige in den allgemeinen Untersuchungen

von XII vorkommende Anschauungen zu motiviren und die Einführung

neuer Quantitäten an Stelle von 1*, ij* und ^ a priori zu rechtfertigen.

X.

Flächen, für welche beide Systeme von Krümmungslinien

sphärisch sind.

Die Flächen, für welche beide Systeme von Krümmungslinien sphä-

risch sind, lassen sich geometrisch sehr einfach aus den Resultaten von

V und VI herleiten, mit Hülfe eines Satzes, dessen Beweis im Folgenden

gegeben ist. Transformirt man die Flächen , für welche beide Systeme

von Krümmungslinien plan sind, oder das eine System plan das andere

sphärisch ist , durch reciproke Radii vectores , so erhält man im Allge-

meinen offenbar Flächen , deren Krümmungslinien sämmtlich sphärisch

sind. Dieser Satz lässt sich nun umkehren, woraus eine einfache Her-

leitung der in der Ueberschrift dieses Abschnitts genannten Flächen sich

ergiebt. Für eine Parallelfläche bleiben die planen Krümmungslinien

plan , die sphärischen bleiben sphärisch. Man kann also auch die zu

Anfang bemerkten Flächen als Parallelflächen solcher ansehn, für welche

durch die Transformation durch reciproke Padii vectores wenigstens ein

System von Krümmungslinien plan wird. Diese Bemerkung, welche sich

zuerst bei den Hn. Bonn et (Journal de l'Ecole Polytechnique. Trente-

Cinquieme Cahier, p. 24 8) und Serret (Journal de Mathematiques.

Annee 1853, p. 161) findet, bildet im Folgenden den Gegenstand einer

genaueren Untersuchung, welche bisher zu einer vollständigen Begründung

des Satzes fehlte. Die Flächen mit nur sphärischen Krümmungslinien
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zerfallen in zwei Classen. In der ersten Classe liegen die Mittelpunkte

der osculatorischen Kugelflächen jedes Systems in je einer festen Ebene,

die beiden Ebenen, welche sich so ergeben, sind orthogonal zu einander.

In der zweiten Classe liegen die Mittelpunkte der osculatorischen Ku-

gelflächen des einen Systems auf einer Geraden, während für das andere

System die Mittelpunkte auf einer beliebigen Curve liegen. Die zweite

Classe gehört unter die in VL betrachteten Flächen, ein System von

Krümmungslinien besteht nämlich aus- Kreisen.

Für den Fall nur sphärischer Krümmungslinien finden die Glei-

chungen 3) und 4) von IX gleichzeitig statt. Die osculatorischen Ku-

gelflächen beider Systeme sind in folgenden Gleichungen enthalten

:

2) —^f+ ivl -y?+ —^f =pl+ ql-

Durch Elimination von oc , y und z zwischen den Gleichungen 3)

und 4) von IX folgt:

— =
(i?!—pjcosa-f-^g cos«'— cosa",

3) n\—n\ = {p^—p^)cosh-\-q^co9h'— q^cosb",

~ — (Pi
—

Pi) cos c-|-^2 cosc'

—

q ^
cosc".

Die Summe der Quadrate dieser Gleichungen giebt:

4) {K-KT+in\-nir^{c:--tlr = {p,~P,r^ql^ql,
wo also rjl, b*, p^^ und q^ nur von v, 1*' ^2' P2 ^2

von u abhängen. Die Gleichung 4) nach v und u differentiirt giebt:

5\
df^ dij] dril dt\ d^l ^ dp^ dp^

' dv da dv du dv du dv du

Aus dieser Gleichung leitet man leicht die folgende mit Hülfe suc-

cessiver Dift"erentiationen ab:

d^\ drj] d^\

dv dv dv

d'^ld'fj; d't\

dv' dv'' dv^

d't, d'n\ d'i\

dv'dv' dv'

d§l drjl

du du du

d'H d^^ dni
du^du^ du^

du' du' du^
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Man kann nach 5) noch analoge Gleichungen zur Gleichung 6)

aufstellen, wenn gleichzeitig zwei entsprechende Coordinaten z. B. ^ und

^* respective durch jo^ und p.^ ersetzt werden. Verschwindet in der

Gleichung 6) der erste Factor, so sind bekanntlich ri\ und t\ durch

eine lineare Relation mit constanten Coefhcienten unter einander ver-

bunden, d. h. der Punkt (^*, »j*, t\) liegt in einer festen Ebene. Wird

dieselbe zur Ebene der y und z genommen, so ist §j = 0. Die Glei-

chungen 4) und 5) nehmen dann folgende einfachere Formen an:

dr}\ drjl d^l d^l _ dp^ d^
^ dv du dv du dv du

Es soll angenommen werden, dass keine der Quantitäten p^ oder

p^ constant ist. Durch Differentiationen nach v erhält man weiter

aus 8):

dri\ dt\

dv dv dv

dv^ dv^ dv^

d'nl d^l dYt
dv^ dv^ dv^

Sind Ä, B, C und Constanten, so giebt die vorstehende Gleichung:

9) Ap.-j-Bnl^Cr, = C^.

Die Constanten B und C können nicht gleichzeitig verschwinden,

weil sonst constant wäre, was gegen die Voraussetzung ist. Ist in

9) ^ = 0, so liegt der Punkt rj\, t]) auf einer festen Geraden,

nimmt man neben ^* = 0 noch rj* = 0 , so wird die Gleichung 9) für

^=0,0 = 0 und Cq — 0 identisch. Dieser Fall , soll , als der we-

niger allgemeine, nachher behandelt werden.

In der Gleichung 9) seien die Factoren Ä und C von Null ver-

schieden.
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Durch Elimination von zwischen den Gleichungen 8) und 9) folgt

:

Die^ Gleichung 10) giebt zu folgenden Annahmen Veranlassung.

Es seien und constant, da nun ^* = 0, so ist dieser Fall in IX
schon behandelt und nicht weiter in Betracht zu ziehn. Zwischen j^* und

^* besteht eine lineare Relation mit constanten Coefficienten, der Punkt

dl» ^i) liegt auf einer festen Geraden. Wird dieselbe zur Axe der

z genommen, so ist |* = 0 ,
j^* = 0 , die Gleichung 10) reducirt sich

dann auf:

Endlich wird die Gleichung 10) identisch für:

,2) Aif+ B'^ = 0. 4'S+cfc = o.
' du du du du

Es mögen zuerst die Gleichungen 1 2) discutirt werden. Sind

und C\ Constanten, so geben die Gleichungen 12) integrirt:

13) Anl+Bp^=B^, Atl^Cp^ = C\.

Wird zwischen diesen Gleichungen eliminirt, so besteht zwischen

jy* und ^2 Gleichung:

ACnl-ABll = B^C-BC\.

Der Punkt {^\, i^*, t^) liegt in einer festen Ebene, welche zur

Ebene der y und z senkrecht ist. Nimmt man diese Ebene zur Coordi-

natenebene der x und z, so ist r]*^ = 0. Da nicht constant ist, so

muss die linke Seite der ersten Gleichung i 3) identisch verschwinden,

es ist dann B = 0 und B^ = 0. Die Gleichungen 9) und 13) wer-

den nun:

oder

:

Mathem. Classe. XXVI. 2. E
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A = -Ck, C^^Ct,, C\ = Cp^.

gesetzt

:

14) kp^=t\—t,. k:i=p^—p^.

AVird der Anfangspunkt der Coordinaten in der Richtung der z-Axe

verschoben , so kann man = 0 nehmen. Setzt man in den Glei-

chungen 3) von IX aus Ii) p^ = PQ-\~kt,*^ ein, so folgt unmittelbar,

dass die Fläche , welche diesen Gleichungen genügt , eine Parallelfläche

zu derjenigen ist, welche = 0 entspricht. Man setze also einfacher in

den Gleichungen 14) = 0 und = 0, wodurch dieselben in:

15) kp^ = t\, kt\ = Pi,

Übergehn. In der Gleichung 4) nehme man |* = 0, »j* = 0 und nach

Gleichung 15) t\t\ = PiPo< es ist dann:

C+V?^r,'+ n' = Pl+ql+Pl-\-ql

Diese Gleichung zerfällt nothwendig in die beiden folgenden, in

denen h eine Constante bedeutet:

Mit Hülfe der Gleichungen 16) und ^* = 0, jj* = 0 geben die

Gleichungen 1) und 2) entwickelt:

17) a;^-^f-^z^—2^r}]—2zt;=±k\

18) a^-+/4-/-2^i;— 2^n. = +h\

Die Gleichungen 17) und 18) sind nur unwesentlich von einander

verschieden , sie geben zu analogen Transformationen durch reciproke

Kadii vectores Veranlassung. Findet das obere Zeichen statt, so setze

man in 17) a; = x— a;Q-\-x^^, wo ccl = h^. Die Gleichung 17) lässt

sich dann schreiben:

19) {x— x^f-^y''-\-z'-^-2{x— x^)x^-2yri\—2zl\ =0.

Diese Gleichung einer Kugelfläche geht durch Transformation durch
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reciproke Radii vectores , in Beziehung auf das Centrum {x^, 0, 0) der

Transformation in eine Ebene über , das System der Krümmungslinien

(m) wird dann plan. Findet in den Gleichungen 17) und 18) das untere

Zeichen statt, so setze man in der Gleichung 18) _y = — wo

t/l = h^. Durch Entwickelung folgt dann:

20) ^'^4-(3,_3,j2_,_^2_2^^._^2(j/-j/,)j/^— 2< = 0.

Wendet man auf 20) die Transformation durch reciproke Radii

vectores, in Beziehung auf das Centrum (0, y^, 0), an, so ergiebt sich

wieder die Gleichung einer Ebene. Da die Gleichungen 19) und 20) zu

demselben Resultate führen , so genügt es, eine dieser Gleichungen zu

transformiren. Mittelst der Substitution

:

"ZT —

—

~ — 'ztttt.

folgt:

'Xi^l^iy^—y ^)y0—^X2 =
oder da — :

22) ^Jl-y.yo+^Jl = ^'

Das System der sphärischen Krümmungslinien [v] wird durch die

Transformation plan , die Ebenen des planen Systems gehn alle durch

einen festen Punkt. Da i/l = W , also = +Ä, so existiren zwei

Centra der Transformation durch reciproke Radii vectores. Nimmt man

in der Gleichung 17) das untere Zeichen und wendet die, durch 21) be-

stimmte, Transformation an, so folgt, wegen = y^ ;

oder

:

23) ^? +y? + = V'W-'-
* yjyo^ \* y^

E2
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Nimmt man in der ersten Gleichung 16) das untere Zeichen, setzt

h} = yl, so ist ri\^-\-t\^— yl =JJi+?^ I^ie Gleichungen 2) von

IX geben J0^4-^| = -R^. hierdurch lässt sich die Gleichung 23) auch

auf folgende Art darstellen

:

(* \ 2

Das sphärische System bleibt also nach der Transformation sphä-

risch. Für A = 0 geben die Gleichungen 17) und 18):

Für

X y z

y^ z^ x\^y\-\-z\

werden die Gleichungen 24):

25) y^n\-\-z^v, = a?ii;-t-s,r; = 1,

was die Gleichungen zweier Ebenen sind

Ist von den beiden Quantitäten und ^ine constant , so sei

dieses mit 'p^ der Fall. Wäre nämlich f ^ constant, so gäbe die Glei-

chung 9) zwischen und ^\ eine lineare Relation, welche sich auf

jj* = 0 reduciren lässt, welcher Fall, wie sich nachher ergiebt, Kreisen

als Krümmungslinien entspricht. Ist constant, so ist dieses nach 12)

auch mit ri\ und t\ der Fall. Man kann einfach i^* = o, ^* = 0 setzen

und die gesuchte Fläche als Parallelfläche derjenigen ansehn, für welche

^2 = 0 ist Für ^ 0 reducirt sich die Gleichung 22) auf:

Die Ebenen der transformirten Krümmungslinien gehn sämmtlich

durch eine feste Gerade.

Die Gleichung 10) lässt noch die Annahme |* = 0, i^* = 0 zu,

zu welchen Relationen dann die Gleichung 11) tritt. Die Gleichungen
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14) bleiben ungeandert, die gesuchte Fläche ist wieder eine Parallelfläche

zu derjenigen, für welche die Gleichungen 15) bestehn.

Die Gleichungen 7) von IX multiplicire man respective mit cos a,

cosb und cosc, die Summe der Producte giebt dann:

df. drjl ,
,

dt\ dp, \/G

Auf analoge Weise folgt:

, ,

dr*
,
dZ] , q ,

d\JG
27 -y-^cosaH—r-^ cos 0+ -r-*- cos c = —

\
—

^•

' dv dv dv yjE du

Die Gleichung 27) lässt sich auch direct aus der Gleichung 26)

durch Differentiation nach u herleiten. Für |* = 0, = 0 und =kp^
reduciren sich die Gleichungen 26) und 27) auf:

dv dv r dv du

Die Elimination von zwischen diesen Gleichungen giebt:

Arcosc' _ \IE du _ r" d\jG
' 1— Äcosc sI'EG du

TT
r

Nun ist nach II:

<i?cosc' 1 dsJG „ dcosc \/G—r— = -7= —,— cos c ,
—

j
— = — "Sr cos c .

dv s]E du dv r

Wird die Gleichung 28) rechts mit i^rcosc" multiplicirt und dividirt,

so lässt sich dieselbe schreiben

:

dk cos c

k cos c dv

1— Arcosc ^1— Ärcosc

dv
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k cos c

,1 — ^cosc
d 7 = 0.

dv

Die linke Seite der Gleichung 28) ist also von v unabhängig, kann

also nur Function von u allein sein, folglich ist auch:

_r'_ d^
sIeG du

nur von u abhängig, zu Folge der Gleichung 5) von IX ist dann /'

ebenfalls Function von u allein, das System der Krümmungslinien (u)

besteht aus Kreisen , das betreffende System ist also plan. Die hierhin

gehörigen Flächen sind in einer Anmerkung zu diesem Abschnitt analy-

tisch definirt. Sieht man von diesen Flächen ab , so ergeben sich aus

dem Vorstehenden die folgenden Eesultate. Die Gleichung 20) wird

identisch für x = 0, i/ = i/^ und z = 0. Mit Rücksicht auf die Glei-

chungen ^* = 0 und — *^ ' folgt , dass die Mittelpunkte der Kugel-

flächen zweier Systeme sphärischer Krümmungslinien in zwei Ebenen

liegen, die zu einander normal sind. Die Flächen, welche beide Sy-

steme von Krümmungslinien sphärisch haben , sind Parallelflächen zu

anderen Flächen , welche dieselbe Eigenschaft besitzen und für welche

die Kugelflächen des einen Systems durch einen festen Punkt gehn.

Wird dieser feste Punkt zum Centrum der Transformation durch reci-

proke Radii vectores genommen , so gehn die Kugelflächen in Ebenen

über, welche durch einen zweiten festen Punkt gehn, der im Allgemeinen

nicht mit dem gemeinsamen Schnittpunkt der Kugelflächen coincidirt.

Das zweite System von Krümmungslinien bleibt sphärisch. Es kann bei den

bemerkten Parallelflächen auch der Fall eintreten, dass die Kugelflächen

der beiden sphärischen Systeme durch denselben Punkt gehn. In Be-

ziehung auf diesen Punkt lassen sich die Kugelflächen durch reciproke

Radii vectores in zwei Systeme von Ebenen transformiren
, jedes der

beiden Systeme ist einer festen Richtung parallel. Die beiden festen
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Richtungen sind senkrecht zu einander. Dieses Resultat entspricht den

Gleichungen 25) von V, so wie das allgemeinere Resultat den Gleichungen

4 5) von VI entspricht. Man gelangt wieder zu dem Satze, welcher zu

Anfang dieses Abschnitts angeführt ist. Die Flächen , für welche beide

Systeme von Krümmungslinien sphärisch sind, bilden Parallelfiächen zu

denjenigen, welche mit Hülfe der Transformation durch reciproke Radii

vectores aus den Flächen folgen, die ein System planer und ein System

sphärischer Krümmungslinieu haben, oder, für welche alle Krümmungs-

linien plan sind.

Anmerkung zu X.

Ueber einige Flächen, für welche ein System von Krümmungs-

linien aus Kreisen besteht.

Die zweite Classe der in X betrachteten Flächen , deren geome-

trische Definition, als Farallelflächen der Enveloppen einer Kugelfläche,

sehr einfach ist, bieten ein besonderes Interesse dar, als auch die Aus-

führungen der analytischen Rechnungen mit Hülfe der oben gefundenen

Resultate sich ohne grosse Weitläufigkeiten bewerkstelligen lassen. Man

kann hierbei einen doppelten Weg einschlagen , indem man sich erstens

das Problem stellt, die Enveloppen einer Kugelfläche von variabelem

Radius zu finden , welche ausser den Kreisen noch ein System sphäri-

scher Krümmungslinien besitzen. Zweitens lassen sich die in VI auf-

gestellten Resultate für Flächen mit einem System planer und einem

System sphärischer Krümmungslinien benutzen , indem man das plane

System der Bedingung unterwirft, aus Kreisen zu bestehn. Da der erste

der angedeuteten Wege eine Wiederholung schon in VI ausgeführter

Rechnungen erfordert, so scheint es von selbst geboten, die in VI gege-

benen Gleichungen zu Grunde zu legen. Das Problem reducirt sich

dann einfach auf Herstellung der Bedingungen, dass in den Gleichungen

von VI r" von v unabhängig ist.

Mit Rücksicht auf die gewählten Bezeichnungen gilt die Gleichung

6) von IV, nämlich

:
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. dQ sjG
1) sin ff -7- = -^r

,

für alle Flächen mit einem System planer Krümmungslinien. Sind die

Ebenen der planen Krümmungslinien den Normalebenen einer planen

Curve parallel, so geben die Gleichungen 57) und 58) von IV:

H:^_^2F4-./coW.
3^ ^=COSÖ.

^ 1— sin9 ' dV

Es ist V eine beliebige Function von v. In Folge der Gleichung

53) von W ist cosc" = sinö, folglich:

y- = \JG. smQ.
dv ^

Durch Elimination von sjG zwischen dieser Gleichung und der

Gleichung l) folgt:

dz „ . . ,dB
-r = r sm (j sm 9
dv dv

Wird V als unabhängige Variabele genommen , so folgt mit Rück-

sicht auf die Gleichung 3):

4) " • • /i /i-r= = r sm G sm 9 cos B-dV

Zu den vorstehenden Gleichungen nehme man die Gleichungen 51)

von IV, d. i. die folgenden

:

!cos a = sin « cos a— cos « sin a sin 9,

cos & = — cos s cos ff— sin s sin ff sin Q,

cos c — sin ff cos 9-

Für den ersten Fall der in VI behandelten Flächen finden die dort

gegebenen Gleichungen 27) statt. Man setze in denselben:

i2,sinr=-^, W%

*) Hierbei ist auf pag. 66 ein Druckfehler zu verbessern. Li Gleichung 28)

und der vorhergehenden muss statt stehn.
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wodurch sich folgende Gleichungen ergeben;

X sin £ — y cos a — — k cos a

,

• . /,

, X cos € -\- II Sin fc = k siu G 9 — 7^ cos B ,

6) \ dV

rrr . . ^
z = W— A; sin ö cos 9 ^vaQ.

dV

Es ist W eine beliebige Function von V. Die letzte der vorste-

henden Gleichungen difFerentiire man nach F , mit Rücksicht auf die

Gleichungen 3) und 4) folgt,

:

r sin (7 cos 9 = A'sin (?cos 9+ sin ö

—

^y^, ,

oder:

. " .
dW ^ d'W 1

7) (r ~ k) sm o — -j^ tang 9
rfTä

^ ^ ' dV ^ dV^ cosö

Diese Gleichung nach V difFerentiirt giebt, wegen 3),

;

dr" . idW d'W\ 1dr . __ idW d' W\ 1

^^,sina _ —

dV dV ~~

Soll nun /' von v, also auch von V unabhängig sein, so ver-

schwindet die linke Seite der vorstehenden Gleichung, es ist dann also:

dW d^W

oder :

8) W = C— Ae'^— Be~~^\

wo C, A und B Constanten sind. Setzt mau aus 2)

:

^F+/cotcrdi
^

—

V—fcoiads

l tang 9 =
9)

tang d =
2

^
-\- ^cot G de ^— V—laoiade

COS Q

so ist nach 7), 8) und 9) /' durch folgende Gleichung bestimmt:

Mathem. Classe. XXVI. 2. F
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1 0) (/'- k) sin a = Ae^^''^"''+ E,/-*-'*.

Setzt man :

11) X = x-\-r" cos a , Y = ij
r" cos b , Z = z-\-r"co&c,

so ist (X, r, Z) der Mittelpunkt der Kugelfläche vom Radius r", deren

Enveloppe durch die Gleichungen 6), 8) und 9) bestimmt ist. Fügt man

zu den bemerkten Gleichungen noch die Gleichung 10) hinzu, so sind

die Coordinaten X, Fund Z aus 11) durch folgende Gleichungen

bestimmt

:

Xsin^- Ycos^ = cota[Äe-'/''^'''^'-^Be^''^"^'l

12)
I
XCOS.+ Fsin6- = j^^-/.otade_^^/cotads^

z = c.

Es gehört der Punkt (X, F, Z) einer beliebigen planen Curve an.

Die erste Annahme des zweiten Falls der in VI betrachteten Flä-

chen ist dort in den Gleichungen 32) und 33) enthalten. Diese Glei-

chungen sind folgende:

a?sin« — ^cos« = 0,

. o\ ; (2?cos «+ y sm « = — cosö-ttf-
1 <^

' dV

z = W— sm Q^r^ ,dV

wo

:

1 4) cos G = kcOS i.

Es gelten für den Winkel d wieder die Gleichungen 9). Für die

in Rede stehenden Hachen ist auch das System (u) aus Kreisen gebildet.

Für die zu bestimmenden Flächen sind also beide Systeme von

Krümmungslinien Kreise. Hält man die Gleichungen 13) mit den Glei-

chungen 6) zusammen, so ist ohne weitere Rechnung ersichtlich, dass

W wieder durch die Gleichung 8) bestimmt ist, wenn r" nur von u ab-

hängt. Für X, F und Z gelten wieder die Gleichungen 12), an Stelle

der Gleichung 1 0) tritt die folgende

:
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j 5) r" sin o = Ae-f''^'^'+ Bef'''''''^\

Zwischen den Winkeln o und 6 besteht die Gleichung 14). Setzt man:

sin (J = \]\— k'^ cos^ e,

also

sin s

Jcot G(h = log [y' 1— Jc^ cos^ £ 4~ ^' si'^ *] >

so geben die Gleichungen 12), 14) und 15):

/ ^ A— B[\—J^')X — —= cosg,
\ VI—^^cos^«

Vi A-^COS'^i

r"(i— p)— A-B{i-k'} = — /l--^==J==^sin«.
^

^
^

^ Vi— it'cos^«

Die beiden Gleichungen für Y und r" geben

:

17) r"-\-kY = A-i-B{i—k%

Durch Elimination von £ zwischen den Gleichungen für X und Y
erhält man:

welche Gleichung eine Curve zweiten Grades, die einen Mittelpunkt hat,

repräsentirt. Wenn k = l, so hat man nach 14) o = s. An Stelle der

Gleichungen 16), 17) und 18) treten die folgenden:

X=2^cots, F-f ^ = ^(1 — cot'«), Z = C.

r"-\-Y = 2A.

4^(F+J5— ^)+ X' ^ 0.

Die Curve, welche der Mittelpunkt der Kugelfiäche beschreibt, ist

eine Parabel. Die verschiedenen Flächen, welche der Bedingung 14)

F2



U ALFRED ENNEPER,

genügen, sind bekanntlich in den Enveloppen einer Kugelfläche ent-

halten, die drei gegebene Kugelflächen berührt, welche Enveloppen von

Dupin mit dem Namen ,,Cycliden" belegt worden sind*).

Zu allgemeineren Resultaten geben die Flächen von VI Veranlassung,

für welche die dort bemerkte Gleichung 44), nämlich:

19) cos ff = kcosy

gilt. Der besseren Uebersicht halber sollen die Gleichungen 45), 62),

67) und 69) von VI in folgenden Formen reproducirt werden:

[
^ cos «+ cos ß-{-z cos y = 0

,

20) } cos ^ -\- y cos ju z cos V = {k cosv -j-sin dsmG)R^cost-\-cosdIliSmr,

cos l -{- 1/ cos m-{-z cos n ~ [kcosn— cosösin (7)i2jC0ST-f-sinößjSinr,

Bedeutet xp eine Function von v, so ist

:

. ; r^dR, cosz
21) E,smr==sjl-k'--^—-.

Für den Winkel ö bestehn die Gleichungen

:

J:sin/-f-sin(ysin {xp— t)

sinöcos?'— cos ö cos w = siny

22)
sin G — k sin y sin [xp— t)

'

. . cos {w — t) . \J \— k^
sm 9 cos n+ cos 9 cos v — smy—

sin G— k sin / sin {xp— t)

Es hängt der Winkel t nur von s mittelst der Gleichung

dt cos/cosw
23) -=

. -^i/i— F.
äs (jsmasm / ^

*) Diese Benennung findet sich in Dupin: »Applications de Geometrie et de

Mechanique«. Paris 1822, p. 200, in dem Abschnitt« Proprietes des surfaces cyclides

ainsi des courbes et des surfaces du sccond degre. Die Bestimmung der Krümmungs-

linien der Cyclide , welche von Dupin herrührt, hat zuerst Hachette in der

»Correspondance sur l'Ecole Polytechnique (t. I pag. 22—25, Paris 1808) mitgetheilt.

Eine eigene Notiz von Dupin findet sich in der bemerkten Correspondance, t. II

p. 420—425 (Paris 1813) u. d. T. »Memoire sur la Sphere tangente ä trois ou quatre

autres«.
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ab. Durch Differentiation einer der Gleichungen 22) nach \p folgt, da

nach 19) sin^a— Psm^y = 1— k^:

24) — ^

26)

dxp sind — Ärsin / sin (i//

—

t)

Ans den in IV aufgestellten Gleichungen 1 0) und 1 2) findet man
leicht : ,

cos a cos « -|- cos bcosß cos c cos y — cos g ,

25) { cos a cos Ä -\- cos 6 cos^+ cos c cos v = — sin a sin

cos acos ^ -|- cos6 cos m-f- cosccosw = sin ff cos

j

cosa"cosi-|-cos6"coSja-|-cosc"cos?' = cos^,

;
cos a" cos /+ cos b" cos -f- cos c" cos n = sin ö.

Die zweite und dritte Gleichung 20) differentiire man nach v. Mit

Rücksicht auf die beiden Gleichungen 2 6) folgt:

\J
G cos ö = (cos 9 sin öR ^ cos r— sin Ö-R ^ sin t)^ -|- (Ä: cos + sin ösin o) ~—

—

, dR , sin r+ C0SÖ-—S
'

dv

\jGsin9 = (sin ö sin ai? ^ cos z -f- cos Ö-R ^ sin r)^+ (Äcos w— cos ö sin ff)
^^i^'^^

^

-f- sin 9

sinr

Die erste der vorstehenden Gleichungen werde mit cosö, die zweite

mit sin ö multiplicirt , die Summe der so erhaltenen Produkte führt auf:

,— dd j , /, . . dR, cos t dR.sim
\JG = sinffjR^ cosT^H-A:(cos?'cosö-i-coswsin 9)

—^ 1 ^ •

Setzt man hierin nach 1) :

\j(jr = r sm ff^

,

führt darauf xp statt v als unabhängige Variabele ein, so besteht für r"

die Gleichung:

„ . dQ
. -r.

dQ ^ , -
,

. .dR. cosT dR.sinr
r sinff^ = smffit.cosT'^

—

|-a;icos»'Cosö+ cos??, sm 0) j j-^

dxp ^ dtp ^ ^ ' dxp dxjj
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Mit Hülfe der Gleichungen 21), 22) und 24) lässt sich die vorste-

hende Gleichung auf folgende Form bringen

:

dH, cos r
11) r"sinö'= sinfflüj cosT-l-Ärsin;j/cos(i// — t)

+ [sin o—ksmy sm {xp— t)\—
Soll r" unabhängig von v, also auch von xp sein, so erhält man durch

Differentiation nach ip:

r . , . . , -yVdR. cosr d^R. cost'
0 = [sm a- k sin y sm [xp-

1)\
[—i--+—

_

d. i.

dR j cos T rf^ i2 ^ cos r
0.^ dip^

Sind -4, JB und C Constanten, so folgt

:

28) jRj cosT = cos Csin 1//,

also nach 27):

29)
„ . — jBsin ?-|- C'cos ^

r = ^ -J
-y-— — Ii sm
sin G

Haben X, Y und Z videder dieselben Bedeutungen, wie in den

Gleichungen 11), so findet man aus den Gleichungen 2 0)— 29)

Xcosfö-|- Ycosß-{- Zco^y = cosa

30)

— jBsin Ccos^ .A -\
zTzrz ^ ysm o

Xcosi-f" FcoS(a-|--2'cosi'— AkQ,o^v-\-B
cos n cos if y' 1— — cos v sin t sin G

sm/

cos n sin t\^\— A:" -j- cos *' cos t sin ö"

sm /

XcosZ-f- Fcosm-|-Zcos% = Akcom-\-B
cosn sin t sincr— cos*'cos# y/

1

—

siuy

cos n cos ^ sin g— cos y sin ^ y/ 1— k^

sm y
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Bei der Herstellung dieser Gleichungen ist die Relation cosö = kcosy

in Betracht zu ziehn, diese Gleichung giebt nach s difFerentiirt

:

do kcosv
31) — sino-f- = •

' ds Q

Es ist ferner

:

dsiny cosy dcosy cos/cos*'
32)

ds sin/ ds Qsiny

Mit Rücksicht auf cos(J = äcos/ erhält man aus 31) und 32):

sin 1

;2sin/ (1— ^)cosi'cos/ ^sin/ cos cos/

ds ^sinösin^/ ' ds Q&'m^y

Wird die Gleichung 29) nach s diflferentiirt, und dann durch coso= kcosy

dividirt. so folgt, unter Zuziehung der Gleichungen 31) und 32):

1 dr" [Bsint— Ccost)cosv .{]
— k^) {Bcost-\- Csmt)cosn\/l— k^

34) _ .3 • • 2
cos ff ds ^sm/sin (7 ^sin/sm (?

Die Gleichungen 3o) difFerentiire man nach s, wobei der Werth
dt

von ^ durch 23) bestimmt ist. Wegen der Gleichungen 31)— 34) er-

hält man das folgende, sehr einfache, System :

^ ,
dZ 1 dr"

coüB-\— cos/ = i—

,

as cos a ds

dZ
u -f-— cosv = 0

,

dZ
cos»^^-^-cos w - 0.

ds

Diese Gleichungen geben :

dX dY dZ dr"

dX
cos« -}-

dY
ds ds

dX
cos Z -f-

dY
ds ds

dX
cos l -j-

dY
ds ds

ds ds ds ds
3 5

cos« cos^ cos/ COSff

und hieraus :
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ds j \ds j \ ds
n 2

cos G.

Zwischen X, F, Z und r" leitet man aus 29) und 30) folgende

Gleichung ab:

36) X^H-F~+Z^ = r"'-^[\—k'')[B^^e~A%

Die vorhergehenden Resultate erfordern eine Modification für den

Fall A; = 1 , oder o = y. Es sind dann die Gleichungen 7 6), 7 7) und

7 9) von VI zu nehmen, welche Gleichungen sich auf folgende Weise

darstellen lassen

:

,,rcos«+^cosjS4-^cos/ = 0,

i >, , / , • /i • \ r> ^^^1 COST
, 1 COS + « cos it+ 2: cos = cosi/4- sm e/sm vLK,cosT— cosö

,

37) <^

\ y r
\

' / 1

/ COST"
^.rcos l -{-^ cosm-{- zcosn = {cosn— cosösin/)i?^cosT— sinö— —

.

Es ist der Winkel 0 durch die folgenden Gleichungen bestimmt:

— [{F+ Mf sin^ r- l] + 2 (F+ ) cos

^

sinö =
38)

(F+ M)^sinV-|- 1

COS fl

[(F+ M )^ sin^ r- 1
] + 2 (F+ M) cos ^

cosö = (F+M)'sinV+ 1

Es bedeutet F eine beliebige Function von v, M ist nur von s ab-

hängig mittelst der Gleichung:

dM cos w cos/
39)

ds Q sin y

Für die Gleichungen 37) gelten wieder die Gleichungen 25) und

26). Wird die zweite und dritte Gleichung von 37) nach v dilferentiin,

so folgt, mit Rücksicht auf die Gleichungen 26),:
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/T=7 /i l A ,
.dR.cosrXdQ

yCrcosö = (cos ösin/itj^coar+ smö— — 1^
,

. . . .dR^cosr dV ^d^R, cos zdV+ (cos.+ sinösmr)-^ ^-cos^-^— ^,

1-7^ A l • A • „ dR . cos %\ dd
yG sm B = Isin ösin y R^cos,t--cobQ—~y— I ^
, . . .dR. cos T dV . ^d^R.cosxdV

-4- cos n— cos ö sin / sm 9 7^^^ f- •^ dv dv dV dv

Die beiden vorstehenden Gleichungen respective mit cosö und sin0

multiplicirt und addirt geben

:

. 1-7^ dd , . . . dR.cosT dV
40) \J(jr = smy ti^ cosr^-j- (cos?' cos cos w sin ö)

— ^
d'^R^co&T dV

dV^ 1^'

Für a = Y giebt die Gleichung 1):

S/G = r sm/^.

Dieser Werth von \/G werde in die Gleichung 40) substituirt und

V statt V zur unabhängigen Variabein genommen. Es ist dann r" durch

folgende Gleichung bestimmt

:

„ . dß . ^ d6 . dR, cosT d^R. cost
r smy sin/itjCOSTj^-|-(cos*'Cos6'-l-coswsin6')— —

*

Durch Einführung des Werthes von 6 mittelst der Gleichungen 38)

folgt endlich:

„ . TT T,^ dR. COST
41) r sm = sin/itj cosT

—

[V-\-3l)smy— —
(F+M)'sinV+ l d'R^ cosr

2 sin / dV^

Die Bedingung, dass r" von v oder V unabhängig ist, wird ausge-

drückt durch:

d^R^ COST— = 0.

Mathem. Classe. XXVI. 2. G
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Hieraus folgt:

42) R^cosr ^ Ä-f2BV^CV\

Die Gleichung 41) wird nach 42):

43) r" = Ä—2BMA-CM^A-^.-.
sm y

Haben X, Y und Z dieselben Bedeutungen wie in 11), setzt man

a = y, so findet man mittelst der Gleichungen 25), 37), 38), 42) und 43):

Xcos«-|- Fcos/?4-Zcos/ = cos/(a — 2BM-\- CM^

,

i COS 7l\X cos;i+ Ycos 11-4- Z cos V = ^cos 2B\— Mcosv-A—:—

)

'

\ sin //

— 2Mcosn /,^, 1 \ 1+ C -. ]-\M^ r-2- COSf
,^ [ sinj' ^\ sinV/

J(cos v\
MCOSW :

)

Sin//

^r2Mcosi/ 1 \ 1+ e : \-{M^ r-2- COSW .

smy \ sm // J

Durch Differentiation nach s erhält man aus den Gleichungen 39)

und 43):

1 dr" 2 i— B-\- CM) cos n 2Ccos*'

cos y as q sm / q sm /

Werden die Gleichungen 44) nach s differentiirt, so folgt nach 39)

und 4 4)

:

dX dY ^ dZ 1 dr"
-^cosor-l—^cosp-l—^cosy = r~ »

ds ds ds cosy ds

dX ' dY dZ
cos / -f- cos^ -[- cos = 0 ,

dX , dY dZ
-j- cos l H—T" cosmH

—

y-cosn = 0.
ds ds ds

Die vorstehenden Gleichungen lassen sich ersetzen durch:
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1

dX dY dZ dr

46)
ds ds ds ds

Cosa cosß cos/ cos/

Es ist also:

Die Summe der Quadrate der Gleichungen 44) liefert, wegen des

Werthes von r", die Relation:

Die Gleichungen 46) und 47) können als besondere Fälle der Glei-

chungen 35) und 36) angesehn werden , wenn a — y genommen wird,

die in 36) und 47) auftretenden Constanten sind keiner Beschränkung

unterworfen. Nach 11) und 25) ist:

Wegen der Gleichungen 3 5) kann man a, ß, y als die Winkel an-

sehn, welche die Tangente zur Curve der Mittelpunkte der enveloppirten

Kugelflächen mit den Coordinatenaxen einschliesst. Wird statt s eine

Function von s als unabhängige Variabele eingeführt, die nachher wieder

einfach durch s bezeichnet werden möge, so kann man in den Glei-

chungen 4 8) X = ^, Y= V], Z ~ t setzen, wo ^, »j, t dieselben Be-

deutungen, wie in den Gleichungen 16) und 17) von III haben, ver-

tauscht man noch /' mit S, so gelten für die oben betrachteten Fälle

wieder die Gleichungen 19) von III.

47) X}^Y^+ Z^ = /'2_|_4(^2_^e).

48)

G2
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XI.

Ausdehnung der Transformation durch reciproke Eadii vectores.

Anwendung auf die Flächen mit einem System sphärischer

Krümmungslinien, deren Kugelflächen die betreffenden Flächen

orthogonal schneiden.

Bei der in VIII dargestellten Transformation durch reciproke Radii

vectores entsprechen sich zwei Punkte P und zweier geometrischen

Gebilde und 8^^ derart, dass die beiden Punkte P und P^ mit einem

festen Punkte O auf einer Geraden liegen und ihre Distanzen durch

die Relation OP. OP^ = ff^ verbunden sind, wo ^ eine Constante be-

deutet. Man kann statt eines festen Punktes O zwei feste Punkte O
und JI nehmen und die Punkte P und Pj sich so entsprechen lassen,

dass die Verbindungslinien OPj und IIP parallel sind und die Gleichung

OP^.nP = besteht, wo wieder g eine Constante ist. Für die in VIII

ausgeführten analytischen Rechnungen ist es ohne Belang, ob in Bezie-

hung auf einen festen Punkt, oder zwei feste Punkte, die Transformation

einer Fläche in eine Fläche ausgeführt wird. Es werde nun der

Punkt n und die Quantität g variabel angenommen, und zwar unter

den folgenden Bedingungen. Für eine bestimmte Curve K möge der

Punkt II eine bestimmte Lage und g einen bestimmten Werth haben.

Die Transformation der Curve K in eine Curve geschieht dann auf die

oben bemerkte Weise in Beziehung auf die Punkte O und Tl. Die Curve

K liege auf einer Fläche und gehöre einem bestimmten System an , für

welches von den beiden Variabein u und v nur u variire. Da im Fol-

genden nur von Krümmungslinien die Rede ist, so sei K einfach eine

Linie des Systems (m). Einem bestimmten Werthe u = Uq entspricht

eine bestimmte Curve K^, ferner ein bestimmter Punkt 11^ und ein

Werth g^ von g. Lässt man u variiren, so nimmt der Punkt II ver-

schiedene Lagen an, die eine Curve F bilden, ebenso nimmt g eine Reihe

von Werthen an , die von u abhängen. Werden alle Krümmungslinien

der Fläche ä transformirt , oder einfacher die Fläche in Beziehung
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auf eine Curve F und einen variabelen Radius der Transformation , de-

finirt durch die Gleichung

:

OP^ . np = u,

so ergiebt eine, weiter unten ausgeführte Untersuchung, folgendes

Theorem

:

Entsprechen bei der angegebenen Transformation den Krümmungs-

linien der Fläche S auf S ebenfalls Krümmungslinien , so ist das

System [v) der Krümmungslinien auf der Fläche S sphärisch und

die Kugelflächen des Systems schneiden die Fläche *S orthogonal.

Auf der Fläche 8^ ist dann das System [v) sphärisch oder plan,

die osculatorischen Kugelflächen oder die Krümmungsebenen des

Systems schneiden die Fläche ebenfalls orthogonal.

Da man in der Rechnung mehrere Functionen von u hat , so lässt

sich zwischen denselben , wie weiter unten gezeigt ist , eine derartige

Verbindung herstellen, dass die sphärischen Krümmungslinien von jS,

deren Kugelflächen die Fläche 8 orthogonal schneiden , auf der Fläche

8^ in ebene Curven übergehen. Ist die Fläche 8^ bekannt , so lässt

sich aus derselben umgekehrt sehr leicht die Fläche 8 deduciren. Wegen

seiner Einfachheit und der Möglichkeit alle Rechnungen durchführen zu

können, verdient dieser Fall von Flächen mit einem Systeme sphärischer

Krümmungslinien eine besondere Darstellung.

Die Coordinaten ^, 'Q eines Punktes H einer Curve doppelter

Krümmung seien Functionen einer Variabein m, oder von s, wo s von u

abhängig ist und ds das Bogenelement der Curve bezeichnet. Der Ein-

fachheit halber werde der Punkt 0 zum Anfangspunkt der Coordinaten

genommen. Bezeichnet U eine Function von u, so entspreche der Funkt

(o^j, j/j, z^) einer Fläche 8^ dem Punkte [x^ y, z) einer Fläche durch

folgende Gleichungen:

wo

:

2) N={iv-§f-i-{2/-rif-\-{^-Cf.
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Zur Abkürzung setze man ähnlich wie in VIII:

3)

[x— §)cosa -\-[y— ffjcosb -\-{z— ^)cosc — Q,
— |)cosa'+ — rj) COS&' — cos c = Q',

[x— cos «"+ (j/— rj) cos 6"+ [z—'C] cos c"= Q",

Die letzte der Gleichungen 3) ist natürlich wieder mit der Glei-

chung 2) identisch. Wendet man die Gleichungen von II an, so geben

die Gleichungen 1) nach v difFerentiirt

:

dx.

4)

- r= ( cos C

dv

5)

Zur Vereinfachung der folgenden Formeln setze man

d^ dn , dl dU
du ' du ^

' du 'du
Die Gleichungen 1) nach u differentiirt geben

= U'.

6)
du

ü'-{- 2 U{x-^)^'-{-{y—fj)fl'+{z-l)l''\ x— S C7r

= (cos6'-2^^Q')

N

N

\ N N '

du
i-Lsc-2^iQ'^^

(.2^-g)r+(j/-^)V+(^-g)r-|

J IiV N
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Sollen für die Fläche 8^ wieder u und v die Argumente der Krüm-

mungslinien sein, so hat man wegen der Orthogonalität dieser Curven:

dx^ dx^ dy^ dy ^ dz ^ dz
^ ^ ^

' du dv du dv du dv

Wegen der Gleichungen 5) und 6) reducirt sich die vorstehende

Bedingung auf:

8) ?7(^'cos a"+ Vcos 6"H-rcosc")+ Ü'Q" = 0.

Setzt man

:

so geben die Gleichungen 4)

:

U\/G
9) s/G, = N

Die erste Gleichung 4) lässt sich nach 9) schreiben

:

^ = cosa"— 2— Q".

Diese Gleichung werde nach u differentiirt , wegen des Ausdrucks

für -~ aus 6) lässt sich der bemerkte Differentialquotient auf folgende

Form bringen:

1 dx.

_ _ '^Q^dx, i x-^ \ _l_ ds/E

du - U f^i^+P'"" ^ N ^Is/G dv

+ [ C/ (r cos a"+ 1]' cos &"-h r cos c")+ U'Q"] 2

Wegen der Gleichung 8) reducirt sich die vorstehende Gleichung auf

:

^ dx^

,\/G~'dv 2Q" dx,
. / ,

x—B\ l d\iE
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Sind aber u und v die Argumente der Krümmungslinien, so ist die

cljc

rechte Seite der vorstehenden Gleichung durch theilbar. Hieraus
du

folgt , dass

cos a— 2 Q

proportional zu sein muss. Dann ist auch , wegen der ersten Glei-

chung 6)

:

[ü-\-2U ^ J-^ ^
proportional zu -~ , also auch proportional zu

:

cos a— 2 Q.

Bezeichnet Ä eine Unbestimmte, so lassen sich die folgenden Glei-

chungen aufstellen:

( J7'+ 2 m) - 1) - m'= A (cosd— 2 Q'j

,

10) (?7'-f-2Z72P)(j/~»j)— C/»j'= j|cos&'— 2^^Q'j,

(
?7'+ 2 V^:] {z— :)- m' = Ä (cos c- 2^ Q'j

,

wo zur Abkürzung:

[x-^)^'^[y~n)r{-\-{z— t)t'
11) = N
gesetzt ist. Die Gleichungen 1 0) multiplicire man respective mit cos a,

cos 6 und cosc, bilde darauf die Summe der Producte. Analog verfahre

man mit den Factoren x— ^, y — v], z— Es ergeben sich dann die

beiden folgenden Gleichungen , in denen die Bezeichnungen der Glei-

chungen 3) und 11) angewandt sind,:
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2ÖQ'
( Z7'+ 2 UW) Q~U{^' cos « 4- cos &+ Tcos c) = —A
{U'-i-2m^N— Um^ .

=—AQ'.

Eliminirt man A zwischen diesen beiden Gleichungen, so fällt auch.

W weg, es bleibt einfach

:

12) Z7(|'cosa-l- >?'cos6-j- i'cosc)-\- U'Q = 0.

Die Gleichung 8) folgt auch durch Differentiation der Gleichung 1 2)

nach V. Die Gleichung 8) weiter nach v diiferentiirt giebt, v;egen 1 2)

:

13) — [C7(rcosa'4-Vcos&'-f rcosc')+ C7'Q']^-J^ + ü' sjG = 0. .

Man setze zur Vereinfachung

:

14)
1 dsjG 1

Aus der Gleichung 1 3) folgt dann

:

1 5) C7(^'cos a-\-nco%h'-{- tcos c) -\-U'Q' = U'R^.

Wird die Gleichung 12) nach v differentiirt, so ergiebt sich mit

Hülfe der Gleichung 8) einfach:

dB.

dv
= 0 ,

d. h. es tiängt R^ nur von u ab. Nimmt man in den Gleichungen 1)

und 5) von IX, cos ff = 0, sin ff — 1, also = 0 und = R^, so er-

hält man wieder die Gleichung 1 4). Die in der Gleichung 1 2) enthaltene

Bedingung drückt also geometrisch aus, dass das System der Krümmungs-

linien [v) der Fläche ä sphärisch ist und die Kugelflächen dieses Sy-

stems die Fläche 8 orthogonal schneiden.

Die Gleichungen 12), 15) und 8) bringe man auf folgende Formen:

JJ'Q = — cos a -\-rl cos h cos c) ,

16) U'{Q'—R^) = — Ui^'cosa -\-rj' cos b'-\-:' cos c),

U'Q"= — C/(|'cosa"+»j'cosi"-|-rcosc").

MatJiem. Classe. XXVI 2. H
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Die vorstehenden Gleichungen respective mit Q, Q' und Q" multi-

plicirt und addirt geben nach 2) und 3):

17) ü'{N-Q'R^)=:-ü [{.V

—

^) ^4- - n) n + - r]

.

Aus der Summe der Quadrate der Gleichungen 16) folgt:

U"{N-2Q'R^-^Rl) = C/2(^'2+ ^'3+ r)

oder

:

2

18) N—2Q'R^ = £7' ^

u'^

Wird durch die Gleichung:

definirt, stellt man mittelst der Gleichungen 6) den Werth von auf,

so lässt sich derselbe, wegen der Gleichungen 15), 17) und 18) wie folgt

schreiben

:

^ ^lUs/E-U'R,^'

oder:

üsJE— ZTR.
19) s/E^ = N

Die Gleichung 9) werde nach u differentiirt, in dem erhaltenen Re-

sultate setze man aus 1 4)

:

d\[G_ SjEG
du R^

ein, ferner wende man die Gleichung 17) an, dann folgt;

dsfG^ _ I— UsjE- U'R^ N—2Q'R^
V"" A72du ^

•

Wird diese Gleichung durch das Product der Gleichungen 9) und

19) dividirt, so ist weiter:
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1 d\jG^ N—2QR
2

VjG^G^ du ÜR^

oder nach 18):

1 ^^G-, _r.^^-^fj'-^-\-r' „.n 1

20
du

Tpt ' f !_: T?2

Die rechte Seite dieser Gleichung ist nur von u abhängig , das Sy-

stem der Krümmungslinien [v) ist also für die Fläche 8^ sphärisch;

die Kugelflächen gehn in Ebenen über, wenn zwischen U und R^ die

Gleichung:

21) = -Kl

angenommen wird, welche Gleichung immer möglich ist, da die Function

U in den Gleichungen 1) keiner Beschränkung unterworfen ist. Die

Gleichungen 1) respective mit |', »/, T multiplicirt und addirt geben

nach 17):

22) r+j^i r = —-V— ü\

Findet aber die Gleichung 21) statt, so giebt die Gleichung 18)

N =z 2Q'i?2, die Gleichung 22) wird hierdurch:

23) x^^-{-y,n+ ^,t' =

Bezeichnet man durch ds das Bogenelement der Curve, welcher der

Punkt (^, »j, t) angehört, so kann man u als Function von s ansehn,

folglich auch Z7 und R^. Die Gleichung 21) giebt dann:

,2 I TT\i

''^ Käs) = [rJ

Nach den in I gebrauchten Bezeichnungen lässt sich die Gleichung

23) schreiben:

1 dü
^jC0S«-f-j/iC0S/?+2f^C0SJ/ = — -—

.

H2
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Setzt man hierin

:

1 dV

so ist;

26) X ^ cos, ci -\-
1/
^cos>ß-{-z^cosy = Sl.

Dieses ist die Gleichung der Ebene einer planen Krümmungslinie

[v] der Fläche ä^, welche Ebene gleichzeitig die Normale zur Fläche

im Funkte (a?^, y^, z^) enthält. Zu Folge der Gleichung 21) reducirt

sich nämlich die Gleichung 20) auf:

d\]G~^

du

Die Combination der Gleichungen 24) und 25) giebt:

Man nehme hieraus

:

27) ü = 21^2^2.

Für den vorstehenden Werth von ü erhält man aus den Glei-

chungen 1) die folgenden Gleichungen zur Bestimmung von x, y und z:

28) ly = ri^ni^Sl

z = rH-2R„i2
z

Die Gleichung 26) fällt mit der ersten der in IVB aufgestellten

Gleichungen 44) zusammen, wenn dort x, y und z durch x^, y^ und z^

ersetzt werden. Man hat also nur nöthig in den Resultaten von IVB
X, y, z durch x ^, y ^, z^ zu ersetzen, darauf die Werthe von x^, y z^

zu entwickeln und dieselben in die Gleichungen 28) zu substituiren.

Man erhält dann direct die Gleichungen für x, y und z. Für e = — ist
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in den Gleichungen 3) von IX p,^ = 0 und q.^ = R^. Die bemerkten

Gleichungen werden dann einfacher:

29) ^2 = <2?— R^cosd, t]l = y— R.-,cosb', = z— R^cosc.

Es bleibt noch übrig die Curve der Mittelpunkte der Kugelflächen

der sphärischen Krümmungslinien zu bestimmen. Substituirt man in

den Gleichungen 1 6) die Werthe von Q, Q' und Q", so vi^erden dieselben

:

[{cc—^) Z7'+ C/^'J cos«+ {{^—n) Uri'] cos6 + [[z—^) U'^ U^'] cosc = 0,

[{x—^) ?7'+ u/] cos«'+ [(j/—
r;)
?7'+ ürj

]
cosb'-{- [(z—^) ü'-\- ü/] cosc'= U'R^

,

[{a;—^) ü'+ ü§'] cosa"+ [(y n) Urj'] cos6"+ [{z—^} C7'+ U'/] cosc"= 0.

In diesen Gleichungen sehe man (<2? — §)U'-{-Ui' etc. als Unbe-

kannte an. Es ergeben sich dann für dieselben folgende Werthe

:

[x— C/'+ U^' = U'R^ cos d, [y— n) ^'-V Uri ^ U'R^ cos b',

_ ?7'+ C/r = ?7'J?.^ cos c'.

Diese Gleichungen mit den Gleichungen 29) verbunden geben:

30) ^2 = ^—^, ri^=fj--^, ^2=^— -^.

Man nehme wieder s als unabhängige Variabele , setze aus 2 5)

und 27):

Die Gleichungen 30) werden hierdurch:

Der Punkt (I2. '?2' ^2) li^gt folglich auf der Tangentenfiäche der

Curve jT, welche zur Transformation der Fläche <S in die Fläche 8^

dient. Die zu Ende des Abschnitts IX gemachten Bemerkungen flnden

eine Illustration in den Entwickelungen dieses Abschnitts, dass die Mit-

telpunktscurve der Kugelflächen der sphärischen Krümmungslmien für

die analytischen Bemerkungen nicht die einfachsten Verhältnisse giebt.



62 ALFRED ENNEPER,

Mittelst der vorhergehenden Entwickelungen , oder einfacher mit

Hülfe der Relationen 10), lassen sich die Gleichungen 6) durch folgendes

einfachere System ersetzen:

' — cos«— 2—^— Q,

\
-7== ^5 = COS c— 2 —^f- Q ,

\ sJe^ du N

wo sJEj^ durch die Gleichung 19) bestimmt ist. Die Gleichungen 4), 9)

und 32) zeigen, dass für die transformirte Fläche die Richtungen der

Normalen und der Tangenten zu den Hauptschnitten genau durch die-

selben Formeln wie bei der Transformation durch reciproke Radii vec-

tores bestimmt sind Man hat in den Gleichungen 10), 12) und 13) von

Vin nur Xq, y respective durch ^, l. zu ersetzen. Sind und

r'\ die Hauptkrümmungshalbmesser der Fläche /S^^ im Punkte [x^,y^,z^^

so findet man, durch ähnliche Rechnungen wie in VHI

:

= 0, _— =^-|-2Q.r I ^ ^ I I V TT f ' — 1 " '

r
i / y U j r r ^ r

XII.

Flächen, für welche ein System von KrümmungsUnien sphärisch ist.

A. Die Mittelpunkte der Kugelflächen der sphärischen

Krümmungslinien liegen auf einer Curve doppelter

Krümmung.

Die Lösung des Problems, die Coordinaten eines Punktes einer

Fläche mit einem Systeme sphärischer Krümmungslinien , in Function

zweier Variabelen darzustellen, lässt sich auf analoge Weise durchführen,

wie bei den Flächen mit einem Systeme planer Krümmungslinien. Das

Problem für plane Krümmungslinien ist indessen, in analytischer Be-
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ziehuDg, viel einfacher, wie für die entsprechenden sphärischen Curven.

In der Einleitung zu dieser Abhandlung ist schon erwähnt, dass Hr.

Bonnet im vierten Theile seines ,, Memoire", welches den Titel trägt:

,,Sur las surfaces dont les lignes de l'une des courbures sont spheriques"

(Journal de l'Ecole Polytechnique t. XX p. 277— 306) sich auf zwei

besondere Fälle beschränkt hat. Die allgemeinere Lösung ist von Hn.

Serret angebahnt, wenn auch unvollständig durchgeführt worden

(Comptes Rendus, 1 856. t. XLII pag. 109—110 und 190— 194). Die

Resultate des Hn. Serret basiren auf der Integration einer Differential-

gleichung dritter Ordnung, welche Integration drei Parameter involvirt,

wobei a priori bekannt ist, dass die Lösung des geometrischen Problems

nur zwei arbiträre Constanten erfordert. Die vorkommenden Parameter

sind keine absoluten Constanten , sondern Functionen einer Variabein.

Es ist einleuchtend, dass die bemerkte Bedingung die Aufstellung einer

Relation zwischen den drei Parametern erfordert. Um die Lösung des

Problems möglichst zu vereinfachen, hat Hr. Serret, gleich bei einer er-

sten Integration, welche die Differentialgleichung gestattet, die auftretende

Constante annullirt. Hierdurch ist es dann gekommen, dass die von Hn.

Serret schliesslich gegebene Lösung, an Stelle zweier Functionen einer

Variabelen ,
eigentlich nur noch die Variabele enthält. Die vollständige

Behandlung der Differentialgleichung dritter Ordnung ist zuerst in den

,, Nachrichten V. d. K. G. d. W." (Göttingen, 1872) durchgeführt worden.

Die dabei gefundenen Resultate bilden einen Theil des vorliegenden Ab-

schnitts, zu dessen Vorarbeiten sie gedient haben.

Die oben erwähnte Arbeit des Hn. Serret enthält mehrere unge-

mein scharfsinnige Bemerkungen dieses ausgezeichneten Analytikers über

die Integration eines besondern Systems simxiltaner Differentialgleichun-

gen. Diese Bemerkungen haben später eine Verallgemeinerung erfahren

in Bonnet: ,,Note sur l'integration d'une certaine classe d'dquations

diff^rentielles simultanees" (Comptes Rendus, 1861. T. LIII pag. 971

—974). Die Verallgemeinerung des Hn. Bonnet besteht darin, ja Func-

tionen X, y, . . . t, u, V zu bestimmen, welche den p — 1 Differential-

gleichungen :
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dx dy dz dt du dv

2

X— a y— h z— c *'' t— / n— m v — n

und der endlichen Gleichung:

[x— af-\-[y — hf-\-{z— cf-^ . . . -^[t— lf^{u— m)^\[v— nf = r

genügen , wo a, b, c . . . l, m, n, r als Functionen einer Variabelen w
angesehn werden. Das obige System lässt sich nach Hn. Bonnet auf

ein ähnliches System reduciren, welches zwei Variabele weniger enthält.

Man kann die Anzahl der Variabelen um zwei Einheiten so oft verrin-

gern, wie man will, und gelangt so schliesslich zu den einfachsten Fällen,

welche sich integriren lassen. Es ist selbstverständlich , dass diese Me-

thode der Eeduction für das Problem der sphärischen Krümmungslinien,

als einfachsten Fall, von keiner Anwendung sein konnte.

Da in den vorhergehenden Abschnitten schon einige besondere

Fälle von Flächen mit sphärischen Krümmungslinien behandelt sind , so

sollen die in IX und XI behandelten Flächen bei den folgenden Unter-

suchungen ausgeschlossen bleiben, nämlich: 1) die Kugelflächen des sphä-

rischen Systems sind concentrisch, 2) die Kugelflächen gehn durch einen

festen Punkt, 3) die Kugelflächen schneiden die Fläche orthogonal. Was
die Bezeichnungen betrifft , so sind natürlich die in II und III ge-

brauchten consequent durchgeführt, ausserdem sind theils dieselben, theils

ähnliche Bezeichnungen wie in IV gebraucht worden , wenn die rein

analytischen Probleme mit den in IV behandelten übereinstimmten.

Ist das System der Krümmungslinien [v] sphärisch , so hat man, in

Folge der Gleichungen 1), 3) und 5) von IX:

1) R^coso = p^, B^sina = g^.

2) = x-\-p^cosa— q^cosa, fj^ = i/-\-p^ cosb— g^cosb',

= z -\-p2 cosc— q.^ cos c.

3) I =
r" sJEG du

Es ist ^2) Mittelpunkt, der Radius der Kugelfläche

der sphärischen Krümmungslinie, welche durch den Punkt {x, y, z) der
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Fläche geht. Der Winkel, welchen mit der Normalen zur Fläche im

Punkte [x, j/, z) einschliesst , ist durch er bezeichnet. Die sämmtlichen

definirten Quantitäten hängen nur von u ab. Da cosa von Null ver-

schieden angenommen wird, so ist es einfacher mittelst der Gleichungen

i) "^"^^ ^2 statt i?2 ^ einzuführen.

Die zweite Gleichung 10) von II, nämlich:

\[G

dl- — 1^
du r du

'

giebt entwickelt

:

Wird zwischen dieser Gleichung und der Gleichung 3) elimi-

nirt, so folgt:

WO zur Abkürzung:

gesetzt ist. Der Endpunkt des Hauptkrümmungsradius r" sei (X, F, Z),

also durch folgende Gleichungen bestimmt:

6) X = <r-|-r"cosa, Y — y -\- r" cosh , Z = z-\-r"cosc.

Die Gleichungen 2) von den respectiven Gleichungen 6) subtrahirt

geben

:

/ X— I* = [r"—p^)cosa-\- q^co^a,

7)
I
Y—fi\ = {r"—p^)cosb -^q^cosb',

( Z— ^* = {r"—p^)cosc-\-q^cosc.

Die Summe der Quadrate der Gleichungen 7) giebt:

Mathem. Classe. XXVI. 2. 1
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Werden die Gleichungen 6) nach v difFerentiirt , so ist nach II 5);

dX dr" dY dr" , dZ dr"
9) -v- = -j— Cosa, -7— = -7— coso, -7— — -7-cosc.

' dv dv dv dv dv dv

Sind X, Y, Z und r" bekannt, so ist dieses auch nach 6) und 9)

mit X, y und z der Fall. Ausser der endlichen Relation 8) lassen sich

auf folgende Weise zwischen X, Y, Z und r" Differentialgleichungen

herstellen. Die erste Gleichung 6) werde nach u differentiirt. Unter

Zuziehung der Gleichungen 2) und 4) von II folgt:

dX dr"
I r"\ ,—

-p- = -7- cos a+ 1
1— — lY-E.cosa.

dr"
Man substituire für ^ seinen Werth aus 4), setze nach 5):

es ist dann einfacher:

^ = [(r"— J cos 0+ ^2 cos a']H,

oder, wegen der ersten Gleichung 7):

Man erhält so aus den Gleichungen 6) die folgenden:

Die Gleichungen 4) und 1 0) geben noch

:

dX dY dZ dr^

du du du du

Dieses sind die Differentialgleichungen zwischen X, Y, Z und r"

zu denen noch die endliche Relation 8) tritt. Der leichteren Schreib-
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weise wegen sollen die Gleichungen 1 0) beibehalten werden. Man diiFe-

renliire die Gleichung 8) unter Zuziehung der Gleichungen 4) und 10)

nach u, mit Rücksicht auf die Gleichung 8) selbst folgt dann :

.2) (x-i;)f+(F-,;)f+ (z-«)f-(."-pj^

«2 // a
du

Mit Hülfe der Gleichungen 10) und 12) lässt sich zwischen X, Y,Z

und r" eine solche lineare Relation aufstellen , dass dieselbe proportional

ihrem DifFerentialquotienten nach u ist. Zu diesem Ende führe man

statt I*, ^2 und andere Functionen ein, welche auf folgende Art

definirt sind:

djl^ ^dT dl djl^ dV_ dj^^ d^
du du' du du' du du' du du

Es ist ü eine vorläufig unbestimmte Function von u. Die Glei-

chung 1 2) lässt sich nach 1 3) schreiben

:

dq^

du

Setzt man:

15) {X-il-]-q,m*]^'-h{Y-nl-hq,Un')ri*-{-{Z-Cl-hq,W)r
-~{r"—p^-]-q^üp*)p* =

so lässt sich der Differentialquotient von ^ nach w, wegen der Gleichungen

10), 13) und 14) auf folgende Form bringen:

wo:

1

12
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Bestimmt man XJ durch die Gleichung q?> = 0, setzt also:

17)
1

so reducirt sich die Gleichung 16) auf:

dJ
18)

du
— AU.

Nach 10) und 13) ist nun:

du

dq^U^

du

Mittelst der Gleichung 18] folgt hieraus:

191
du

= r
1 dq^ü q^UH

q,ü

J du J J du

Man setze zur Abkürzung

2 0)

^1 = X-J\±qJJr
A

Z-V,+q,UV
T. =

Y—vl+ q,ün
A

r—p^q^Up*

Die linke Seite der Gleichung 1 9) ist der Differentialquotient von

nach u. Aehnliche Gleichungen ergeben sich für die Derivirten von

j/^, und nach u. Man findet so;

21)

doe^ dy
^

dz
^

dT
^

q^U
du du du du ^ A
I* n* r jp* du'

Die Gleichungen 20) respective mit rf, Z* und — p* multiplicirt

und addirt geben, wegen der Bedeutung von A aus 1 5),

:

22) xJ*-^y,n^+ z^L^- T^p* = 1.

An Stelle der Gleichungen 11) und 8) sind die Gleichungen 21)

imd 22) getreten, aus denen sich die Werthe von <r^,y^, z^ und
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mit Hülfe einer DifFeientialgleichuiig dritter Ordnung bestimmen lassen.

Man kann umgekehrt X, Y, Z und r" auf folgende Art durch a;^,i/^,z^

und ausdrücken. Die Gleichungen 20) geben in Verbindung mit den

Gleichungen 8), 1 5) und 1 7)

:

22*) a?2+3,2_|_^2_r2

Mit Hülfe dieser Gleichung entwickele man aus den Gleichungen

20) die Werthe von X, Y, Z und r", setze in die erhaltenen Gleichungen

aus 6) die Werthe von X, Y und Z ein. Hierdurch erhält man :

a^-\-r"cosa — -\- q^U§* =

23)

I
" 7 *

, TT * ^^1

* -'7
^_|_/'cosc— ^2+5'2^^*

1 1

2ä'„ Uz.

2q,UT^

In diesen Gleichungen sind <2?i, j/j, z^ und T ^ vier zu bestim-

mende Functionen von u und xi. In Beziehung auf v geben die Glei-

chungen 2 3) difFerentiirt

:

dr IqUidx^ 2ocD'\

dr" _ 2q^U Ulz^_ 2z
^
D'\ dr[ _ 2q^U IdT

^ _ 2— cosc — —
\dv

^ D^l'

wo zur Abkürzung:

gesetzt ist. Von der Summe der Quadrate der drei ersten Gleichungen

24) werde das Quadrat der vierten Gleichung abgezogen ; da

cos^a -|-cos^&-|-<-'OS^c— 1 = 0

ist, so folgt:
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Die Bestimmung der Werthe von a^^, y ^, und lässt sich auf

wiederholte Differentiation der Gleichung 22) nach u basiren. Sieht man

^1' y x-' ^1 Coordinaten eines Punktes einer Fläche an, so sind für

dieselbe u und v nicht mehr die Argumente der Krümmungslinien.

Dieses ergiebt sich durch folgende einfache Betrachtung. Die Glei-

chungen 21) geben:

^ ^ r c^T, dy^^r^dT^ dz
^ ^ V dT

^

' du p* du ' du p* du ' du p* du

Die vorstehenden Gleichungen nach v differentiirt geben:

d^ccy _ r d^T^ d^y^ __ vf d^T^ d' z
^ _ d'T^

dudv p* dudv ' dudv p* dudv ' dudv p* dudv

Aus diesen Gleichungen und den Gleichungen 27) schliesst man

unmittelbar

:

d^ X
^

d'z^

dudv dudv dudv

dx^ dy. dz
^

du du du

dx^ dy, dz
^

dv dv dv

Mit Rücksicht auf die Gleichung 22) geben die Gleichungen 27)

:

dx ^ dx
^

dy
^
dy

^ .dzi dz

^

du dv du dv du dv

\ dv ' dv dv j
p* du du dv

Die rechte Seite dieser Gleichung verschwindet nicht, nur wenn

von u abhängig ist, dann ist nach 21) jo* = 0, die letzte Gleichung

13) zeigt weiter, dass p^ von u unabhängig, also constant ist. Die Fläche

ist eine Parallelfläche zu derjenigen, für welche p^ =i Q ist.
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1

Die Gleichung 22) giebt zu analogen Rechnungen, wie die in IV

ausgeführten, Veranlassung. Um die nachfolgenden
,

allerdings compli-

cirteren
,
Entwickelungen mit denen von IV parallel gehn zu lassen,

dividire man die Gleichung 22; durch:

und setze

;

I n

Die Gleichung 17) giebt wegen der vorstehenden Gleichungen:

1 sin w

Mit Rücksicht auf diese Gleichung und die Gleichungen 2 8) nehmen

die Gleichungen 13) folgende Formen an:

cos a cos /?

29)
du sinw du ' du sinw du '

cos Y cos w

dl\_q^£l^Jl_ dp^_qj^^ £i

30)

du &mw du ' du siniv du '

Die Gleichungen 2 1) geben nach 2 8) zu den folgenden Veranlassung;

dx
^

Cosa dT^ dy
^

cos ß dT ^ dz
^

cosydT^

du cosw du ' du cosw du ' du cosw du

Die oben bemerkte Umformung der Gleichung 22) giebt:

31) a?j coscf-f-j/j cosß-{-z^ cos/ — i2+ cos^t.

Da cos«, cos ß und cos/ nur von u abhängen und nach 28) die

Gleichung cos^a+ cos^/J+ cos'/ = 1 stattfindet, so kann man cc, ß, y

als die Winkel ansehn , welche die Tangente im Punkte (|, »j, t) einer

Curve doppelter Krümmung mit den Coordinatenaxen bildet. Man be-

zeichne wieder wie in I durch /l, ^, v die Winkel , welche die Haupt-
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normale, durch /, m, n die Winkel , welche die Binormale des Punktes

{§, rj, t) bestimmen. In dem bemerkten Punkte sei q der Radius des

osculatorischen Kreises und r der Torsionsradius. Durch ds werde wieder

allgemein das Bogenelement der Curve bezeichnet, man kann dann s als

eine unbestimmte Function von u, oder umgekehrt, ansehn. Die wei-

tere Discussion der Gleichung 31) besteht wesentlich darin, dass nach

einer einmaligen und einer dreimaligen Differentiation nach u die Terme

auf der linken Seite, welche cc^, und enthalten, dieselben sind.

Es ergiebt sich dann eine Differentialgleichung für T^, die zunächst auf-

gestellt und dann integrirt werden soll.

In den Gleichungen 30) kann man einfach s an Stelle von u als

unabhängige Variabele setzen. Differentiirt man dann die Gleichung 31)

nach s, so folgt:

\ \ dT^ d£l
^

cosw
, cos ;i +2, ,

cos^+ . .
cos .) -+^^ = ^+ ^

.

oder auch:

d£i osin?^; dT smw
32) x cosZ-\- y, cos u-\-z, cosv = Q-j ^ •

Man führe co statt s als unabhängige Variabele durch

:

3 3) — = do)

ein. Ferner werde zur Vereinfachung:

r cot w
34) = ^

und

35) sinw = T

gesetzt. Mit Rücksicht auf diese Bezeichnungen lassen sich die Glei-

chungen 31) und 32) wie folgt schreiben:

36) 00 ^
coBct-\-y

^
cosß-{-z^ cosy = Tcotw.

Q da i dT
37) cosZ-^y^ cos^-{-z^ cosv = Jd^ — pd^'
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Die Gleichung 37) werde nach s difFerentiirt , dann oj als unabhän-

gige Variabele durch ds == rdw eingeführt. Aus 34) setze man

;

cottv p
Q

~~ r

ein. Mit Rücksicht, dass nach 30) für eine Variabele u:

dx . ^ dy , dz.
-7-^ cos /+ -7-^ cos w H

—

j-^coBv = 0
,

du du du

giebt die Gleichung 37):

^ d£2 \ dT
r dvD p dw rSi

38) — [x^ cosZ-f-^/i cosm-\-z^ cosn) = d \-— -\-pJ:,

Es ist nach 30) allgemein:

dx , ^ dy \ dz.
—r^ cos/H—r^cosm+ -p^ cosn — 0,
du au du

Man differentiire die Gleichung 38) nach w, addire dann die Glei-

chung 37). Hierdurch ergiebt sich zur Bestimmung von T die folgende

Differentialgleichung

:

X^dT Q dü

,p düu r dw ri2

f~d^ ,
1 dT

,
"rfoT'^T'

,
Q dSl

39) d ^ — =:d +
' dw p dw dw r dw

Zur Integration dieser Gleichung nehme man zuerst die folgende:

p_dw

dw ~^
p dw

^'

Diese Gleichung mit:

1 dT,

MatJiem. Classe. XXVI. 2. .
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multiplicirt und integrirt giebt:

1 dT,

41) Ip d(J0

wo Cq eine Constante bedeutet, die auch verschwinden kann, da von

den links stehenden Quadraten eins negativ ist. Man setze = 0 und

42) - -1-^ = T. sm^.

Die Gleichung 41) wird dann:

(T„cos9')^|^(^-i>cosy)-l = 0.

Es ist also

:

^__^cos<,j 1,

oder;

43)
dq>

^ = l+/>cosy.

Aus dieser Gleichung ist <p in Function von lo zu bestimmen, wo-

bei es genügt, einen Werth von y zu kennen, welcher keine arbiträre

Constante enthält. Setzt man zur Vereinfachung:

44) fpsin<pda) = q,

so ist nach 42) für:

45) t = e^,

Tq = t ein particuläres Integral der Gleichung 40). Man setze in 40)

Tq = -^0 nach 44) = jösiny, so erhält man, mit Rücksicht

auf 43):

dM„

d
p dw

du)

dw p dw
^ (l+;jcos5p) = 0.

\
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Für:

46) --^=ilf

wird die obige Gleichung einfacher:

47] d [-M,[\-{-pcoB9) = 0.

Aus 43) folgt unmittelbar, dass dieser Gleichung durch =cosy
genügt wird. Man hat also nach 46);

ei dM,
T—^ =: COS <P ,

p d(o

oder = M, wo:

48) M = Je^ipcosifdoj.

Setzt man also

:

49) = Mei,

so ist Tq = ein zweites particuläres Integral der Differentialgleichung 40).

Um das zweite Integral der Gleichung 47) darzustellen, setze man in

der bemerkten Gleichung :

50) Mj ^ M^cosq>.

Es folgt dann :

dM^

^ d(o ^ dM« . dM„
^

div
= ^'^"^ = ^^coscp.tangg».

Da nun nach 43) und 4 4);

log ei cos y

so giebt die Gleichung 51) integrirt

dM^ e-1
, cos (p = .

«CO cos (p

K2
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Hieraus folgt weiter:

dM^ _
du) cos^ (p

Diese Gleichung nach 43) mit

d<p
1 --=^^-pcosy

multiplicirt giebt:

dM^ e dtp pe ^ ^qdta.r\g(p pe ^

do) cos^^ du) cosy dco cosy

Durch Integration folgt:

r «cutanea)
, f pe *

,

^ J dco J cos 9)

Die Anwendung der Integratio per partes giebt nach 44)

du).
r _^</tangy - „

,

rpe ^sin^y

Es ist also

:

= ^"^tangy

—

fe~^pcos^da},

welche Gleichung nach 4 8) sich auch schreiben lässt:

= e"^ tang (p—M.

Man substituire diesen Werth von in die Gleichung 50), die-

selbe giebt dann

:

iWj = e~'^&\n(p— Mcosy.

Mit Hülfe dieses zweiten particulären Integrals der Gleichung 47)

erhält man nach 44) und 4 8):

pMj e~'i = e"^^p sin ^—3Ie-ip cos <p = —-^^»

d. i. nach 46):
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dw dio
'

also

:

Multiplicirt man diese Gleichung mit e^, so ergiebt sich, wenn:

52) t^ = e-'i^M^e'i

gesetzt wird, = als drittes particuläres Integral der Differential-

gleichung 4 0). Die Zusammenstellung der obigen Resultate giebt also:

53)

— = 1 -\-p cos (f , q = Jp sin ^ d(o , M = Je cos <p dw.

Aus den vorstehenden Gleichungen leitet man leicht die folgenden ab:

— -7— = e^sin^p, ~'~J^ — iUe^siny+ cosy,
p (t(X) p (tu)

1 dt = sin a)-\-2M cos (p~~e~^ sing).
p day

1 dt 1 dt^^

dco „ ^p d(od~^~pt = cos (p ,
—pt^ — M.e^cos(p— siny,

1 dt^

d ^ —1>^2 — 9 — 2Msin y— cos y.

Das Integral der Gleichung 39) hat nach Lagrange die Form:

55) T=Kt+ K^t^+K^t^,

wo t, #j, #2 die particulären Integrale der Gleichung 40) sind. Nach

54)
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bekannter Methode hat man zur Bestimmung von K, und die

Gleichungen

:

dK dK, dK^
Lf _j 2 ^ — 0

doj dw ^ du) ^
'

dK dt
,

dK, dt, dK^ dt^

56) do) du) da) du) dco dco
'

[i_dt^
1 r 1 r —^ 1

n doj I dK,
\

'p d(o I dK^ « rfw 1 ^

WO zur Vereinfachung:

() dS2

da) r£2,

dco ~^
Q g dSl „

57 d ^ + = i2^,
' dco r dco

gesetzt ist. Mit Rücksicht auf die Gleichungen 53) und 54) erhält man

aus 56]

:

58)

1 dt^

dK 1 ^p dco

dco
~~

2 L dco

1 dt^

dK, _ \^p
dco

dco " L dco

1 dt

dco

d(0
~~

2 L dco

-pt

Aus diesen Gleichungen sind K, K^ und K^ zu bestimmen, üm
einfache Formeln zu erhalten, sollen einige Integrale durch wiederholte

Integratio per partes transformirt werden. Genügt der Gleichung 40),

so giebt die Integratio per partes

:
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Q d£2,

1 dT^ rd(^ rSi j 1 rfTo Q dS2

Es ist weiter

:

Q dS2 r \_dTQ

1 dT„ ~r dw , 1 rfT^ p rfi2 I . » "döT g dSi
.

r-^flf—;

—

da) = f-^ — T I ö^-; —
-r-«">-

p «CO a«j j) dw r da) j d(o r dco

Mit Rücksicht auf den Werth von Sl^ aus 57) geben die beiden

vorstehenden Gleichungen:

- 1^ 1 r 1^ 1

J PQ d(o J r " dco

Es ist in dieser Gleichung zur Abkürzung:

g dS2

, r dw r£l ^
dw g ^

gesetzt. In den beiden Integralen auf der rechten Seite der Glei-

chung 59) setze man aus der Gleichung 34) für p seinen Werth ein,

nämlich

:

r cotw
p =
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Eine weitere Anwendung der Integratio per partes giebt dann:

CrSl dT.
.

rpQ ^ d£l
,

r rfT, . r ^ d£l
,

/ -r-^di»— r-^T^-r-d(o== /i2tangw -y^dco— / cottu T^-r-dw
J PQ dw J r " dw J ° da> J " dto

C i2= — cotw r„ i2+ / d
*' J cosw

i2 .sinw

do)
da).

Hierdurch lässt sich die Gleichung 59) auf folgende Form bringen :

60) /
1 dT.

il^ du»4 ,w d(o ^
^2 +

1 dT^ Q dSl

p dw r d(jt}

m « , 1 ,sinw
,— C0twin'5'S+ I d—^ dw.

" / cosw dca

Diese Gleichung gilt für die drei particulären Integrale t, t^^ und

der Differentialgleichung 40). Zur Vereinfachung der folgenden Rech-

nungen setzte man

:

t

61'

J = ] d^—do), =
cos w diw

Sl ^sinw
a—7— öto,

cosw dio

i2 sinw -

d—5— do).
cosw dw

Die Integration der Gleichungen 58) involvirt drei von to unabhän-

gige Quantitäten, welche nur v enthalten können und als Functionen

dieser Variabelen für K, und respective durch F, V ^ und

bezeichnet werden mögen.

Es ist dann

:
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-2 I i^^-^j^iK» — -r^ I \d pt jSi^^ dw.

Auf die rechten Seiten dieser Gleichungen wende man die Glei-

chung 60) an, setze darauf die erhaltenen Werthe von K, und

in die Gleichung 55) und führe die abkürzenden Bezeichnungen aus

61) ein. Werden hierbei die Gleichungen 53) und 54) beachtet, aus

denen tt^ -- 1 + fo^gt , so lässt sich der Werth von T auf folgende,

sehr einfache Art, darstellen:

V—J V /
T = S2cotiü-\ —^t-\-{V^-^J^)t^-{-^— t^.

Diesen Werth von T substituire man in die Gleichungen 35), 36),

37) und 38), wobei die Gleichungen 53). 54) und 61) zur Anwendung
Q cot W

kommen. Es ist lerner nach 34) — = gesetzt. Zur Bestimmung
' r p ^ &

von jT^, Xj^, und bestehn dann folgende Gleichungen:

r^sinw = ilcoUv-^'^^e^^[V^-^J^)Me'i^'^^^[M''e^

i2

^^cosc^+j/^cosi^H-^.cos/ = —2—

62)

cotw.

sin (f.

X
^
co%?.^y

^
cüs,tt+ 2:^ cos = — [F^ +'A + ( — cosg>

- [^^^ 4- ( F, -f- ) +^~{3P ei- e-i"

cos/-|-y^ cosm-f-^j cos?i — "^V -\- J {V^~ J)M\^\n(p

ei ^[V^^J^) Mei+ (M - — cos y

.

+
2

Mathem. Glasse. XXVI. 2. L
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Die Gleichungen zur Bestimmung von T x^, und z^^ lassen

sich auch auf folgende Formen bringen , welche in einigen Fällen zur

Vereinfachung von Rechnungen führen

:

sin w

= i2coti^;-h^^-r^-^-f-(F,+ ./j)^ +^2
tn 1

cos «+ ?/j cos/? +2^1 cos/

snr^iJ^L 2 i-r i; i-r
V-J.

cot w.

62*)

,27 j cos i -(-y j COS ^+ 0 ^ COS y

2 jö f?ty J
'

cVj_ COS ^+^1 COS W+ ^i COSW

1

d(o

p do)

^-dc^-P*'^.

Aus den Gleichungen 6 2) ergiebt eine einfache Rechnung;

63) D,=x\^y\-^rz\-T\ = -^^^[V,-\-J,f-[V-J^)[V,-JY

wodurch der gemeinschaftliche Nenner in den Werthen von x, y, z und

r" der Gleichungen 23) bestimmt ist. Zu Folge der Gleichung 26) können

die Functionen F, V ^ und nicht alle arbiträr sein. Man differentiire

die Gleichungen 62) nach v, es ergiebt sich dann, ganz ähnlich wie die

Gleichung 63) die folgende:

i'k±\\ /^iV _
\dv }'^\dv j^\dvf \dv I \dv I dv

dV dV„

dv

64)

Da die linke Seite dieser Gleichung nach 26) verschwindet, so folgt:

dV dl\/dT\V _ dV
\ dv I dv

'

dv
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Durch diese Gleichung ist die Anzahl der vvillkührlichen Func-

tionen in den Gleichungen 62) auf eine reducirt. Da die bemerkten

Gleichungen nur V, V ^ und enthalten, so kann man zwei derselben

als Function der dritten ansehn. Nimmt man z. B. statt v als

unabhängige Variabele, so lässt sich die Gleichung 64) schreiben:

dV dV„
dV^ 'dV\

Von den beiden Functionen V und ist also nur eine arbiträr.

Die Gleichungen 30) geben:

du du du ^ du

oCy cos « -{-y j
cos ß -{-Zy cos y— T y cos w dT

^

cosw du

d. i. nach 25) und 31):

dD, -ISI dT,
65) ' - '

du cos w du

Diese Gleichung folgt auch aus der ersten Gleichung 62) und der

Gleichung 63).

Die Berechnung von —t- und ^ lässt sich auf folgende Art aus-
® r r

führen. Aus den Gleichungen 2) findet man leicht:

{^\ — x)co^a-\-{ri\ — j/)cos6H- [V^ — z)cos,c = p^,

(1* ~ oc) cos a'-f [ril —y] cos 6'+ [V^ — z) cos c = — q^.

DifFerentiirt man die erste der vorstehenden Gleichungen nach u,

so folgt, mit Rücksicht auf die zweite Gleichung,:

cosa^+ cos&-^+ cosc^+^,-^ =

,

oder

:

UiU UiUi ItW It'M' '

L2
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A¥egen der Gleichungen 29) erhält man :

cosof cosß cos/ cosw

,
i2 7 ^ , £2 simv \/E

6 6) cos a d !- cos h d 1- cos c d —, d—j— - — „ ~r--
' du du du du il r

dr"
Die Gleichungen 24) geben, durch Einsetzung des Werthes von

67) d'^cosa = d^, d -rr- cosb = d ~~ , d~cosc=d-A-
' dv dv dv dv dv dv

"

Multiplicirt man die Gleichung 66) mit:

Ii

dv

so folgt mittelst der Gleichungen 67):

cos« cosß 0^ cos/ cosw

68)

d d -7 f- « 7 « -1 \-d ^d d-r" d—y-
dv du dv du dv du dv du

sinwj^Dj \JE

£1 dv ' r

Die linke Seite dieser Gleichung ist der DifFerentialquotient nach

V von:

cos cos^ cos/ cosw

D du D, du D, du D, du1111
cos«+j/, cosß-\-z^ cos/— cosw

1 , i2

ir^ du
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Nun ist nach 30) und 31):

IVdx^ dy dz dT ^ dT , sin^
—r- cos a -\— cos p -A—~- cos y cos w — -~-
du du du du du cosw

C0Sß-|-J/j COsß-\-Z^ cos/— COS'M' = £1.

Die rechte Seite der Gleichung 69) reducirt sich also auf:

sin^w 1 dT,
1

ilcoHwD^ du

Da nun der DifFerentialquotient dieses Ausdrucks nach v gleich der

n Seite der Gle

folgende Gleichung :

slE
linken Seite der Gleichung 68) ist, so hat man zur Bestimmung von ~-

1 dT^

D, siE du
70) d-r^ .

— — tang wi?—^

dv ' r dv

Diese Gleichung lässt sich mit Hülfe der Gleichung 65) auch

schreiben

:

1 dD^

,-D. \JE sin w ^ dud^ . ^ ^= —^d- '

dv ' r 2i2 dv

Die Gleichung

zweimal nach v differentiirt, giebt nach 26):

Durch Differentiation der Gleichungen 67) in Beziehung auf v er-

hält man

:



d'D,
/VI L

* dv^ 1 dv-
'

' dv'^

dW^
"•^^ dv-

'

d'z
^

' dv'^

dW^
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Ir,
d'T^ ^ d'DA dT, ^ dD\\jG „

{^^-d^^-'-^^-w~h^-\^^^-^^^>^^^

Man bilde die Summe der Quadrate dieser Gleichungen , ziehe auf

beiden Seiten

dv"" ' dv' I

ab. Unter Beinahme der Gleichung 7 1) folgt dann:

Die Gleichungen 62) geben:

\dv^ l^\dv' l~^\dv' dv' I
"[ dv' I dv

dv""

dv'

Die Gleichung 64) nach v differentiirt , darauf quadrirt und durch

die Gleichung 64) dividirt giebt:

d'V.

IdVd' F, dV, rf-F\'

\dv dv' ' dv dv' j

dv' / dV dV.,

dv dv

also

idVd'V, dV., d'V
(d'VA\
\ dv'

I
dv' dv' dV dV

Id'VS' d'Vd'V, \dv dv' dv dv'

4
dv dv

Setzt man im Nenner des vorstehenden Ausdrucks wieder:
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dV dJ\ IdV.

dv dv \ dv

so lässt sich die Gleichung 7 2) auf folgende Art schreiben

3) (-,f/--/^F(ff--

MV rf'- dV, d^
'

dv dv^ dv dv^

dv

SlG
Durch diese Gleichung ist —w bestimmt.

Die Gleichungen 62) geben x ^, y und ; durch die Glei-

chungen 5 3) und 61) sind die Werthe von M, q y und die Integrale

/, /, , ./„ definirt. Die Relation zwischen den Functionen V, F und

V ^ ist in der Gleichung (34) enthalten. Durch die vorhergehenden

Quantitäten sind dann nach 67) cosa, cosi und cosc bestimmt. Sub-

stituirt man in den Gleichungen 23) die Werthe von |*, if, und U
aus 28) und 28*), zieht die Gleichungen 29) noch in Betracht, so sind

die Coordinaten y, z eines Punktes einer Fläche mit einem System

sphärischer Krümmungslinien vollständig als Functionen zweier Variabelen

dargestellt. An Stelle der Gleichungen 23) sind vortheilhafter die weiter

unten entwickelten Gleichungen 80) zu nehmen. Die Curve, auf welcher

die Mittelpunkte der Kugelflächen der sphärischen Krümmungslinien

liegen, lässt sich, analog wie in XI, durch eine andere Curve ersetzen.

Es sei:

74) fio=<-g,W, t,^t:-q,Ut\

oder nach 28) und 28

' *' - Sin " smw " ^ sinw

Man kann {^^, r]^, t^] als Punkt H^, einer Curve doppelter Krüm-

mung ansehn. In Beziehung auf diese Curve veisehe man alle in I de-

finirten Grössen mit dem Index 0 Die Gleichungen 7 5) geben dann,

wegen 29), nach u difFerentiirt

:
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Nimmt man:

ds cos« sin w

cIsq cosß^i,\nw

^ du S2, du

dSf. cos y sin w

du S2 du

so ist cosa^ — cos«, cosß^ = cos/?, cosy^ = cos/. Hieraus folgt

weiter

:

= 2, =^ l, ^ = —
,

rfcüQ = do) etc.
Tq r

In den Gleichungen 28), 29), 34) und 62) können alle von s direct

abhängigen Grössen mit dem Index 0 versehn und dann als Functionen

von betrachtet werden, wobei die Gleichungen 7 4) und 7 5) bestehn.

Lässt man der Einfachheit halber den Index 0 wieder weg, so bleiben

die Gleichungen 28), 29), 34) und 62) unverändert an Stelle der Glei-

chungen 7 4) und 7 5) treten die folgenden:

78) 1; = «+^'°^-".
,,\ = n+^-^°^. E: = t+2^^i

In den Gleichungen 7 8) sind ^, rj, t die Coordinaten eines Punktes

n einer beliebigen Curve doppelter Krümmung, für welche die in I auf-

gestellten Gleichungen gelten. Der Punkt (|*, J*) liegt auf der

Tangente des Punktes II. Die Gleichungen 7 8) gehn durch Vertau-

schung von w mit direct in die Gleichungen 4 1) von IX über, sie



UNTERSUCHUNGENÜBER D.FLÄCHEN MIT PLANEN U.SPHÄRISCHEN ETC. 89

entsprechen ebenfalls den Gleichungen 31) von XI, wenn simv = 1 und

= genommen wird.

Aus den Gleichungen 28), 28*) und 29) folgt durch Differentiation

nach u:

— ^2 '^P* ^Vz ~92 cotw —^cosw^sinw

du du £2, du

Mit Rücksicht auf die Gleichung 7 6) folgt, wenn s statt ge-

setzt wird

:

= jPa^Z1i±°'^ = OOS „ ,

du du du

oder

:

79) — ^2 ^* ~ P2
—

^2 cotif = fcos ivds.

Sabstituirt man in die Gleichungen 2 3) den Werth von U aus 28*),

ferner die Werthe von rj^, t\ und jö, aus 7 8) und 7 9), so folgt:

X+ *'"cos a — I =

80)

2g, i2 ^1

sin w jTz '

2^?,i2

sin w T2 '

1

sin lü
'T'2 »

1

sinw J'2"

2:+ *'"cos c — ^ =

r"—fcos IV ds =

Die vorstehenden Gleichungen in Verbindung mit den Gleichungen

62) oder 62*) scheinen das einfachste System zu bilden, welches sich

für Flächen mit einem System sphärischer Krümmungslinien aufstellen

lässt.

Da:

di drj d^— — cos«, — — cosp , — = cosy,
ds ds ds

'

MatJiem. Classe. XXVI. 2. M
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so geben die Gleichungen 7 8) und 79) zu dem folgenden symmetrischen

Systeme Veranlassung

:

I* = fcos Ol ds-{- S^coscc,

til = fcosßdsA- cos ß

,

^ ' smw
81)

To = /"cos y c?5+ cos y

,

i j ' ' smw

Po = I cos?/; ds -\
—~— cos iv.

B. Die Mittelpunkte der Kugelflächen der sphärischen

Krümmungslinien liegen auf einer planen Curve,

Ist die Curve
,

gebildet aus den Mittelpunkten der Kugelflächen

der sphärischen Krümmungslinien, plan, so können für die Curve, auf

welcher der Punkt >j, t) liegt, zwei Fälle eintreten. Die bemerkte

Curve bleibt eine beliebige Kaumcurve , oder sie ist ebenfalls plan. Im

letztgenannten Falle erfordern die in A. aufgestellten Formeln einige

Modificationen , welche wesentlich darauf beruhn , dass x y ^, und

nicht mehr, wie im allgemeinen Falle, durch symmetrisch gestaltete

Gleichungen bestimmt werden. Diese Modificationen , welche keine

weitläufigen Rechnungen erfordern , sollen zuerst untersucht werden.

Es seien also t\ und ^ gleichzeitig constant. Nimmt man die Ebene

der planen Curven zur Ebene der x und y, so ist einfacher ^* = 0 und

J = 0, also r = oo. Man führe den Winkel a durch die Gleichung:

, ds
ds = —

Q

ein und setze:

cos er = sin«, cos/? = — coss, cosy = 0.

82) , .

cos / = cos«
,

cos^ = sint, cosv — 0,

dz
Für ^* = 0 geben die Gleichungen 21) -j^ =0, d. h. z ^ ist nur
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von V abhängio'. In den Gleichungen 30) werde s an Stelle von u als

unabhängige Variabele genommen, unter Beachtung der Gleichungen 82)

folgt dann

:

dx, sin? dT
^

dy , coss dT
83) - '

'
—

dt cos w ds ' ds sin w ds

Die Gleichung 31) reducirt sich auf;

84) .Tisinf—^1 cos £ = i2 -f- 2^1 cos

Wird diese Gleichung nach t difFerentiirt , so folgt, anter Anwen-

dung der Gleichungen 8 3);

d£l sin w
.i?! cos £ 1 sm 6' = ~ tang'M'a—

,

US ds

oder :

85) risinw=r, 86) cotw=jj,

gesetzt :

d£2 1 dT
87) X, cos€ -{-y. sm € — —j ^•

Eine weitere Differentiation der vorstehenden Gleichung nach s

liefert, in Verbindung mit den Gleichungen 83), 84) und 85), folgende

Differentialgleichung für T:

]_ dT

,P ds ^ d~ £1 „

Es sei:

89) q = Jpd^ -— fcotwds.

Die beiden particulären Integrale von

:

1 dT^

^-rf. ?^^o = 0'

M2
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oder nach 89) von:

dq'^

sind und e~^. In der Gleichung 88) ist also :

90) T = K,e'i-\-K^e-'i,

wo für Kl und die folgenden Gleichungen stattfinden

:

dK, 1 /rf-i2 \ „ dK, 1 \ „

Die wiederholte Integratio per partes, nebst ^ = cotw, giebt:

—^e-'^ds = -i-e-5+i2e-?cotw>+ / —^- cos^ w+^ e"? </£

,

J dg- ds ' J sm'' w \ /

/'d'i2 £?i2 „ ^ „ r £1 ( , dw\ „ ^— ^TT-^^ds =— -T-e^ +i2e^cot?^; — / cos'w z-\€^d£,
J ds ds J sm w\ ds J

Setzt man zur Vereinfachung:

so geben die Gleichungen 91) integrirt:

d£i= V, + 4-/2 cot w+

2/i:2 = ^2—^^^ -j-i2e?cotw — J^-

Es sind und Functionen von v. Die Substitution dieser

Werthe von und in die Gleichung 9 0) giebt für T folgenden

Ausdruck

;

F -\-J V —J

Man setze diesen Werth von T in die Gleichungen 84), 85) und
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87). Mit Rücksicht auf die Bedeutung der in 92) aufgestellten Inte-

grale und folgt

:

r , sin = i2 cot 'W H- -J_ Z2 'h -q
1 ' 2 ' 2

I £1 r-Y _)_/ y j
93) { ^, sin« — w, cos« = -r—, \- —L^?.^._^ ^f?-? cotw,

'
\ 1 sm w L 2 2 J

/ F 4-J V —

/

( cos«+j/i sin« = ^-el-\ ^-—^e^'A

Die vorstehenden Gleichungen geben:

idTS' Idx^V /dl/,? dV, dV^

94)

dv I
' dv / \ / ^/v

Hierdurch nimmt die Gleichung 26) die Form:

dz,\' dV, dV„

dv / dv dv

an, yso eine beliebige Function von v ist. Die Gleichungen 93) und

94) entsprechen den Gleichungen 62) und 64). Setzt man :

so behält die Gleichung 7 0) ihre Form bei, an Stelle der Gleichung 7 3)

ist folgende zu nehmen

:

dV^ d'V^ dV^d^V^^-

^ dv ^ dv j \ r" I
^ \ dz,

dv

Für die Gleichungen 93) bleiben die Gleichungen 80) unverändert,

nur dass ^ = 0 zu setzen ist.

Nimmt man l,* von Null verschieden an, so liegt der Punkt rj, C)

auf einer beliebigen Curve doppelter Krümmung, die Gleichungen 62)

oder 62*) von A behalten dann ihre Gültigkeit. Es sei ^* = k, v/o k

eine Constante bedeutet, nach den Gleichungen 28) ist dann:
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95) cos/ = k£l.

Nimmt man in 21) V = A', so ist:

du du
'

oder nach 22*)

dz,
^

x-j ^ y'^^ zl — T^,

du au

Bedeutet F [v) eine beliebige Function von v , so liefert die Inte-

gration der vorstehenden Gleichung

:

96) ,^^Ffv) = ^{xl-^i^^,+zj-Tl).

Die Bestimmung der Function F{v) lässt sich, bei einiger Vorsicht,

mit massigem Aufwände analytischer Rechnungen ausführen, wobei sich

einige bemerkenswerthe Relationen ergeben. Man substituire in der

Gleichung 96) für z^ und +«f — Tf ihre Werthe aus 62*) und

63). Das Resultat dieser Substitutionen lässt sich schreiben:

Je PV P V
97) _F(^)--(F:-FFJ+—+P,F,+^+ P3 =0.

Es haben P, und P^ folgende Bedeutungen:

I
\ dt \

-r.
\ dt l p dio

IP = ^ coticcosy— cos^+ \« —; pt cosn~kJ,
' p dw \ dco I

98) l ^ ^ dt, l ^p dco
J

^ ^ P, = tcotivcosy r^cosv-\-\d^, pt, cosn~kJ,,
* '

^ p dco ' \ doü ^ W '

^ v i
, p du)

]— #5 cot tv cos y 7-^ cos v -{-\d—; — pt^ / cos n— kJ .

^ ^ ^ p dw ^ \ dw ^ -/ •
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Was den Werth von Pg betrifft, so lässt sich derselbe mittelst der

vorstehenden Gleichungen auf folgende Form reduciren:

^^-sm'w 2sm'w 2 2 ^. + 2 '

'^'^^1'

Man niultiplicire diese Gleichung mit 2k und setze rechts nach 95)

kSi = cos/. Es folgt dann :

COS^ V
99) 2^P3 = —^+(Ä-/,+PJ--(Ä-/+P)(Ä-/,H-PJ+ PP,-P^

Multiplicirt man das Integral J aus 61) mit k und setzt dann im

Integrale k£l = cos/, so ist auch:

t

, . i2 jSinw , I cosy sinw
.

100) kJ = k I d—,— d(o = I rf—

—

du).
'

I co.-iW dco ! cos '«o doj

Aus der Gleichung 34) ist

r— = p tang?^;

,

mittelst dieser Gleichung lassen sich die Differentialquotienten von cos/,

cosy und cosw nach m auf folgende Art schreiben:

(/cos/ dcosv dcosn
101) —. = ü tangwcos i', —; = — »tangwcos/— cosw, —;—= cosi'.

' «CO ' dm ^ ^ ' clw

Es werde nun der Werth von P aus der ersten Gleichung 98) in

Beziehung auf w differentiirt. Es ist t ein particuläres Integral der

Differentialgleichung 4 0), diese Bemerkung genügt, um mit Hülfe der

Gleichungen 100) und 101) die Gleichung:

— — 0
div

darzuthun. Es ist also P eine absolute Constante. Dasselbe gilt von

Pj und P2. Weniger einfach lässt sich die Unabhängigkeit des letzten

Terms P3 der Gleichung 97) von w beweisen In der Gleichung 99)

setze man die Werthe von kJ-\-P, kJ^ -{-P^, kJ^-\-P^ aus den Glei-
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chungen 98) ein. Eine, unter Zuziehung- der Gleichungen 53) und 54),

leicht zu übersehende Rechnung, führt zu folgendem Resultate :

102) 2Ä-P3 =r. 1-1- PP, — P^

Setzt man hieraus den Werth von P^ in die Gleichung 97), so ist:

1kF[v) ^ (A-FH- PJ (A-T\^ 4-P)_ (A-F, - P, )^+ 1

,

wodurch F{v) in Function von F, F^ und F^ bestimmt ist. Aus den

Gleichungen 6 2*) lassen sich die Integrale </, und mittelst der

Gleichungen 98) eliminiren. Man multiplicire die Gleichungen 62*) mit

k, setze dann k£l cosy und

kV—kJ, =kV+P^^~[P,^kJ^), kV^+ J^ =kV-P^-^[P^-^kJ^],
kV.,—kJ= kV^^P~[P-\-kJ).

In den so umgeformten Gleichungen sind die Functionen:

A-F-l-P,, kV^~P^, J^y^+P

von V enthalten. Man kann, unbeschadet der Allgemeinheit, P = 0,

Pj = 0, P, = 0 setzen, wodurch die in 64) enthaltene Relation zwi-

schen F, Fj und F^ nicht geändert wird. Mit Rücksicht auf die Glei-

chungen 53) und 54) entsprechen dann einer planen Curve der Mittei-

punkte der Kugelflächen der sphärischen Krümmungslinien folgende

Gleichungen

;

Vt V t

cot IV
,

V.-, 1 dt^

I 1 \ r F^ Vi
cos«+y, cos/?-f- ^2;^ —j^^^o^y + "^1 ^1 ^ H

,
/ ^ \ V \ dt ^\ dt,

1
I ^1 /-^^ 1 j^j 2 p da) ^ p dw 2 p dw

[ \ dt
\^

cos l -\-y ^ cosm -\-{z^ — -^j ccos n
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Die dritte Gleichung 7 8) giebt ^* = 0 gesetzt:
r

r

sin w cos /

Die beiden ersten Gleichungen 7 8) lassen sich hierdurch auf fol-

gende Formen bringen :

cos a ^ds ^ ^ cos ß ^ds
*2 ' cos/ rfs ^ COS/ d^

ds ds

oder, wenn t zur unabhängigen Variabelen genommen wird:

C. Die Mittelpunkte der Kugelflächen der sphärischen

Krümmungslinien liegen auf einer Geraden.

Analog wie bei den in B untersuchten Flächen können zwei Fälle

stattfinden, deren jeder eine besondere Ausführung erfordert, je nachdem

der Punkt (|, rj, t) ebenfalls, wie die Mittelpunkte der Kugelfiächen der

sphärischen Krümmungslinien, auf einer Geraden liegt, oder einer belie-

bigen Carve angehört. Es wird sich ergeben , dass die Curve plan ist.

Der Einfachheit halber, soll der erstgenannte Fall zuerst betrachtet

werden.

Liegt der Punkt ri, t) auf einer Geraden, wird dieselbe zur Axe

der z genommen, so hat man in den Gleichungen 28) cos« = 0, cos/i = 0

und cos / = 1 , also |* = 0, rj* = 0. Die Gleichungen 30) und 31)

geben dann

:

dx, dy, dz ^ 1 dT
^ ^ , ^-^ = 0, -— = 0, -1^ = z^ = £2-^T^cosw.

du du du cos w du '
'

Aus den beiden letzten Gleichungen findet man leicht:

Mathem. Classe. XXVI. 2. N
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103)

f £1
T, sinw — V, -\- £2 cot to A- / ^—^—div.

z, = F, + — +cotii"/ —
* ' snr iy j si

Es ist eine Function von v. In den beiden rechts stehenden

Integralen ist w zur Integrationsvariabelen genommen. Mit Hülfe der

beiden vovstehenden Gleichungen reducivt sich die Gleichung 26) auf

:

\ dv I \ do / \ dv

Ist ip eine Function von v, F[yj) eine Function von xjj, so lässt sich

die vorstehende Gleichung durch die folgenden ersetzen:

104) X
^
= F" {yj)cosip-\- F'{ip) sin ip, -= F" [xp)s,m\p— F' [xp] cos ip

,

= F"{f)^F{ip),

wo F' {xp) und F" [ip] die Derivirten erster und zweiter Ordnung von

F(ip) nach ip sind.

Der zweite Fall, wenn der Punkt (|, l.) auf einer Curve liegt,

bildet eine Combination der beiden in B geführten Untersuchungen. Um
an dieselben direct anschliessen zu können

,
liege der Mittelpunkt der

Kugelfläche der sphärischen Krümraungslinien auf der Axe der i/ , oder

auch auf einer Parallelen zu derselben. Es sind dann 1* ^2

constant , also nach 13) auch ^* und l.* . In Folge der Gleichungen

28) ist:

f*
cos / Q

COS« ^**

Stellt man das linksstehende Verhältniss aus den Gleichungen 7 8)

her, so ist auch

:

g; — r _ r

oder

:

(r^-tir — r^— ^)r = o.
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In dieser Gleichung sind nur | und .C variabeL Der Punkt (|, i], t.)

liegt also in einer festen Ebene, welche der ^-Axe parallel ist. Wird

diese Ebene zur Coordinatenebene der x und 1/ genommen , so ist

z= ^ == 0 und T' = 0. In den Gleichungen 21) ist also ^* constant

und = 0. Setzt man |* = k, so hat man nach 21) und 22*) die

beiden Relationen :

dz
^

du

dx

.

du

= 0.

du

Die zweite Gleichung integrirt giebt

105^)
k

F[v) = ~{x\-^y\^z\-T\\

wo F[v) eine Function von v bedeutet. Da ^ = 0 , so gelten wieder

die Gleichungen 82) bis 9 3) von B, zu denen noch die Gleichung 105)

zu nehmen ist. Die Gleichungen 28) geben ^* = k und cos« = sins

gesetzt:

106) sin« = kSl.

Wird aus der vorstehenden Gleichung der Werth von i2 in die

Gleichungen 9 2) substituirt, so gehn dieselben über in:

/•sin« / dw\ „ , , ^ rsins I div\

Man setze aus den Gleichungen 93) und 106) die Werthe von

x^, y ^, Zi, und £i in die Gleichung 105), wodurch dieselbe sich auf

folgende Form bringen lässt:

~2kF{v)^{kV^+ P,){kV, + P,)-\-^-^^^lkJ-P,){kJ,-i-P,) = 0,

wo :

108)
P^ =z (cotw sin «+ cos «) e ^-\-kJ^,

P^ = (cot w sin« — cos«)^^ — kJ^,

N2
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Da -j^ = cotw, so geben die Gleichungen 108) nach s difFerentiirt,

wegen der Werthe von und aus den Gleichungen 107):

dP, clP,
L _ Q L — 0

ds de ~ '

d. h. Pj und sind absolute Constanten. Mittelst der Gleichungen

108) lassen sich aus 93) die Integrale J- und J., eliminiren. Setzt man

Pj r= 0 und Pj = 0 , was unbeschadet der Allgemeinheit geschehn

kann, ferner den Werth von £1 aus 106) ein, so ergiebt sich das fol-

gende einfache System für , und :

T, sinw = ei+V^e-i),

—
-^j

sin s—j/j cosfi -- —{V^ 6*^+ e~^)cotw,

(^1 — ;^)cos£+j/, sin« =^ ~[~V ^ ei+ V ^e-i).

Da der Fall, dass die Mittelpunkte der Kugelflächen der sphärischen

Krümmungslinien concentrisch sind, in IX ausführlich behandelt ist, so

sollen nur einige Bemerkungen für diesen Fall . soweit sich dieselben

auf die vorhergehenden Entwickelungen beziehn
,
angeführt werden. Es

muss hierbei erwähnt werden, dass in IX das System [u] sphärisch ist,

um die Resultate von IVB unmittelbar anwenden zu können. Im vor-

liegenden Falle ist das System {v) sphärisch. Sind |*, j^*, ^ constant,

so ist dieses auch nach 13) mit c^*, der Fall. Die Gleichungen

28) zeigen dann, dass

^* cosfö fi* cos ß
Q cosy (, cos/

constant sind. Aus den vorstehenden Gleichungen und den Gleichungen

7 8) folgt:

(^;-^)r-(:;-r)r = o, (^;_^)r-(r:-c)»?* = o.
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Es liegt also der Punkt (|, rj, ^) auf einer Geraden. Wird dieselbe

zur Axe der z genommen , so ist | — 0, = 0 , also |* =0, rj* = 0

und ^* = 0, rj*^ = 0. Diesen Annahmen entsprechen die Gleichungen

103) und 104). Nimmt man ^* =k, wo k eine Constante bedeutet, so

1

ist nach 28) i2 ^ ^. Die Gleichungen 103) reduciren sich für ein con-
A'

stantes £i auf:

s'm w — Fj, 2:^ = — -]- cotM;.

Da cos« = 0, cos/? = 0, also cos / = l , so giebt die dritte Glei-

chung 7 8)

t —
sin IV

V
Nimmt man in den Gleichungen 1 04) einfach tp =z v, setzt F{v) = -j-,

so hat man folgende Gleichungen :

hx^ = F"cosvH- F'sinv, ky ^ = F"sint)— F'cosv, kV ^ = F"+F.

kT^ sinw =-- F"-f F, kz^ = 1 + (F"4- F) cot

^2

sm ?ü

fcoswds = s , cos w
-\-

fs . smwdiv = — ^, cotiv—fq^ div.

Hierdurch lassen sich die Gleichungen 80) auf folgende Art schreiben

:

2</ä F" cos 15 -|- F' sin v
x+ r" cos a -

sin w

2g F"sinv — F'cosu
«+ r cos h ~ —

sinw

109)
-j- t" cos c = i-t-F^— F'-+ 2FF"

sin w

^ ^ 2 (F+ F") sin m;— (
F'^— 2 FF"— F'-f- 1 ) cos iv

smw
= F"— 2FF"— F'+l4-2(F"+F)cot?Y;.
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Die beiden letzten Gleichungen 109) geben:

dv ^m'iv.D] ^ '

Werden die drei ersten Gleichungen 109) nach v differentiirt , so

erhält man mittelst der vorstehenden Gleichung:

cos 7/'— T^sinw .

Cosa = sm w cos v-^l -j
—
^

~yi
|

~jz'2
[v co^v— V sinv),

cos^y— Fsinw .
, ^

cos 0 = sm %v sm -j—j-

^

( V sin V cos v) ,

cos w— l^sin ui

COSC = COSW — 2
; irT o

, -rr >•» •

1 + F"^+ F -

110)

Man differentiire die Gleichungen 110) nach v und setze:

^ _ 2 (F4- F") cosw+ (l — F"+ F'^— 2 FF") sin

w

Für cosa", cos ft" und cosc" ergeben sich dann folgende Gleichungen:

2FF'cosi;+ (l _f-F'— F'')sini?
cosa =

cos 6" =

cos c =

l + F^+F'^
2F F' sin —

(
i+ F ^— F'^) cosi;

1 _|_F^4_~F'2
'

— 2F'

1 + F'+ F'

Es sind cosa", cos 6" und cosc" von u unabhängig, die betreffenden

Flächen sind also durch

dv
= 0

characterisirt. Diese Bedingung ergiebt sich durch Vertauschung von u

mit V aus:
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Die Gleichungen 109) und HO) geben:

•^'+/+^' - [,[^2 dwf-{-ql.

Ein weiterer Verfolg der Gleichungen 109) und 110) würde wieder

auf die in IX gefundenen Resultate führen. Die Aufstellung der Glei-

chungen 109) und 110) ist in sofern nicht ohne Interesse, als dieselbe

auf den allgemeinen Formeln dieses Abschnitts beruht.

Allhang.

A. Bemerkungen über die Flächen, für welche die

K r üm m un gs 1 i n i e n eines Systems gleichzeitig geodätische

Lin ien sin d.

Die Flächen mit einem Systeme planer Krümmungslinien
, deren

Ebenen die Normalen der Flächen enthalten , bieten ein besonderes In-

teresse , sowohl in Beziehung auf ihre Entstehungsweise, wie durch ihr

häufiges Auftreten bei geometrischen Problemen. Aus diesem Grunde

sollen die in IVB aufgestellten Gleichungen 48) und 50) noch einige

Umformungen erleiden , welche für verschiedene Anwendungen vortheil-

haft sind.

Man kann die Gleichungen 48) von IVB auf folgende Weise dar-

stellen , welche zu ziemlich einfachen geometrischen Interpretationen

Veranlassung giebt

:

^cos«-l-3'cos/S-)- ^cos = ^ [/"(<^) +/(f")]i

,2?(cosMntü-j-cos-^costü)-|-j/(cosmsinto-f-cos/iCoscy)-|-0(cosnsinft)--)-cosz'cosa?)

dV
^

== —/(<m) sin CD —f (ou) cos co -j-^ cos ip-\-V sin xp,

a;(cosfcoscü—cos^sinco)-l-j/(cosmcosco—cos^sinto)-(-2;(coswcosw— cosi'sinco)

, = — f{co) cos a> +/' (to) sin co -|- sin %p— Fcos tp.
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Legt man die Gleichungen 5 0) von IVB zu Grunde, so lässt sich

an Stelle der vorstehenden Gleichungen 1) das folgende System auf-

stellen :

{x— ^)Coscf4-(j/

—

}])cosß-\-[z— fe)cos/ — 0,

—
^) (cos ^sin CO -f- cos ^ cos w) -\- [y— if) (cosw sin o;+ cos fx cos lo)

dV
-\-[z— .C)(cos??. sintü-|-cos?^cos(w) = ^ cos Vsmxp,

(oc— ^) (cos Icosw — cos Z sin w) + (j/— if){cos m costo— cos ^ sin co)

^
-{- {z— ^)(coswcosa>— cosi^sin cü) = sin 1//

—

Vcosip.

In den Gleichungen 2) ist rj, ^) ein Punkt einer beliebigen

Curve doppelter Krümmung , für welche die in I entvi'ickelten Formeln

gelten. Die in IVB gegebene Ableitung setzt voraus, dass /(w) nicht

der Differentialgleichung

:

f[/"W+/(»)J ,
3) ä ^ +-/'(») = 0

genügen darf, wenn man sich der Gleichungen 2) bedienen will. Findet

die Gleichung 3) statt, so sind die Gleichungen 1) zu nehmen. Nach

den in I gegebenen Formeln, sind cos/, cosm, und cos« die particulären

Integrale der Difl'erentialgleichung 3). Bezeichnen a^^, y^, Zq arbiträre

Constanten, so ist in 3)

:

4) —/('^) — XqCo^I-^- t/QCO^m-\-z^cosn.

Aus der vorstehenden Gleichung folgt, durch Differentiation nach to,

—f [w) = cosi -hyo cos^+ ^^Q cos?',

7 [/"H+/H] = '^ocos«+^o cosß^z^ cosy.

Die vorstehenden Gleichungen lassen an Stelle der Gleichungen l)

ein System treten, welches unmittelbar aus 1) für y'(co) = 0 und durch

Vertauschung von x, y, z respective mit x— x^, y—y^^ z— folgt.
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Die Constanten a;^, y ^, beziehn sich nur auf eine Verlegung des An-

fangspunkts der Coordinaten. Man kann also , ohne die Allgemeinheit

der Formeln zu verringern , x = d, y ^ = ~ 0 , d. i. nach 4)

f[io) = 0 nehmen. Findet also für /(to) die Differentialgleichung 3^

statt, so setze man in den Gleichungen 1) /(co) = 0. Die Ebenen des

Systems planer Krümmungslinien schneiden sich dann sämmtlich in einem

festen Punkte, dem Anfangspunkte der Coordinaten.

In den Gleichungen 1) sind die Ebenen der planen Krümmungs-

linien den Normalebenen einer Curve doppelter Krümmung F parallel.

Man kann die bemerkten Ebenen auch den rectificirenden Ebenen einer

Curve Fi im Räume parallel nehmen. Es ergeben sich dann sehr ein-

fache und symmetrische Gleichungen. Es verdient indessen hierbei her-

vorgehoben zu werden , dass diese Vereinfachung nicht für den allge-

meinen Fall planer Krümmungslinien stattfindet. In dem allgemeinen

Falle werden die Formeln im Gegentheil weitläufiger und dadurch für

Anwendungen weniger brauchbar.

Es seien o^i, 7, die Winkel, welche die Tangente im Punkte

der Curve F ^ mit den Coordinatenaxen bildet. Bezeichnet man das

Bogenelement der Curve allgemein durch ds so können cr^, ß
als Functionen von s^ angesehn werden.

Man setze:

5) cos/ sin (0 -j- cos i cos CO — cosor^, cosm sin co -f- cos ^ cos to = cosß^

cos n sin co -\- cos v cos y — cos y ^

.

Auf die rechten Seiten der vorstehenden Gleichungen lassen sich

die in I aufgestellten Formeln anwenden, wenn alle dort vorkommenden

Quantitäten mit dem Index 1 versehen werden. Unter dieser Voraus-

setzung geben die Gleichungen 5) differentiirt

:

COSOfCOS to COS^, cos /i? cos CO cos jU,
ds = ds., ds == 1 ds

,

,

Q 9i ^ Q Qi

cosrcosto cosj^,— ds = ds^^.

Mathem. Classe. XXVI. 2. O
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Nimmt man hierin

cos cods ds,
6)

so finden die Gleichungen statt:

7) COSft = COS^^, — cos ß = cos /LI
^

,

Nach den Gleichungen I 8) und I 7) ist,

1 0 0

cosAj cos/u^ cosv^ =cos/j,

cosof^ cosß^ cosy^

cosy = cos^j,

cos« cosß cosy

cos l cosm cos w

cos 2 cos ju cos V

Bildet man das Product dieser Gleichungen, so folgt unter Anwen-

dung der Gleichungen 5) und 7):

cos /cos CO— cos ^ sin w = cosl^.

Es ergeben sich so die folgenden Gleichungen:

8) cos /cos CO— cos-^sin o) = cos /j , cos?wcosco— cos^ sin co = cosm

cos w cos CO — cos sin CO = cosn^^.

Differentiirt man diese Gleichungen, berücksichtigt die Gleichungen

7), so folgt:

sin cods ds.
9) -— =

Man setze:

101 [/" (CO) +/(«,)] =i2,.

wo i2j eine Function von s oder s^ bedeutet. Mit Hülfe dieses Wer-

thes von i2j , sowie der Gleichungen 6) und 9) erhält man einfach durch

Differentiation

:

-6? [/'(co)costo -{-/("') sin foj = — |y"({y)-f-y'(cü)j

</[/'(cü)sina>—/(to)coscü] =

cosw ds Si^coscuds Sl^ds^

r

sincods

9i

-S2isinwds Si^dSi
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Durch Integration geben diese Gleichungen

/i2 ds—^

/'(cü) sin to—y(to) cos to = +
J~~~~^<

wo und Constanten sind. Die beiden Constanten und kann,

man annuUiren. Da die rechten Seiten der beiden letzten Gleichungen

1) mit Hülfe der Gleichungen 11) transformirt werden sollen, so ver-

schwinden und wenn V durch V^-{-h^cosrp— h^sintp ersetzt

wird, wo eine arbiträre Function von v bezeichnet. In die Glei-

chungen 1) führe man aus den Gleichungen 5) bis 1 1) die bestimmenden

Elemente der Curve ein, wobei noch = 0, = 0 zu setzen

ist. Das System 1) lässt sich durch das folgende einfachere System

ersetzen

;

X cos cos /U
^
-\- Z COSV

^

jn^Si^,

, a^cosa^ -{-1/cosß^ -\-zcosy^ =
J
y-ds^ _[__ cosi// -\- Vsmtp,

r^i ,
dV

(Tcos/j -\- 1/ cos m^-\-z cos =
J
— ds ^ -\-^ sim/j — kcosi/;.

Bei Anwendungen der Gleichungen 1 2) kann man den Index 1

einfach weglassen. Dieses ist im Vorstehenden unterlassen, damit nicht

dieselben Quantitäten a, l, Ä etc. sich auf verschiedene Curven beziehn,

wodurch die Vergleichung von Resultaten erschwert wird.

In den Gleichungen 10), 11) und 12) von IV nehme man cos <; = 0,

sinö — 1 und nach IVB d = o) -\- ip. Man führe ferner mittelst der

obigen Gleichungen 5), 7) und 8) die Winkel cc^, Z^, etc. ein. Hier-

durch folgt:

cos a = —
" coscf

j
sint//-}- cos cos T/^, / cos a' = cos /?

^

,

13) l cosh = — cos/?, sin i/^-j- cosm^ cos t//
, 14) < cos = cos^t ^

,

cos c = — cos y I

sin xp -f- cos n
,
cos \p. ( cos c = cos v

^

.

02
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icos
a = cos«^ cos sin xp,

cos 6" — cosjSj C0S1//+ cosm^ sin 1//,

cos c" = cos / j cos \p -\- cos n ^ sin

Die erste Gleichung 12) gibt nach u difFerentiirt

:

(cosa'cos/lj -\-Q.o%\) co^fx^ -\-co^ ccq^v^ \JE

/
i ds.— cos «1 +^ cos + ;s cos y J
--

^ 1 ds. dSi.— (a?cos/, -f-ycos m. -\-zcosn,) — = —r-^•
^ 1 ' du

Wegen der Gleichungen 12) und 14) giebt die vorstehende Gleichung:

6?i2j dSl^ ds

^

du ds^ du

gesetzt

;

,^du da, \ v rSl,
, .

dV

16)

i—du aiL. 1 r ri>i.
^

av . n

1 r /-i^, ^ dV . rr ^+ -[j;r^^^,+^smV'~FcosV'J.

Wird die zweite oder dritte Gleichung 12) nach v difFerentiirt, so

erhält man mittelst der Gleichungen 15):

Durch Differentiation der Gleichungen 13) nach u und v und Zu-

ziehung der Gleichungen 14) und 15) findet man:

sJE du sin 1/^ cosxp
^

sjG dv

' r ds^ **! ' r" dxjj

Ist in den Gleichungen 1) /(co) =0, so ist nach 10) in den Glei-

chungen 12)i2j = 0. Wenn /(a>) nicht verschwindet, so kann man das

System der Gleichungen 2) statt der Gleichungen 1) nehmen. In den

Gleichungen 2) und 1 2) setze man

:
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dV . dV .

20) X = ^cosi//+ Fsin^ , Y — ^smip— Vcosxp.

Man kann X und Y als Coordinaten eines Punktes einer planen

Curve C ansehn, es sei O der Anfangspunkt des Systems der X und Y.

Die Gleichungen 2) und 1 2) bestimmen dann dieselbe plane Curve C in

beliebig vielen Lagen , wenn die Ebene der Curve sich in einer be-

stimmten, gleich zu definirenden Weise fortbewegt. Es seien ij, ^ die

Coordinaten eines Punktes 77 einer Curve doppelter Krümmung F. Die

Curve jT hat unendlich viele Evoluten, es sei F' eine beliebig gewählte

Evolute von F und W der Funkt von F\ welcher dem Punkte II ent-

spricht. Es sind dann

:

cos/sinto-J-cosicostü , coswisin co-f- cos^acosco , cos w sin to-}- cos y cos <«,

die Cosinus der Winkel, welche die Verbindungslinie der Punkte II und

n' mit den Coordinatenaxen einschliesst. Die Gleichungen 2) geben

folgende Entstehungsweise der durch dieselben analytisch definirten Flächen.

Theorem.

In einer Ebene werde eine feste Curve C angenommen und zwei

bestimmte zu einander orthogonale Geraden, welche sich in einem Punkte

O schneiden. Es sei F eine beliebige Curve doppelter Krümmung, F'

eine Evolute von F, ferner seien II und II zwei Punkte von F und F',

welche einander entsprechen. Die Curve C bewege sich nun so , dass

der Punkt O die Curve F durchläuft, dass die Ebene von C mit der

jedesmaligen Normalebene eines Punktes II von F zusammenfällt und

eine der beiden festen Geraden in der Ebene von C auf die Verbin-

dungslinie der Punkte II und II' zu liegen kommt. Die Curve C erzeugt

dann die allgemeinste Fläche, auf welcher sie gleichzeitig Krümmungs-

linie und geodätische Curve ist.

Dieser Satz erfordert eine Modification, wenn sich die Curve F auf

einen Punkt reducirt, oder besser, die Ebene von C immer durch einen

festen Punkt geht. Ist die Curve F plan , so ist nach IV D die Fläche

die Enveloppe einer Rotationsfläche , welche sich so bewegt , dass ihre

Axe immer senkrecht zu einer Ebene H bleibt , und ein fester Punkt
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der Axe eine beliebige Curve F in der Ebene // durchläuft. Geht die

Ebene der Curve C durch einen festen Punkt, so sei derselbe der Anfangs-

punkt der Coordinaten, die Gleichungen 12) geben dann S2^ = 0 gesetzt:

x cos A ^ -\- 1/ cos ju ^ -\- z cos V ^ = 0,

/ xcosa ^-^ycos p zcosy ^
— -^cosxp -\-V s\xi\^,

y .

27 cos <^ -\-^/cosm
^
-\-zcos — ^ sin ip — Vcosip.

Diese Gleichungen geben folgendes

Theorem.

In einer Ebene E werde eine feste Curve C und zwei bestimmte,

zu einander orthogonale, Geraden angenommen, welche sich in einem

Punkte 0 schneiden. Die Ebene E drehe sich um den Punkt O

derart , dass die beiden festen Geraden den Tangenten und Binor-

malen der verschiedenen Punkte einer Curve doppelter Krümmung

beständig parallel bleiben. Die Curve C erzeugt dann die allge-

meinste Fläche mit einem System planer Krümmungslinien, dessen

Ebenen die Normalen der Fläche enthalten und beständig durch

einen festen Punkt gehn.

Die Gleichungen 21) lassen noch folgende geometrische Deutung

zu. Durch Elimination von yj zwischen der zweiten und dritten der

Gleichungen 21) folgt:

22) xcosl^^-\-i/co^mj^-{- zcosn^ = 'i* {xcos a ^ cos ß ^ ^ zcosy

wo eine beliebige Function ihres Arguments ist. Die vorstehende

Gleichung nach
. .9 ^

differentiirt, giebt:

1^—
—
^j {x cos 2,

^ -\- 1/ cos /u^-\-z cos l>^) = 0,

d. i.

x cos A
^

^ cos ,u -\- z cos P ^ — 0,

was wieder die erste Gleichung 21) ist. Die in Rede stehende Fläche
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ist also auch die Enveloppe einer Cylinderfläche, deren Kanten den Haupt-

normalen einer Curve doppelter Krümmung parallel sind.

Die Flächen, definirt durch die Gleichungen 21), haben eine geome-

trische Eigenschaft, die sich unmittelbar auf folgende Art ergiebt. Die

Summe der Quadrate der Gleichungen 21), nämlich:

+ + = +

ist unabhängig von u. Durch Diiferentiation nach u folgt:

da! dy dz

du~^^ du~^^ du
^'

oder

:

24) iTcos a'-j-^cos^'-j- ^cos c' = 0.

Die Verbindungslinien der Punkte der Fläche mit einem festen

Punkte stehn auf den Tangenten zu einem der Hauptschnitte senkrecht.

Findet umgekehrt die Gleichung 23) statt, so ist G von u unabhängig.

Die Gleichung 24) nach v differentiirt giebt nämlich:

25) (a?cosa -}-ycoso +2;cosc)^^ ~ 0.

Die Annahme:

^ cos a" -]- y cos 6 " s cos c" = 0,

oder;

dx dy dz

dv~^^ dv dv

zeigt in Verbindung mit der Gleichung 23), dass cc^ -\-
y^ -\- constant

ist, der Punkt [x, y, z) also einer Kugelfläche angehört. Von diesem

besonderen Falle abgesehn, gibt die Gleichung 25):

d\/G—-— = 0,
du

als allgemeine Lösung. Die Gleichung 24) zieht die Gleichung:
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, cos a+ ?/ cos 6+ 2: cos c
d = 0

au

nach sich. Ist eine Gleichung von der Form

:

26) X Cosa -\- y co?,h -\- z cos c = F [\/^2 _j_ _|_ j

gegeben, wo eine beliebige Function von t ist, so giebt diese Glei-

chung nach u und v difFerentiirt

:

[xcosa -\-v cosb + 2: cos c n —+ -—7==^^— yE = 0

,

27) ^
^ +

,3? cos « -f- y cos 6 -1- 2 cos c )
— H ~==~=~ sJG - 0.

Die Gleichungen 27) geben zu vier Annahmen Veranlassung, von

denen zwei auf die Kugelflächen führen, nämlich:

X cos a -\-y cosh' -\- z cos c' = 0 , x cos a -\-y cos 6 " -|- 2 cos c" = 0

und

:

Die letzte Doppelgleichung schliesst auch noch die Ebene ein. Mit

Beseitigung dieser besonderen Fälle werden die Gleichungen 27) allge-

meiner erfüllt durch:

28 j?cosa H-ycosi H-2;cosc = 0 , — H 7 ~r— ! — 0,

oder:

a:'cosa +ycoso -f-scosc = 0, —, -\ -, -. _- = 0.

Die beiden letzten Annahmen gehn durch Vertauschung von u und

V in einander über. Die erste der Gleichungen 28) hat wieder:

d^G _ ^
du
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zu Folge. Durch die Gleichung 26) sind die Flächen definirt , welche

die Eigenschaft haben, dass, in Beziehung auf einen festen Punkt 0,

für jeden Punkt P der Fläche, die Projection des Radius vectors OP
auf die Normale im Punkte P zur Fläche, eine Function des Radius

vectors OP ist. Die Gleichung 2 6) lässt sich auch mit einem photo-

metrischen Problem in Verbindung setzen. Es werde eine Fläche von

einem Punkte O aus beleuchtet, die Helligkeit in einem Punkte P der

Fläche ist abhängig von der Distanz OP und dem Incidenzwinkel, wel-

chen der einfallende Strahl OP mit der Normalen des Punktes P bildet.

Nach den Principien der Photometrie ist das Maass der Helligkeit im

Punkte P proportional dem Cosinus des Incidenzwinkels , dividirt durch

das Quadrat der Distanz des Punktes P vom leuchtenden Punkte O.

Setzt man statt des Quadrats der Distanz eine beliebige Function der-

selben , so hat allgemeiner die Intensität der Beleuchtung zum Maass

den Ausdruck;

a7C0sa 4-ycos&-4-2;cosc , [- —5-, ^
29j

^̂
^T 4>[^aj'+y'-\-z'\ = T,

+ y'+ s''

wo T zur abkürzenden Bezeichnung des links stehenden Ausdrucks ge-

setzt ist. Soll die Helligkeit in jedem Punkte einer Fläche, welche von

einem Punkte aus beleuchtet ist, dieselbe sein, so ist in 29) T constant.

Dann findet aber die Gleichung 26) statt, x, y und z sind durch die

Gleichungen 21) bestimmt. Setzt man ihre Werthe aus 21) in die Glei-

chung 29), substituirt ferner die Werthe von cosa, cos& und cosc aus

den Gleichungen 1 3), nimmt Tg ~ — 1 , wo ^ eine Constante bedeutet,

so folgt;

30) —=z==* V (#)
1

9'

Für eine gegebene Function 4> ist aus dieser Gleichung V als

Function von \p zu bestimmen. Ist V als Function von xp bekannt, so

lässt sich mittelst der Gleichungen 20) die Curve finden, von deren Be-

Mathem. Classe. XXVI. 2. P
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Stimmung die Aufstellung gleichmässig beleuchteter Flächen abhängt.

Aus dem Vorstehenden ergiebt sich folgendes

Theorem.

Eine Fläche werde von einem Punkte O aus beleuchtet, die Hel-

ligkeit in einem Punkte P der Fläche sei dem Product proportional

aus dem Cosinus des Incidenzwinkels in eine Function der Distanz

der Punkte 0 und P Alle Flächen , welche in jedem Punkte

dieselbe Helligkeit besitzen, haben die Eigenschaft, dass ein System

von Krümmuügslinien plan ist, die Ebenen des Systems die Nor-

malen zur Fläche enthalten und sämmtlich durch den Punkt O gehn.

1

Nimmt man in 30) <P{t) = -^j, und cf = k'^^\ so ist:

V
^ _

Durch Integration folgt:

sm (v^-f-v^o)]

2p

+

1

2p

WO eine Constante bedeutet , welche auf die Relation zwischen X
und F, d. h. auf die Form der Curve C, von keinem Einfl.uss ist.

Diesem Werthe von V entsprechend hat man in 20):

Xcost//(j — Ys,mxjj^ = k

X sin yj^ ~\- Ycos yj^ = k

sm
1p

2p
cos-

'

2p-\- l

'

sm
2p

lp-^1
sm

Für den Fall der Natur ist j:> l , dann geben die vorstehenden

Gleichungen

:

(X'+ = 2F(Xcosv/o — Fsin v^J (Xsini//o + Ycosyj^).
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Nimmt man t//^ = — , so folgt:

was die bekannte Gleichung der Lemniscate ist. Die aus den Glei-

chungen 29) und 30) erhaltenen Resultate finden sich, soweit dieselben

auf Photometrie Bezug haben , zuerst mitgetheilt in den „Nachrichten

V. d. K. G. d. W. Aus dem Jahre 1 866" (pag. 270 u. f.).

B. Die Flächen der Krümmungscent ra, mit besonderer

Beziehung auf Flächen mit einem System planer Krüm-
mungslinien.

Die Endpunkte der beiden Hauptkrümmungshalbmesser r' und r"

liegen bekanntlich auf zwei Flächen, welche zuerst von Monge ange-

geben sind und die Flächen, oder auch die Schalen, der Krümm ungs-

centra heissen mögen*). Diese beiden Flächen geben zu einigen bemer-

kenswerthen Sätzen Veranlassung, wenn die primitive Fläche ein System

planer Krümmungslinien besitzt. Mit Hülfe der in II aufgestellten

Gleichungen lassen sich die Untersuchungen für die Flächen der Krüm-

mungscentra ziemlich einfach und leicht durchführen. Für die folgenden

Anwendungen ist eine Aufstellung der wesentlichsten Formeln erforder-

lich, eine Aufstellung, die um so mehr geboten erscheint, als ein nur

annäherend befriedigendes analytisches Material, bisher nicht vorhanden war.

Dem Punkte P einer Fläche 8 mögen die beiden Punkte und

und durch die folgenden Gleichungen entsprechen

:

*) Die erste Erwähnung findet sich in der schon früher citirten Abhandlung

von Monge: »Memoire sur la theorie des deblais et des remblais« in der Histoire

de l'Academie pour Fannee MDCCLXXXL (Paris 1784.) Auf pag. 693 ist die

Aufgabe gestellt »Trouver les equatious de deux snrfaces qui sont les lieux geome-

triques des centres de moiudre et de plus grande courbure.« Diese Untersuchungen

finden sich erweitert in der »Application de l'analyse ä la geometrie.« (Cinquieme

ed. Paris 1850) pag. 134—139, so wie den §§ XXHI, XXIV und XXV.

P2
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/ x^ =x-\-rcosa, l = x-\-r" cosa,

l)
]

= y+ r'co^h, 2) < = co%h,

\ = z-\-r' cos, c. \ ~ z-\-r" co^c.

Die beiden Punkte und liegen auf den beiden Schalen »S,

und S.^ der Krümmungscentra der Fläche S. Die rechten Seiten der

Gleichungen t) und 2) gestatten directe Anwendungen der in II aufge-

stellten Gleichungen , wobei es hinreichend ist, diese Anwendungen nur

für eins der Systeme 1) oder 2) vollständig durchzuführen. Da die Glei-

chungen 1) und 2) durch gegenseitige Vertauschung von u und v in einander

Übergehn , so lassen sich ohne weitere Rechnungen aus Formeln, welche

für das eine System gelten, die Formeln für das andere System schliessen.

Analog den in II gebrauchten Bezeichnungen sollen für die Flächen

8^ und 8^ die folgenden stattfinden:

3)

4)

\du 1 \ du / \ du 1

dx^ dx
^ ,

dy^dy^
^

dz^dz^ F
du dv du dv du dv

(d_^\\(dlA\(dz,V_
\du 1 \du 1 \du f

©V(t)V(|f) =

dx^

du

dx^ dy^ dy^ dz^ dz^

dv du dv du dv
F

Die Gleichungen 1) geben nach u und v difFerentiirt, unter An-

wendung der in II aufgestellten Formeln

dx , dr

du-du''''''^ ^ = +
,
dy, dr

J dy , dr , r" — r —

dz. dr

du du

1
dx^ dr

\ dv dv

_ dr

j
dv dv

f
d^i dr'

\ dv^ dv

r — r —

r — r
cosc. i -yJ-=— cosc-l T,

— \/Gcosc".
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Mit E-ücksicht auf die in II aufgestellte Gleichung 1 3) geben die

vorstehenden Gleichungen 5) und 6) :

dy^dz^ dy
^
dzy

du dv dv du

7)

idu
dv

dXy dy

. du dv

Es ist weiter:

dzy dx^

dv du

dx
j
dy

y

dv du

,
dr\]G— vr — r]—, ^cosa,

^ ' du r

-'^dur^''''^^

— [r — r 1^ —IT cos c

.

^ du r

8)

d'x^

du' du' du'

düo
1^

dz^

du du du

dx^ dy^ dzy

dv dv dv

= (/-/)(
du/ r'r"

9)

d'xy d'y^ d'zy

du dv du dv du dv

dXj^ dy^ dz^

du du du

dx^ dz^

dv dv dv

= 0.

10)

d'y^ d'zy

dv' dv' dv'

doo
^ dyx dz^

du du du

doc dyi dz
y

dv dv de

"
^ ' du du \Je \ r" I

Aus den Gleichungen 5) and 6) findet man :

dr dr

du dv
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P'ind lind die beiden Haiiptkrüniraungshalbmesser der Fläche

im Punkte , so erhält man aus den Gleichungen 8), 9), 10)

und 11):

\2]

131

du 1

dr' {r" - r f

du

dr' dr" I^G?
du du \ r" j

Sind ferner r ^ und r'^ die beiden Hauptkrümmungshalbmesser der

Fläche im Punkte P^, so geben die Gleichungen 11), 12) und 13)

durch Vertauschung von u und also von E, G, r und /•" respective

mit G, E, r" und r' die nachstehenden

Idr"? (r'— r"\' ^ j.dr \ ^ dr ur

dv / ^ du dv

15

dr

dv 1

" 2

''^ \y,-^^J^''~'^dvi^[i^j=[du v-l-^[^'-'K-'r"\

__dr dr^
I\/E\'

dv dv \ r I

'

Die vorstehenden Gleichungen .sind auf die Kugelfläche und die

developpabeln Flächen nicht anwendbar. Sieht man eine developpabele

Fläche als Tangentenfläche einer Curve doppelter Krümmung T an, so

ist die rectiflcirende Fläche der Curve F die Fläche der Krümmungs-

centra der endlichen Hauptkrümmungshalbmesser der Tangentenfiäche
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von r. Werden bei einer Kegelfläche die Generatricen den Tangenten

einer Curve F parallel genommen, so ist die JFläche der Krümmungs-

centra wieder eine Kegelfläche , deren Generatricen den rectificirenden

Geraden von F parallel sind*).

In der „Application de l'analyse ä la geometrie" (V. ed. Paris

1850) finden sich der Reihe nach folgende von Monge sehr detaillirt

ausgeführte üntersvichungen in Beziehung auf die Flächen , für welche

eine der Schalen der Krümmungscentra gegeben ist.

§ XXIII. De la surface courbe dont toutes les normales sont

tangentes ä la surface d'une meme sphere. (p. 246— 286).

§ XXIV. De la surface courbe dont toutes les normales sont tan-

gentes ä une meme surface conique a base arbitraire. (p. 286— 321).

§ XXV. De la surface courbe dont toutes les normales sont tan-

gentes ä une meme surface developpable quelconque. (p. 322-— 368).

Die von Monge behandelten Probleme lassen sich in ein Problem

zusammenfassen , nämlich in die Bestimmung der Flächen , für welche

ein System von Krümmungslinien aus geodätischen Linien besteht.

Ist eine der Schalen der Krümmungscentra eine developpabele

Fläche, so sei dieses mit der Fläche der Fall. In der Gleichung 12)

verschwindet die linke Seite, da r ^ = oo oder r'\ z=. oo , es ist also

dr"
,

^ dG— = 0, also auch -j— = 0.

*) Die Gleichungen 12) und 15) gebeu, wenn r'— r" constant ist folgendes

Theorem.

Ist für eine Fläche in jedem ihrer Punkte die Differenz der Hauptkrümmungs-

halbmesser constant , so haben die beiden Flächen der Krümmungscentra überall

constantes, negatives Krümmungsmaass.

Es braucht wohl kaum bemerkt zu werden, dass sich nur besondere Fälle von

Flächen von constantem, negativem Krümmungsmaass ergeben können. Nimmt man

eine Helikoidfläche , so sind die beiden Flächen der Krümmungscentra wieder Heli-

koidflächen. Aus der allgemeinsten Helikoidfläche , für welche die Differenz der

Hauptkrümmungshalbmesser constant ist, lassen sich nur zwei besondere Helikoid-

flächen von constantem
,

negativem Krümmungsmaass herleiten , wie eine Rechnung

ergiebt, deren Ausführung hier unterbleiben möge.
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Ist eine der Flächen der Krümtnnugsceutra eine Kugelfiäche, so sei

dieses die Fläche S.-^. Bedeutet k eine Constante, wird der Mittelpunkt

der Kugelfläche zum Anfangspunkt der Coordinaten genommen, so ist;

oder die Werthe von aus 2) substituirt:

17) {^-\- r'cos af -\- r" cos bf -\- [z + >'" cos cf - k^.

Diese Gleichung nach v differentiirt giebt

:

dr"
1 8) [x cos a cos b-\- z cos c -j- r")

dr"

dv
0.

Nimmt man ^ = U, so ist die Fläche S die Enveloppe einer Ku-

gelfläche von variabelem Kadius, deren Mittelpunkt eine beliebige Curve

beschreibt. Die eine Fläche der Krümmungscentra reducirt sich dann

auf die beliebige Curve. Hiervon abgesehn, kann die Gleichung 1 8) nur

die Lösung:

19) /i'cosa+j/cos^)-|-2;cos6'4-^*" = 0

geben. Die Elimination von r" zwischen den Gleichungen 1 8) und 1 9)

giebt

:

20) x~-]-^^-{-z^ k' -\- {xcosa-{-i/cosb zcos Cj^.

Diese Gleichung enthält in der That die Bedingung , dass die Nor-

male des Punktes [x, y, z) der Fläche >S eine um den Anfangspunkt

der Coordinaten mit dem Radius k beschriebene Kugelfläche berühre.

Die Gleichung 20) ist in der allgemeinen Form der Gleichung 26) von

Anhang A enthalten. Sie ffihrt wieder auf die Gleichungen:

dG
xcosa -{-1/ cos b'-\-z cos c — 0,

Aus den Gleichungen 1) und 7) folgt:

X. . V. z.

du
0.

2r

1 . J/. ~,

dx
^

dy ^
dz

^

du du du

dx
^

dy
^

dz
^

dv dv dv

[r —r)
,dr'\lG

du
[x Cosa -\-yco^b' -\-zco8c).
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1

Es verschwindet die links stehende Determinante wenn

X cos a -\-y cos \) -j- ^ cos c = ü,

die berührende Ebene zur Schale im Punkte [x y ^, z ^) geht dann

durch einen festen Punkt, den Anfangspunkt der Coordinaten. Die

Fläche ist also allgemein eine Kegelfiäche, wenn für die primitive

Fläche S die Relation

:

2 2j xco^a-\-i/co9,h-\-zcos,c = 4>[x^-\-y^-\-z^)

besteht, wo 4> eine beliebige Function ist. Umgekehrt, ist die Schale

eine Kegelfläche, so verschwindet die linke Seite der Gleichung 21),

es ist dann allgemein:

X cos d -\-y cos h' -\-z cos c' — 0

Diese Gleichung führt auf:

,a;cosa -4- wcos/>+ 2;cosc ,x' -A-if -\-z^
d ] = 0, d ~-— 0,

cm au

oder

:

xcoBa-\-ycoBh-\-zcos.c= F .
-\- -\- z^ =^ V ,

wo und beliebige Functionen von v sind. Die Elimination von

V zwischen den vorstehenden Gleichungen reproducirt die Gleichung 22).

Aus den Gleichungen 11) und 14) folgt:

\ du 2 dv j 2 du '

dF^ 1 dG^\ F„ dG.

dv 2 du 2 dv
~ 0

oder auch

:

F F

23) d -j--^ = 0, dV :r- = 0.
' du dv dv du

Den beiden Systemen von Krümmungslinien der Fläche S entspre-

chen auf den Schalen und je zwei Systeme von Curven. Wegen

der Gleichungen 2 3) entsprechen dem System [u) der Fläche ^S* auf 8^

geodätische Linien . dem System {v) von <S entsprechen auf geodä-

Mathem. Classe. XXVI. 2. Q
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tische Linien, wie sich schon bei Monge findet. (Analyse, p, 137).

Um die anderen Curven zu untersuchen , sollen folgende Bezeichnungen

gebraucht werden. Auf der Fläche bestimmt durch die Gleichungen

1), entspreche der Krümmungslinie (u) die Curve C ^, der Krümmungs-

linie [v] die Curve C'\. Analog mögen auf der Fläche S.,, bestimmt

durch die Gleichungen 2) , den Krümmungslinien (u) und {v) der primi-

tiven Fläche S die Curven C"
^
und C'\ entsprechen. Zur weiteren

Discussion der Curven C\ und C'\ hat man in den Gleichungen 1)

entweder u allein . oder v allein variabel zu nehmen. Dasselbe gilt für

die Gleichungen 2) in Beziehung auf die Curven C\ und C"^. Wie

schon bemerkt sind die Curven C\ und C'\ geodätische Linien auf 8^

und 8^.

Sollen die Curven C\ und C" ^ zu einander orthogonal sein, so ist

=0, wegen der Gleichung 9) sind die Curven C ^ und C'\ dann

auch Krümmungslinien. Es giebt die Bedingung = 0 nach 14)

dv"~ = 0 und umgekehrt. Hieraus schliesst man, dass den Krümmungs-

linien einer Fläche 8 nur dann auf einer Fläche ihrer Krümmungscentra

wieder Krümmungslinien entsprechen können, wenn auf der Fläche 8
die betreffenden Curven gleichzeitig geodätische Curven sind. Mit

Hülfe der in I aufgestellten Gleichungen lassen sich die Curven C\, C'\,

und untersuchen. Für die Curven C\ und C'\ bezeichne man

die in I vorkommenden geometrischen Elemente, soweit dieselben in

den Gleichungen 1 ) bis 8) von I enthalten sind, mit dem unteren Index 1

und einem oder zwei Accenten. Für die Curve C\ ist dann ds\ das

Bogenelement, es sind ferner a
^, ß'^, y ^

die Winkel, welche die Tan-

gente zur Curve im Punkte [x ^, j/,, mit den Coordinatenaxen bildet.

Die analogen Quantitäten für die Curve Q'\ sind durch ds\ und

«"j, y'\ bezeichnet. Für die Curven C, und C'\ auf 8^ sind die

in I vorkommenden geometrischen Elemente mit dem unteren Index 2

und einem oder zwei Accenten versehn.

Unter Zuziehung der Gleichungen von II geben die Gleichungen 1)

nach u differentiirt:
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dx , ds dr' dy ds\ dr
cos cc -r~ = cos a -j- , = cos ß , -r^ = cosb

,

au * au du du ' i du du

dz , ds' dr
- = cosy

,
-j-^- = cos c —

.

du 1 du du

24)

Nimmt man;

ds\ dr

du du'

so finden die Gleichungen statt

:

25) coscf'j = cosa, cos ß' ^ = cos 6, cosy\ = cosc.

Man difFerentiire diese Gleichungen wieder nach u. Wird:

26) i-^ = ^
Q ^

du r

genommen, so findet man:

27) cosi'^ = — cosa', cos^'^ = — cos6', cos?^'^ — — cosc'.

Die Gleichungen 2 5) und 27) geben:

28) cosT, = cosa", cosm', = cos 6", cosw'. = cosc".

Die vorstehenden Gleichungen geben nach u difFerentiirt, mit Rück-

sicht auf die Gleichungen 27):

J_ ds'_^ ^ d^
r\ du \Jq dv

Durch Division der Gleichungen 26) und 29) ergiebt sich

30)
q\ _ r' dSlE

r\ \lEG dv

Nach den Untersuchungen von II auf pag. 1 5 der ersten Abhand-

lung , ist die rechte Seite gleich der negativen Cotangente des Winkels,

welchen die Binormale der Krümmungslinie (u) im Punkte [x, y, z) der

Fläche <S mit der Normalen desselben Punktes einschliesst. Hieraus

ergiebt sich folgendes

Q2
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Theorem :

Längs einer Krümmungslinie K auf einer Fläche *S bilden die Nor-

malen zu *S eine developpabele Fläche , deren Wendecurve W sei.

Sind P und P ^ zwei correspondirende Punkte auf K und W , so

ist das Verhältniss des Krümmungsradius zum Torsionsradius der

Wendecurve im Punkte P
^

gleich der negativen Cotangente des

Winkels, welchen die Binormale der Krümmungslinie im Punkte P
mit der Normalen desselben Punktes zur Fläche S einschliesst.

Für die Curve C" ^ hat man der Gleichung 30) entsprechend:

q\ ^ r" d^G
r\ ~~

sIeG du
'

Ist das System der Krümmungslinien [v] plan , so ist die rechte

Seite der vorstehenden Gleichung nach II 7) gleich cote, also:

ff

^ = cot ff.

Da die rechte Seite dieser Gleichung nur von u abhängt, so ist

die Curve C'\ eine Helix einer beliebigen Cylinderfläche. Man erhält

hieraus das

Theorem :

Einem planen System von Krümmungslinien entsprechen auf der

betreffenden Fläche der Krümmungscentra Schraubenlinien.

Weniger einfach wie die Formeln für die Curven C\ und C".^

gestalten sich dieselben für die Curven C'\ und C\. Da bei den frü-

heren Untersuchungen das System der Krümmungslinien (v) als plan

oder sphärisch angenommen wurde, so soll, um Wiederholungen zu ver-

meiden, die Curve C\ in Beziehung auf die Tangente untersucht werden,

es soll also in den Gleichungen 2) nur u variiren.

Mit Rücksicht auf die gewählten Bezeichnungen differentiire man

die Gleichungen 2) nach u. Ferner führe man die Bezeichnung aus

II 23):

sJeG du 2
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ein, und setze dann nach II 10):

dr" / r"\ r" d\/G I r"\

du

Es ergeben sich dann aus den Gleichungen 2) die folgenden

;

doc^
, ds\~ — cos« , -z^

au - du
= (l-;),-'\/£.(>/,cos«+-7),

2

du

dz^ , ds

du

Nimmt man in diesen Gleichungren:

du

so sind a\, ß\ und y\ auf folgende Art bestimmt

1 / 1 2 r
Cosa—

\/ 72+ ^2 -cos« 2 = cosa+—

,

32) <
-\/l + ffJ.cos/r, =H,cosi+-!-,

4/1 2 » t-'OS c
- V/ 72+ ^2 • COS/2 = ^^2 cosc+ ^,—

Die Gleichungen II 25) und II 27) reduciren die Gleichungen

32) auf;

33) cosßt'g = cos/^» cosß'^ = cosm,. cos/^ — cosw^-

Es ist also die Tangente im Punkte (a?^, y.^, z^) der Curve C\
parallel der Binormale der Krümmungslinie {v) im Punkte {x, z) der

Fläche S. Aus dem Vorstehenden schliesst man folgendes

Theorem :

Auf den beiden Flächen der Krümmungscentra einer Fläche S ent-

sprechen den Krümmungslinien von S vier Systeme von Curven.
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Zwei dieser Systeme haben die Normalen von zu Tangenten, die

Tangenten der beiden anderen Systeme sind den Binormalen der

KrümmungMÜnien von /S' parallel.

Ein weiterer Verfolg der Gleichungen 32) oder 3 3) führt im all-

gemeinen Falle zu keinen einfachen Resultaten , nur für plane Krüm-

mungslinien ergeben sich einfache Verhältnisse, in den Gleichungen 33)

sind dann die rechten Seiten von v unabhängig, da die Binormale einer

planen Curve für alle Punkte der Curve dieselbe ist. Substituirt man

in die Gleichungen 2) die Werthe von x, z und cosa, cos 6, cosc aus

den Gleichungen IV 4 0) und IV 10), ferner den Werth von r" aus

IV 43), so ist die Fläche »S^ der Krümmungscentra durch folgende Glei-

chungen bestimmt:

34^

£1

,3?^ cos«-j-w, cosp+ 2;„cosy = -r^

j72(cos.2cosy-[~cos/sin9))-|-j/2(coSjacos9)-f-cosmsin9)+2;2(cos;'cosy+coswsiny)

ir+ J sin (g — y)e-g W-\-J
~ dV +l-cos(ö-9>) dV '

aJglcos^siny—cosfcos9))-|-j('2 (cos^sin^— cosmcosy)-j-2;2(cos«/sin9)—coswcos^)

_ „ sin {d - y)
,

cos(^ y)^ W-\-J
— -^'^)' —

l — cos[Q— g>)'* dV "'"1—008(0-9))'' dV '

Für 9 hat man nach IV 2 0) den Differentialquotienten :

35) — = -
[1 _cos(ö— y)Je2.

Lässt man in den Gleichungen 34) v oder V allein variiren, so er-

hält man mit Hülfe der Gleichung 35) eine Verification des oben aus-

gesprochenen Satzes, dass der Punkt (^2'3'2'~2) der Curve C „ der Helix

einer Cylinderfläche angehört.

Man findet

:
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dx n^V ->

dV dV * dV

dx^Y IdyA Idz.,'^

dVj \dv)^\dV

Die Generatricen der Cylinderfläche sind der Richtung parallel,

welche die Winkel ß und / bestimmen. Es ist o der Winkel, unter

welchem die Helix die Generatricen der ('ylinderfläche schneidet. Was
die Curve C'^ betrifft, so bietet ihre weitere Untersuchung keine Schwie-

rigkeit. Nach der Gleichung III 7) geben die Gleichungen 32), mit

Rücksicht auf den Werth von //, aus 31):

cos «2 — cos «cos ff— cosa'sinff,

cos/3', = cos&cosff— cos &' sin er,

cos/', = cos c Cosa— cosc'sinff.

Wegen der Gleichungen IV 1) vereinfachen sich die vorstehenden

Gleichungen in:

cosa'^ = cos«, cos/i'2 = cosß, cos/', = cos/.

Die Bestimmung der geometrischen Elemente der Curve C'^ folgt

durch unmittelbare Anwendung der in 1 gegebenen Formeln auf die

vorstehenden Gleichungen. Zu sehr einfachen Verhältnissen für die

Curven C\. C'\, C\ und C" ^ geben die in A betrachteten Flächen

Veranlassung, wesshalb eine Aufstellung der wesentlichsten Formeln aus-

geführt werden soll.

Mit Hülfe der in IX aufgestellten Gleichungen 11) bis 19) erhält

man aus den Gleichungen 1) und 2) durch leichte Rechnung:

— ^) cos — i^)cos^-f-(2:^ — t)cos/ = 0,

I) cos /?
-f- j

— rj) cos /ii-\-{z
^
— ^)cosv = q,

36) { dV
_pcos(c«+ v)

ri)cosm-\-{z

,

— t)cosw = ;—
, ^
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(^2— S)cosce-\-{y., ~ t})cosß-\~ [z^ — ^)cos/ = 0,

(.^2 — I) (cos / sin CO -|- cosicosw)4-{j/2 — (cos m sin co -(- cos^ cos co)

, -{-{Zz — fe) (cos wsm (0 -)- cos /'COS to) = — sin i// -]-— cos t/;

,

(,3; 2 — (cos / cos (o— cos 2 sin co) -|- {1/^
— rj) (cos m cos to — cos ju sin to)

d^V dV .

[z^ — (cos n cos tü — cos v sm od) — cos xp -\- sm 1//.

Die Gleichungen 36) lassen sich durch die folgenden ersetzen:

38)

dV
.

-7 ocos(co+t//)— t.—()cos/t y ^

— fj—Qcos/u Zj~Q— Qcosp dxp

cos/ cosm cosw sin(a>-|~V^)

Die Fläche wird aus den Krümmungsaxen der Curve gebildet,

deren Normalebenen die Ebenen des planen Systems von Krümmungs-

linien parallel sind. Die Fläche 8^ ist also developpabel. Hat in den

Gleichungen 38) xp einen bestimmten Werth , so gelten die bemerkten

Gleichungen für eine kürzeste Linie der developpabeln Fläche der Krüm-

mungsaxen einer Curve. Emern bestimmten Werthe von s entspricht

eine Gerade.

Setzt man

:

^ dV V dV . ^,= ^ cos ^>-\- V sm xp , 1 — sm xp— v cos \p

,

d'V dV d~V dV
^ dxp^ ^ dxp ^ 2 ^ ^ dip

^

so kann man X, I" als Coordinaten eines Punktes einer planen Curve

an sehn , es sind dann X^, die Coordinaten des entsprechenden

Punktes der Evolute. Die Gleichungen 3 8) haben dieselben Formen, wie

die Gleichungen 2) von A, nur dass X und Y respective durch Xj und

ersetzt sind. Es ist also die Fläche von derselben Art wie die

Fläche 8.

Bedient man sich der in A aufgestellten Gleichungen 1 2) bis 1

9)

für i2j = 0, so treten an Stelle der Gleichungen 36) und 37) die

folgenden

:
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COSij -j-^j -f-^i cos^i = 0,

0?^ COSttj COS/?j COS/j =
J_
dV

sin cos tfj

*

40) (

1 ^
X. cos/, -\-y

,
cosm, -\-z

,
cosw, = —

smyj cosi//

(»1 ^'i

rf' F . dV
. x^co^a.-^y^cosß^ ^z^coBy, = — sm xp cos tp

,

d^V dV .

Die Gleichungen 40) lassen sich durch die folgenden ersetzen:

42)

dV
dxp

cos/^ cosföj cosm^ cosß^ cosw^ cosj^^ siiii// costp

Qi Qi Qi »1 r

Durch diese Gleichungen ist eine Kegelfläche bestimmt. Die Kanten

derselben sind den rectificirenden Geraden einer Curve doppelter Krümmung

parallel , deren rectificirenden Ebenen , die Ebenen des planen Systems

von Krümmungslinien parallel sind.

Die Gleichungen 4 0) oder 4 2) nehmen sehr einfache Formen an,

wenn statt der "Winkel cc^, 2^, etc. wieder die Winkel cc, A, l etc.

mittelst der Gleichungen 5), 7) und 8) von A eingeführt werden und

ferner nach 6) und 9) von A

— = — tang w

gesetzt wird. An Stelle der Gleichungen 40) lassen sich dann die fol-

genden setzen

:

Mathem. Classe. XXVI. 2. R
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43)

COS a+y, cosß -\-z^ cos / — 0,

X
,
(cos/sintü-{-cosicosco)+y

^
(coswisincü-l-cos^coscü)-j-2;

^
(cos^isinco-f-coswosaj)

dV
sm 0) -y-

sin (to -1- 1//)

(cos/cosco— cos^sincü)-}-j/
,
(cosmcostü—cos^sma))-(-iS, (coswcosto— cosj^sinto)

dV
cos CO

sin (a)-[-V^)

Diese Gleichungen reduciren sich einfach auf

:

X, V, z, dV 1

' cos/ cosm cosw d^ sin(to-t-t^)

Nimmt man die Ebenen des planen Systems den Normalebenen

einer Curve JT doppelter Krümmung parallel, so sind die Generatricen

der Kegelfläche, bestimmt durch die Gleichungen 44), den Binormalen

der Curve F parallel.

Sollen die Gleichungen 36) eine Kegelfläche bestimmen, deren

Spitze im Anfangspunkt der Coordinaten liegt , so giebt die erste der-

selben = 0, — 0, 2, = 0 gesetzt:

^ cos a -\-fi cos ß -\- C cos y = 0.

Hieraus folgt:

wo g eine Constante bedeutet. Der Punkt i^, fe) gehört einer sphäri-

schen Curve an. Aus dem Vorhergehenden, erhält man unter Zuziehung

der in A aufgestellten Theoreme, folgende allgemeinen Resultate, für

Flächen, deren Krümmungslinien gleichzeitig geodätische Linien sind.

Theorem

:

In einer Ebene werde eine feste Curve C angenommen und zwei

bestimmte zu einander orthogonale Geraden, welche sich in einem Punkte

O schneiden. Es sei T eine beliebige Curve doppelter Krümmung, JT'

eine ihrer Evoluten, einem Punkte II von F entspreche der Punkt II'
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von r'. Die Curve C bewege sich nun so, dass der Punkt O die Curve

r durchläuft, dass im Punkte II ihre Ebene mit der Normalebene von JT

zusammenfällt und eine der beiden festen Geraden in der Ebene von C
die Verbindungslinie der Punkte II und II' ist. Die Curve C erzeugt

dann die allgemeinste Fläche S, auf welcher C gleichzeitig Krümmungs-

linie und geodätische Linie ist. Die Evolute der Curve C erzeugt eine

Fläche , welche eine der Flächen der Krümmungscentra von /S ist.

Den Krümmungslinien von /S entsprechen auf wieder Krümmungs-

linien , dem planen System entspricht wieder ein planes System ; dem

nicht planen System entsprechen auf 8^ Curven , deren Tangenten den

Tangenten der Curve F parallel sind. Die andere Fläche der Krüm-

mungscentra von S ist die developpabele Fläche der Krümmungsaxen

der Curve F. Für eine sphärische Curve F ist tiie Fläche eine co-

nische Fläche. Ist die Curve F plan, so existirt nur eine Evolute F\

es findet dann für die Flächen >S' und ^S'^ eine ganz ähnliche Erzeugung

wie im allgemeinen Falle statt. Die Fläche der Krümmungsaxen geht

in eine cylindrische Fläche über, welche auf der Ebene von F senkrecht

steht und die Evolute F' enthält.

Geht die Ebene der Curve C immer durch denselben festen Punkt

0, so drehe sich die Ebene um den Punkt O derart, dass sie der Nor-

malebene im Punkte II einer Curve doppelter Krümmung F parallel

bleibt und eine der beiden festen Geraden die Richtung der Verbin-

dungslinie nn' hat. Die eine Fläche der Krümmungscentra wird von

der Evolute von C beschrieben, die andere ist eine Kegelfläche, welche

den festen Punkt O zur Spitze hat und deren Generatricen den Binor-

malen der Curve /"parallel sind. Die Ebene der Curve C kann sich auch

um den festen Punkt O so drehn , dass sie den rectificirenden Ebenen

einer Curve F^ parallel bleibt , und zwei feste zu einander orthogonale

Geraden in der Ebene von C dabei die respectiven Richtungen der

Tangenten und Binormalen der Curve F^ annehmen Die Generatricen

der developpabeln Fläche der Krümmungscentra sind den rectificirenden

Geraden der Curve F^ parallel.

R-2
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Anmerkung zu Anhang B.

Analytische Bestimmung der

Schale der Krümmungscentra
Grades

Flächen, für welche eine

eine Kegel fläche zweiten

i s t.

Wenn auch der Zweck der vorliegenden Untersuchungen wesentlich

in der Aufstellung möglichst allgemeiner Resultate besteht , soweit die

Allgemeinheit der Resultate durch die behandelten Probleme bedingt ist,

möchte es nicht ungeeignet erscheinen , die im Anhang B entwickelten

Gleichungen auf ein verhältnissmässig einfaches Beispiel anzuwenden.

Die sehr geringe Anzahl von Beispielen in Beziehung auf Flächen , für

welche die Schalen der Krümmungscentra gegeben sind, kann wohl zur

Rechtfertigung einer speciellen Untersuchung dienen. Diese Untersu-

chung bietet in sofern einiges Interesse dar, als nur eine der Schalen

der Krümmungscentra gegeben ist , während die zweite unbestimmt

bleibt.

Ist die Fläche 8^ eine Kegelfläche, deren Spitze mit dem Anfangs-

punkt der Coordinaten zusammenfällt , so verschwindet die linke Seite

der Gleichung 21) von B, es ist dann xcosd ~\~;^ cosb' zcosc = 0.

Die Gleichungen 12) und 14) von A geben — 0, also nach 10)

/" (co) -f-/{co) = 0. Sind und Constanten, so ist

/{(jo) = h^ coscü-|-Ä.^ sin CO.

Man kann einfach = 0 und =^ 0 , also f{w) = 0 nehmen. Es

kommt dieses darauf hinaus in der zweiten und dritten Gleichung 1)

von A einfach V statt F-|-Äj^ cos j//— h^sintp zu setzen, wodurch die

Allgemeinheit nicht verringert wird , da V eine beliebige Function von

V oder tp ist. Die Gleichungen 1) von A geben /(to) = 0 gesetzt:
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a!cosa-\-^ cosß -{-scosy = 0,

<r(cos?sin£ü+cos^cos«j)-f-j/(cosmsinco-{-cos,acos(o)-j-2;(coswsinto-{-cos/'costo)

dV
, ,

= -i— cos w -\- V sin w

,

1] { d\p ^ ^
^

jr(cos/cosaj—-cos-^sina>)-|-y(cosmcosa>—cos^sintü)-{-i2(coswcostü— cos»'sin(ü)

dV . ^_~ -^smxp— V cosxp.

Durch diese Gleichungen ist der Punkt [x, y, z) einer Fläche S
definirt, für welche die Schale S ^ der Krümmungscentra eine Kegelfiäche

ist. Für einen Punkt [pc y ^, z^) dieser Kegelfläche bestehn die Glei-

chungen 44) von B, nämlich:

2\ — ^1 — ^1

' cos/ cosm cosw

Da die Gleichung einer Kegelfläche von der Form:

ist , so zeigen die Gleichungen 2) , dass die Aufstellung der Fläche S

auf die Untersuchung einer Curve doppelter Krümmung hinauskommt,

welche durch die Richtungen ihrer Binormalen definirt ist.

Sind /, g und h Constanten, liegt der Punkt [x^, y z^ auf einer

Kegelfläche zweiten Grades, so findet die Gleichung statt:

3) y.2 ^2
— 0.

Mittelst der Gleichungen 2) giebt die Gleichung 3)

:

cos^/ cos^m cos^w
4)

=

Es sei f^g- Auf die Gleichung 4) lassen sich die in I gegebenen

F'ormeln anwenden , bei welcher Anwendung , der Einfachheit halber,

die Gleichungen von I nicht weiter einzeln angeführt werden sollen.
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Die Gleichung 4) nach 6^ difterentiirt giebt:

(cos/cosi? coamcos ju coswcosi'\ 1—̂ -+-7 fH7 = "'

d. i.

cos/coSi? cos m cos ^ coswcos?/
5) JT I yz p = 0.

Wird die Gleichung 5) nach s difFerentiirt, so folgt, mit Rücksicht

auf die Gleichung 4),

:

/cos /cos ß! cos w cos /i cos w cos /\ 1 /cos'i cos^,a C0S*i'\ 1

' } r ^ 9' I Q- \ f ^ f
Zur Vereinfachung der folgenden Rechnungen setze man

:

und

:

cos^^ cos^^ cos^?'

8)

Die Gleichung 6) wird dann einfacher

cos /cos« cosmcos/? coswcos/
9) F""

In der Summe der Gleichungen 4) und 8) setze man

cos^/+ cos^i = 1 — cos^a etc.,

es folgt dann :

cos^of cos^ß cos^y 1 1 1

Die vorstehende Gleichung nach s difFerentiirt giebt:

(cos et cos ^ cos/? cos cos y cos «/"^ l 1 dq
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Setzt man hierin ds = rdw und aus 7) q = pr, so erhält man:

cos« cos ^ COSjScOS^ cos/ cos i'

11)
p dq

Unter Zuziehung der Gleichungen 4), 5), 8), 9), 1 0) und U) folgt

cos er cosß cos/

cos^ cos^ cos?'

cos l cosm cos w

d. i.

12)

cosßf cosß cos/

ff
h

cosi? cos jü cosv

7' '

/"'""^

COS^ COS>/i cosw

1 1 1

pq

p dq

^ 0

0 0

Die Gleichungen 4), 5) und 9) schreibe man wie folgt:

cos l cos tn cos n
cos Z -7; + cos m—2~ — cos w -^„— 0 ,

cos / cos m cos n
cos —...—1- cos u—— — cos V ~pr- = 0

,

cos/ cosm cosw
cos a -y^

—\- cos ß~2~ — cos / -^2~ — P^-

. cos/ cosm — cosn
Sieht man m diesen Gleichungen -.7^, —jf— , —^2

—

kannte an, so findet man unmittelbar:

als Unbe-

13)
cos / cos m -

-T2-=F^cosa, -—.^=pqcosß, —

—

=pqcosy.
— cosw= cos a

, ~^2~ — ''"^

Mittelst der vorstehenden Gleichungen erhält man durch Substi-

tution der Werthe von cos/, cosm und cosw in:

die Relation

14)

cos /cos a ~{- cosm cos ß -\- cos n cos / 0

cos' cf -f- cos^ /?

—

h^coB^Y = 0.
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cos X cos ju — cos P
Sieht man in den Gleichungen 5), 8) und 11) -p- , ,

—
-j^
—

als Unbekannte an, so giebt eine einfache Rechnung:

cosA , p da cos/u p dg
-jr = qcosX—^^cosa, = ^cos,«--^ cos/i,

cos»' p dq
--^ =<?cos.-^-^^cosy

oder

;

/ ^\ p dq i 1 \ p dq

/ 1 \ p dq

T 1 •
1 N V 1 V T

cosßj cos/? — cosy
In den Cjleichungen 9), 10) und 11) sehe man , — »

—
fz
—

cos a
als Unbekannte an. Für -y^ ergiebt sich die Gleichung

:

cos «
7 ,

/ 1
,

^ 1 \ P dq
,

oder

:

7 , / 1 1 \ P dq
^ cos /+ - - cos «_ - ^ cos i = 0

.

Setzt man hierin die Werthe von cos / und cos aus 13) und 15)

so folgt:

p dq \^

2 2^1 1 \2 du))
16) b?fr+i2-T^-?g~ /r 1

Durch Substitution des Werthes von aus 12), nämlich
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liefert die Gleichung 1 6) folgende Differentialgleichung zur Bestimmung

von q'.

17 ¥ I,) = {"1 -r) (?- ^) +
1?)-

Um die Gleichung 17) auf die gewöhnliche Form einer elliptischen

Differentialgleichung zu reduciren, setze man

:

1 1

18)

1 1

k' cos (5 1 1 A''sinJ

Ä'^sin^^ cos^y

9 r
\

^ 1 — Ar^sin^y

Bedeutet ^ eine Unbestimmte , deren Werth von (p unabhängig ist,

so kann man setzen:

19)

-,= tk'co^d, — = #\/l — ^'^sin^J, — = #A:'sinJ,

f 9 h

2 ,2 cos^ d -\- P sin^ <J sin^ y
o = t k

1 —P sin^ y

Mittelst dieser Gleichungen findet man:

20)

j2 7 '2
Ä'^sin^^ 1

-— Ar^sin^y' ^'

k sin 9»

Ä^sin^^)*

Nimmt man aus der Gleichung 17) den Werth von ^ positiv, so

ist nach 19) und 20) der Winkel (p durch folgende Differentialgleichung

bestimmt

:

Mathem. Classe. XXVI. 2. S
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tang S Vi —k'hm^d \/Y^ sin^ d<p _
1 -|-F tang^ J sin^ y c?to

^'

Die Gleichungen 10) und 14) in Verbindung mit

cos^r;+ cos^/?-l- cos^/ = 1,

bestimmen cos«, cosß und cos^. Nimmt man die Wurzeln positiv, so

folgt unter Zuziehung der Gleichungen 1 9)

:

Är'cosJsin^ cos^^V^l— Ä'^sin^J
22) cos« = -7-—-

—-—
,

cosp = —
V^l— Fsm^^ ^ Sjl—k^sin^^

k' sin d
cosy =

VI — Ä-sin^y

In den Gleichungen 1 3) und 1 5) setze man aus 12) p =
fghq%

mit Hülfe der Gleichungen 19) und 22) findet man:

/ -,5 5— cos y
Hcosl = sin y tang (J V 1 — ^ sin^^', HcosA = —, —

,

VI — k sin
«f>

, .
k'sin(p\/l — Ar'^sin^^

, I Hcosm = k sinocoso), Hcosu =
, „ „ ,

23) (

^ cos(^\/l_^2g-j^2^
'

/ . ., - — sin sin 93 cos 9)

Hcosn = — Vi — A* sm^d, Hcosv = ^

cos^V^l_A:2sin2y

H = \/l 4-F tang^ ö sin^ y

.

Durch die Gleichungen 22) und 23) sind die Factoren von o!, y
und z der Gleichungen 1) durch einen Winkel (f ausgedrückt, dessen

Bestimmung von der Gleichung 21) abhängt. Die weitere Untersuchung

dieser Gleichung mit Hülfe elliptischer Functionen bietet keine Schwie-

rigkeit, wesshalb diese Untersuchung hier nicht weiter ausgeführt werden

soll. Die Function V auf den rechten Seiten der Gleichungen 1) bleibt

unbestimmt, durch die bemerkten Gleichungen sind alle Flächen analy-

tisch bestimmt, für welche eine Schale der Krüramungscentra eine Ke-

gelfläche zweiten Grades ist. Für einen Rotationskegel ist f = g , nach

16) ist dann A: = 0, k' = 1 , die dritte Gleichung 22) reducirt sich auf
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cosj' = sin , durch welche Gleichung eine Helix einer beliebigen Gy-

linderfläche characterisirt ist. Die Gleichung 21) reducirt sich für k = 0,

Ar' = 1 einfach auf

sm d T~ = 1 •

Findet zwischen /, g und h die Gleichung p — g~ = ]^ statt, so

ist nach 19)

^tang^J = 1.

An Stelle eines elliptischen Integrals dritter Gattung führt die Glei-

chung 21) durch Integration nur auf ein elliptisches Integral erster

Gattung. Die vorhergehende Darstellung enthält eine bedeutende Ver-

einfachung von analogen Untersuchungen , welche in den „Nachrichten

V. d. K. G. d. W." aus dem Jahre 1871 (p. 231—242) enthalten sind.
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