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Untersuchungen 1

1

iiber

Gegenstande der hohern Geodaesie.

Von

Carl Fried rich Gauss.

Erste Abhandlung

der KonigK Societal iiberreicht, 1843, Oct. 23

i

ei den, zum Theil von mir selbst, zura Then1 unter meiner Leitung, ausge-

fuhrteri iiber das ganze Konigreich Hannover sich erstreckenden trigouometri-

schen Vermessungen sind , sowohl in Reziehung auf die Art, wie die Messun-

gen angestellt wurden , als noch mehr in Reziehung auf ihre nachherige ma-

thematische Behandlung und ihre Verarbeitung zu Resultaten, Wege einge-

schlagen, die von den sonst gewohnlichen abweichen. Mein friiher gehegter

Vorsatz, nach vblliger Beendigung der Messungen diese nebst alien von mir

angewandten Verfabrungsarten in einem besondern Werke darzulegen, bar,

aus Ursachen, deren Auseinandersetzung nicht hieher gehort, bisher nicht zur

Ausfiihrung komnien konnen, und ich wahle daher das Auskunftsmittel, das

im theoretischen Theile mir eigenthumliche in einer Reihe von Abhandlungen

bekannt zu machen, um so lieber, weil ich auf diese Weise die Freiheit be-

halte, rait Ausfiihrllchkeit manche Untersuehungen zu entwickeln, welche ein

seibststandiges Interesse darbieten und rait den iibrigen in enger Yerwandt-

schaft stehen, auch wenn von denselben bei meinen Messungen keine unmit-

telbare Anwendung gemacht ist. Dies gilt namentlich von deni grossten Theiie

des Inhalls der gegenwiirtigen ersten Abhandlung.
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4 CARL FRIEDRICH GAUSS
V

1

der Aufgab

d Th tile einer gegeb

Flache so abzubilden,

le auf einer d gegebenen

d di Abbild dem bgeb

den kl Theilen almlicli wi-rd

habe ich Jalire 1822

h

b Auflosung gegeben, welche Hr. C

Heft der Astronomischen Abhandlferenzrath Schumacher ira

abdrucken lassen. Bei der Anwendun^ dieser Aufgabe auf die hohere C

hat

einedasie, fiir welche sie

das Bedurfniss fuhlbar, Abbild

glich rgiebige Hiilfsquel!

welche unter der

d macht si h

durch
I , -

g Bed

besondere Benennung auszuzeichnen , und&
weraed

dah dieselben forme Abbild der Libertrag d

ich diesem sonst vagen Beiworle eine mathematisch s f b B

deutung b

In der augefiibrten Schrift ist die allgemeine Aufl S XV b

illkiirliche Function einschliesst, auch

indt; das letzte dorl behandelte Beisp

f mehrere bestirnmte Fl'ach

betrifft die conforme

eine

ange-

Cb

der

$.21

d

Oberflache des Umdrehungsellipsoid auf d Kugelflach uud es ist

zu ch eine he B mmung der arbitraren F geb

le zu einer senr1 brauchbaren Anwendung auf die hohere Geod b

werden kann. Diese Benutzung war a. a. O. nur kurz ariged d

fuhrlich ck orbeh Ich weraed
]
doch anstalt dieser

speciellen Auflo

dungen noch v iel menr\

as abgeanderte und fiir die geod'atischen A

gnete Methode zur conformen Ubertragun der

psoid Flache auf die Kugelflach d ge
• #

Abhandlung

ckeln , und damit zugleich alles zu einer solchen Benutzung erford

verbinden.

2.

Die allgemeine Auflosung der Aufgabe, angewandt auf die ellipsoidische

und splVarische Flache, gibt folgende alle conformen Ubertragungen der einen

auf die andere umfassende Formel (1):

t + i log cotg^ u t 4- ii log <cotg ^ u>
1 e cos (v\-

1 -J- e cos (V
n >



UNTERSUCHUNGEN UBER GEGENSTANDE DER HOHERN GEODAES1E. 5

Es bezcichnen bier . .

e die Excenlricitat der Ellipse, durch deren Umdrehung urn ihre kleine Achse

die ellipsoidische Flache erzeugt wird

;

t und 900

FJaclle

w die Lange und Breite eines unbestimmten Punkts auf dieser

niithiti w den Winkel ciner in diesem Punkte gegen die Flache

' gezogenen Normale mit der kleinen Achse$

T und 90° — U die Lange und Breite des entsprechenden Punkts auf der

Kugelflache;

i die iniaijinare Einheit \ i

/j Charakteristik fi llkiirlich zu wahlende F

Die Logarithmen sind immer d iyp bolischen

Durch m
d d ass

]

wird d

des Li

Vergrosserungsverhaltniss bezeichnet vverden, so

f der psoidischen Fl s h zu d

tsprechenden L f d

d der S

er

de

KugelfTach verhalt wie \ zu mi

cm en d der dern Flach ein

bestimmtes, fur verschiedene St veranaerd fa

Die einfachste Auflosung erhalt man, indeni man die willkiirliche Fun

hlechthin ihrem Argumente gleich, od

v

(1 diese Ub ist in der That auch die geei

di

so

Oberflache des. Ellipsoids auf die Kugelflache lib weruend

11. Fur die Amvendung auf geodatische Rechnungen, wo immer nur ein

ergleichungsv

iber. wie sch

sehr kl er Th

0. bemerkt

der Erdflache in Belracht k

viel vortheilh after, der Fi

es

ch

emen 1 zwar imaginaren Theil beizufugen, od

V i log k

)
Es iclsieti dann der Halbmesser der Kugel und d e Con

b d ass d das Yergrosse driickend

Grosse m* von deren geringer Ungleichheit innerhalb der Grenzen der darge

stellten Flache die Bequemlichk der Anwend auf geodatische Rechnu

) Durch einen Druckfeliler ist a. a. 0. S. 22. Z. 7. das Minueaeichen ausgelassen.

auch ist ebendaselbst Z. 12 auf den Art. 6 anstatt auf Art. 7 zuruckgcwiesen.

*



6 •i CARL FRIEDRICH GAUSS

gen vornelimlich abhangt, fur den mittlern Parallelkreis und bis zu

einigen Graderi Entfernung nach Norden und Siiden kaura merklich von 1

verschieden wird; die Abweichung von dem Werthe 1 ist nemlich von der

nung in Beziehung auf den Abstand vom mittlern Parallelkreise,zweiten Ord

und enthalt ausserdem noch die Abplattung oder das Quadrat von e als Factor.

Allein dieser Vortheil lasst sich noch sehr vergrossern wenn man an-

statt jener

fur die Rectin

Bestimmung der willkiirlichen Function eine etwas

nog fast eben so bequeme wahit, indem

abgeanderte,

man nemlich unter

Zuziehung einer zweiten Constante a,

fv ctv i log k

setzt. Man hat dann in seiner Gewalt, durch zweckmassige Bestimmung der

beiden Constanten zu bewirken, dass die Abweichung des Vergrosserungsver-

haltnisses m von dem Werthe 1, in Beziehung auf den Abstand vom mitt-

lern Parallelkreise eine Grosse der dritten Ordnung wird, ungerechnet den

auch hier bleibenden Factor ee.

3.

Die Formel 1 gibt, bei dieser Bestimmung der Function /,
T =«*

(2)
M f

tangtU=t tang £,*" (L±_L^Y"' . . ; (3)M — e cos w/ v

und fiir m findet man leicht, aus den in der mehrerwahnten Schrift entwickei-

ten Grundsatzen, den Ausdruck

a A sin U \/"Yl — ee cos <v2)m = M l
(4)a sin w v *

wenn durch a die halbe grosse Achse des Ellipsoids und durch A der

Halbmesser der Kugel bezeichnet wird.

Die Differentiation der logarithmisch ausgedruekten Gleichung 3 ergibt

d U ^ ad«? %

a e e sin w d w
sin U sin<v 1 — ee cosw 2

oder

d U a (1 — ee) sin U \

dtv (1 — ee cos a? 2) sin a>

* V * '



UNTERSUCHUNGEN UBER GEGENSTANDE DER HOHERN GEODAESIE. 7

Eben so ergibt die Differentiation der Gleichung- 4

d log m ass cotg UdU — cotg w dw -["
ee cos cv . sin iv d ip i

1 — e e cos <v
2

i

cotg UdU (1 — £e) cos a> dcv

(1 — € e cos <v
2
) sin tv

-

folglich ^ wenn man mit Hiilfe von 5 entweder dlT oder dw eliminirt,

d log m (1 — ee) (a cos U — cos w)

d<v (1 — ee cosw 2
) sin w
w

d log m
'

cos cv a cos f7 — cos w
& U a sin U a sin U

(6)

('

Durch erne nochmalige Differentiation der Gleichung 7 erhalt man

dd log m 1 cos U cos <v sin o> d o>

df/ 2 — —
Sin U2 + a sin £/ 2 "^ a sin * d7>

1
f

cost/ coscv (1 — ee costv 2
) sin a?

2
.R .

sm£/2 + a sin tf 2
+

a a (1 — €6) sin <7 2 * J

Soil nun fur eine bestimmte Breite (Normalbreile) der Werth von m der

Einheit gleich werden, fiir andere Breiten hingegen nur ura Grossen der drit-

ten Ordnung von 1 abweichen, die Breitenunterschiede als Grossen erster

Ordnung betrachtet, so muss, wenn die Normalbreite auf dem Ellipsoid mit

P, die entsprechende auf der Kugel mit Q bezeichnet wird, fiir ip=90°— P,

U = 90 ° — Q in Gemassheit der Gleichungen 4, 7, 8

a cos PA i _rn _ ji

a cos Q \/^(l — £0 sin P 2
)

a sin () as sin P . . • .

(»)

(10)

___ I
sin P sin Q __ (1 — eg sin P 2

) cos P 2

a «a (1 — «c)

oder, wenn man in letzterer Gleiehung fur sin Q seinen Werth aus 10

substituirt

,

(")* , ee cosP 4

eta = 1 4-
I — ee

Durch diese Gleichung ist demnach a gegeben , sobald fiir P ein be-

limmter Werlh gevv'ahlt ist
; Q kann sodann durch Gleichung 10, und A

durch Gleichung 9 bestimmt werden ; endlich ergibt sich k durch die Sub-

**'
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8 CARL FRIEDRICH GAUSS ic W

stitution von w = 90° — P, U = 90° — Q in der allgemeinen Glei-

chung 3, nemlich , ,
v

tang (45 ° + j jy /l-^mPy"
(12)

tang(45»+J0 ^1 + e sin iV
I

I ——

•

ft *. f • t

4.

Die Berechnung der Constanten A. a,-ifrriind der Normalbreile auf der

Ku <rel aus P und <? wird man, da alle diese Grdssen wie Grundlagen fur

die Anwendun<? auf eine gewisse Zone zu betrachten sind, gem mit beson-

derer Sorgfalt und Scharfe auszufuhren wiinschen, und es verdienen daher
• • ni • tt '

• J
einige dazu dienliche Umformungen nier emen Platz: eine Umformung wird

ohnehin nothwendig* wenn man von einer bestimmten Normalbreite nicht auf

dem Ellipsoid sondern auf der Kugel , also von einem gegebenen Werthe von

ausgehen, und daraus die iibrigen Grossen berechnen will.

Fiihrt man drei niilfswinkel (p, g, q ein, so dass

sin J = «
\

•• (13 )

tang£=tangJ>cosP* <?*.
• V . ! (14)

tang * = sin £ tang P . . . . . (15)

so wird

C08£ >
- X 7

sin Q = cos £ sin P (17)

COS fl| COS Q GBE8S COS P . ~. . . . . (18)

sin *j = tang £ tang Q (19)

tang£ (P — Q) = tang i ^. tang J j; .......... (20)

sin (2g — <p) = e cos 2(2 • . . . . • • • (21)

Die Gleichung 18 folgt leicht aus der Verbindung von 15 und 17; so-

dann 19 aus der Verbindung von 15, 17, 18; ferner 20 aus 17, 18, 19;

endlich 21 aus 14 und 17.
• * * • • -

Am scharfsten wird man rechnen, wenn man, in dem Falle wo P ge-

geben ist, sich der Formeln 14, 15, 20 bedient, um der Reihe nach £, »f, Q
zu bestimmen; fur. den Fall hingegen, wo Q gegeben ist, vermittelst der

Gleichungen 21, 19, 20 die Werthe von g, Vfi P ableitet : zur Controlle mag
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man dann noch eine ocler einige der iibrigen Gleichungen benutzen. Fiihrt

man noch einen vierten Hiilfswinkel ein , nach der Form el

SO \V1

sin

ird

e sin P

cos
(ft

cos g cos If cos

und die Formeln 9 und 12 erhalten folgende Gestalt;

A

k

a cos P

a cos cos Q

a cos r
t

a cos

5° +i

# cos <p

cos 2

+ l'<8 + ae

1

« cos <p

ee siu P 2

(22)

(23)

5.

Ich begleite die Vorschriften dieser ganzen Abhandlung mil einer auf

das scharfste durchgefuhrten numeriscben Anwendung, welche andern, die

zur Verarbeitung ihrer Messungen die hier vorgetragene Melbode benutzen

wollen , entweder als Rechnungsmuster zur Construction der erforderlichen

Hiilfstafeln, oder auch schon unmittelbar als Hiilfsapparat fur einen grossen

d gte d k In d

brigens sich mit einer viel geringern Scharfe beg

meislen F

aren konriei

d man

Als Normalb v h 40 \ welche ungefahr dO

llelkreise des Konigreichs Hannover entspricht; da doch

P

B

huneen vortheilhaft > wenn fur die Normalb au f der K 1ais

fi d auf dem Ellipsoid de hit wird, so seize ich

Q 52° 40
•

Die Rech fiihre ich nach den neuesten von B den Grad

gen bb
ddimensionen (Astronomische Nachrichten 19 Band

116"), wonach, die To Einh

log a

log eos <p

it angenommen,

148235337

9,9985458202

Es lolgt liieraus, mit Hiilfe der zehnzifrigen Logarithmen,

40 41 '9" 98262

8,9122052079log*

10 43 '26" 80402

Mathem. Classe. 11, R
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J

nacl i

p
log a

9

log
1

~k

2<>15'42"34083

52 42 2,53251

0,0001966553

3° 43 '34" 24669

0,0016708804
T

log J 6,5152074703

Nimmt man das franzosische gesetzliehe Meter als Einheit an, so wnIrd

\ogA 6,8050274003

Wahlte man hingegen den zehnmillionsten Theil des Erdqnadranten selbst,

obigen Dimensionen, zur

log J
Einheit, so wiirde sein

6,8049902365

6.

Die Berechnung der Breite auf der Kugel aus der Breite auf dem El-

lipsoid kann fuglieh nach der Forniel 3 gefiihrt werden, wenn sie nur fur

wenige Falle gefordert wird ; fiir ausgedehntere Anwendungen hingegen wird

der Gebrauch einer Reihe vortheilhaft sein, zu deren Entwicklung bier die

tliigen Formeln gegeben werd

Ich bezeichn

unbestimmten We
eine

l

mb

90 w
B

di

auf dem Ellips d emeu

ITU1 + und d tsprechend

Breite auf der Kugel, oder den Werth von 90

dem Taylorschen Lehrsatze wird

U durch Q + q Nach

in

au
1

d (V
p ± • pp + I • 3—5

d«» 2 P
3

.14A + U
do>*

. p
4 -{- u. s. \v.

wo fiir die Differentialquotienlen diejenigen hesfimmten Werthe zu substitui-

ren sind, welche zu p = 0, oder zu u> 900 P, U 90 Q gehdren.

Die successive Entwicklung der unbestimmten Differentialquotienten ergibt

<W a (1

d w (1

dd6

ee) sin U
ee cos tv 2

) sin a>

a (1 —• ee) sin V
drt>2 (1 ee cos cv

2
)
2 sin w 2 {« (i ee) cos U — cos<v -f-

ee (cosw 3 2 cos <v sin w 2

h *
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*• » •

d (V 3

HOHERN II

«•(! ee) sin U
(1 e e cos (v 2)

3 sin o> 3

3« (1

| ecu (1 ee) 2 (cos £/ 2 sin U*)

ee) cos £/ (cos w e (cos o> 5

-f- 2 cos o> 2 -j-

-f- e 4 (2 cor<v

cv 2 ee (4 cos o> 4

2 cos cv sin (V
2
)

)

i p 4
)

+ 6 cos (v 2 sin (v
+
)}

Die beiden folgenden, welch

Raum zu schonen in ihrer i

i hfi

-

ckeJt hab

cht ffiiehe

h

Die Sub

zuirleich

von u> 90 P* v 90 ergibt d

anstatt a. sin £ tier Werlh sin P, (nach Gleichung 10) unci anstatt a

der Werth
cos P

f

J.

cos cos P
cos y

c?
» v

J Gleichung 18 23) subst

unci tor Abkiirzung cos P = c, sin ./> = s geschrieben wird

dU
d <v

COS (p

cos

ddff

da> 2

d 3 £/

3 ee cos <p

cos fl
3

cs
A

d w 5

ee cos cp

cos 5
(3ec 3 55 + ee (12cess -f 3s 4

))

dn/
d^ 4

dUJ
dcv 5

e e cos rp

cos tf
7

• C5 (16 ee (49 cc — 13$$) — e 4 (56 cess + 29s 4
))

ee cos
(f

COS0 9 ( 16 cc -f 1255 + ee (49 c 4 — 378 cess -f 9$ 4
) +

e 4 (628e 4 55 -{- 174 ce5 4 — 54$ 6
) -f- e 6 (268 e 4 s 4 -f- 220 ccs 6

-f- 335 8
))

Bei dieser Entvvicklung

vorausgesetzt, dass beide G

von a in erne Pteihe li /; ist stillschweigend

i rh des dem Halbmesser gleich

Bogeus gedriickt soil da &« Secund un (i p Grade bed

so muss dem ersteu Gliede der Keihe der Factor 3600, dem zweiten der

Factor
3600 n
180

dem d der Factor 3600 (—Y = I tTtT u.s.f

beigefugt werden. Unter dieser Voraussetzung gibt die Anwendung der F

f unser Beisp foltfende Zahlenwerthe, welche ich in eine solche Fo

dass weitgestreckte Decimalb verm d wera

B



12 .. CARL FRIEDRICH GAUSS

9 359556" 69447 P
100

+ 3041,386524 . (jJ)
1 Vi nay

2

to

I

n

946,260563 . (

4135,396057

100

_P_

100

^0
100'

5

4

+ 227, 04342 . (lS)
MOO'

5

welche Reihe, da p in der Anwendung nur wenige Einheiten betragen soil,

sehr sclinell convergirt. Urn fi d

Best

P

zu erhal 'en

ur aie Richligkeit dieser Zahlen eine

babe ich die Rechnun^ fur n = — 6 und fi

+ 6, d fiir

e P ur

P +p = 46» 42 53251 d fiir

P + 58 42 2, 53251

Reih als ch der dlich

Reihe gibt

Formel 3 ausgefuh D

Q + q

Q + q

46« 40' 37 "69794

58 39 44, 09285
die endliche Formel hingegen

also

Q + q

Q + q

460 40' 37" 69794

58 39 44, 09283
so genau iibereinstimmend, wie zehnzifrige Logarithmen nur verstatten.

¥
Auf ahnliche Weise lasst sich der Logarithm von m in eine R

cfceln. deren erste Glieder fol<?ende sind
tj

log m :

2

/

+

sin 2 (p

6 cos 6 *

sin 2 (p

csp
sin2y 2

24 cosfl 6 ^CC +
2

5

Jf

\
120 cos0 8

(2cc 3 ss ee (40c* —• 20cc$*

e 4
** *

jedoch

Ordnung

Auch das folgende Glied habe ich (auf

nur nach dem Hauptbestandtheile des Coeffici

(104c+ -{- 22 cess -f

d Wege)

welche von

ckelf,

der

d dafiir gefund !
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+
sin 2

(f
2

720 cos io

1

cc
(2 c* 18 cess — 15s 4

) p
e

Der durch diese Reihe ausgedriickte Logarithm ist der hyperbolisclie,

und p wird, wie oben, in Theiien des Halbmessers ausgedriickt verstanden:

verlangt man den briggischen Logarithmen, indem man p Grade bedeuten

liisst, so muss noch der Modulus als Factor hinzukommen und .

np
. fiir v ee

180 ' &

schrieben werden. In dieser Gestalt wird fur unser Beispiel

log m 0,0049612433 (±S\
MOO/

3

0,0017329876 (
P
100

4

0,002393772 f-L}
moo/

5

0,0124746 V

100

6

Die Anwendung dieser Pieihe auf die oben betrachteten einzelnen Falle gibt

fur p
fur p

6, log m — + 0,000001050448

+ 6
>

Io& w 0,000001096531

Die endliche Formel 4, welche man auch so schreiben kann

m
aA cos (Q -f- q) y^(l — ee sin (P -f- />)

2
)

a cos (P -{- p)

cos^ cos (Q -{- 7) V~(l — ee sin (P -f- p)
2

)

cos 6 cos(P -}• />)

gibt, mil zehnzifrigen Logarithmen berechnet, bis auf die zehnte Zifer

nau dasselbe.

$e-

8.

* Fiir die umgekehrte Aufgabe, wo q gegeben und p gesucht wird, ist

die Entwicklung in eine Reihe noch wesentlicher, da die endliche Formel 3

in diesem Falle nur auf indirectem Wege zum Ziele fiihren kcinnte.

Taylorsche Lehrsatz gibt

Dei

d o> dd o>

p AU 9 2dU 2 99 +
d3 <v

6df/3 9
3 U. 8. f.

wo fiir die Differentialquotienten diejenigen bestimmten Wei the zw setzen

-**
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d, welche z.u q der U 90 Q, w 90 P geh uin-

die unbestimmten

folgende Ausdriick

We der drel erslen Differentialq erg i

d o> (1 e e cos cv
2
) sin cv

dU
dd tV

dt/2

(t

«« (1

(1 — ee) sin /7

ee cos tv
2
) sin «»

ee) 2 sint/ 2 (
ee) cos [/

5 e cos co (cos cv
2

+
)

d 3 o>

dtP
(1 ee cos a?

2
) sin *v

a 5 (i ee) 3 sin U 5
{«« (

4- 2 sin £7 2)

3« (1

+
+

CV
2 sin cv

2

:) cos (7 cos <

e e (2 cos w 4

ee (cos cv
2 2 sincv 2

))

+
4 (cos cv

6 4* 6 cos cv
2 sin cv

4

D Leiden folgend

cli d Blaura

gleichfalls vollstand

chonen, niclit hieher

entwickelten Coeffi

da sie doch nur Zw

grossen sind , um zu den Endresultaten zu gelangen. Diese linden sich nach

der Substitution von 90° — P , 90° — Q anstatt ^, U, und nach Anwen-

dung der ira 6 Art. angegebenen Uniformung von a cos U und a sin U\ in—

dem zugleich
k
zur Abkiirzung c, 5 anstatt cos JP, sin P gesclirieben wird,

wie folgt:

P
cos 6

COS (p
7

3 ee

2 cos <p
2 • "77

+
ee

+

2 cos y 3 cos

ee

( cc 4" ss -{• ee (5 cess 5*)) 9
5

24 cos r/)
4 cos 2

C5 i 16 4- ee (41 c 77 ss) e 4 (101 cess 61 s
4

9
4

+
ee

120 cosy 5 costf 3
16 cc 12 55 + ee (41 c 4 522 cess -}- 81 s 4)

4e^ (538 e^ss4 1536 ecs 4
-f 126 s 6

) + e 6 (857 e 4 s 4— 1030 ccs s -\- 57 s 8
7
5

-|- U. S. f.

Die nimieriscben Werthe fiir wiser Beispiel finden sich daraus in

ahnlicher Form wie oben, d. L wenn p in Secunden, q in Graden aus-

gedriickt wird,

*^
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P 360443 "852122 f_L"\
moo/

3052, 649780 f-Vf
Vioo/

+ 1002, 642506
moo/

+ 4119, 589282 9

100

4

431, 181623 (JLY u. s. f.

MOO/

9.

Auf ahnliche Weise ist der hyperbolische Logarithm von m in fol-

gende nach Polenzen von </ fortschreitende Reihe entwiekelt, wobei der Coef-

ficient von q
6 nur nach seinem Haupttheile auf anderm Wege abgeleitet isl

:

/

log m
2 ee

+

3 cos q> cos

ee

6 cos rp
2 cos 2

c£

£$9 5

cc (1 7 eess) q*

s

30 cos (p
5 cos 3 c

2 cc 3^5+de (20 c+ — 10 cess -f 6s*)

£ 4 (59 c* ss 8 ccs 4 + 3 5 6
)

+
ee 1

180 cosy 4 cos di- ce
(2 c 4 18 cess — 15 5 4) 9

6

Die Zahlenwerthe in unserm Beispiele (fur den briggischen Logarilhmen,

und q in Graden ausgedriickt), sind

log m 0,0049796163 94 (Jt\
MOO/

MOO/
0,0016150307 6

4

0,0023973954 (J- )' M 00/

5

0,0125671 i.Y
100/
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10.

Bei einer weitumfassenden Yermessung, wo die Ubertragung vom Spha-

roid auf die Kugel oder umgekehrt fiir sehr viele Punkte vorkommt; wird

man, anstatt jedesmal auf die Formeln zuriickzukommen , lieber ein fiir alle-

mahl eine ausgedehnte Tafel berechnen. Der Gebrauch einer solchen Tafel

wird aber bequemer sein, wenn man ihr die Breite auf der Kugel Q + q

zum Argument gibt, als wenn man die Breite auf dem Spharoid dazu wah-

len wollte, indem der Lbergang von ersterer auf die andere viel h'aufiger er-

fordert wird, als der umgekehrte. Fur jeden Piechnungserfahrnen wird iibri-

gens die Bemerkung iiberfliissig sein, dass man bebuf Construction einer sol-

chen Tafel nur eine massige Anzahl von Gliedern direct berechnet, aus denen

die iibrigen mit eben so grosser Scharfe und sehr geringer Miihe durch ein

angemessenes Interpolationsverfahren bestimmt werden. Es werden also dafiir

die im 8 und 9 Artikel mitgetheilten Reihen zur Anwendung kommen, und

gerade deswegen ist es vortheilhaft, dass nicht P, sondern Q eine runde Zahl sei.

Ich fuge am Schlusse dieser Abhandlung eine solche Tafel bei, welcher

der Normalwerth Q = 52° 40' (wie dem bislier betrachteten Beispiele) zum

Gruude liegt, und die durch zwolf Grade, von 46° 40' bis 58° 40', fiir

q von Minute zu Minute fortschreitet. Siealle Werthe des Arguments Q -f-

gibl den zugehorigen Werth von P -|- p auf fiinf Decimalen der Secunde

en, nemlichgenau; ferner den briggischen Logarithmen von m auf zehn Stell

in Einheiten der zehnten Decimale; endlieh auch noch, in Secunden ausge-

driickl, den Werth von
d m

2md 7

; der Gebrauch dieser letzten Columne wird

weiter unten erklart werden. Ich habe die Tafel deshalb mit so vielen De-

cimalen gegeben, damit sie auch fur die allersch'arfste Berechnung einer tri-

gonometrischen Vermessung, nemlich fur eine Durchfuhrung derselben mit zehn-

zifrigen Logarithmen, vollkommen zureiche. Jeder, der diese Tafel zur Be-
m

Zone benulzen will, wird, wennrechnung von Messungen innerhaib dieser

eine genngere Scharfe ihm genugt (und diess ist allerdings der gewbhnlichsle

Fall) nach Gefallen einige der letzten Decimalen weglassen. In welcher Form
man iibrigens auch die Resaltate einer Messung darstellen mag, so s ollte

diess, consequenter Weise, immer in einer Scharfe geschehen, die der Scharfe
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der Messungen selbst entsprecheud ist, so dass man aus den Zahlen der Pie-

sullate immer riickwarts die beobachteten Grossen eben so scharf iedwieuer

finden kann, wie sie gemessen waren. Wahlt man also dazu ausschliesslieli

die Langen und Breiten, so wiirde trigonometrischen Messuneen selbst von nur

massiger Scharfe, durchaus nicht ihr Ptecht widerfahren, wenn man die Re-

sultate nur in solcher Scharfe ansetzen wolite, wie Langen und Breiten sich

auf astronomischem Wege bestimmen lassen; man wiirde dadurch nur emen

falschen Maassstab fur die Giile der Arbeit erhallen, und sich oft gerad de aer

durchgreifendslen Priifungen dieser Giite entaussern.

Die Benutzung der hier belrachteten conformen Ob gung der EllSp

Messuiiffen kaiuidHaehe auf die Kugelflache zur Berechnui

f melir als Eine Art geschehen: in der eegenwarligcn Abhandlun<r wird

von der unmitteibaren Benutzung die Piede sein andere abg Arten,

sie zu Zwecke zu b sollen einer zweiten Abhandlung vorb

bleib

Die unmittelbare Benutzung ist im Wesentlichen sehon in der oben an-

gefiihrten Sehrift kurz angedeutet. Ein auf der Oberflache d Ellipsoi

durch kiirzeste oder sogenannte geod Lini en Id Sy

DreSecken wird auf der Oberflache der Kugel durch ein Dreieckssystem d

die Winkel d dem Spharoid genau gleich

(1. die Seiten hingegen, wenn sie nicht Meridianbd"rcn sind

aller Strenge Bogen gross Ier K den. aber d von so hen so wenig

dass sie in den meisten Fallen als damit ganz zusammenfallend

betrachtet werden diirfen, oder d die Abweichung, da, wo die

Genauigkeit gefordert wird, mit aller nothigen Scharfe leicht berech

net werd
r

erstens die D ielsicn
i

da*

8a weit dem Normal- Pa

d

tfernen, und

\ sie vergleich 1 nach dem Verhaltnisse

der S zu

h messba

einem ganzen Erdquadranten

en Dreiecken immer der Fa

kleiein d b

Mathem* Classe. II. c
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Dieses senaue Anschmiegcn der auf die Kugelflaehe iibertragenen Dreiecks-
r> t>

seiten an Grosstekreisbogen findet nun bei der in Obigem betrachteten con-

formen Darstellung in nocb viel hoherm Grade Staft, nls bei der a. a. O.

vorgeschlagenen. Wo diese nacb S. 24 bei einem Abstande von 2^ Grad

5 ado OFvon deni Normal -Parallelkreise eine linearische Vergrcisserung von

ergab, wiirde die neue Methode nur eine Aenderung von 58()ooo<T ge^en -

Man kann dah er das ganze System, nachdem man zuvorderst eine

Dreiecksseite auf die Kugelflaehe gehorig iibertragen hat, ganz so, als wenn

es auf dieser selbst lage, vermittelst der WinkeJ berechnen, nothigenfalls mil

der eben angedeuteten Modification, sodann fur alle Punkte die Werthe der

Breiten und Langen bestimmen, und von diesen vermittelst der oben gegebe-

nen Formeln, oder vielmehr was die Breiten betrifft, vermittelst einer soldlen

Hiilfstafel, wie hier beigefiigt ist, auf die Breiten und Langen auf der Ellip-

soidflache iibergehen.

Es

f d

12.
bt demnach hier noch iibrig, die Bestim

i Kugelflaehe iibertragenen gcodatischen Li

der Ab

von dem h

denselben Endpunkt

sich zu^leich in ied

Grossten Kreisboge zu ckelri. wonarh

Falle beurtheilen lasst, ob die Beriieksichtigung d

Abvveichung noting werde. Man kann diese Aufgabe auf nielir als eine Ai

behandeln: fiir den gegenwartigen Zweck, wo die Red

sebr kleine Grosse betragen kann, scheint folgende Meth

senste zu sein.

doue d ge

E die in Rede stehende geodaetisehe Linie auf d Ellipsoid

bestimmter Ausdehnung betrachtet, M ihre conforme Darstellun<? auf d

Kugelflaehe . Fb d die Endpunkt beslimmten Stuck

licit N d rch diese beiden Punkte gefiihrter Grosster K
on M , end-

Jeder Punkt

N werde bestimmt d Abstand

f N gewahlten Anfangspunkte; jeder Punkt

einem zunachst

M durch seinen

Ilkiirlich

enkrech-

Abstand y JN d durch das deni Fusspunkl

zukommende x. Diese Coord

driickt verstand un (1

«

i

mussen d

sind als

emnach

i Theil

ch
\

3 dieses P

en des Halbm

iltiplicirt werd

erp dikel

A.

\
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wenn man sie nach ihrer Lineargrosse, oder mit 206265", wenn man sie in

Bogentheilen ausgedriickt verlangt.

Ein Element von M wird durch

V~(cos y 2 &x 2 + *y 2
)

COS Y
oder durch . dx ausgedriickt, wenn man

cosip

d y

cosy dx
tang ip

setzt, wo mithin \^ die Neigung des Elements gegen die Parallele mit N be-

deutet. Urn die Vorstellung zu fixiren, mag man sich die x von der Rechten

nach der Linken, die y von unten nach oben wachsend denken, wodurch

also der Sinn positiver \}s von selbst hestimmt ist.

Das wie oben mit rn bezeichnete Vergrosserungsverhaltniss beim Uber-

tragen der ellipsoidischen Flache auf die Kugelflache kann hier wie eine

Function von x und y betrachtet werden : die Grosse des Elements von /•,

dem jenes Element von M entspricht, wird

A cos/

m cos ip

sein, und wenn zur Abkiirzung

• d x

\

log tang (45° + \ f) u

cos J
n

m
gesetzt wird, wo mithin n gleichfalls Function von x undy, oder was auf

Eines hinauslauft, von x und u sein wird, so hat man

tans \b

d u
i

dX

und das Element von Z,

An
cos up

• do;

Die Natur der Linie M wird also durch die Bedingung bestimmt, dass

zwischen irgendwelchen bestimmten Grenzen das Integral /

—

J cos
d x oder

V

f- * + d-y d * i

C2
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ein Minimum werden soil, wofiir nach den Regeln der Variationsrechnung

sich die Gleichung ergibt

n Au

An

A ; • A* +
du 2

d X d
d X

n1 +
oder

du 2

ax~*

dn

du

d x

V
d . n sin ib

1

Unler — ist hier der parlielle Differentialquotient verstanden. Di
Au x

Forme! ist strenge und allgerneingiiltig. Fur unsern Zweck aber, wo bl

das zwischen F und G liegende Stiick der Curve M in Betracht kommt,

deren sammtlichen Punkh

diirfen wir 1 anstalt cos

und \£/ nur sehr kleine Wei the haben k

d tang
\J/

anstatt sin
*J/

schreiben, mithi
V

d«

du
. d X A • rctang 1//

od

n tang ^
/An .

f
.—

- do; 4- Const.
Au

gleich aber auch in dieser Form el anstatt der Werthe, welche n und

An •

da
in der Linie M haben , diejenigen den \velche d correspond

renden Punkten der Linie N (fi der y
lich mit den Werth

1

m
Und

d

0) Statt linden, und folg

m Am
mm Au mm

Zur bequemern Ausfiihrung der weitern

Ay
b

Entwicklungen sollen

Abs dem Punkte F an d diesem Punkte

jetzt die

0, in

G bin gesetzt den : ich setze fe
d m

m A

Allgemeinen zwar Fun
y

i, h es lin

n

der Linie N od fiur y o

d v ist. bier aber bl

den Werth e, also als F

h seinern in

von x

betrachtet wild di

-J/, m, I d Punkte
^

d d

die bestimmten Werth

2 in dem Punkte G. D
obige Formel wird hienach

I

•
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tang rjj

m tangt//

m o
m

I
i

dx
m

wo die Integration von x = aniangt. Nehmen wir nun an , dass / und m
in folgende nach Potenzen von x forlschreitende Pieihen

/ = £0 + \ x + Va
7/2= m° (1 -f- yt/JC -f (

kelt sind, so ergibt die Reehnung

-f- u. s. w.

ex
-J- u. s. w.)

ngV (1 4- /t x -}- ^' tea; -f-

Z°a; + (**'+ i'V/»+ u. a. \v

und h /tang
-J/

j d

u (x-\-ls /lixx + £ /*' a;
3
-f- "• *• w.) tang ^ °

i/°«a-— ia+ /V)* 5 — (AA' + A^/*— A'V/*+^V')«* u. s. w.

wo keine Constante hinzuzufiigen ist, weil fur x = auch zj = wird. Da

nun auch fur x h
1
u wird, so folgt aus dieser Gleichung

twig ^<*= £/<>*+(£ A—^'•ri^+tAV-AW*' + fc»iw.

Wird in der Gleichung fiir
^J/

auch anstatt or der Werth //, und stall

tang \l/° der eben gefundene substituirt, so ergiht sich

tang ?//' Jt/°/in

Da

V

m

SO w

/o _|_ ia + ;'/<6
-f- u. s. w.

(i + M* + f^ hh + u - s
- w

ird

+40*V
m

m + ~r tti

(i' +K)ftv^
,B

m o
£/°fi

f
+ /*/*

den beiden ersten Gliedern od b is f d Ordnung hh mit obige

Werthen von tang*vJ/°, tang \J/ iibereinslimniend: diese betjuemen Ausdriick

konnen daher als hinreichend scharfe Werlhe dieser Tantfenten, \

II nzu fi SunS

eser Tangenten, oder unter

des Factors 206265 " als die Werlhe der Winkel <v£°, -J/ selbst

angenommeri werden.

<len

Die Lange der Linie L selbst, zwischen den Punkten auf dem Ellipsoid

en auf der Kugel die Punkte JF, G entsprechen , ist das Integral
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cos y

m cos ip

d x

von x b X h

sowohl cosy als

ch der L

gedehn

1 zu

der fur y

es wird a b U
d fi d w

darin

wel-

durch also das Integ

A J mo

d x

(1 + /« a;
i /* ' a\x -f- u. s. \v.)

^
m o v ifihh + 4/i/i — f/i'j A* — U.S.W.)

^a .

V^m m

da fur anzunehmen. • t

•

wird. Es Ut homer znreichend, den bis auf die Ordnung hh damit iiber

einstimmenden Werlh ...

13.

Die Bestimmung der Grossen 1°, V gesch f foleende Weise. E

sei x ^er Winkel, we

N dieser in dem Sinnt

h an irge

sender

d einer Slelle des Grossten Kreisbog

d Merid an in d s von

Nord h Siid acht. den Winkel von d

dem Sinne von der Linken nach der Piecht hh es fei

B an jener s T die L von einem beliebiiren Merid

S d

an ost-

echnet. Man hat dann daselb

AS cos % • d x -|- sin y • d y

dT
sin 1

cos»S
d

cos
X X

cos S
dy

und folglich den partiellen Differentialquotienlen

dm dm
m ar

sin X m dS

cos y

coskS

dm
m dr

Da nun bei unserer conformen Ubertragung m von der L'ange unab-

hangig oder
dm
m AT

ist, SO Wlird

/

d
sin i1 m

m
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Bezeichnet man die Werthe von % in den Punkten F und G mit V*
und 180° + V (so dass nach gewohnlichem Spracbgebrauche V* das

Azimuth des Grossten Kreisbogens FG in F, und V' das Azimuth des Gross-

ten Kreisbogens GF in G bedeutet); imgleiehen die (iramer negativen) Werlhe
206265 ' dm I

von
2mAS

in denselben Punkien mit k\ so wird

206265" 70

206265" V
2k° sin F°

+ 2k' sin V'

Die im vorhergelienden Artikel gegcbenen Ausdriirke fiir \£>°, \J/, in

Secunden verwandelt, werden daher, wenn man die von der Einhcil bier nur

unmerklich abweichenden Factoren y -— , y
m

m

m
w eglasst,

v
i/z (2*0 s in /^o_ £' sin y^
\h (2 k' sin V — *o s ju ^o)

Die dieser Abhandlung beigefiigte Tafel gibt in der letzten Columne mi-

ter der Lberschrift k die Werthe von £°, k' fiir die entsprechenden Werthe

von S\ die in der ersten Columne unter der Lberschrift Q -J- q aufzusuchen

sind; da k immer posiliv ist, und sin V°, sin V' immer entgegengesetzte Zei-

ch haben, so wird \p° negativ, %p p G Ii von F liegt

d umgekehrt: bei der Berechnung erinnere man sich, dass in diesen F

meln h als in Theilen des Halbmessers auseredriickt verstanden wird d er

d einem Lan^enmaasse ire^reb Abstand der Punkte F* G
d chem Maasse ausgedrtickten Werth A zu divid

D a 1 I unserer conformen Ubertragung der Ellipsoidflache auf die Kugel

flache ein Meridian auf iener wiederum durch einen Meridian auf dieser dar

d. so ist kl dass iedes El L dieselbe Ne

M d d

• grgen

foldichden Meridian hat wie das entsprechende Element von

die Azimuthe der seodatischen Linie in ihren beiden Endpunkten resp. F° + ^
d F' + \p sein werden: d aber nmgekehrt diese gegeb

^ie auf die Kugelflache reducirt

fiir die Berechnung dieser stets f;

offenbar ganz gleichgiiltig, wenn ;

die Azimuthe auf deiji Ellipsoid a

d reh Anb

> werden

\J/, und

8 a n z denden Pied es

den obigen For anstatt F° y
d
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14
Urn I. d fl d e Red der R

behufder Cbertraguug vom Ellipsoid auf die Kugel oder umgekehrt, b

innen, ist zwar eine genaherte Kenntniss der Grosse derLinicn. dej

a

k

Azimulhe, und der Breiten der Endpunkte erforderlieh d

il<*e Berechnunff d Dreiecke

durc

o

Iiaus unerheblich, da eine vorlaufige schon die

en Schritt fiir Schritt begleitende Berechnung ohnchin in vielen

rathlich, und zur Centrirung der excentrisch gemessenen Wink

ein dieser Umstand

Ausftihrung der M
n in vielen Beziehi

zur Bestimmung des spharischen oder spharoidisch E der Winkel

des Dreieck thwendig ist: ja fur den erslen Zweck wird

bei der Gcringfiigigkeit jener Reductionen, schon eine eanz robe Ann
mer zureichen, wahrend das scharfe Cent

her Excentricitat der Standpunkte eine v

bei ehvas betracbt

fordern k

wenti man

I babe die Vorschriften deshalb

getrieb<

entwick

A
t>

jene d beriicksichtigen will, alles zu h

damit man,

scbarfslen

Berechnung nolbige bereit finde, od cht beriicksich

ht und b

de

konne, wie wenig man dadurch aufopfi

hend

ganzen Hannoverschen Dreieekssysl d die Red d

gering, d Beriicksieht h fl

f,

heint, und in der ganzen Ausdehnung der Zone von zwolf Breiiengrad

b

ir we he ich den Hiilfsapparat b bleib lb d

t>
Rogensecundenth f welche man sich b d M

der Rechnuns zu beschrank

fug

Urn d r ht dent h

i I. h

spie e b

er noch die numerische Rechnung fiir ein P B
hi/

it/

In dem Hannoverschen Dreieckssystem kommen die grossten Red
vor bei den Riclitungen der Seiten des Dreiecks Brocken -Hoheha<reri-I

r Ik

Dreieck zngleich das grc

tferntesten liegende ist: b

o

a

un

lien

d d von dem P

ck

die Reductionen nirgends zwei Tausendtheile der Secunde, und d

meisten

Es

then nicht einmahl den Werth 0"001
fur diese Punkte

ft *

*r
t
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Brei te

J
auf dem Ellipsoid

)
auf der Kugel k

Brocken

Hohehagen

Inselsberg

510 48' 2"

51 28 31
50 51 9

510 46' 3"

51 26 35
50 49 16

0" 164
0,303
0,687

Diie Logarithmen der Seiten des Dreiecks in Toisen

Hohehagen -Inselsberg 4,6393865

sind

I

Inselsberg - Brocken 4,7353929

Brocken - Hohehagen 4,5502669

Die Azimuthe sind

Slandptmkt Brocken

Inselsberg 5° 42' 22
99

Hohehagen 58 49 8

Standpunkt Hohehagen

Brocken 238 9

Inselsberg 324 23

2

1

Standpunkt Inselsberg

Hohehagen 144

Brocken

55 51

185 35 21

Man braucht hiebei zwischen Werthen auf dem Sphaeroid und denen

auf der Kugel nicht zu unterscheiden , da fiir die Logarithmen der Abst'ande

erst in der achten oder neunten Decimale, fiir die Azimulhe erst in den

fausendtheilen der Secunde Ungleichheit eintritt, und fiir unsern Zweck Lo

thm nut vier D un d Azim th e in Minuten schon iiberfliissig

d. Die Reehnung nach obigen Formeln gibt hiermit folgende Re-

d Zeichen zu den Azimuth f d Sphaeroid

ddirt w erden miissen , um die Azirouthe auf der Kugel zu erh

Brocken - Inselsberg

Brocken - Hohehager

Hohehagen - Brocken

+ 0"00055

-\- 0, 00196

0, 00238

Hohehagen -Inselsberg— 0, 00332

Inselsberg- Hohehagen -|- 0,00428

0, 00083Inselsberg - Brock

Math Classe. II, D



26 CARL FRIEDRICH GAUSS

f

Die Winkel des Dreiecks auf deni Sphaeroid (zwischen dca geodiiiischen

Linien) empfangen also zur Reduction auf die Winkel des Kugeldreiecks (zwi-

schen Grosstenkreisbogen) die Aenderungen

Brocken

Hohehagen

Inselsberg

-J-
0" 00141

0, 00094

0, 00511

Ein zweites Beispiel entlehne ich aus der trigonometrischen Vermessung

der Schweiz *) , wo das grosste Hauptdreieck zwischen den Punkten Chasseral,

Suchet, Berra eben an die Grenze

Wir haben fur diese Punkle

der Ausdehnung unserer Hiilfstafel fallt.

Br ei t e

| auf dem Ellipsoid auf der Kugel [ k

Chasseral

Suchet

Berra

470 8
'

1
"

46 46 23
46 40 36

470 6' 33
46 44 57

if

46 39 11

6*137
6, 948
7, 173

Die Logarithmen der Dreiecksseiten in Metern sind

Suchet -Berra 4,7474503

Berra -Chasseral 4,7133766

Chasseral -Suchet 4,7808768

Die Azimuth

e

Suchet

Berra

Standpunkt Chasseral

48° 36' 41"

349 21 54

Standpunkt Suchet
_

Chasseral 228 10 40

Berra 280 47 19

Standpunkt Berra

Suchet 101 18 40

Chasseral 169 27 22

Hieraus ergeben sich die Reductionen der Sphaeroid -Azimuthe au f die

Kugel -Azimuthe

*) Ergebnisse der trigonometrischen Vermessungen in der Schweiz, herausgegeben

von J. Eschmann. Zurich 1840. S. 79. 99. 189. 190. 196.
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Chasseral-Suchet + 0" 04536

Chasseral-Berra 0, 00966

Suchet-Chasseral + 0, 06221

-h 0, 01014Suchet-Berra^

Berra-Suchet

Berra-Chasseral

0, 04717

0, 06039
also auch hier ohne Einfluss auf die Rechnung, die in dem angcfiihrtcn Werke
auf Zehntel der Secunde gefiihrt ist.

15.

D den A 12 und 13 Lcliandelte Aufgabe ist zwar durch d

gegebenen Vorschriften mit einer fur die Anwendung iiberfliissig ausreich

den Genauigkeit aufgeloset; indessen ist es doch der Miihe werth, und

gleichmass
t>

Vollend
t>

der Folire milzutheilend n Untersuchung

tbwendig, fiir einen speciellen Fall die Genauigkeit noch urn eine

Ordnung weiter zu treiben : dieser specielle Fall stehl unter der Bedingu

dass die Linie N in einera zwischen F und G liegenden Punkte II den N

nalparallelkreis treffe. Es ist

punkt de ht wie ob

l diesem Fa

F. sondern

v

//

den An fang

wodurch b

wirkt wird, dass bei der Entwicklung von / und m in nach Potenzen von

x fortschreitende Reihen in der erstern das erste und zweite Glied, in der

andern das zweite und dritte ausfallen, oder dass sie folgende Form haben

/

m
Xxx + y X 3 -}- u. s. w.

* + /« X 5 + /*' X + + U. 8. W.

Fiir unsern Zweck vvird von den Coefficienten in diesen Reihen nur

der eine X erforderlich sein, wo fiir sich aus der im 9 Arl. fiir log m gegebe-

nen Formel verbunden mit den Entwickiungen des 13 Art. leicht folgender

Ausdruck abl lasst

:

A
2 ee cos P sin P sin y cos y

2

Hi

d<i

cos (p cos 6

elcher e, P, (p, Q ihre oben erklar deulungen hehalten, und fiir %
s in dem Punkle II Stalt findende Azimuth des I c

Werden obige Reihen bei der Integration der Gleichungen

D2
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d.
tang ip Idx

m m
Au

angewandt, so ergibt

tang yj . da;

siich

tangt// = 2C (l-\-ft,x 5 +/it'x+ -f u.s.w) — llx*

33+ 2C (#-hi/i* 4+ i/*'*
5 + u.s.w.)

\\'x* u. s. w.

Xx + 1
2U'* 5 u. s. w.

Die (lurch die Integration eingefiihrten Constanten, 2(, 33, lassen sich

(lurch die Bedingung bestimmen , dass u = werden muss fur die beiden

Werthe von x, welche den Punkten F,

x itf $) und

tsprech Es seien diese Werlh
x + h (h + S\ wo <J den Werth d

G
F und G liegenden Punkte ausdriickt, und a]

derselben Ordnung wie h ist, oder von einer hoh

fe
zu red

wenn

// dieser Mitte sehr nahe liegt. Man leitet hieraus leicht folgenden auf d

Ordnung h$ (einschl.) gen Ausdruck fur 2C ab

2(
+ (* <>)

4
)

192 h
<? (44 4-

Subsfituirt man diesen in der Pieihe fu

Veranderlichen x die bestimmten Werthe

iir tang -vp » und legt dann der

K** <5), + A (A + <*) bei,

so ergibt sich, gleichfalls auf die dritte Ordnung genau

otang ip

tang tfj'

LA (£/* + 3 dS)

+ 3#<J)

In dem speciellen Fall der in der Folge zu entwickelnden Untersuchung

koramt iibrigens zu der oben bezeiehneten Bedin<>un<j rioch der Umstand hinzu.

dass der Normalparallelkreis mitten inne

o

kreisen, auf

Umstandes v

gt ch

we lch ch die Punkte F, G befinde

dei

und

beiden P

in

den schon die abffekiirzten Ausdruck

Fo!g d

tang ip°

tang ip'

l AA 5

auf die dritte Ordnun<? genau sein

U3
wie sich leicht

gen lasst. B man die Breite F
Q _

Gleichung

ben die sphaerischen Dreiecke F

auf folgende Art zei-

Q -f- </, die von G mit

d G, H. P d

(Q +
7)

Q cos .V (A

Q cos J- (A
-f-

rJH COS Q
<2 sin £ (4 4-

|

6) cos x
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und ihre Summe mil 2 cos Q dividirt

Q cos £ h . cos 4 d)

D nun ffi

ist, so wild aui

hin, da X den F

h sin ^ ^

- cos h h sin 4- J cos ^

J eine Grosse zweiter Ordnuu^

cos%, und J cos % yon dieser Ordnung sein, mit-

2" J ^

cos% 2
I plicirt, \hh$ d und X/i^

von der fiinftcn Ordnung; hiedurch ist also die Wegl

gerecbtfertigt.

d eser Glied it
ei

V

Das End dieser Entwickelung ist denmacb, unter d geb

Voraussetzung, in folgenden Formeln entbalten, wo anslatt der Tang

von %!/ die B selbst geschrieben sind

\ ip°
ee cos P sin P sin y cos y

2 h 5

12 cos y cos #

v +
12 cos <p cos 6

16.

Die Berectmung des Dreieckssystems auf der Kugel zerfallt in die drei

Hauptsliicke

:

die Ausgleichung der Winkel nacb alien den Bedingungsgleicbungen, welche

die Beschaffenheit des Systems darbietet.

2) die Berechnung der sammtlicben Dreiecksseiten.

die Bestimmung der Langen und Breiten der Dreieckspunkte, in Verbin-

dung mit der Orientirung der von jedem derselben ausgebenden Dreiecksseiten.

Die Vervvandlung der Langen und Breiten auf der Kugel in die wabren

Langen und Breiten auf dem Sphaeroid gescbiebt dann fur die Langen durcb

die Division mit dem constanten Divisor a, fur die Breiten vermittelst der bier

beigefiigten Hiilfslafel, oder einer andern auf abnlicbe Weise besonders con-

struirten , wenn man einen andern Normal-Parallelkreis zu w'ablen Ursacbe hat.

Mit Ubergehung der beiden ersten auf bekannten Griinden berubenden

Gescbafte fiige icb hier nocb einiges in Beziebung auf das dritte bei, welcbes

sicb auf die Auflosung der Aufgabe reducirt*): aus der in Bogentheilen

:

) Da diese Aufgabe hier wie eine fur sich bestehende betrachtet Wird, so konnen

ohne Nachtheil einige Buchstaben hier in anderer Bedeutung als oben gebraucht werden.
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*

ft %

ausgedriickten Grosse einer Dreiecksseite r, ihrem Azimuthe T an clem. An-

fangspunkte, und der Breite dieses Anfangspunkts 6\ abzuleiten das Azimuth

der Seite an dem andern Endpunkte T' ±fci 180°, die Breite desselben S 9

und den Langenunterschied beider Punkte \. Da dies nichts weiter ist als

die Auflosung eines spharischen Dreiecks, so verdient diese Aufgabe nur des-

halb hier einen Platz, weil die gewohnlich gebrauchten Formeln hier einiger

Umformung bediirfen, wenn man in den Resullaten (nach der Bemerkung im

10 Art.) dieselbe Genauigkeit erreichen will, in welcher r gegeben ist, ohne

Urn unter den verscbiedenenmehrzrfrige Logarithmen zu Hiilfe zu nebmen.

Auflosungsarfen nach jedesmaligem Bediirfniss wahlen zu konnen, setze icb

zuvorderst diejenigen hieher, die auf den bekannten elementaren Formeln der

spharischen Trigonometrie beruhen.

Erste Methode .
v

tang 5 z= cos T tang r

tang X =
tang T sin s

cos (S — s)

tang S' == cos A tang (S

in T' -
sin T cos S

cos S'

Zweite Methode

tang J?

tang T'

tang S

cosT

tang T cos R
•

> cos(i? )

tang S ' r= cos T tang(i? r
[j

sin A
sin r sin T

cos S'

sinr sinT'

coSiS
1

*

Dritte Methode

sin (45° + %S') sin J (T -f X) r= sin (45° 4- i (S + r)) sin | T
sin (45° -f |,S') cos J (2" + A) = sin (45° -f- £ (S — r)) cos£ T
cos (45° -f ££') sin£ (r
cos (45° + ±S') cos£(V

A)

A)

cos(45° -f | (S + r)) sin£ T
cos (45 ° -f. k(S r) ) cos * T

In Beziehung auf die Kiirze der Rechnung hat die dritte Methode eini-

gen Vorzug vor den beiden andern, w'ahrend diese im Allgemeinen die Re-

t
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sultate ein vvenig scharfer geben konnen, naroentlieh X mimer mit tfllfft *e-

der Scharfe: 2

d

wird aber, wenn es einem recliten Winkel nalie k

die erste Melhode vergleichunjrsweise nur uneenau b

man ab a lie drei Pi d deni Gcsichtspunkt

des 10 Art. betrachtct, zureichender Scbarfe, so ist zu einer d

Auflosung folgende Umformung am vorlheilllafleslen , wobei
.

die Leid

Fo eln dieselben bleib

Vierte Methode

tang s

erstcn

d Method

i
I tang A

cos T tang r

tang T sins

cos (S
)

tang/

sin t

sin a

sin T sin r tang (S

sin T tang 4 r sin 5

)

5'

r 1

tang 2 tang £ A cos (£

S
*)

c?

%

Diese vierte Methode lasst fiir die Sch zu chen iib

aber die unmittelbar

beschwerliches Interp

d ser F

bei B(

orm gefuhrte hnung erfordert ein ehvas

der kleinen Bogen durch die L
thmeri der Tangenten oder Sinus: man kann jedoch diesem Lbelstand

hen. ind die trigonometrischen Functionen in Reihen entwick

wodurch

Rechnun

reichend

Es

man m d Stand d, ohne Nachtheil fiir die Scharfe, d

Logarith der Zahlen zu fi E dwird zu-

dieser Verwandlung nur die Hauptmomenle hieher

r cosT

r sinT Q

Es wird dann, wenn zur Abkiirzung die Grosse des Rogens von einer

Secunde in Theilen des Halbmessers oder der Rruch
n

y 648000
durch g bezeich-

net und r wie eine Grosse erster Ordnung betrachtet wird, bis auf Grossen

funfter Ordnung (ausschliesslich) genau

*° (1 + * QQrr-i qqsOsO) = s o (1 + £ Q9 , 9
)

Setzt man dann ferner
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i> tang (S t
o

cos (S *)

A°

SO Wliid

t

X

a

%

«9(«

A (1

\Q»l° (1

1ZQQrr — £oo*°*°)

ftQQrr

kg** (i + &ee»-r

fur

gen

(1 A. f die fun ft fur cr

Noch bequemer und eben so

d

£00*°*°

auf die sech

iQQt°* )

ihmen zu gebrauchen, wodurch die Form
Product der G hg§ in den Mod

bezeichnet, fol^ende Gestalt erh

;te Ordnung (ausschl.)

ist es, hiebei sogleich die Loga-

q, wenn man zur Abkiirzung* das

der briggischen Logaritbmen mit

log s

log*

log A

logcj

loST

logs

log*

log A

+
2

rr

• ii

0.0

firr

2 " cOcO/u

4^5
* /Llt°t

4/ t * *o

f?"< /« rr 3

+
/«S°5° 3/t*°*0*0

6/tS OoO

Diese funf Formeln in Verbindung mit den vorhergebenden fur s°, / <>, X
bilden eine ffinfte Auflosungsart, deren eigenthiimliches es isl, dass genaherl

Werthe der G \ r durch kl sehr leicht zu berechnende
den Logarithmen anzubringende Correctionen zu scharfen erhoben vverd

Die hiebei vorkommenden

log o

log ft

' wenn iene Correct

Logarithmen sind

>de

chi

4,6855748668

4,3845448712

7,9297527989

in sofort als

4 *

(

20)

Einh d benlen Dec er-

•

log fc 4,9297527989
( 10)

von welchen Logarilhmen jedoch bier nur die ersten Ziff.

kommen.
ern, zur Anwendung

4 ^

Viel einfacher lassen sich aber die Relationen zwischen den Grossen
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r, 8, 6", T, T, \ ausdriicken, wenn man von dem Miitel der beiden Brei-
ten und der beiden Azimuthe ausgeht. Schreiben wir

i (T+ T)
B
A

6

T
S'

r
b

a

so haben wir zuvorderst die Formeln

sin £ r sin A
sin ^ r cos A
cos £ r sin \ a = sin ^ A sin />>

cos ^ r cos £ a = cos £ A cos £ A

sin ^ A cos #
cos 4- A sin ^. b

wonach man also, wenn A\ B , r als gegeben betracbtet werden, a und X
durch die Formeln

sinA tang B tang £ r

sin ^ sin 4 r

cos B

sin^a

sin A A2

und sodann 6 aus

cos ^f tang ^ r

oder

cos j a
tang 4 £7

cos A sin A r

cos A A
sin ^6

b Anst d Formeln wird man ab eg der Kleinheit von

A., b* lieber die folgende d che

f die funfte Ordnung (ausscbl.) genau sind

beq d bis

a o

Ao

60

log a

log A

log b

r sin A tang JS

r sin ^
*^""""

cos B
cos A
log a -f- /tirr -f- %/u,a°a°

log Ao i/"' + £/#A°A°

log6° + |/«fl°aO -f ^A°A°

wo, wie man sieht, die dritte Correction der Summe der ersten und der dop-

pelten zweiten gleich ist

Mathem. Classe. II. E
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Fiir unsere Aufgabe geben zwar diese Formeln keine directe Auflosung:

indessen kann man sie als Controlle oder als concentrirle iibersichtliche Inhalts-

derhohlung der directen Auflosung gebrauch Wer aber in numerisch

Rechnungen einige Gewandtheit besitzt, wird sie auch leicht zu einer ind

AuHosunff benutzen ko d d zuma hi

grob genaherle sch

wo anderer Zwecke wegen

gangen ist, wegen ihrer Beqiiemlichkeit und

Scharfe alien dern Auflcisungen den Vorzug geb



*

a 11
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Q + q p + p

46° 40'

/

t

\

4l'24"74900
24,88515
25,02112

44 25,15692
25,29255

46 25,42799
47 25,56327

25,69837
49 25,83330

25, 96805

26, 10262
26, 23702
26,37125
26, 50530
26,63918
26,77288
26,90641
27, 03977
27, 17295

27, 43878
27,57144
27, 70392
27,83622
27, 96836
28,10031
28,23210
28,36370
28,49514
28,62640

28,75748

logm

10559
10472
10385
10299
10213
10128
1 0043
9959
9875
9792

9709
9626
9544
9462
93S1
9301
9221
9141

9062
8983

8904
8826
8749
8672
8595
8519
8444
8369
8294
8219

8146

6,754
6,716
6,678
6,640
6,602
6,565
6,527
6, 490
6,452
6,415

6,378
6,341
6,304
6,267
6,230
6,194
6,157
6,121
6,084
6,048

6,012

28,88839 1 8072 5,976
29,01913
29,14969
29,28007
29,41028
29, 54032
29,67018
29, 79987
20, 92938
30, 05872

7999
7927
7855
7783
7712
7641
7570
7501

7431

5,940
5, 904
5,869
5,833
5,798
5,762
5,727

5, 692
5,657

<2+ 9 P + P
logm

7"141|47°
7,101

7,062
7,024
6,985
6,946
6,907
6,869
6,830
6,792

41

47° 21' 30 "05872
22 30,18788
23 30,31687
24 30,44569
25 30,57433
26 30,70279
27 30,83108
28 30,95920
29 31,08714
30 31,21491

31,34250
3 1 , 46992
31,59717
31,72424
31,85113
31,97785
32,10440
32,23077
32,35696
32, 48299

32, 60883
32,73451
32, 86001
32,98533
33,11048
33,23546
33, 36026
33,48488
33, 60934
33,73361

33,85772
33,98165
34,10540
34,22898
34,35239
34, 47562
34, 59867
34,72156
34,84426
34, 96680

7431

7362
7293
7225
7157
7090
7023
6956
6890
6825

6759
6694
6630
6566
6502
6439
6376
6314
6252
6190

5"657

5,622
5, 587
5,553
5,518
5,483
5, 449
5,415
5,381

5, 346

5,313
5,279
5,245
5,211

5,178
5,144
5,111

5,078
5,045
5,012

6129 4,979
6068
6008
5948
5888
5829
5770
5712
5654
5596

5539
5482
5426
5370
5314

4,946
4,913
4, 880
4,848
4,816
4,783
4,751
4,719
4,687

4,655
4,624
4,592
4,560
4, 529

5259 I 4,498
5204 4,466
5149
5095
042

35,08916, 4988

4,435
4,404
4,373
4, 343

I

•

*



38 CARL FRIEDRICH GAUSS

Q+9 P+ P Q + q

48° 0' 48° 1'35"08916

21134
33335
45519
57685
09834
81965
94079
06175
18254

?

36,30316
36,42360
36,54387
36, 66396
36, 78388
36, 90362
37,02319
37,14259
37,26181

37, 38086

37,49973
37,61843
37,73695
37, 85530
37, 97348
38, 09148
38,20931
8, 32696

38, 44444
38,56175

38, 67888
38, 79583
38, 91 262
39, 02923
39,14566
39, 26 1 92
39,37801
39, 49392
39, 60966
39,72522
39,84061

4988
4935
4883
4830
4778
4727
4676
4625
4575
4525

4475
4426
4377
4328
4280
4232
4184
4137
4090
4044

3998
3952
3907
3862
3817
3773
3729
3685
3641
3598

3556
3514
3472
3430
3389
3348
3307
3267
3227
3187
3148

4"343
312
281

251

221
190
160
130
100
070

041
Oil
982
952
923
894
865
836
807
778

749
721
692
664
636
608
580
552
524
496

469
441

414
387
360
333
306
279
252
226
199

P+ P
log m

48° 41'39"84061
95583
07087

44 40,18574
30043
41495
52929
64347
75746
87129

98494
09841
21171
32484
43780
55058
66318
77561
88787
99996

3148
3109
3070
3031
2993
2956
2918
2881
2844
2808

2772
2736
2700
2665
2630
2595
2561
2527
2493
2460

11187 2427
22360
33517
44655
55777
66881
77968
89037
00089
11124

22141
33141
44123
55088
66036
76967
87880
98775
09653
20514
31358

2394
2362
2329
2297
2266
2234
2203
2172
2142

2112
2082
2052
2023
1994
1965
1937
1908
1880
1853
1825

3" 199
173
146
120
094
068
042
017
991
965

940
915
889
864
839
814
790

740

692
667
643
619

548
524
501

477

454
431
408

362
339
317
294
272
250
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44 '31358
44,42184
44, 52993
44, 63784
44, 74558
44,85315
44, 96054
45,06777
45,17481
45,28169

45, 38838
45,49491
45,60126
45, 70744
45,81345
45,91928
46, 02494
46,13043
46, 23574
46, 34088

1825 2 "227

1798 2,205
1771 2,183
1745 2,162
1718 2,140
1692 2,118
1666 2,097
1641

1615
1590

46,44584

1566
1541

1517
1493
1469
1446
1422
1399
1377

2, 075
2, 054
2,033

2,012
1,991
1,970
1,949
1,928
1,908
1,887
1,867
1,847

1354 1,827

1332 1,807
46,55063 1310
46, 65525
46, 75970

46, 86397
46, 96807
47,07199
47,17574
47, 27932

47, 38273

51 47,48596
52 47,58902
53 47,69191

54 47,79462
55 47,89716
56 47,99952
57 48,10172
58 48,20374
59 48,30559

48,40726

1288
1267
1245
1224
1203
1183

1,787
1,767
1,747
1,728
1,708
1,689
1,670

1163 1,651
1142

1123
1103
1084
1064
1045
1027
1008
990
972
954

1,632

500 i'48"50876
2 48,61009
3 48,71124
4 48,81222

48,91303
49, 01 367
49,11413

9 49,31454
10 49,41448

49, 51425
49,61385
49,71327
49,81253
49,91161
50,01051
HO, 10925
50,20781
50,30619

50, 50245
50,60032
50, 69802
50, 79554
50, 89290
50, 99007
51,08708
51,18391
51,28058
51,37706

51,47338

936
919
902
885
868
852
835

49,21442 819
803
787

772
757
742
727
712
697

655
50,40441 641

628

601

589
576

503

1"429

1,412
1,394

1,377
1,359
1,342
1,325
1,308
1,291

1,274

1,257

1,241

1,224
1,208
1,191

1,175
1,159
1,143
1,127
1,112

1,096
1,080
1 , 065

1 , 050
1,034
1,019
1,004
0,990
0,975
0, 960

0, 946
51,56952 492 0,931
51,66549 480
51,76129 469
51, .692 458
51,95237 447
52,04765 43T

48, 50876 936

52, 1 4276
52,23770
52,3324»-

426
416
406

0,917
0,903
0, 889
0,875
0, 861

0,847
0,833
0, 820

52,42705' 396 | 0, 806
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500
'/ A ^*^A ->

o

52,52147
52,61572
52, 70979
52,80369
52, 89742
52,99098
53,08436
53,17757
53,27062

53, 36348
53,45618
53,54870
53,64105
53,73323
53, 82524
53,91708
54,00874
54,10023
54,19155

54, 28270
54, 37367
54,46447
54,55511
54,64556
54,73585
54. 82597
54,91591
55,00568
55, 09528

I

/

55,18471
55,27397
55,36305
55,45196
55, 54070
55,62927
55,71767
55, 80590
55, 89395
55,98183
56,06955

396
386
376

358
34S
339

322

2*97'

289

273

258
251

236

229
223
216
209
203
197
191

179

167
162
156
151

146
141

136
131

127
122
118

806
0, 793
0,780
0,767
0,754
0,741
0,728
0,715
0, 703

0, 690

0,678
0,666
0,654
0, 642
0,630
0,618
0, 606
0, 595

243 0, 583

0,572

0, 561

0,550
0, 539
0,528
0,517
0, 506
0, 496
0,485
0,475
0,465

0,454
0, 444
0,435
0,425
0,415
0, 405
0, 396 }

0,387
0,377
0,368
0. 359

0695
56,15709
56, 24445
56,33165
56,41867
56, 50553
56^ 59221
56,67872
56, 76506
56,85123

56,93722
57,02305
57, 10870
57,19418
57,27950
57, 36464
57, 44960
57, 53440
57,61903
57, 70348

57,78777
57,87188
57,95582
58,03959
58,12319
58, 20662
58, 28988
58, 37296
58,45588
58, 53862

58,62120
58,70360
58,78583*

58,86789
58,94978
59,03150
59,11305
59, 19443
59,27563
59, 35667
59,43754'

113
109
105
101

\

n r%~

0,350
0, 342
0,333
0,324
0,316
0, 308

0,299
0,291
0,283

0,275
0,267
0,260
0,252
0, 24 5

0,237
0, 230
0,223
0,216
0,209

0,202
0,196

0,176
0,170
0,164
0,158
0,152
0,146

0,141
0,135
0,130
0,124
0,119
0,114
0,109
0,104
0,099
0,095
0,090
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<2+7 P + P
logm

52° 1'59"43754

2 59,51823
3 59,59876
4 59,67911
5 59,75929
6 59,83931

59,91915
8 59,99882

0, 07832
0,15765

0,23681
0,31580
0, 39462
0,47327
0,55175
0, 63006
0, 70820
0,78617
0, 86397
0,94159

1,01905

1 , 09634
1,17346
1,25040
1,32718
1,40379
1,48023
1,55649
1,63259
1,70852

1,78428
1,85986
1,93528
2,01053
2,08561

2, 1 6052

2,23526

2, 30982

2, 38422
2,45845
2,53251

Q+ q

0,051
0,047
0, 044
0, 041

0,038
0,035
0,032
0, 030
0,027
0,025

0,023
0,020
0,018
0,016
0,014
0,013
0,011
0,010

0, 008
0,007

0,006
0, 005
0,004
0,003
0, 002
0,001

0, 00

1

0,001
0, 000
0,000
0,000

0"090 I 52° 40'

0, 086
0,081
0,077
0,073
0, 069
0, 065
0,061
0,058
0,054

P+P

42' 2 "53251

43 2,60640
44 2,68013
45 2,75368
46 2,82706
47 2,90027
48 2,97331
49 3,04619
50 3,11889
51 3,19143

-

3, 26379
3, 33599

3, 40802
3,47987
3,55156
3,62308

3, 69443
3,76561

3, 83662

3, 90747

4, 67559

4, 74440

4, 81 305

4,88153
4,94984
5,01798
5, 08595
5,15376
5,22139

5, 2S886

5,35616

IX'000

0, 000
0, 000
0,001

0, 00

1

0, 00

1

0, 002
0, 003
0, 004
0, 005

0, 006
0, 007
0, 008
0,010
0,011

0,013
0,014
0,016
0,018

0, 020

0, 023
0,025
0,027
0, 030
0, 033
0, 036
0,038
0,041
0, 044
0,048

;
051

0, 054
0, 058
0,062
0, 065
0,069
0,073
0,078
0,082

0, 086
0,091

Mathem. Classe* If.
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Q+ 1 P+p

53° 22'5"35616

23 5,42329
24 5,49025

5,55705
2G 5,62367
27 5,69013

5, 75642

5, 82254
5, 88849
5,95428

6,01989
6,08534
6, 15062
6,21573

6, 28068

6, 34545
6,41006
6,47450
6,53877
6, 60288

6,66681
6,73058
6,79418
6,85762
6, 92088
6,98398

7, 0469

1

7, 10967

7, 17227

7, 23470
*

7, 29696

7, 35905

7, 42098
7,48273
7, 54432
7,60575
7, 66700
7, 72809
7, 78901

7, 84977
7,91036

Q + 9 P+P

102
106
110
1J4
119

0,142
0,147
0,153
0, 1 59
0,165
0,171
0,178
0,184
0,191

0,197

0,204
0,211
0,218
0,225
0,232
0,240
0,247
0,255
0,262
0,270

0,278
0,286
0,294
0,303
0,311
0,319
0,328
0,337
0,345
0,354
0,363

091|540
0, 095
0,100
0,105
0,110
0,115
0,120
0,125
0, 1 3

1

0,136

log m

91036
7, 97078
8,03103
8,09111
8,15103
8,21079
8, 27037
8, 32979

8, 38904
8,44812

8, 50704
8,56579
8,62438
8,68279
8,74104
8,79913
8,85705
8,91480
8,97238
9,02980

9,08705
9,14413

24 9,20105
9,25781
9,31439
9,37081

9, 42706
9,48315
9, 53907

9, 59483

9, 65042
9, 70584
9,76110
9,81619
9,87111
9,92587
9, 98046
10,03489
10,08915
10,14325
10,19718

119
123
128
132
137
142
147
153
158
163

169
175
180
186
192
199
205
212
218
225

232
239
246
253
261
268
276
284
292
300

309
317
326
335
344
353
362
372
381
391
401

0"363

0,373
0,382
0,391
0,401
0,411

0,420
0,430
0,440
0,450

0,460
0,471

0,481
0,492
0,502
0,513
0,524
0,535
0,546
0,557

0,569
0,580
0,592
0,604
0,615
0,627
0,639
0,652

0, 664
0,676

0,689
0,701

0,714
0,727
0,740
0,753
0,766
0,780
0,793
0,807
0,820

i

i
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<2 + <7 P + P
gm

/

54° 40' 540 42'10"19718
~ 0,25094

0,30454
0, 35797
0,41124
0,46434
0,51727
0,57004
62205

0, 67509

0, 72736
0, 77947
0,83142
0, 88320
0,93481
0,98626
1,03754
1,08866
1,13961
1,19040

1,24102
1,29148
1,34177
1,39190
1,44186
1,49166
1,54129

1 , 59076
1,64007
1,68921

1,73818
1,78699
1,83564
1,88412
1,93244
1,98059
2,02858

2, 07640

2, 12406

2,17156
2,21889

401
411
421
432
443
453
464
476
487
498

510
522
534
546
559
571

584
597
611

624

638
651
665
680
694

723

754
769

800
817
833
849

883
900

935
953

Q + i p + p

820
834
848
862
876
890
905
919
934
949

964
978
994
009
024
039
055
071
086
102

134
151

167
184
200
217
234
251

268

285
302
320
337

372
390
408
426
445
463

20
'| 55° 22'12"21889

26605
31306
35990
40657
4530S
49943
54561
59163
63749

30

12,68318
12,72870
12,77407
12,81927
12,86430
12,90918
12,95389
12,99843

13,17498
44 13,21871

13,26228
13,30568
1 3, 34892
13,39199
13,43491
13,47766
13,52024

1 3, 56267
1 3, 60493
13,64703
13,68896

953

989
1008
1026
1045
1064
1084
1104
1123

1144
1164
1185
1205
1226
1248
1269
1291

13,04282 1313

13,08703 1336

13,13109 1358
1381

1404
1428
1451
1475
1499
1524
1548
1573

1598
1624
1650
1676

13, 73074 j 1702
13,77235 1728

1755
1782
1810
1837

13,81379
13,85508
1 3, 89620
13,93716
13,97795) 1865

"463

,481

,500
,519

,538

,557

,576

, 59 5

, 61 1

,633

, 653

,673
,692

,712

, 732
,752
,773

,813

855
875
896
917
939
960
981
003
024
046

068
090

202
225
247
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Q-H p+ p

56°
,*

56° 2'13"97795

3 14,01859
4 14,05906
5 14,09937
6 14,13952
7 14,17950
8 14,21932
9 14,25898
10 14,29848
11 14,33782

37099
41600
45485
49354
53206
57043
60863
64667
6845 5
72226

14,75982
14,79721
14, 83444
14,87151
14, 90842
14,94517
14,98175
15,01818
1 5, 05444
15,09054

15,1264S
15,16226
15,19788
15,23334
15,26863
15,30377
15,33874
15,37356
15,40821
1 5, 44270
1 5, 47703

<2-W

1894
1922
1951
1980
2009
2039
2069
2099
2130

1865 2"293

2161
2192
2223
2255
2287
2319
2352
2385
2418
2452

2,317
2,340
2,363
2,387
2,411
2,434
2,458
2,482
2,506

2486
2520
2555
2589
2625
2660

2,531
2,555
2,579
2,604
2,629
2,654
2,679
2,704
2, 729
2,754

2,780
2,805
2, 831

2,857
2,883
2,909

2696 2,935
2732 2, 961
2768 12,988
2805 i 3,014

2842
2880
2917
2955
2994
3033
3072
3111
3151
3191
3231

3,041
3, 067
3,094
3,121
3,148
3,176
3, 203
3, 230
3,258
3,286
3,314

P-f-p
log/»

56° 42'15"47703
51120
54521
57906

5.61275
64627
67964
71285
74589
77878

81150
84407
87647
90872
94080
97273
00449
03610
06754
09883 4066

12995
16092
19172
22237
25286
28318
31335

3

37320
40289

43242
46179
49100
52005
54895
57768
60625
63467
66293
69102
71896

3231
3272
3313
3355
3396
3439
3481
3524
3567
3611

3654
3699
3743
3788
3834
3879
3925
3972
4019

4113
4161
4210
4258
4307
4357
4406
4457
4507
4558

4609
4661
4713
4766
4818
4872
4925
4979
5034
5089
5144

3"314

3,342
3,370
3,398
3,426
3,455
3,483
3,512

3,599
3,628
3,657
3,686
3,716
3,746
3,775
3,805

3,835
3,865

3,896
3,926
3,956
3,987
4,018
4,049
4,080
4,111
4,142
4,173

4,205
4,236
4,268
4,300
4,332
4,364
4,396
4,428
4,461
4,493
4,526
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Q+ i p+p
gm

57° 570 22'16"71896

23 16,74674
24 16,77436
25 16,80182

16,82913
27 16,85627

16,88326
16,91008

30 16,93675
16, 96326

16,98962
17,01581
17,04185
17,06772
17,09344
1 7, 1 1 900
17,14441
17,16965

5144
5200
5256
5312
5369
5426
5484 4,724
5542 4,758
5600 4, 792
5659 4,825

5719 4,859
5778 4,893
5839 4,927
5899 4,962
5960 4,996
6021 5,030
6083 5,065
6146 5,100

17,19474 6208 5,135
17,21967 6271 5,170

1 7, 24444
1 7, 26905
17,29351
17,31780
17,34194
17,36593
17,38975
1 7, 41 342
17.43693

6335 5, 205
6399
6463
6528
6593
6659
6725
6792
6859 I 5,490

5,240
5,275
5,311

5,346
5,382
5,418
5,454

17,46028 6926 5,526

17,48348
17,50652
17,52940
17,55212
17,57468
17,59709
17,61935
17,64144
17,66338
17,68516
17, 70678

6994
7063
7131
7201

7270
7341

7411

7482
7554
7626
7698

5,563
5,599
5,636
5,672
5,709
5,746
5,783
5,820
5,858
5, 895

5,933

Q + 7 P + P
logm

4"526|58o
4, 559
4,592
4,625
4,658
4,691

2' 17"70678
17,72825
17,74956
17,77072
17,79171

7 17,81255
17,83324
17,85370
17,87414
1 7, 89435

17,91441
1 7, 93431
17,95406

7698
7771
7844
7918
7993
8067
8143
821 n

8294
8371

5 '933

5, 970
6,008
6,046
6,084
6,122
6,160
6, 1 99
6, 237
6,270

8448
8526
8604

17,' $7305 8682
17,99308 Q"c *8761

8841
8921
9001
9082
9164

9246

18,01236
18,03148
18,05045
18,06925
18,08791

18,10641
18,12475
18, 14293
18,16097
18,17884
18,19656
18,21412
18,23153
18,24879
18,26588110006

6,315
6,354
6, 393
6,432
6,471

6,511

6,550
6,590
6, 630
6,670

6,710
9328 6, 750
9411

9495
9578
9663
9784

6,790
6,830
6,871
0,912
6,952
6,993
7,034
7, 075

10180
10268

18,28283
18,29962
18,31625
18,33272 110356

18,34905 10445
18,36521 1 10535

10625
10715
10806
10898

10092 7,117

18,38123
18,39708
18,41279
18,42833
18,44373

7,158
7,200
7, 24

1

7,283
7,325
7,367
7,409
7,451

7,484
1 0990 | 7, 536
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