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Untersuchungen

iiber

Gegenstande der hohern Geodasie.

Von

Carl Fricdrich Gauss

Zweite Abhandlung,

Der Konigl. Societal iiberreiclit 1846, Sept. 1

i

der G der Seite eines Dreiecks auf der Erdoberfl

Endpunkt

[e Aufgabe, aus

deni Azimuthe an d

Endpunkts abzuleiten das Azim

und den Laneenunterschied beider Punkte, gehort zu den Hauptgcschafien

h an d

d der geographischen Breite d

andern Endpunkte 9
dcssen B

der hohern Geod F den Fall der Kugelflache ist d

zwische

fach

n ienen sechs G am S

d zur scharfsten Rech

usse der ersten Abhandlung

;
geeijnieten Form aufgestellt, \v

der

elche

auch cht zu bequemen^ Aufldsung der Aufgab elbst benutzt werd

k nn. Es wird dadurch das Verlangen nach dem Besitz einer analogen un-

ttelbar fur die Ellipsoidflache giiltigen Auflosungsart ervveckt, und der Zvveck

der gegenwartigen Abhandl eine solche zu ickel rher

doch erst die Aufldsung fiir den Fall der Kugelflache in ein noch hell

Licht geste werden. Des bequemern Zur tick eg lasse ich die

hlenbezeichnuns der Artikel sich an die erste Abhandlung anschl

errei

U

cht

18.

den Grad der Genauiskeit. welcher d

a besser beurthe zu kdnnen

die Formeln des 17. Art

den noch die'Glieder der

nachstfolgenden Ord kelt werden miissen ; es ist doch wohl der

Miih erih das Verfah

beliebig weit getrieben werde kann.

seb nach welchem diese Entwicklung

\ A
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Ich erlaube mir an den dort gebrauchten Bezeichnungen einige Ab

derungen, theils des bequemern Drucks wegen, theils urn den verschiedei

Bezeichnungen in den einzelnen Theilen der gegenwartigen Abhandlung etwas

mehr Symmetric geben zu konnen. Zunachst bedeute bier

r die Entfernung der beiden Punkte von einander, den Halbmesser der

Kugel als Einheit angenommen.

B -\- A-6 und B— ^b die Breite am ersten und zweiten Endpunkte von r.

T -\- %t und T— ^t -±z 180° das Azimuth des zweiten und ersten End-

punkts resp. vom ersten und zweiten aus.

/ den Lan^enunterschied.

Es wird angenommen, dass das Azimuth von Siiden naeh Westen zu gezahlt

und / als positiv betracbtet wird, wenu der zweite Punkt westlicher liegt

als der erste.

Es soil ferner gesetzt werden * a

£ = r cos T
% ss r sia T . tang B
— r 8in T

cos B

-

• 4

|

I

welche Grossen dasselbe ausdriicken, was im 17. Art- mit b°, a , X° be-

zeichnet war, nemlich die bis auf die dritte Ordnung (ausschliesslicb) genauen

Werthe von b, /, /, und zwischen den en die Gleichung

rr + %%— ££ + H
Slatt lindet. Die Ordnungen werden hier immer so verstanden, dass r wie

eine Grosse erster Ordnung betrachtet wird.

Zur Abkiirzung wird noch geschrieben

2 tang | r
-- ss 7/i

r

2 sin £ r

r

Zu der beabsichtigten Entwicklung gelangen wir am leichtesten durch

Benutzung der Umwandlung der Forinel

x zzz sin y
in die Reihe

1 . 11 M . 191 „ . 2497
log y = log » + _„ + _ * + ,. + ,6 + .. , „,
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welcfhe man leicht aus der lukaimlen

1 3
y x ( 1 H xx -\

• 4
5

112
•V
,6

35

1152
x8 + U. 8. >V.)

ableitel. Wen dot man dicselbe zuvorderst an f diaui uie Gleichuii!;

..(I

tang B . sin T . tani; \ r = sin £/,
r

l
ill T sin l

2 ',

indein man x = -J-//*r, y j^t selzt, so \vird (I)

t 11 191 2497
log t =: loc t -4- log m-f- — mmn A—'-^—m* » 4-f- -—,-—m 6 i 64- ——-—

—

o o -r e -r
24 • 2880 ~362880 ^29030400

8.8in" i -j- U.S. \v

**

Eben so, aus der Anwemlung auf die Glmhung
r \

od

sin J: sin .j r

cos B
sin A /

er

ergibt sicn (II)

log/= logA-f- 10

£ // \ = sin .V /

5 «+
i

24
nn XX -j-

11

2889
/^424*4+^

191

302889

2497
~ 29930409

^
Die dritte Anwendung wird gemacht auf die Gleichuug

cos B tang ^ /

tang T
sin \ b,

nachdem derselb
• •

en vermoge der Substitutionen

tang h I
nX

2V^(1 \ nn XX)

cos B

folgende Gestalt gegeben ist

tang T
6
X

"S

2\T(1 i nn XX)

sin £ b.

%

Es ereibt sich danri (111)b

log b = log£ + logn + i nnXX -f- A" 4
'-
4 + ^« 6

'-
6 + .T^t; « 8

'-
8 + «-*-w

8 64 384 2918

+ 1

24

1

^(»« + T«4 AA +4

i

16
n6 A+ +

1

64
n 8 X6 4- u.s. W.)

4- ^^K + 77" 6 >U + t;"*^ + u-s-w.)
2880 2 16

+
19— g6(«6 ^ £«*& 4- U . 3 . W .)

362889° v 4



/

6 CARL FRIEDRICH GAUSS

+
2497

29030400

I

£8 (« 8
-J-

U.S.W.)

-j- U. 8. W.

oder indem man die Glieder gleicber Ordnung zusammenfasst, i

log b log £ + log n

\

1

24
nn{gg + ZX%)

+
1

2880
«* (11 £* -f 30££AA -f 45 A4)

+
1

362880
n 6

(
191 ^6 + 693 £UA -f 945 ££ A* + 945 A6)

+
1

29030400
(2497£8 + 11460£6^4. 20790 £* A4 -f 18900 ££A

-}- u. s. w.

Urn die Gleichung

4- 14175 A8
)

I. II. Ill ganz kelte Gest b

gen, wird

m

in denselber

1
.

7— rr -4-

12 ~ 1440

nocli b

7
•4 +

31

90720
r 6 +

127

4838400
r8 +

mm 1 J.i rr +— r* +^6 ^720 ^
31

10080
r6 + u.s.w

m4

771
G

1 3
1 -1 rr A r4 4- u.s.w.^ 3 40 '

i
1 -1 rr -f- u. 8. \v.^2 ^

u. s. \r.

log «
1

24

1
rr

2880
r4

1

181440
7
.6

1

9676800
r8 u.s.w

nn 1
1

12
rr -\-

1

360
r4

1

20160
r6 -j- u. 8. w

n4 1
1

_1_ *— rr h r
6 ~ 80

4 U.S.W.

n6 1
1

4
rr -f- u.s.w

u. s. w.

Wir erhalten demnach fur die Logarithmen von t
9

I, b, oder vielmehr

von den gen'aberten Wertben log t,fur die Unterschiede dieser Logarithmen

log X, log £, zusammengesetzte Pieihen, welche fortschreiten
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iiir log t nach den geraden Potenzen von r und r, und dercn Producten,

fiir log I eben so nach \ und r,

fur log b nach £, A. und r,

und* die beigebrachten Zahlen enthalten diese Entwicklung bis zu den Griisseu

der achten Ordnung (einschl.), daher /, /, b selbst dadurch bis zu den Grossen

der neunten Ordnung einschliesslich, oder der eilften Ordnung ausschliesslich

bestimmt werden.

Die Entwicklunff von log b kann auch auf eine andere Art, nemlich

nach den Potenzen von £, r und r geschchen. Setzt man

z

so wird

tang j

y z
1

3
* 3 +

1

5

5
1

7
Z7

1

9
z 'j

U. 8. W.

und hieraus

logy logs
1

3
* +

13

90
4-

251

2835
6 +

3551

56700
c II. 8. W,

Wendet man diese Reihe an auf die Gleichung

tang £ b
tang £ t

tgtf.tgT'

nachdem man derselben vermoge der Substitutionen

tg B . tg T
1

tang £ t

folgende Gestalt gegeben hat

mx

2V~(1 ^mmxx)

grn

2V(T £mm %t)

tans %b,

so ergibt sich

log b = log£ -{- logm + - m/ra %t + — m+x* +
1 1

384
mG sG -f-

1

2048
m 8 *8 -{- u.s.w.

1 111
££ (wot -f - m+ %% + — m& t+ -f — m8 i6 + u. s. w.)

1L» 4fc 16 64

' 1440 b ^
r 2 16

251 3
£6 (tw6 H m8 %% + u. s. ^Y.)

181440 b v ^ 4
'

3551

14515200
-{- u. s. w.

£8
(/?i

8 _j_ u# g# w#)
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** >*-

T5a
*

/la JL LI

oder, indem man die Glieder gleicher Ordnung zusammenfasst

\ogb log £ + log m

+

1

24

1

mm (2 ££ 3tt) \ r r

t,
I i >

>ji
r

1

^

i

2880
/?i4 (26 £4 60££tt + 45 »4)

t

+

302880

1

wc (502£6 — 1638 £4™ + 1890 ££*4 945

1

6
)

29030400
m 8 (7102£8 — 30120 £

6 ?t -{- 49140 £4 * 4 — 37800 ^i 6

-f- 14175 *
8
)

U. 8, W.

Durch Substiti

. erh'alt man h

der ob geg Werth von lo£r& in. mm* m4

der erstern h ff,X

die gesuchte Reihe, welche sich ubrigens auch aus

iortschreilend lb bl d

man rr & TT fur \\ sub

19.
%

Fiir unsern Zweck reicht es bin, die Formeln nur bis zur vieiien Ord-
nung (einscbl.) genau aufzustellen, nemlich

log*
1 1

loS T + ^7 (
2// ' + vi) ~\

log/ 102/

log& log£

24

1

24

1

24

2880
(14,4 _f_ 20/TTT -f 1lj4)

('• XX)
1

2880 (
r4 .j_ iQrrXX 11 A 4)

(rr ee 3AA)
1

2880
(r4 -f 10rr££-|-

. 30 rrU «£
30^a 45 A4). I

Anslatt der lelzten Formel kann man auch eine der folgenden gebrauchen :

log b log £ + i (2 rr 2 -|- 3tt) -f
1

2880
(14/-4 40rr^-f 60 rrrr -f 26£

4

60g£rT -f-45* 4
)

log b l0S£+^(2AA + tt)
1

2880
(12££AA-12££tT 14 A4 32AAtt+z 4

)

log b z= log£ -f 1(2AA -f-
tt)

^4

1

2880
(12 rrAA— 12 rrrr 26 A+ 8 AAtt 11 x 4).
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In alien diesen Formeln sind r, £, A., r, b, /, t als in Thcilcn des Hnlb-

messers ausgedriickt und die Logarithmen als hyperbolisclie zu verstelicn.

Sollen dagegen jene sieben Grossen in liogensecunden ausgedriickt und die

Logarithmen die briggischen sein, so erleiden die Formeln weiter keine Yer-

anderung, als dass der gemeinschaftliclie Zahlencoefficient der Glieder zweiler

Ordnung
-fa

in £/*, und der gemcinschaflliche Zahlencoefficient der Glieder

vierter Ordnung ^ssl?
m v ^crwandelt werden muss, wo fjt> p die Productc

der Grossen
-fa

go und ^s

6

g
4 in den Modulus der briggischen Logarithmen

bezeichnen, g in der im Art. 16 angegebenen Bedeutung genommen (und

damit auch /*). Man hat fur diese constanten Factoren

log /t = 7 . 9297527980 (— 20)

log v = 4.0206912908 (— 30).

Lis zu den Gliedern zweitcr Ordnung stimmen dicse Ilcsullatc mil den

im 17. Art. gegebenen iiberein. Der Zweck der vorstehenden weitcrn Entwick-

lung war nur, klar hervortrctcn zu lasscn, dass selbsl zur scharfstcn Kcch-

nung die Glieder zweiler Ordnung vollig zureichen : in der That kommt in

dem ganzen Hannoverschen Dreieckssysteme kein Fall vor, wo die Glieder

vierter Ordnung den Betrag von zwei Einheiten der zehntcn Deeimale erreich-

ten, und nur ein Paar Fiille, wo sie Eine Einheit der zehnten Decimale

iibersehreiten.

20.

an

Wenn unsere Formeln, welche nicht von der Breite und dem Azimuth

dem einen Orte, sondern von dem Mittelwerthe dieser Grossen an den

t>beiden Ortern ausgehen, zur Auflbsung der zu Anfang dieser Abhandl

aufgefuhrten Aufgabe benutzt werden sollen, so wild diess auf eine indirecle

Art, oder richtiger durch stufenweise beliebig weit gdriebene Anu'aberung

geschehen miissen. Der Gang der Arbeit besleht darin, dass man von irgend

einem ffenaherten Werthe von T ausseht (wofiir man in Ermangelung

i an (1anderweitigen Kenntniss oder Schalzung zuerst das gegebene Azunul

ersten Orte annehmen kann) und daraus eiuen v i el scharfern ableitet; mit

diesem dann dieselbe Rechnung wiederhohlt, und damit so lange fortfahrt, bis

man zu stehenden Resultaten gelangt. Man hat dabei zu beachten, dass bei

Mathem. Classe III.
B
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den ersten Rechnungen nur

zu weraenrd brauchen, und dabei £ und r

4 oder 5 Zifern der Logarithmen beriicksichtigt

anstalt der corrigirten b und t

dt werden diirfen. daher man auch, bei d ersten Piechnungen

sich urn X und / noch nicht bek b Die Formel

fiir den ersten Ort die Breite B°« das Azimuth

n sind

bezeich

so

rd, der Reihe nacb folgend

B
T

T

T
B° K
r sin T tang B
yo \x

Nachdem man dahin gelangt ist, dass bei dem Gebrauch von fiinfzifrigen

Logarithmen der Werth von T sich nicht mehr andert, berechnet man X
nach der Formel

A r sin T sec B
und fuhrt dann eine neue Rechnung mil sieben Decimalen, wobei man die

logarithmischen Correctionen vermittelst der Formeln

log b

lost logT + firr + £/w*

ht und B BO
holung wird

wiedergeben

der Formel

ir
b. T jt) ^t setzt. Eine nochmalige Wied

in der Regel dieselben, oder k merklich geanderte Resultate

und da erst wird auch h die Berechnung von / ch

log/ log A %/urr + £/*AA

beigefiigt. Um die Schnelligkeit der Annaherung (die hauptsachlich von der

Kleinheit von r abhangt) , an einem Beispiele zu zeigen, setze ich die Haupt-

zu dem Punkte Inselsberg hieher.

momente der Rechnung fiir den Ubergang von dem Dreieckspunkte Brocken

Es ist diess die grosste Dreiecksseite in

dem Hannoverschen Dreieckssystem , vie! grosser, als sonst bei trigonometri-

schen Operationen vorzukommen pflegen.

Bei der nach den Grundlagen der ersten Abhaudlung bearbeiteten con-

formen Darstellung auf der Kugelflache ist die Breite des Brockens

J5° 510 46' 3" 6345; das Azimulh der Seite Brocken -Inselsberg T°
5° 42' 21" 7704; der Logarithm dieser Seite in Toisen

in Tbeilen des Halbmessers

4,7353929 oder

8,22018543, oder in Bogensecunden, wie bei
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unsern Formeln vorausgesetzt ist , log r

T 50 42',

D 3,5346106. Setzt man zuerst

so wiird

ff

£
T

3408"

51° 17' 40

424"

und folglich ein gen'aherlerer Weill 1

T 5° 38' 50".

Die hiemit wicderholte Redlining ergibt

B

T

3407 9

51° 17' 39" 7

420" 55

5° 38' 51" 5.

Mit diescm Werthe von T wird nun die sdfarfcre Rechnun

und dabei zugleicli die logarithmische Correclion mit

sich, in Einheiten der sicbenlen Deciraalc,

" an gel a 11seno t>

zugczogen Es fmdct

folglich

firr

[ITT

99,76

2,47

1,50

JLlXX -f- % [ITT + 3

4- 101

und
£ firr l ftXXTf

49

logg

log b

b

B
log T

log*

3 . 5324974

3 . 5324977

3407" 9852

51° 1/39" 6419

2 . 6238492

2 . 6238593

420" 5904

5° 38' 51" 4752.

E nochmalige Wiederhohlung der Rech mit diesem Werthe von T
bringt bei b gar keine Anderung hervor, und t verwandelt sich in 420" 5898

Man halt daher

Breite des Punkt

Bo
berg

8 500 49' 1
5" 6493

R2
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Azimuth der Dreiecksseite Inselsberg-Brocken

yo

Endlich findet sicl

x + 180° 185° 35' 21" 1806.

l

log A

log I

I

2,7315487

2.7315438

538" 9442 00 8' 58" 9442.

Die Bequemlichkeit dieses Verfahrens wird allerdings erst dann in ihrer

vollen Grosse fiihlbar, wenn man sich die Hiilfen des kleihen Mechanismus

bei Handhabung derartiger Methoden zu eigen gemacht hat, wozu eine An-

weisung hier nicht an ihreni Platze sein wiirde. Ich begniige mich hier

nur anzudeuten, dass, was in obigem Beispiele wie eine viermalige Rechnung

erscheint, nicht in der Form von vier getrennten Rcchnungcn, sondern wie

eine einzige geschrieben werden soil, indem man bei jeder neuen Lberarbei-
-

tung nur die letzten Zifern erganzt oder verbessert. Jedenfalls braucht man

immer nur die letzte Rechnung aufzubewahren, und gerade darin besteht ein

grosser Vortheil, zumal bei Messungen von bedeutendem Umfange, dass man

dann den ganzen wesentlichen Kern der JBerechnung fur alle Dreiecksseiten

im moglich kleinsten Raume und in der iibersichtlichsten zu beliebiger Prii-

fung der Richtigkeit geeignetsten Form besitzt.

21.

Ich gehe jetzt zu der Hauptaufgabe selbst iiber, welche fur die Ellipsoid-

flache eine ahnliche Methode fordert, wie fur die Kugelflache im Vorher-

gehenden gegeben ist. Die Auflosung dieser allerdings etwas verwickelten

Aufgabe soil hier auf zwei ganz von einander verschiedenen Wegen abgeleitet

Da die eine Ableitung, mil welcher der Anfang gemacht werdenwerden.

wird, sich auf diejenige conforme Ubertragung der Ellipsoidflache auf die

Kugelflache griindet, deren Theorie in der ersten Abhandlung entwickelt ist,

so kann die Auffindung dieser Auflosung wie die erste mittelbare Benutzum?

dieser Theorie fiir die Zwecke der hohern Geodasie betrachtet

(Vergl. Art. 11).

werden.

Es mogen demnach jetzt durch B + ^b und B — ^b die Breiten

zweier Punkte auf der Ellipsoidflache bezeichnet werden; ihr Langenunter-

schied durch /; das zwischen ihnen enthaltene Stuck einer geodatischen Linie
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(mid zwar hier nach Lelicbigci Einheil gemessen) durch r, die Aziimiil.e der

Linie am erslen und zwciten Endpunkte durcli T -f- ±t und T » / ;fc 1^.0°.

Es handelt sich also darum, t>, I und / aus r, 7i und T zu linden durcli

Formeln, welchc den oben fiir die kugelflachc gegebeneu analog sind, und
in dieselben iibergehen, wenn man die Excentricitiit =0, oder die Leiden

Ilalbachsen der erzeugenden Ellipse unter sicb gleich und = 1 setzt.

Die Lreite des der conformen Ubertragung auf die Kugelflaelie zum
Grunde liegenden Normalparallclkreises bezeicline ich (wie oben Art. 3) rnit

P fur die Ellipsoidfliiche, und mil Q fiir die Kugelflachc; zugleich nebmc

ich an, dieser Normalparallelkrcis sei so gewahh, dass Q dem arilhmetischen

Mittel der lireiten der beiden betreffenden Punklc auf der kugelflaelie glcicli

wird: dicse Breiten selbst seicn Q 4- \ q und Q — \ q. Es sollcn ferner

«, A, Uj e, (py
dieselben Bedeutungen behalten, wie in der ersfen Abhand-

lung, Art. 2. 3. 4 IT. ; es bedeulcn nemlich

a die halbe grosse Achse des Ellipsoids, oder den Ilalbmesscr des Afjuators,

A den Halbmesser der Kugel,

1 : a das constante Verhaltniss der Langenuntersclnede auf dem Ellipsoid

zu den entsprechenden auf der Kugel,

e = sin (p die Excentricitat der erzeugenden Ellipse,

sin = e sin P.

Den zwischen den beiden Punkten auf der Kugelflaelie enthaltenen

Grosstekreishogen bezeichne ich mil s; die Azimuthe dieses Bogens am ersten

und zweiten Endpunkte mit Z7" -f- £u und U— %u -±z 180°. Envagt man

nun noch, dass der Langenunterschied zwischen beiden Punkten = ctl ist,

so findet man zun'achst die vier strengen Formeln

sin ^ s . cos U =. cos \ a I . sin * q
6ia ^ s . sin XI = sin \ u I • cos Q
cos \ s . cos £ u z=z cos I a / . cos V q

cos £ s . sin h u= sin \al . sin Q
und hieraus die n'aherungsweise richtigen

q = s.qq$U(\ -f- -^%qq — ^V 55 + * aa M) 0)

a/==5
*co7o

(1 ~ A* + ^ aa//) (2)

a = 5. sin Ef.tang Q (1 -}- tj*5 + 4iuu) ^
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Es isl imnothi* zu erinnern, dass in diesen drei Gleichungen /, q, s, u in Th

des flalbmessers ausgedriickt verstanden Man sieht leicht, dass sie b

f die fiinfte Ordnun" (ausschl.) richtig sind, ind

Ordnung betrachtet wird, und dass man h

m s wie eine Grosse erster

den Grad der Scharfe zu

v dern, in den eingeklammerlen Gliedern reenter Hand statt q, ctl und

auch s.cos U, s.
h
^—^, *. sin U. tang Q substituiren darf.

Q

22
Es miissen nun zuvorderst die G B, b. T w h f der

Ellipsoidflach ihre Bedi liaben, mil ihren Correlaten anf der Kugel

fl Q, q, U, u, As

Gleichungen werd b

chen

gstens

den,

if d

d, dass dieser Bedingung genii

All

dri

de.

e dafur h fzustellend
V*

Ordnung (einschl.) genau

rd 1 der En twick

g selbst leicht erkennen lassen.

Wendet man die im 8. Art. gegebene Reilie auf unsere beiden Punkte

an, so miissen die dort allgemein mit p und q bezeichneten Grossen nach

unserer jetzigen Bezeichnung ausgedriickt werden

fur den ersten Punkt durch B -\- %b P d -£</,

fur den zweiten Punkt durch B ib P un<i ? ch
und wir haben demnach die beiden Gleichungen

B+ -hb ?+
cos

2 cosy 9
3ee

8 cos (p
2

. cos P . sin P . qq

+
ee

16cosy5 cos#-A
cos P2

-f sia P2 + ee (5 cos P2
. sin P2— sin P4

)) q
5

B-±b P cosQ Zee

2 cos 9
c
l

8 cos
tf.

2
• cos P . sin P . qq

ee

16 cosy3 cos
( cos P 2

-f sin P2 -}- ee (5 cos P2
. sin P2— sin P*)) J

Dnrch Addition und Subtraction ergibt sich also

i5 P 3ee

8 cosy2
• cos P • sin P * qq

h
cosO
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Man sieht iibrigens leieht, class die Glcicliung (4) um Grossen \icrter, die

Gleichung (5) hingegen nur uni Grossen funfter Ordnung ungenau ist.

A
Um T und

t. entwick

U und b leicb rdcn die am S dei

Formeln benutzt werden i Vora

Grunde lac% welcher in d gcgenwartigen Untcrsu

lSl. M 1. dab nur zu enviigen, dass d

deres sind + (V+ l«)

dortigen

ud T
d $

h»)

ferner das dortige h dasselbe was bier s; endlich dass das d

d bier mil U bezeicbnclen Grosse im Allgemeinen nur um einc <

:er Ordnunff verscbieden sein kann. icdcnfafls aber der Untcrscbicd w
stens von der ersten Ordnung ist. Es ergibl sicb so, auf die dritte Ord

nung einschl genau

r + c/-h
u

.->

12 cos (p cos

T \t V !

4 M -f-

££ tos P . sin /' , sia U . cos L 2

12 cos <p cos "
l 5

d folirlicb. ebn so S
17

£
ee cos P . sin /* .sin U . cos £72

^
C cos (p cos #

s 5 (7>

Die Vergleicbung der Lange der geodatischen Linie auf dem Ellipsoid

dem Grosstekreisborren auf der fur den in Red

stehenden Fall nicht besond ckelt: es ist iedoch d zu

erganzen

datischer

Es

Bog

i d dorligen Bezeichnungen die Lange d geo

J cos y
m cos tp

• dx

welche Integration von x l (h &) biIS X + !r {h -f~ (J) auszudehnen

ist. Da y und
*J/

nur Grossen von der drilten Ordnung sind, so sieht man

C0S J •

ieicht, dass die We^Jassunc; des Factors in
7 DO c0 5 tp

nur einen Fehler der siebenten Ordnung hervorbringen kann.

dem Werthe des Integrals

t>
Jene Lange ist

also, bis auf die funfte Ordnung einscbl. genau
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i

A Ax

m
aTax (1 lix3 **V)

A {x

A (h

\[.ix* +
5* + hP) + 107iW4-5/i(J +

)

D Coel'fi yu, fj lassen sich angeben, wenn man in der Reihe

771 1
lee cos P . sin P

3 cos fp cos
<7

3
ee cos P2

6 cos a 2 cos #2
(t

r

!

)

(welclie von selbst aus der Art. 9 gegebenen folgt) fur q die Substitution raacht

cl cos £ . # Q— -- — —

(deren leichte Ablcitung hier weggelassen werden kann), und das B

der Reih

771 i -f- p>$^ 4* //#* • • •

zusammenhalt. Fiir unsern gegenw'artigen Zweck ist jedocii mehr nicht nothig,

als nachzmveisen, dass die gesuchte Lange des geod'atischen Bogens von Ah

nicht mehr als um eine Grosse funfter Ordnung abwelcht. Da nun ersicht-

Jich h 5
-f* 10h^ -f- 5h$* eine solche Grosse ist, so braucht der entwickelte

Werth von // nicht hiehergesetzt zu werden. Fiir /j, aber erglbt sich

der Werth

f*

2 ee cos P . sin P
3 cos cp cos

cos y
3

und da <5cos% nach Art. 15 eine Grosse zweiler Ordnung ist, so wird offenbar

auch (hty + hfi) fx eine Grosse funfter Ordnung.

Wir haben demnach, da h dasselbe bedeutet, was jetzt mit s bezeichnet

ist, bis auf die fiinfte Ordnung ausschliesslich genau
/•

s
A

Endlich, d alles fiir die weitere Entwicklung erforderliche hier bei

sammen ich noch folgende sch der ersten Abhandlung (Art. 4.

6 und 3) gebrauchte streng ge Gleichungen bieh

A a cos cp

cos 62

V

cos Q
cos cos P

sin Q

a cos cp

sia P

(10)

a
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und die aus der Ycrbindung dieser Leiden hervorgehcnde

cos v tang P
tang <^>

—
cos0

* •

S3.
Zur Erreichung unsers Zwecks brauchen nun Lloss dicse Gleicliungen

gehorig eombinirt zu werdcn.

Zuvcirderst ergibt sich aus der Verbindung der Gleicliungen (1), (2), (3),
dass qq -\- cta.ll— uu — M eine Grtissc vierler Ordnung ist, dah
nstatt (2) auch schrcibcn kann

, s • sin U ,
I rz - (1 _ j qq + i

a. cos Q K 24 77 * 4

der wenn man nach (8), (9) und (10)

g km, uancr man

chreibt

r cos fl
2 cos tf cos /'

s = , a cos Q rz: —
a cos <p cos r/i

r cos sin 17

a cos r ** i* *

cos \i(\ "—• £c sin P^\
Es wird ferner = r. verraittelst der Gleichung (\\ und

Laben dah wen n

durch eine leichte Rechnung entwickelt in

cos __ yf{\ — ee sin B2
) 3 ee stn P2

cosP T^TB " + 8 (1 — ee sin /J2) ' W{'.

was bis anf die vierle Ordnung ausschl. genau 1st. "Wir

zugleich T Tut V gesclirieben wird, geniass der Gleichung (6)

, __ r yf{\ — ee sin B 2
) . sin T

/M
1 — 10 ee sin J*.~

7^Tfi (1 ~"
24 (1 - ee sin />*) *^ + **»>

Naclidem in dera eingeklammerten Tbeile noch substituirt ist -7*77 . . b
V (1 — ee sin P2

)

fur g, sodann / fur u und endlich .# fur P, was alles, nacb Gleichung (5),

(')> (4)? u >e man leicht sieht, gescheben kann, oltnc den Grad der Gcnauig

keit zu vermindern, und wenn wir ausserdem, zur Abkiirzung,

yf(\ — ee sin B2
) == *

schreiben, so erhahen wir (I)

lr sin T
, m (1 — 10 ee sin B 2

) cos a8 . . , , „

Mathem. Classe III. c
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? S4. U
•

Auf ahnliche Weise verwandelt sich Gleichung (1)
i

tV 91 + TV 55 + h.ua)9

und daher Gleichung (5)

6= (i_(i _i__

(1

*?

ee

a cos <£ 8 cos rp
2 cos #2 (

sinP2 P sinP+)))qq

F cos 5

hier noth

a
+ !****+

P2)* findet mac

gefuhrte Entvvickelung

ji

•

leicht d (4) weit,

costf5 B2
)

3 P2

8 cos p2 (i (— ee sin P2
)

' q^' '

6

durch die vorhergehende Gleichung sich verwand

r (1 — e<? sin B*f cos £/ .

C1 — (tV+ 5 ... „,. r—^r (cos P2— sin P2 -j-

ee

a cos a.
2

8 cosqo2

oder

+ Sin P*))) qq +
d

+ £ "«0

Form

. rk*cosU,6= -„(
cos rp 24 cosp

2 (1— ee sinP2
)

(2+ P2 P+)

Schreibt nun noch hier

+ TV *« -}- £ km)

ft r

cos q? . 6

•"(

(i

p2
)

p2
)

?, wegen (5)

I

COS 2

T und * anstatt *7 und u

anstatt m, wegen (8) und (9)

und zuletzt

wegen (6) und (7)
*

?
** %< '

B fur P wegen (4)

was alles, ohne Nachtheil fur di

man (II)

Genauigkeit geschehen kann so erhalt

b
. rtf

a cos <p
2 (1

l

+

(2+
k+

(See B*
I

'

B«

COS + 4
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I A

25.

den Gleichungen (1) und (3) erhellet class

V 2 sin U tang Q, oder nach (11), von

ne Grosse funfter Ordnung verschieden

s
->

qqu von

1

cos

dahe

nur

Gleichung (7) audi so zu

i t u (1

iiben

ee cos P 2
^""

" '

"™—*"^»

6 cos y>
2

d

??)

der wenn man fur a den Werth aus (3) substituirt, und nacli (8), (9), (11)

s

sctzt

r cos #2

A COS ff

r cos tang P
Q

t
u

a 21 + A ss

Fu 9 . tang P V^i

ee cos P2

cos 9>
2 .??).

hier notbig ist entwick

P2). tang/> fmdet man nach (4) d so

Wen I i

Si + Zee +
d folglich

8 cosy 2
(1 ee sid /J2

)

W)

t
u

a
(t+ + p2 1

Macht n

Art. , so

noch h

24 cos (p* (1 /J2)
+ t'j«+

h man End

dieselben Sub

esuifat (III)

wie im v hergehend

, __ r* tangB. sinTfm , 5eg-f-(4ge— 14e*)sinff24-5e+6in.g* ._
t 1 "! „ . v; .WO-f-

l*

a 24 X+ 12«acosc/ 2 +A '0

D d Form i, n. in th im Wesentlich

r Aufgabe. Dass sie Lis zur dritlen Ord
durch ihre Ableitung unniitlelbar fesf.

die Aufldsung

a nschliesslicb b d

D aber in der Wirklichkeit

hre Genauigkeit noch eine Ordnung wciter reicht, oder dass der Fehler jeder

leicbt durch cinige
der F von der fun ften Ord rde ch

ganzende Zwischenentwicklungen , od l dadurch darthun Iassen, dass

in den Ausdnicken ibrer K nach k G
finden k ich halte mich iedoch dab

gerad Ord S St

mcbt f, da die zweiie in d
folgenden Artikel

Resultat von selb

26— 32)

n sich bes

fiihrende Ableiiung der Formeln dasselbe

C2

k
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se.

DJese Untersuchung ist wie eine selbststandige von allem vorhergehenden
unabhangige zu betrachten, und es sollen daher zur Bequemlichkeit und zur

Verhiitung von Ungewissheiten alle dabei zu verwendenden Bezeichnungen
so wie sie auftretcn erst erklart werden. Meistens werden diejenigen Buch-
staben, welche schon in der ersten Ableitung gebraucht sind, ihre dorlige

Bedeutung behalten, doch werden ein Paar derselben (u und s), da sie dort
bloss Hulfsgrossen vorstellen, die in den Resultaten nicht mehr erscheinen,
bier obne IJbelstand zu anderm Zweck benutzt werden diirfen.

Durcb die zwei Punkte der Ellipsoidflache, auf welche die Aufgabe sich

bezieht, werde eine geodatische Linie, zunachst von unbestimmter Ausdeh-
nung, gefiihrt, und auf derselben ein beliebiger Anfangspunkt gewahlt. Das
Stuck jener Linie von dem Anfangspunkte bis zu einem unbestimmten Punkte
werde durch u bezeicbnet; der Winkel, welchen, an letzterm Punkte, die

geodatische Linie mit dem Meridian macht, jene in dem Sinne wachsender u,
diesen von Norden nacb Siiden genommen, durch X; Breite und Lange
des unbestimmten Punktes durch Y und Z. Ich nehme an, dass die Langen
von Westen nach Osten, die Azimuthe X in dem Sinn von Suden nach
Westen zu wachsen. Werden nun noch, wie immer bisher, halbe grosse
Achse und Excentricitat der erzeugenden Ellipse durch a

hat man, aus bekannten Griind
*

X cosX (1 — ee sin Y
d"
—

(1 — ee)

AZ _ gin X (1

d e bezeich

3

(*)

d^ a cos Y (2)

Es ist ferner, nach einem bekannten Lehrsatze, die Gross
I

X cos Y
V (1—cesin Y2

)

fur aile Punkte derselben geodatisehen Linie constant, »„d hieraus
man logarithmisch different

wenn

X*X = (tang Y - *J^J^*) Av __ (1 - ee) tang Y
N l-^sinY*/ l — eetinY*

' dY
folglich, aus der Verbindung mit (1)
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CLOD

ax
du

»in JV tang Y (I Y*) I

21

\ •

a (3)

Wi doch unsere Aufgabe allgemciner fassen. unci

-i

dX
da

setzen, indc

gebene Fun

ferner durcl

dx

x
d*
da JK

dZ
da J

wir zuniiebst

>

1 neuc
r

der

Diffe

dass x,y, z irgeudwelche ge-

beiJen Yenuidei lichen .Y und Y sind Es I.

dz

X + .v"dY

ax + z"dY

M

\

I 1 ¥
1 I

d dann durch nochmalljre Different

djc'

ay
dz

ax + x*d y, dx" = x^ax + *m y
yax -f. r»*dr r' JA +
2

fit + s«d y, <u
• 9

Es wird deranacli, insoferu

•+ z*aY.
i

da

ddZ
da2

d^Z
da*

implicite, Fuoclion
*

von u isl
f

&
i

•

H I

;

+
i

l •

JCJV z

Die successiven Differentialquotienten von X und F lassen sich a f die
lbe Art entwickeln, oder unmittelb deoen von Z abl

darin fur z ohne und rait Accenten beziehungsweise x und v eb

man

accentuirt sub

V

w %

Es seien nun die bestimmten Werthe, vvelche die vier Grosse

f

in den beiden Punkten annehmen

der Reihe nacb.

f
-

unsre Aufgabe sich beziehf

fiir d Punkt R
fiir den zweiten Punkt R -\-

r

r 4<, B L
2'

d eben so, fiir denjenigen Punkt der geodatischen Linie, welcher zwischen
len in der Milte liegt, beziehungsweise R, T, B, L, wo demnach die Cursiv-

l
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#

typen T, B, L von den Antiqua T, B, L wohl unterschieden werden
• •

miissen.
t fl*

Es mogen ferner die in der Gestalt von Fun
i

von X d r
seheinenden achtzeh bestimmten Gr

J *

a;, a;', a;", a/", or«v, arv

y i
y'-> y"> y"\ yl\ jv

•
.

i ft nt

. \

.
* '

I*
i *

<

A * i rt . ,

2, 2, £ £ , 2IV, Zv
*

durch die Sub X T, Y=zB die bestimmten Werth
IlU

f,A A, f", f, f
^

i s\
99 ttt

S
.'

8* 8* 8 * 8 * g, 8y

h- h\ H\ h h
• i i

annehmen; hingegen durch die Subst

* * f

i

X T Y
f, r, r. f f f

i *

i

B folgende
>

w I

g»?i&ig. g
lv

, s
v

h, h', h", h'", hxv h>

•
f

2

A?
M

Durch den Taylorschen Lehrsatz wird der Werth
in died Reihe

Z fiir u
?

/?

L
T3'3.— +

ckelt

dM 3

d der fiir u i?+ ir in .
'

i

I
r

d^
i

wo fiir die Differentialquotienten d

dw2

mussen , weJ

dZ
du

ddZ
dw3

he d Werth
bestini

1

>j «

r

v! A

u

h

i VV erthe ere.setzt werd..

/c entsprechen, also . .

in!

* * -

fh' 4-

'
'

'* f

ffh
i

•
r

+ fc'h" + f'gh' + gg"h" + ffh" -f 2fgh- +
Da nun jene beiden Werthe von Z beziehu

d, so erh f

gsweise = Z, -}- A / und L V

I

L + i (A*' + gh
/7

) r/
f i

hr
(4)

^ (in.*+ fg'h"+ f

"

sj.' + gg'v+ for

+

2 rg i,.v

+

ggi,v) rs (5)

* 1

V,-
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die erstere GJ g h uf G dcr vierten, die and b f

G der funftcn Ordnung ausschl * \

Wenn
Z nichts

dass in dcr obigen Entwicklung in Beziehung auf

o Is da is class

liche G dcren Differentialq
du

z

von u abliiingige verander

durch irgcnd eine Functior

von X and Y ausgedriickt werde, so kann man die gefundenen Rb

uch ui

che G
lbar auf iede and gleichem Falle sich befmdende verand

osse, namentlich auf X oder Y selbst, ubertragen, wenn man nur

anstatt L, L, /, und der verschieden accentuirlen h beziehungswei«e T T /

und die verschied

Zunachst giebt un

directer Gebrauch

f der Z?, B,6, und die verschied biebt

h die Glcichung (4) her bier sonst k

Ordnung ausschl. genauen:

gemacht wild, folgende beiden, gleichfalls bis zur vierlen

T
B

Man

achd

hliesst hie:

n man T

r + i (ir + rg>

b + i Ms' + eg")

v

zuv d dass h und al

d B. od T
s die Werlh von z

d B fiir X und Y sub

d

d

um eine Grosse zweiter Ordnung verschieden d d

von

zwar wird
Unterschied bis f d

durch die Forn

e vierte Ordnung ausschl. genau, b

h + i («' + ® + *W+«>rG4>
wo fiir d P Differentialq

ihre b

und h

dX
Werll b

) una (dT

I

der
//

Es bis

x
f d

T, Y B d

z , z

ch h

* \ h h

vierte Ordnung genau
¥ • t 1

* («v + /i n
fg'h- + r.h »1 /A (

d vermoge der Substitution dieses Werths
die funfte Ordnung ausscbl

y

der Gleichung (5) wirdaut
la

>

/ hr +^ (2ffV+ Sfg'h"+ 2f"gh'+ 2gg"h
ff

flir 2fgh ir r 5

1

»- _

[

)

;

der Ordnungen geschieht so, dass
r

a
wie eine Grosse erster

Ordnung betrachtet wird. Man erkennt leicht, dass die Coefficienten von r, rr, r'
u.s. w. die Divisoren a, aa, a 3 u. s.w. impliciren.

-
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Aus gleichen Griinden wie h von h, werden auch f, f' f

h'. h
If

u. s. w. von /, f'\ /" u. s. w. gl g\ g"
\ h\ h

rr

e . s ,
g"

. w. be-
ziehungsweise urn Grossen zweiter Ordnung verschieden sein, und man kann
daher in dem eben gegebenen Ausdruck fur / anstatt jencr Grossen die lelz-

tern ohne Verniinderung des Grades der Genauigkeit substituiren.

gleich falls b f d fu

Es ist

f

/ hr +
Ordnang gena

A{W« + Zf'gh' + 2/g%" + 2&
ftlft m nt

Der obigen Bemerkmig zufolge darf
40 X » »

ggto) r 5
.

nun auch

2fehP

der mit b vertausch
I

4

wenn man nur
i

dieser Glcicliun*

(6)

h ti'\ K /z

im erstern Falle

d im d

/. %A r, s IV

* I

ft ttr

setzt, so dass man h

g> 8> 8'* #1 g
lv

* 8"

*--'

If

t

b

fr + M*fff+ 2ffg+ 2//V+ 2f"gg"

fvgg) r 3

*r + A (2//V + 2/V + 2/^y + 2 „„"„»

'

f
I J £«ff

?
)

3

//y
///

il
r/f

8

* A

• (?)

I

\

«8.

D drei Formeln (6), (7), (8) enfh
Auflosung unsrer Aufgab

bereits das Wesenlliche zur

S3

mecbanische Rech

denen Differentialquotienten

wicklung gibt, indem wir s<

y u.s.w. die zu X= 7\ Y

so dass zu ihrer Vervollslandigun* nur noch
lich die Entwicklung der Werth d
d d

verschie

Sub

fort anstatt der unbestimmten Wei

brig bleibt. Jene Ent

B gehor
schreiben, nnd zur Abkiirzung noch

bestinimten
f, f u.s.w., g

B
*[

1! B
c

I

s

I

folgende achtzehn Werth
V^(l 2?*)

i

*

I

• V
/ ST s

1
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I cos T
f = s

g

o

h

//'

sin Z1

/ ' = j— . (1 — 2eess 4- ee *4)aAxe ' '

h sin r
/ = H «

cos T
akcc

/V = - nSS'll* - 3«»)« + (<* + 2 «*)> 5 - (2 «• + «)** + eU7)

* = +

X 5 cos 7'

a (1 — ee)

*5 sin T
a (1— ee)

„ . 3i ee cos T

. *3 cos r
ff = + a (1 — ee)

3 X ee sin T—
71 V •

cs
a (1 — ee)

3 ee cos T ,„ ,._ , ^ . _ . v#v = -| . (1 — (2 -f 2 ee) *s -f- 3 ee s*)
a (1 — ee) h

k sin T

x cos r
ac

h = . (1 — ee) «
acck

K"= -f-

X-sinT

ac

acck v '

(' — ee) s\n T , . A >x
Av = — i ~t- .(1 -f ss — 2ees+)

Mathem. Classe III. D
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39.
•

Wir wollen nun die drei Gleichungen (7), (8), (6) in folgende Form

setzen

t = — fr (1 -|- Frr)

b = — gr (1 + Grr)

I = — hr (1 -f Hrr),
wo

k sin T . tang B
fr = r

a

*3 cos ar

^ sin T
/ir = — . r

a cos 2?

beziehungsweise die genaherten und bis auf die dritte Ordnung ausschl. ge

nauen Werthe von /, b, I sind, die zur Abkiirzung mit r, 6\ X bezeichne

werden sollen. Jede der Grossen F, G, H ist das Aggregat von sieben Thei

len , nemlich

JP 1 f'f JJff
j f > J gg _j_ ! fSm , . fv . f Vgg

&JL _ t f» > fg'g" . > .. , ife
f/*

G - 127 T7/ * ~~ "12? ~ A * g + 24^ + T* fg + **

H
12 A 12 /t 12/* 12 /i

"*" 24/i
"^

12 A T 24 /t

'

nach

30.
Die Werihe der sieben Bestandtheile von F ergeben sich der Reihe

1)
a- cos IT2

12 aacc
55

W cos T2

12aa(l

—

ee)cc * y

H sin T2—
j- —— . (1 — 2 ee ss -f- ee *4 )12aa(l — ee)cc J

A . , ee&fccosT2
, .4

) + ; Tm ^'C1 — 2ee*s + ees+)
4 flta (1 — ee)2

' '

til- sin T*
24 na cc

. ss
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„ x .
XX cos T 2

6) 4- — r— . (1 — 2 ee ss -J- ee s+)1
' 12 aa (1 — ee) cc

K
~

*

^ ,
XX cos T2

, . ,

24 aa (1 — ee)2 cc v * *

Hier deslruiren die Bestandtheile 2 und 6 einander; 1, 4 und 7 vereinigen

sich zu

hh cos jT 2

+
24 aa (1 - ee)2 '

(2 + 3 ** + (* " T 12e4>
5* + 5e+5+)>

die Bestandtheile 3 und 5 hingegen zu

fck Sill \l

"h ^ 7, T-'( 2 — (
1 + 3cc)m -f 2 tea 4

),
24 aa (1 — ee) cc

K K n ' ' y

oder, da 2— (1 -f- 3 ee)ss -j- 2ees+ identisch ist mit 2ccXX+(l— ee)ss,

ZU
X-* sin T2

. hi sin T 2

J
, ss ,

12aa(l — ee) 24 aa cc

1 . ,
X*sinT2

inuem man nun noch — n N in
12 aa (1 — ee)

X* X* sin T 2

12aa(l — ee) 12aa(l — ee)

verwandelt, und alles vereinigt, erh'alt man

F — - 4-
H' S 'D T2 tapg m

12 aa (1 — ee) * 24 aa

r r^.(5ee 4- (Aee — 14 e+) ss -f 5e*54)
24 aa (1 — ee)2 ^

K J

und hieraus, in Gemassheit von t = t (1 -f- -P/v),

X 4 1

* = T (1 + 12aa(l-^ ' rr + ^ TT + 24P (5 " + (4 " " 14^ W
12aa(l — cc)

+ 5 c* s*) ee) (9).

31.

Fur die sieben Bestandtheile von G ergeben sich folgende Werthe

m . , XX sin T 2

1) + — .ss
12 aa cc

rt
. , XX sin T2 „

2) + — — . (1 — 2 ee 55 -}- ee *4
)12 aa (1 — ee)cc

*

ee XX sin T2

3) . ss
4 aa (1 — ee)

D2
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4)

5)

+

3 e+

1

1 cos T2

4 aa (1 — ee)2

hk sin T2

24 aa cc

eeH' sin T2

. cc* s^

. ss

. SS

7)
6e kk cos 212

H r dest

8aa(l

die Th

2
.(i

3

(2

d 6

ee) ss -|-

der : di brigen vereinigen sich

dem man einerseits 1. 2 und 5, andererseits 4 und 7 fa

W sin T2

4 aa (1

ee Z£ cos T 2

(* + ( +

8aa (1

D ersle Glied v

ee)2

delt sich, d

4 ee) ss

2

i ee «).

5 ee) * 2 mit

2 cc it 3(1 ee) ss identisch ist, in

k+ eia T2

12 aa (1 ee)

Ik sin T*
8 aa cc

. s*.

Losen wir hier
k+ sin T2 * Ik cos T2

12 aa (1 ee)
in

12 aa (1 ee) 12 aa (I ee)
.(1 ees«)

auf, so gibt die Vereinigung aller Theile

G
k+

12 aa (1 ee)

11 sin T2 tang B2

8 aa

Xrj& cos T2

24 aa (1 ee)2
. (2 -f- ee (8ee 14e4)«s 9 e* «)

und hieraus , in Gemassheit von 6 = £ (1 -\- Grr) ,

b £(* +
*«•

12 aa (1 ee)
. rr -f» £ tt

1

24**
. (2 -{- ee (8ee 14 e+) ss— 9 e* *+) gg) . . . (

l0)

33.

Endlich ergeben sich die Werthe der sieben Bestandtheile von ti

folgendermaassen

:

*)
kk cos T2

aacc
ss
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LI- cos !T2

v
12a«(l — ee)cc * y

x , W sin T2

3) + — -.ss
1

' 12 aacc

x ee M cos 212
4 ) -4- • ssy r 4aa(l— ei?)

I* sin T2

5) . ss
24 aa cc

'

, IhcosT*
aj + —

• ss

7)

12 aacc

U cos 712— . (1 -f- ss — 2 ee *).
24aa(l— m)cc v r J

Die Glieder 1 unci 6 destruiren einander; die iibrigen ergebcu durch ihre

Yereinigung
It tin T2 U cos T2

H = —
. ss — - -

. . (1 — H)ee ss),
24 aacc 24aa(i — ee)

K n

woraus, in Gemnssheit von l=\ (1 4- Hrr) hervorgehl

1= A(l + ^-——.(I-iOwm)^) (11).

Die Formeln 9, 10, 11, welche die Auflosung unsrer Aufgabe in rich

fassen, unterscheiden sich von den Formeln III, II, I (Artt. 25, 24, 23)

bloss darin, dass jene innerhalb der Parenthesen da r und g haben, wo in

diesen t und b steht, was, wie man leicht sieht, in den Endresultaten nur

Unterschiede funfter Ordnung hervorbringt : da nun jene, wie aus ihrer

Ableitung erhellet, bis zur fiinften Ordnung ausschl. genau sind, so ist be-

wiesen, dass auch die nach der ersten Metbode gefundenen Formeln I, II, HI

(Art. 23— 25) dieselbe Genauigkeit besitzen.

33.

Zur numerischen Berechnung wird raan die Formeln 9, 10, 11 liebcr

in folgende logarithmische Form bringen, bei welcher offenbar der Grad der

Genauigkeit ungeandert bleibt; M bezeichnet darin den Modulus des ge-

w'ahlten Logarithmensysteras:

Mk* . .. . M
to»* =^+ 12oa(l-eg)

- rr+A3fw+ a4F
(5w+ (4 + 5e***)g£
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Mh* . . ,. MIogo=log^f-£-^_^. r,.+ i^^

log /= log A+£ Mtt- (-^=^-^ (1- 10 eess) ££24 £+

Da, wie man leicht sieht, in alien bisher enlwickelten Formeln die

Grdssen t, r, 6, £, /, X als in Theilen des Halbmessers ausgedriickt ange-
nommen sind, so wird man, wenn jene in Secunden ausgedruckt und die-

selben Bezeiclinungen fur sie beibehalten werden sollen, den Formeln fur
4

r, £, X (Art. 29) noch den Factor - beifugen miissen; in den Gleicbungen

9, 10, 11 bmgegen, so wie in den daraus abgeleiteten logarithmischen,
muss den Gliedern, die TT oder ££ enthalten, noch der Factor gp zugesetzt
werden, wo g (eben so wie oben Art. 16 und 19) die Griisse des B
von einer Secunde in Theilen des Halbmessers bedeutet. Behalt
auch noch ^ in der oben gebrauchten Bedeutung bei, nemlich

M == & Meg

°8

man nun

d schreibt zur Abkurzung

(1)

(2)

an

(3)
Mk+
(1- ee)

u^ =
2X4 (5 ee + (4 ee — 14c4)** -f- 5 e* a*)

H
(5) = £T* C2 + ee — (See - 14«*)

(6) = (i^=^t (i-io—

)

(7) =i/i,
so ist unsre Auflosung in folgenden sechs Formeln enth

T = (l)r sin Ttang^
£ = (2)r cos T
X = (1) r sin T sec B

og* = logT + (3) rr + (4)^ + (7)1
logb «. Jogff + (3)rr — (5) g£ + 3(7)
log / = log \ _ (6) ££ + (7) TT.
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34.

Von den sieben Coi'fticienten (1), (2) u. s. w. isl der lelzte Constant

nemlich

log (7) = 7,6287228032 (— 20)

und log 3(7) = 8,1058440580 (— 20),

die ubrigen werden, sobald bestimmle Wertlie fur die Diracnsioncti des

Ellipsoids gewalilt sitid, Funclionen der Breile Z?, und lassen sich also in

eine Tafel bringen, dereu Argument B ist. Sleiit eine solche Tafel zu Ge-

bole, so ist die Rechnung nach dieser Methode fur das Ellipsoid eben so

bequeni, wie die Rechnung fur die Kugel.

Ich fiige am Schlusse dieser Abhandlung eine solche Tafel fur die Zone

von 51° bis 54° bei, in welcher die Wertlie von B von Minute zu Minute
t

fortschreiten, und bemerke dazu folgendes.

Von den Ellipsoidelemcntcn ist die Tafel nur in so fern abhangur, aIs

darin eine beslimmte Abplatlung oder ein bestimmter Werth von e zuni

Grunde gelegt ist, derjenige nemlich, welchen die Ictzte von licssel ausge-

fuhrte Rechnung ergeben hat, und der auch der der ersten Abhandlung bei-

gefugten Tafel zum Grunde liegt (s. Art. 5). Damit der Zahlenuerlh von a

bloss von der Abplatlung abh'angig werde, ist als Einheit nicht die Toise

oder ein sonstiges willkiirliches Maass angenommen, sondern der zehnmillionsle

Theil des Erdmeridians, wonach also a unmittelbar durch e vermittelst der

Gleichung
'"

1 1.3 . 1.3.15 _ 1.3.15.35 1.3.15.35.63
na (1 ee — -e* e6 — e8 e 10

v 4 4.16 4.16.36 4.16.36.64 4.16.36.64.100
u.8.w.) = 20000000,

deren Gesetz offenbar ist, gefunden werden kann, oder vermittelst der ihr

gleichgeltenden

20000000 1 7 . , 15 . , 579 a ,
1515 ,„ ,

n K ^4 ^64 ~ 256 ~ 16384 ^65536 T ;

Man findet so, mit jenem Werthe von e,

a = 6376851,447
log a = 6,8046062999.

Es versteht sich, dass bei Anwendung unsrer Tafel auch r erst in derselben

Einheit ausgedriickt sein muss; um dies zu erreichen, wird man (gemass
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dem von Bessel in Toisen angegebenen Werthe von a, Art. 5), wenn r

urspriinglich in Toisen ausgedriickt war, zu dem Logarithmen hinzuzusetzen

haben

0,2897827662,

oder, wenn r urspriinglich in franzosischen gesetzlichen Metern gegeben war,

wird von dem Logarithmen snbtrahirt werden miissen

0,0000371638

D Glieder, welche die Factoren (3), (4) u.s.w. entbalten, k

Correctionen betracbtet werden, durch welche die genaherten Logarithmen
logr, log£, log A. in die berichtigten log/, log b, log/ verwandelt werden.
Diese Correctionen sind in alien Fallen, fur welche unsere Methode ange-
wandt werden soil, nur sehr kleine Decimalbriiche, und da jene Logarithmen
in der Regel siebenzifrig gerechnet werden, so ist es bequem, auch jene

Correctionen sofort in Einheiten der siebenten Decimale ausgedriickt zu er-

halten: Dies geschieht, indem man den Coofhcienten (3), (4) u.s.w. anstalt

der im vorhergehenden Art. angegebenen Werthe zehnmillionenmahl grossere
beileet, oder ihre L ganthmen um sieben Einheiten vergrosserf. Auf d
We.se sind sie in unserer Tafel angesetzt, und so wird denn auch

log (7) = 4,62872 (— 10)
log 3(7) = 5,10584 (— 10)

gese.zt werden. IJbrigens sind auch so noch (3), (4), (5), (6), eben so wie

(1) und (2) achte Briiche, oder ihre Logarithmen an sich negativ: in der
Tafel stehen sie aber nach iiblicher Art, indem sammtlichen Logarithmen 10
Einheiten geborgt sind.

Von
35

am. 7,

dCr BenUlzunS unsrer F<™eln zur Auflosung der zu Anfang dieser
Abh.ndl.og .nfge.tell.en Anfg.be gilt nun al.es, was oben (Art. 20) in Be-
ziehung auf dieselbe Aufgabe fur die Kugelflache gesagt ist, fast unverandert
und unter genngen Modificationen. Bezeichnet man die wirklich gegebenen
Grossen, .emhch die Breite und das Azimuth an dem ersten Orte mit #>

V S
°
""t

man ZUerSl
' ^ e,

'

nem
«en3hert«» Werthe von T ausgehend

2 LZ ,n

b T
nge,ung aI,er andern KennlnIss T0 —"»-"«- *-S die

vier formeln berechnen
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£ = (2) r cos T

% = (l)r sin TtsLUgB

T = T° — J x

und zwar wird man den Werth von (2), der aus der Tafel mil dcm A

ment B cnlnommen wcrdcn solllc, das erslcmalil mil dcm Argument Ji° enl-

nehnien konnen , wenn man nicht durch Schalzung eincn sclion mehr genii-

lieiien Wcrlh von 11 anticipiren zu konnen glaubt; den Werth von (1) nimmt

man au^dcr Tafel mit dem eben gefundenen Werthe von B.

Dieselbe Rcchnuug wiederhohlt man rait dem durch die vierte (ileichung

gefundenen Werthe von T$
indem man (1) mid (2) ED it dem schon verbes-

serlen B aus der Tafel enllehnt, und so macht man nolhigenfalls eine aber-

mahlige Wiederhohlung, bis das Resullat sum Slehen kommt, d. i. bis man

durch die vierie Formel denselben Werth von T wiedercrhiill , von dem man

zuletzt ausgegangen wan Zu alien diesen Rechnungen wird man nur fiinf-

zi frige Logarithmen verwendeiu

Bei den vveitero Wiederhohlungen wird man die Redlining mit sicben-

fri<?en Logarithmen fiihren, die logarilhmischen Correclionen von lo£j r undo

& £ mit zuziehen, und 7i==J5°— 46, T= T°— }}
t setzen. Erst

auch diese Rechnung stehende Resultate gegeben hat, wird man audi X und /

nach den am Schluss des 33. Art. gegebenen Formeln berechnen. Zur Er-

liiuterung dieser Vorschriften mogen bier die Ilauptmomente eines Beispiels

stehen, welches eben so wie oben Art. 20 bei der spharischen Rechnung von

der Dreiecksseite Brocken-Inselsberg hergenommen ist.

Bei der ellipsoidisehen Piechnung ist die lireile des Brockens

5 10 48' 1" 9294 = B°, das Azimuth der Seite Brocken-Inselsberg

5°42'21"7()99 = T°. Der Logarithm der Dreiecksseite in Toisen ist

bis auf die siebente Decimale derselbe wie in der conformen Darstellung auf

der Kugelflache, nemlich =4,7353929, folglich in der unsrer Ilulfstafel zum

Grunde liegenden Einheit log r = 5,0251757.

Wenn man, Rehuf der ersten Annaherung, T=5<>42'22", und aus

der Tafel mit Argument 51°48' den Logarithmen von (2) = 8,51004 setzt,
o D

so findet sich £=3412", B = 51° 19' 36": und, wenn man hiemit

Mathem. Classe TIL E
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log (1) = 8,50893 setzt, r= 425 und T= 5038' 49". Eine neue Rechnung

mil diesem Werthe, wobei man (nrit dem vorher gefundenen Werthe von B)

log (2) = 8,51007 setzt, ergibt

£ = 3413", B = 510 19'35", r == 420" 5, T = 5° 38' 51" 5.

Mit dem gefundenen Werthe von B entlehnt man aus der Tafel

log (1) == 8,5089337

log (2) = 8,5100716

log (3) = 1,94876

log (4) 3= 3,32553 •
log (5) 2= 4,92770

log (6) = 4,61132.

Mit 7T =5°38'51"5 findet sich zuvorderst log £ = 3,5331341 , oder

£=3412" 983, und indem man hier noch einmahl £ anstatt b anwendet,

B = 510 19'35" 4379. Hiemit ferner log r = 2,6238475. Hiernachst findet

man, in Einheiten der siebenten Decimate

(3) rr = 99,80

(4)££= 2,46

(5) ££ = 98,62

(6) ££ = 47,60

3(7) xt = 2,26

(7) %x = 0,75

und hiemit die loffarithmischen Correctionen

von log £ -}- 3

log % + 103

log A — 47.

Man hatte diese Rechnung auch schon mit den fruhern Werlhen von log £

und log r machen konnen, ohne ein anderes Resultat zu erhaltenj es wiirde

dann sogleich mit log b = 3,5331344 der Werth von £ = 3412" 985, und

B = 51°19'35"4369 sich ergeben haben. Auf logr hat dies keinen andern-

den Einfluss; wir haben mithin log t = 2,6238578, * = 420" 5889, T
5° 38' 51" 4755. Wollte man mit diesem Werthe von T die Rechnung noch

. . ..

einmahl durchgehen, so wiirde B keine Anderung erleiden; fur logr wiirde

man finden 2,6238470, also log t = 2,6238573 , t = 420" 5884, mithin

T= 5°38'51"4757. Eine nochmahlige Rechnung mit diesem Werthe wiirde
• »

gar keine Anderung hervorbringen, und offenbar hatte man auch bei dem
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orhergehenden Resullate sclion stehen bleiben konncn, da bei dcr Amvend D

ebenzifriger Logarithmen die vierte I) der Secund uni cine dcr

ire Einheiten schwankend bleiben kann. Das End
o

Breite \ Inselsb o Bo b 500 5 T 8" 9444

Azimuth der Seite Inselsberg-Brocken = 180° + T°
185° 35' 21" 1815.

Endlich fmdet sich fur den Langenunterschied

t

log A

log /

2,7313519

2,7313472

538" 7002 oo 8' 58" 7002

Es ist iibrigens nicht noting, hier die am Schluss des An. 20 gemach-

ten Bemerkungen zu wiederhohlen, welche auch liier ihre vollkommcnc Gel-

tung behalten.

E2





s

a
»
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B log(l) log (2) log (3) log (4) log (5) log (6)

51° 0'
1 8,5089417 8,5100959 1,94879 3,32421 4,92773 4,61145

1 13 47 79 27 73 45
2 09 34 79 34 73 44
3 05 22 79 41 72 43
4 8,5089401 8,5100909 78 48 72 43
5 8,5089397 8,5100897 78 55 72 42
6 93 85 78 61 72 41
7 88 72 78 68 72 41
8 84 60 78 75 72 40
9 80 47 78 82 71 39

10 8,5089376 8,5100835 •1,94877 3,32488

/

4,92771 4,61138
11 72 23 77 3,32495 71 38
12 68 8,5100810

i 77
j

3,32502 71 37
13 64 8,5100798 77 09 71 36
14 59 85 77 15 71

]

36
15 55 73 77 22 70 '35

16 51 61 76 29 70 34
17 47 48 76 36 70 34
IS 43 36 76 42 70 33
19 39 23 76 49 70 32

20 8,5089335 8,5100711 1,94876 1 3,32556 4,92770 4,61132
21 31 8,5100699 76 63 69 31

22 26 86 75 69 69 30
' 23 22 74 75 76 69 29
24 18 61 75 83 69 29
25 14 49 75 90 69 28
26 10 37 75

j

3,32596 69 1 27
27 06 24 1 75 3,32603 68 27
28 8,5089302 12 74 10 68 26
29

|

8,5089298 8,5100600 74 17 68 25

30
|

8,5089293 8,5100587 1,94874 3,32623 4,92768 4,61125
31 89 . 75 74 30 68 24
32 85 62 74 37 68 23
33 I

81 50 74 44 67 23
34 77 38 73 50 67 22
35 73 25 73 57 67 21

36 69 13 73 64 67 20
37 I 65 8,5100501 73 70 67 20
38 60 8,5100488 73 77 67 19

39 56 76 73 84 66 18

40
J
8,5089252 1 8,5100463 1,94872 3,32691 4,92766 4,61118
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52

log (1) log (2)

8,5089252 8,5100463

S,5089211
07

8,5089203
8,5089199

8,5089170

8,5089129

8,5100402
8,5100389

8,5100340

8,5089100
8,5089096

8,5089088

8,5100303
8,5100291

8,5100217
8,5100204
£,5100192

8,5100106

8,5100094

log (3) log (5)

1,94872 |
3,32691

3,32697

3,32704

8,5100007
8.5099995

1.94

1,94869

1,94868

8,5099971 ' 1,94866

4,92766

3,32757 4,92765

3,32798
3.32804

3,32824

3,32891

3,32898
3,32904

4,92763

log (6)

4,92761

3,32957 i
4,92760

4,61118

4,61111

4,61104

4,61100

4,61099

4,61097

4,61090
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log(1)

52° 20' 8,5089088

8,5089047

8,5089006

8,5089002
8,5088998

log (2)

8,5099971

8,5099909
8,5099897

8,5099848

8,509981

1

8,5099799

8,5099725

8,5099701

8,5099688

log (3)

1,94866

log (4

997
3,33004

1,94864 3,33024

1,94863
I
3,33090

3,33096

3,33103

log (S)

3,32957 4.927< -

4,92758

4,92756

log (6)

4,61090

4,61 nv.J

4
?
fi1076

8,5088965

8,5088925

8,5099603
8,5099591

1,94861 3,33155

3.33195

3,33201

8,5099505
8,5009493
8,5099481 i 1,94859 | 3,33221

4,92755 4,61070

54
54

|

51

54
53
53

4,92753 4,61063

Mathem. Classe III. F
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log (1) log (2) log (3) log (4) log (5) log (6)

r

8,5088925

8,5088900
8,5088896

8,5088884

' *

-

8,5088843

8,5099481

8,5099407
8,5099395

8,5099359

8,5099310
8,5099298

tf

8,5099237

8,5099200
8,5099188

8,5088803 8,5099115
8,5088799 8,5099103

8,5099091

8,5088762

8,5099006
8,5098994

1,94859

1,94858

1,94856

1,94854

1,94853

3,33221 4,^

28
34
41

47
54

3,33286

3,33299
3,33306

3,33352

3,33397

3,33404

3,33417

3,33481

4,92751

4,92750

4,92748

4,92746

4,61063

"*w_

4,61056

4,61049

4,61042

4,61035
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53° 40*

log(l)

8,5088762

8,5088722

8,5088702
8,5088698

8,5088682

log (2)

8,5098994

8,5098909
8,5098897

8,5098800
8,5098788

8,5098752

log (3)

8,5098873 1,94851

- 50

1 ,94S50

log (4)

1,94853 3,33481

3,33494
3,33501

3,33546

3,33598
3,33604
3,33611

log (5)

4,92746

4,92745

4,92743

log (6)

4,61035

4,61029

4,61022
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