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m

ie Gauss'sche Reihe F(ct, ft, y, x), als Function ihres vierten Elements x

betrachtet, stellt diese Function nur dar, so Iange der Modul von x die

Einheit nicht uberschreitet. Um diese Function in ihrem ganzen Umfange,

bei unbeschrankter Veriinderlichkeit dieses ihres Arguments, zu untersuchen,

bieten die bisherigen Arbeiten uber dieselbe zwei Wege dar. Man kann

namlich entweder von einer linearen Differentialgleichung welcher sie geniigt

ausgehen, oder von ihrem Ausdrucke durch bestimmte Integrate. Jeder dieser

Wege gewahrt eigenthiimliche Vortheile; jedoch ist bisjetzt, in der reichhalti-

gen Abhandlung von Kummer im 15. Bande des malhematischen Journals

von Crelle und audi in den noch unveroffentlichten Untersuchungen von

Gauss, nur der erste betreten, wohl hauptsachlich desshalb, weil die Rech-

nung mit bestimmten Integralen zwischen complexen Grenzen noch zu vvenig

ausgebildet war, oder doch nicht als einem grossen Leserkreise gelaufig vor-

ausgesetzt werden konnte.

In der folgenden Abhandlung habe ich diese Transcendenle nach einer

neuen Methode behandelt, welche im Wesentlichen auf jede Function, die

einer linearen Differentialgleichung mit algebraischen Coefficienten genugt, an-

wendbar bleibt. Nach derselben lassen sich die friiher zum Theil durch

ziemlich muhsame Rechnung gefundenen Resultate fast unmittelbar aus der
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Definition ableiten, und dies isl in dem hier vorliegenden Theile dieser Ab-

handlung geschehen, hauptsachlich in der Absicht fur die vielfachen Anwen-

dungen dieser Function in physikalischen und astronomischen Untersuchungen
• *

eine bequeme Ubersicht iiber ihre moglichen Darstellungen zu geben. Es ist

nothig, einige allgemeine Vorbemerkungen iiber die Betrachtung einer Function

bei unbeschrankter Veranderlichkeit ihres Arguments voraufzuschicken.

Betrachtet man den Werth der unabhangig veranderlichen Grosse x=zy+ zi

zur leichteren Auffassung ihrer Veranderlichkeit als vertreten durch einen

Punkt einer unendlichen Ebene, dessen rechtwinklige Coordinaten g, z sind,
ft

und denkt sich die Function w in einem Theile dieser Ebene gegeben, so

kann sie von dort aus nach einem leicht zu beweisenden Satze nur auf eine

Weise der Gleichung — = i— gemiiss stetig fortgesetzt werden. Diese Fort-

setzung muss selbstredend nicht in blossen Linien geschehen, worauf eine

partieiie Dilferentialgleichung -nicht an^ewandt werden konnte sondern in

Flachenstreifen von endlicher Breite. Bei Functionen, weiche, wie die hier

zu untersuchende, „mehrwerthig« sind oder fur denselben Werth von x je

nach dem Wege, auf vvelchem die Fortsetzung geschehen ist, mehrere Werthe

annehmen konnen, giebt es gewisse Punkte der #-Ebene, um weiche herum

sich die Function in eine andere fortsetzt, wie z.B. bei \T(x — a), \og(x— a),

$j wenn p keine ganze Zahl ist, der Punkt a. Wenn man von

diesem Punkte a aus sich eine beliebige Linie gezogen denkt, so kann der

Werth der Function in der Umgebung von a so gewahlt werden, dass er sich

ausserhalb dieser Linie iiberall stetig andert; sie nimmt aber dann zu beiden

Seiten dieser Linie verschiedene Werthe an, so dass die Fortsetzung der

Function iiber diese Linie hiniiber eine von der jenseits schon vorhandenen

Function giebt

Zur Erleichterung des Ausdrucks sollen d Fortsetzun
Einer Function fur denselben Theil der ;z-Ebene „Zweige« dieser Functio

uenannt werden und ein Werth von x, um welchen herum sich ein Zwei,

Funct dern fortsetzt, ein ;>Verzweigungswerth«; fur

Werth, in welchem keme Verzweigung staltfindet, heisst die Function »ein-

andrin odei* nmnn<inn^«
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I.

Ich bezeichne durch

a b c

P \a /? y x
a § y

Function von x, welche folgende Bedingungen erfiillt

1. Sie fur alle Werth b endlich.

2 Zwischen je Zweigen dieser Fun P ft i

lindet eine

lineare homogene Gleichung rait constanten Coefficienten Statt

r + M rkffP lit -r%m+ c'P
3. Die Function lasst sich in die Formen

a a 7

fi P
j

c
jM + c

;
p^

y r
init constanten c , c ,,..., c , setzen, so dass

a a y

&%- d) , P (x— a)
a

fiir x a einandrig bleiben und weder Null noch unendlich werden
;
und ebenso

P^\x—b} P, P^\x-bj & fur x=b und P^r\x—c)

fiir x — c. In BetrefF der sechs Grijssen a, a\ ..., y

r
,P^ ^(x—c) y

dass keine der Differenzen a °;p p; r

Summe aller ce -f- a + fi + ft' + y -J- y

wird vorausgesetzt,

y' eine ganze Zahl und die

1 sei.

Wie mannigfaltig die Functionen seien, welche diesen Bedingungen ge-

niigen, bleibt vorlaufig unentschieden und wird sich im Laufe der Untersuchung

(Art. IV) ergeben. Zu grosserer Bequemlichkeit des Ausdrucks werde ich x

die Veranderiiche, a,b,c den ersten, zweiten, dritten Verzweigungswerlh und

c, «'; /?, /?'; y,y' das erste, zweite, dritte Exponentenpaar der P-function

nennen.

II.

Zunachst einige unmittelbare Folgerungen aus der Definition.

(a b c

In der Function P\a {1 y x\ konnen die drei ersten Vertikalreihen be

a $ y
liebig uuter einander vertauscht vverden, sowie auch cc mit a', [i rait /?, y
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a b c a c

rait y Es ist ferner P {ce fi y x
ce P y

Pa p y x')
>
wenn man fur x

> a' '

ce p y

einen rationalen Ausdruck ersten Grades von x setzt, der fur xzza,b,c die

Werthe a', b\ c annimmt.

Ooc 1

Fur Pice ft y x
\ > auf welche Function sich demzufolge alle P-functionen

« P Y

mit denselben ce, a', ..., y' zuriickfiihren lassen, vverde ich zur Abkiirzung

auch bloss /
ja p y
Ktt'8' /

x setzen.

In einer solchen Function konnen also von den Grossen a
:
ce'; ($,($'', y,y

die Grossen jedes Paars unter sich, sowie auch die drei Grossenpaare beliebig

mit einander vertauscht werden, wenn man nur in der sich ergebenden P-

function als Veriinderli

substiluirt, w
Function geh

Weise erhalt

elcher fur die

Wertho

einen rationalen Ausdruck ersten Grades von x

urn ersten, zweiten, dritten Exponentenpaar dieser

von x die Werthe 0, ce, 1 annimmt. Auf diese

di x gedruckt durch P-functionen

den Veranderlichen x, 1

Exponenten in anderer Ordnun

1 1 x 1

x, —, 1

X X X 1' 1

d denselben
x

Aus der Definition folgt fern

a

P
b X a

x b

d a

P

also auch x (1 )
4
?(«,'/„)

\ct p y /

b

+ 3 p~3
4-3 p'— 3

a + 3

ce' 4-3

c

3

3

€ Y + X

Durch diese Umformung konnen zwei Exponenten verschiedener Paare beliebig

gegebene Werthe erhalten und Werthe der Exponenten, da

d B + «' + /? + /r+ y + 1 stattfindet, jedwed andere

eingefiihrt werden, fur welche die drei DiiFerenzen ce r r

dieselben sind. Aus d
• 4

Ubersicht durch

runde werde ich spater Erleichterung der

( / ) sammtlich in der Form

/c ) P( / a , ,x\ enthaltenen Functionen bezeich
ve p y )
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III.

Es ist jetzt vor alien Dingen nothig, den Verlauf der Function etwns

genauer zu untersuchen. Zu diesem Ende denke man sich durch sammtliche

Verzweigungspunkte der Function eine in sich zuriicklaufende Linie I gezogen,

welche die Gesammtheit der complexen Werthe in zwei Grossengebiete scheidet.

Innerhalb jedes von ihnen wird alsdann jeder Zweig der Function stetig und

\on den iibrigen gesondert verlaufen; langs der gemeinschaftlichen Grenzlinie

aber werden zwischen den Zweigen des einen und des andern Gebiets in

verschiedenen Begrenzungstheilen verschiedene Relationen statlfinden. Zu ihrer

bequemeren Darstellung werde ich die mittelst des Coefiicientensystems S—
( )

aus den Grdssen t, u gebildeten lineiiren Ausdriicke pt -J- qu, rt + su durch

(&) (/, u) bezeichnen. Es moge ferner nach Analogie der von Gauss vor-

geschlagenen Benennung ^posiliv laterale Einheit" fiir -\~i a 's ^positive" Sei-

tenrichtung zu einer gegebenen Richtung diejenige bezeichnet werden, welche

zu ihr ebenso liegt, wie 4- i zu 1 (also bei der iiblichen Darstellungsweise

der complexen Grdssen die linke). Demgemass macht x einen » positiven

Umlauf um einen Verzweigungswerth « a
,
wenn es sich durch die ganze Be-

grenzung eines nur diesen und keinen andern Verzweigungswerth enthaltenden

Grossengebiets in einer gegen die Richtung von Innen nach Aussen positiv

liegenden Richtung bewegt. Es gehe nun die Linie / der Reihe nach durch

die Punkte xz=a
}
x = b, x~c

}
und in detn auf ihrer positiven Seite lie-

genden Gebiete seien P\ P" zwei in keinem constanten Verhaltnisse stehende

Zweige der Function P. Jeder andere Zweig P" lasst sich dann, da in der

vorausgesetztermassen statlfindenden Gleichung c P' -\~ c" P" + c ' P —
c" nicht verschwinden kann, linear und mit constanten Coefficienteu in P'

und P" ausdrucken. Nimmt man nun an, dass P', P" durch einen positiven

Umlauf der Grosse a; um a in (,4) (P\ P"), urn * in <W'> O, urn c in

(C)(P', P") ubergehe, so wird durch die Coefficienten der Systeme (J),

C#), (<?) die Periodicitat der Function vollig bestimmt sein. Zwischen diesen

fmden aber noch Relationen Statt. Wenn namlich x das negative Ufer der

Linie I durchlauft, so miissen die Functionen P\ P" die vorigen Werthe

wieder annehmen, da der durchlaufene Weg negativerseits die ganze Begren-



* BERNHARD RIEMANN,

zung eines Grbssengebiets bildet, innerhalb dessen diese Functionen allenl-

halben einandrig sind. Es 1st dies aber dasselbe, als ob der Werth x sich

von einem der Werlhe c, b, a bis zum folgenden auf der positiven Seite

fortbewegt, dann abep jedesmal um diesen Werth positiv herum, wobei

(/>', P"~) der Reihe nach in {C){P\ P")A (J5)(C)GP', ?'% schliesslich in

OO (#)(<?)(/>', <P") iibergeht, Es ist daher

(0 oo (B) cc) = (£ °)

;

welcbe Gleichung vier Bedingungsgleichungen zwischen den zwolf Coefficienten

von A
}
B, C liefert.

Bei der Discussion dieser Bedingungsgleichungen beschranke ich mich,

Fixirung der Vorstellungen, auf die Function P[ , „, ^,x) d

Fall, wenn az=.0, bz=oo, c~ 1, was die Allgemeinheit der Resultate nicht

wesentlich beeintrachtigt, und wahle ftir die durch 1, co, zu ziehende

Linie / die Linie der reellen Werthe, welche um der Reihe nach durch c,b, a

zu gehen von — oo nach -\- oo gerichtet sein muss. Innerhalb des auf der

positiven Seite dieser Linie liegenden Gebiets, welches die complexen Werthe

mit positiv imaginarem Gliede enthalt, sind dann die oben charakterisirten Be-

standtheile der Function P, die Grossen P
a

, P
a

, f% P' , Pr, PY einandrige

Functionen von x und sind bis auf constante Factoren , welche von der Wahl

der Grossen c . c ,,..., c , abhangen, vollig bestimmt, wenn die Function

ft fZP gegeben ist. Die Functionen P , P gehen durch einen positiven Umlauf

der Grosse x um in P e , P e iiber und ebenso durch einen

positiven Umlauf dieser Grosse um oo die Functionen P , P^ in P' e
,:
",

B' 8'2m y y'
P e und durch einen positiven Umlauf um 1 die Functionen Pr ,

P

y y^Tii y' y'^liii
in / e'

,
P/

e' . Bezeichnet man den Werth, in welchen P durch

einen positiven Umlauf von x um iibergeht, durch P\ so ist, wenn

C„ P + o ,P
f
P — c e P -f- c ,e P .a a a a
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Diese Ausdriicke habeu eine von Null verschiedene Determinante , da n. V.
7

a _#
a — a keine ganze Zahl ist und folglich kiinnen P , P auch umgekehrt in

3 3' y y'
P

}
P', also auch in P , FH ; Pr Pr linear mit constanten Coefficienlen aus-

gedriickt werden. Setzt man nun

cc

P" - a a P^ -\- a
fJ,
P^ zz a PY + a , PY

p p r r

? & y y

«r, « , l icc,ct,
und zur Abkurzung / ; / > = (6) I

f Y -) — (c)

p P )
' Y Y

1 1

und die inversen Substitutionen von (U) und (c) bez.w. — (6) und (c)

cc cc
so ergeben sich fur die Functionen CP . P ) die Substitutionen

aim \ L32m~ \

j
/2m .

W=U '°*'UnL(Bl=®L %>> '^=^L WW
,e

J
(0 ,e* | (0 ,e' »

Aus der Gleichung (^4) (5) ((J) = f '

J
folgt nun zunachst, da die Deter-

minante einer zusammengesetzten Substitution dem Producte aus den Deter-

minanten ihrer Componenten gleich ist,

1 = Det (J) Det (£) Det (C)

1 — 1
Oder, da Det (6) Det (6) =1, Det (c) Det (c)

(2) « 4- a -\- fi -{ ft' -\- y + Y' — einer ganzen Zahl, womit die obige An-

nahme, dass diese Exponentensumme = 1 sei, vereinbar ist.

Die ubrigen drei in (A)(E)(C) =
(

'

j) enthaltenen Relationen geben

drei Bedingungen fur (b) und (c), vvelche indess leichter auf folgendem Wege

gefunden werden.

Wenn x erst um cc und dann urn positiv herumgeht, so bildet der

durchiaufene Weg zugleich einen negativen Umlauf um 1. Der Werth, in

ft
welchen P dadurch ubergeht, ist daher

Mathem. Classe. VII. B
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a e
Y

*** r? +yC1** ry'= (a Pni
r# + « f2ni^')

.

cc2ni

Multiplicirt man diese Gleichung mit einera willkuhrlichen Factor e^
m

und die Gleichung

a
y
r + Uy.l = a P + a , P mit e

und subtrahirt, so ergiebt sich nach Abwerfung eines allgemeinen Factors

a sin (a— y) n
e~ r™ PY -\- a , sin (a— /) tt e~~ Y™ PY

'

Y Y

a^a + a + nneC + Mpfi + a
f

. sin (a + « + /?>/" +^>V.
Aus ganz ahnlichen Grunden hat man auch, wenn man iiberall d fur a setzt,

die Gleichung

yTW

Y
Qo-y)ne <

J

"P* + «' /Sin(a—/W^V
r

mit der willkuhrlichen Grosse <r. Befreit man beide Gleichungen von einer

der Functionen, z. B. I*
, indem man a demgemass bestimmt, so konnen sich

die resultirenden Gleichungen nur durch einen allgemeinen constanten Factor

3
unterscheiden

,
da *_ nicht constant ist. Diese Elimination von & giebt

daher:

(3)

a
Y _ c

/?

sin^ + ^ + Y}ne
a™ « sin(« + p+ y^ ne

am

a a'm
Y

"p*iH" + P + y*)7re d sin (>'+/?' + /)7re
a 7i«

und die ahnliche Elimination von P^

(3)

a
y- «^ sln (« + + jOwe"** a sin(a + /?'+- />e

«V dp sin («'+/? + y) n e
a

'

ni
a -

sin (a
- + ^ + y) „

/**

welches die vier gesuchten Relationen sind. Aus ihnen ergeben sich die
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Verhaltnisse der Quotienten
y
——-, ——^ -~-> Die Gleichheit der beiden

a a a a ,

a ~ a
8 8'

aus der zweiten und vierten fliessenden Werthe von J- • _JL_ erhellt

als eine Folge aus ce+a+P + ft'-\-y-\-y'=l mittelst der Identitat

sin $7i zz sin (1

—

s)n.

a
8 V \ V

Demnach sind von den Grossen —L., — , — , J— durch eine von

P P y y

ihnen, z.B. _J_, die ubrigen bestimmt und die drei Gross

a y y

durch die fiinf Grossen a , a , a , a , « . Diese funf Grossen aber

hangen von den in P*, P* , P, F , PV, PY ,
wenn die Function P ge-

geben ist, noch willkiihrlichen Factoren oder vielmehr von deren Verhaltnissen

ab, und konnen durch geeignete Bestimmung derselben jedwede endJiche

Werthe erhalten.

IV.

Die so eben gemachte Bemerkung bahnt den Weg zu dem Satze, dass

in zwei P-functionen mit gleichen Exponenten die denselben Exponenten ent-

sprechenden Bestandtheile sich nur durch einen constanten Factor unterscheiden.

In der That, ist P eine Function mit denselben Exponenten wie /', so

kann man die funf Grossen a , a , a , «y und a ^ bei beiden gleich an-

nehmen und dann miissen auch die Grossen «y,
«'

y
, *'y bei beiden uber-

einstimmen. Man hat also gleichzeitig

:

(P« f"') = CO C^,
^

') = CO CP
r

,
S )

und

folglich

,0 J^ CtC\CP Y P r
Cp",

/>") = OK^i p "
) = WW. ^ )

P' nP-\ — n^r^rpy p Y —P? P?rpV a -^P a
) = Det(b)C^^ p-^0 = DetWC^/,

: -r pn
B2
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Von diesen drei Ausdrucken bleibt der erste, mit x multiplicirt

ft + ft'

offenbar fur x - einandrig und endlich; ebenso der zweite, mit x

x
<*— <*' Y Y + 1

multiplicirt, fur # = 00, der dritte, mit (1 x) Y—Y

multiplicirt, fur x - 1 , und dasselbe gilt von alien drei Ausdrucken fur alle

von 0, 00,. 1 verschiedenen Werthe von x: es ist daher

eine allenthalben stetige und einandrige Function, also eine Constante. Sie

ist ferner =0 fur x = 00 und muss folglich allenthalben — sein.

Hieraus folgt

„«• «

P P p? « P P + a PP P

P<* /' «P" + V ^ P«
P P

P r P Y a P Y 4- a ,P Y P
a

Pr Pr a P7 + # ,Pr P^
j, j,

*

aP
Die Function —— ist demnach einwerthig und muss iiberdies allenthalb

pa

endlich, also, w. z. b. ist, constant sein, wenn noch bewiesen wird, dass

a . ,st
P und P nicht zugleich fur einen von 0, 1, oo verschiedenen Werth von

x verschwinden konnen.

Zu diesem Ende bemerke man, dass

a dP<*' a ' dP<* r * dPft' 8' dPtK
P
a P —- - Det m (PP —, r P\. -T-)

dx dx v J \ dx dx

'

m y dPY' v . dPY
Det Cc) { Pr -— — Pr —

aar dx
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und folglich fiir x = 0, 00, 1 unendlich klein von den Ordnungen a + ti— 1,

fi -f-
/?'-}- 1 — 2 — a — a — y — Y> Y + / — * w ' rc'

>
iibrigens aber stetig

und einandrig bleibt, so dass

c
a dP

a
a' dP\ ._«_«'+ 1 .— V —V'+'i

P" P -—) x ' (1 - or)

eine allenthalben stetige und einandrige Function bildet, folglich einen con-

stanten Werth hat. Dieser constante Werth dieser Function ist nolhwendig

Null versch log P ' — const., folglich « — a'

sein wiirde gegen die Vorausselzung; offenbar miisste sie gleich Null werden,

wenn fur einen von 0, 1, CO verschiedenen Werth von x P u. P gleich-

AP
a

dP
a

zeitig verschwanden, da —- , -— als Derivirte einandrig und stetig blei-

dx ax

bender Functionen nicht unendlich werden konnen.

Es werden daher P
a

w. P* fiir keinen von 0,1, CO verschiedenen

Werth von x gleichzeitig =0, und es bleibt die einwerthige Function

P *
/>«' PP P? Pr V

allenthalben endlich, mithin constant, w. z. b. w.

Aus dem eben bewiesenen Satze folgt, dass in zwei Zweige Einer

P-function, deren Quotient nicht constant ist, jede andere P-function mit

gleichen Exponenten sich linear mit constanten Coefficienten ausdriicken liisst

und dass durch die im Art. I. geforderten Eigenschaften die zu defmirende

Function bis auf zwei linear in ihr enthaltene Constanten vollig bestimmt .st.

Diese werden in jedem Falle leicht aus den Werthen der Function fiir spec.elle

Werthe der Veranderlichen gefunden, am bequemsten ,
indem man die Ver-

anderliche eincm der Verzweigungswerthe gleich setzt.

Ob es immer eine jenen Bedingungen genugende Function gebe, bleibt

freilich noch unentschieden, wird sich aber spater durch die wirkliche Dar

stellung der Function mittelst bestimmter Integrale und hypergeometr.sche

Reihen erledigen und bedarf daher keiner besondern Untersuchung.
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V.

Ausser den fiir jedwede Werthe der Exponenten mdglichen Transfor-

mationen des Art. II. ergeben sich aus der Definition noch leicht die beiden

Transformationen

:

Oco 1 i it oo 1

(A) P]0 p y x\ = P \y 2/? y yfx

>i P' y' I <V W r'

wo nach dem Friiheren /? + /?' +/-f-/' = £ sein muss, und

(0 co 1 i (1 P (>
2

5
(B) P y x = P \y y y Vx

'* i v • 'r'r'r'
wo y + y — J und q eine imaginare dritte Wurzel der Einheit bezeichnet.

Una samratliche Functionen, welche sich rait Hulfe dieser Transformationen

auf einander zuruckfuhren Iassen, bequem zu iibersehen, ist es zweckraassig,

stalt der Exponenten ihre Differenzen einzufuhren und, wie oben vorge-

schlagen, durch p{a—a\ P — P' y — y\ x~) samratliche in der Form

S r4 .,« nfa p
x (1 — x) Py , , xj enthaltenen Functionen zu bezeichnen, wobei

« P Y
a — a, p — p'j y — y' die erste, zweite, dritte Exponentendifferenz genanDt

werden mag.

Aus den Formeln im Art. II. folgt dann , dass in der Function

0*> V, v
,
x)

die Grdssen X, jll, v beliebig in s Entg verwandelt und beliebig

unter einander vertauscht werden kdnnen. Die Veranderliche nimmt dabei

1 11
einen der 6 Werthe x, 1 — X) -, I , ,

x
an , und zwar

x x \ — X X 1

haben von den* 48 auf diese Weise sich ergebenden P-functionen je acht,

welche durch blosse Zeichenanderung der Grdssen A, ft, v aus einander her-

vorgehen, dieselbe Veranderliche.

Von den in diesem Art. angegebenen Transformationen A und B ist die

erste anwendbar, wenn von den Exponentendifferenzen entweder eine gleich

^ oder zwei einander gleich sind , die zweite , wenn von ihnen entweder zwei

± i Oder alle drei einander gleich sind. Durch successive Anwendung dieser

Transformationen erhalt man daher durch einander ausgedriickt:
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I. PQju, v, i, x2 -), PQi, 2r, fi} *0 und P(v, 2p, v, a*),

wobei v^(l — x2~) = 1 — 2x1? V(i — ) =• 1 — 2;r3 ,
also

#2 4^ n — #0 = ! ? sich ergiebt

4tx5 (\ — *3 )

II. />(>, if, *, ^5), t*, !p ii *«)> pC^ 2* J' **}'

#4 ^*5 + ? ' *4

O + *5) 3 2 + *s)
3

__ q-^(i-^D
27*« 2 n — *sl 2 27^ 2n-^) 2

?
ferner nach

x5 , 4*5 (1 — .r3) = x2
1

4x6 (l — xe) (i-*i")

III. P(y, v, i> xz)> ^Os 2*, *, *i)

wenn *3
— J (2 — *fc ~) = 4 *4 C 1 ~ x*)> *2 = 4 *i C

Transformationen
Alle diese Functionen konnen noch mittelst der allgemeinen

umgeformt und dadurch ibre Exponentendifferenzen beliebig vertauscht und

mil beliebigen Vorzeichen versehen werden. Ausser den beiden Transcen-

denten H. und HI. lasst, wenn eine Exponentendifferenz willkuhrlich bieiben

soil, nur noch die Function P(V, £, » = K", i. ') eine hiufi*e™ ™ed

holung der Transformationen A und B zu, welche indess, da P^ _ y {

x

const, a*' 4- const.', auf Formeln fiihrt

In der That ist die Transformation B nur anvvendbar auf P(r, v, r) der

ft, r, J), also nur auf die Transcendente ft; die Transformation A aber

hauOger als in I. nur wiederholen, wenn entweder Grossen

v

Ifi, 2v eine gleich * gesetzt oder eine der Gleichungen ? = r, /» _ 2*,

2^ angenommen wird. Von diesen Annahmen fiihrt ^ = 2* oder ,= 2,.

^zzy, sowie 2/* oder 2* = £ auf die Transcen-
die Transcendente

dente III., endlich ju oder v = £ auf die Function />(>, |, £)
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Die Auzahl der verschiedenen Ausdriicke, welche man durch diese

Transformation fur jede der Transcendenten I— HI. erhiilt, ergiebt sich, wenn

man berticksichtigt, dass in den obigen P-functionen als Veranderliche alle

Wurzeln der Gleichungen, durch welche sie bestimmt werden, zulassig sind

und jede Wurzel zu einem Systeme von 6 Werthen gehort, welche mittelsl

der allgemeinen Transformationen fur einander als Veranderliche eingefuhrt

werden konnen.

Es fuhren aber im Falle I. die beiden Werthe von x± und ar5 ,
welche

zu einem gegebenen .r2 gehoren, auf dasselbe System von 6 Werthen, so

dass jede der Functionen L durch P-functionen mit 6 . 3 = IS verschiedenen

Veranderlichen ausgedruckt werden kann.

Im Falle II. fuhren von den zu einem gegebenen Werthe von x$ ge-

horigen Werthen die beiden Werthe von xg und x+ , die 6 Werthe von x$

und von den 6 Werthen von x2 und von xi je zwei zu demselben Systeme

von 6 Werthen. Es liefern also xi und x2 je drei und x$, ..., x$ je em

System von 6 Werthen, also alle zusammen 6.10 = 60 Werthe, durch

deren P-functionen sich jede der Functionen II. ausdrucken lasst.

Im Falle III. endlich liefern *3 , die beiden W7

erthe von x2 , die beiden

Werthe von x$, und von den vier Werthen von .vx je zwei ein System von 6

Werthen , so dass jede der Functionen HI. durch P-functionen von 6 . 5 = 30

verschiedenen Veranderlichen darstellbar ist.

In jeder P-function konnen nun ohne Anderung der Veranderlichen mit-

telst der allgemeinen Transformationen die Exponentendifferenzen beliebige

Vorzeichen erhalten, und also kann, da keine dieser Exponentendifferenzen

ist, eine und dieselbe Function auf 8 verschiedene Arten als P-function

derselben Veranderlichen dargestellt werden. Die Anzahl sammtlicher Aus-

driicke betragt also im Falle I. 8.6.3= 144, im Falle II. 8 . 6 . 10 = 480,

im Falle HI. 8.6.5 = 240.

VI.

Wenn man sammtliche Exponenten einer P-function um ganze Zahlen

andert, so bleiben in den Gleichungen (3j Art. HI. die Grdssen
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Beschrankt man sich, um ihre Ableitung moglichst zu vereinfachen , auf

den Fall y = 0, auf welchen der allgemeine nach Art. II. leicht zuriickgefiihrt

a . ~ct
wird, und setzt P=y, P =y'

y
P — y", so ergiebt sich

;
dass die Functionen

, dy"
tf

dy d2y ;; d2y" \ Ay d2y" dy" d2y'

dlogx d log x' d logx2 u dlogx2 dlogx dlogx2 d\ogxd\ogx2

9 ' I o
mit x (i — x) ' multiplicirt, endlich und einandrig bleiben

fur endliche Werthe von x und unendlich von der ersten Ordnung werden

fiir x = QCj und dass iiberdies das erste dieser Producte fur #=1 unendlich

klein von der ersten Ordnung wird. Fiir y = const/ y' -\- const." y" findet

daher eine Gleichung von der Form statt

dlogx2 ^ -'dlogx

in welcher A, B, A', B' noch zu bestimmende Constanten bezeichnen.

Nach der Methode der unbestimmten Coefficienten lasst sich eine Losung

dieser DifFerentialgleichung nach um 1 steigenden oder fallenden Potenzen in

eine Reihe

21a x
n

entwickeln, und zwar wird der Exponent fi des Anfangsgliedes im ersten

Falle, wo er der niedrigste ist, durch die Gleichung

ft/i — Aju -J- A' =
und im zweiten, wo der hochste ist, durch die Gleichung

pp + B/i + B' =
bestimmt. Die Wurzeln der ersteren Gleichung miissen a und a\ die der

letztern — fi und — ft' sein und folglich

A =z a -f- cc' A' ~ act'

B = + V B' = $%

und es geniigt die Function P(a f L , x) = y der Differentialgleichung

a p y

d2y
* a^ot2

-(* + «' + [ii + ^]
X)dW^ C"*'-W*»

C2
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Es bestimmen sich ferner die Coefficienten aus einem von ihnen mittelst

der Recursion sforra el
*

a (n^-i — a)^-^ 1 - a'J t

welcher
a
n

Const.

n(n — ct) n(n — ct.'^ II(- n~&) n(—n- #')
genugt.

Demnach bildet die Reihe

n
x

y — Const. 2
II(n— a) IIQi- a') ll(—n~fo II (— n ~ £')

sowohl wenn die Exponenten von a oder a an um die Einheit steigen, als

h wenn sie von —Q oder —@ an um die Einheit fallen, eine Losung
* i

der DifFerentialgleichung und zwar bez. w. diejenigen particularen Losungen,

welche oben durch Pa, P
a

i F* IT bezeichnet worden sind.

Nach Gauss, welcher durch F(a,b
}
c,x) eine Reihe bezeichnet, in

, » , ^ (n 4- ci~) (n 4- b~)

welcher der Quotient des n 4- lten Gliedes in das folgende = — -x
O+IJO + O

und das erste Glied =1 ist, lasst sich dieses Resultat fur den einfachsten

Fall, fur a = 0, so ausdriicken

r*C % I-
*) f Consl

-
F&> a; i -«; .)

oder

F(a, b, c, x) = Pa (
a/0 a

x
1 — c b c — a— b

Aus demselben erhalt man auch ieicht einen Ausdruck der P-function

durch ein bestimmtes Integral, indem man in dem allgemeinen Gliede der

Reihe fur die ZT-functionen ein Euler'sches Integral zweiter Gattung einfiihrt

und dann die Ordnung der Summation und Integration vertauscht. Auf diese

Weise findet man, dass das Integral

a
x V-^f-o-Z-v Ci _sr«-B- V - a-&'- Vjs

1
von emem der vier Werthe 0, 1, -, cc bis zu einem dieser vier Werthe

X
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am . ^ . „. ... am
sin (a -|- /? -f y') 7T e sin (or + /?' -j- /')« e
t -— % .

, 1
, _M

a m
sin (V -{- /? -J- /) 7i e sin («' + /T + y'> e

O -f /? -f- y) n e sin (a -J- /J + /) 7r e
> ——.—— —

am . ^ , ' „, . ^ ani

geand

(X + /? + y) n e sin (#' + /?'+/)

« V -\ r, fa \ PSind daher in den Functionen P( . /t , , x). Px( '} p2 Vl
, x) die ent-

sprechenden Exponenten a und a, etc. um ganze Zahlen verschieden, so kann

man die acbt Grossen (ct ~). (a'\ (*x nr\ ... den acht Grossen u
{3 , a'. cc ,. ...

P ' Pi /? i P P P

gleich annehmen, da aus der Gleichheit der fiinf willkuhrlichen die Gleickheit

der drei iibrigen folgt.
fc

Nach der im Art. IV. angewandten Schlussweise folgt hieraus

:

und wenn man von den Grossen a +• a'\ und <xx + a', P + ft' x
und ft -f

y *f- y'j und yx -f-
y' diejenigen Grossen jedes Paars, welche um eine posit

ganze Zahl kleiner sind, als die andern, durch ajBfw bezeiclinet, so ist

(jPp* « - P* jpf^*- "(1 - *}~ V

eine Function von #, welche einandrig und endlich bleibt fiir x = 0, #=i
und alle iibrigen endlichen Werthe von x, fur x = cc aber uneiidlich wird

der Ordnung — <* — y - /?, folglich eine ganze Function F vom Grade

« — p — y
Man bezeichne nun, wie fruher, die Exponenlendifferenzen a. — ct',

/? — £', y — y
' durch Jl, ,<*, *>. In Betreff dieser ergiebt sich zunackst: ihre

Summe andert sich um eine gerade Zahl, wenn sich sammtliche Exponenten

um ganze Zahlen andern; denn sie iibertrifl't die Summe samratlicher Expo-

nenten, welche unverandert —\ bleibt, um — 2 (a + (f + '/'), welche

Grosse sich dabei um eine gerade Zahl andert Sie konnen sich aber dabei

um jedwede ganze Zahlen andern, deren Summe gerade ist. Bezeichnet man

ferner Ul — ct\, ft — (? l}
y,~- y, durch /, , fi x ,

v
y
und durch Ja.J^Jv die

Mathem. Classe. VII.
C
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absoluten Werthe der Differenzen X X

.Grossen a -f-

f*i, v v1} so ist von den

und + a
,

diej

kleiner als die and

welche um die positive Zahl AX

ct + ct'i -h ct -f «i

2

AX
also

ct

y

AX

T
Av

2

rt -j~ cg'i 4~ &'+ <* i

2

0+0'i + i*' + A

und ebenso

2

y + y'i + v' + %
2

Der Grad der ganzen Function F, welcher gleich der Summe dieser Grossen

ist, ergiebt sich daher

AX -J- Ajli -\- Av

2
1.

VII.

Sind jetzt P(ct y
Vet' p y

x Pi
P p<

a
a

2 t*2

Functionen

unterscheid

2^2*2
72

y
X drei

welchen sich die entsprechenden Exponenten um ganze Zahlen

so fh'esst aus diesera Satze mittelst der identischen Gleichung

a C£l_CCP-QP-P pCt ipct2

1 z
i

+

P*\p
8 %

a^
l>a2- Ct^JCti

i+
der wichtige Satz, dass zwischen ihren

2
cp p* prt i-\

entsprechenden Gliedern eine lineare

homogene Gleichung stattfindet, deren Coefficienten ganze Functionen von x

sind, und dass also
fgr,

asammtliche P-functionen, deren entsprechende Exponenten sich um ganze

Zahlen unterscheiden , sich zwei beliebige von ihn

Functionen von x als Coefficienten ausdriicken

Eine specielle Folge au

der zweite Differentialquotient

den Beweisgrunden dieses Satzes ist, dass sich

iner P-function linear mit rationalen Functionen

als Coefficienten in den ersten und die Function selbst ausdriicken iasst, und alsc

die Function einer linearen homogenen DifFerentialgleichung zweiter Ordnung geniigt
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I

ct (3 y
auf beliebigem Wege erstreckt eine Function Pi ,£?,,#) bildet und b

a
passender Wahl dieser Grenzwerthe und des Weges von einem zum andern

jede der sechs Functionen P ,P , ..., P' darstellt. Es lasst sich aber auch

direct zeigen, dass das Integral die charakteristischen Eigenscbaften einer

solchen Function besitzt. Es wird dies in der Folge geschehen, wo dieser

Ausdruck der P-function durch ein bestimmtes Integral zur Bestiramung der in

Pa , P
a

, . . noch willkuhrlich gebliebenen Factoren benutzt werden soil; und

ich bemerke hier nur noch , dass es , uni diesen Ausdruck allgemein anwendbar

zu machen, einer Modification des Weges der Integration bedarf, wenn die

1

Function unter dem Integralzeichen fiir einen der Werthe 0, 1, -, oc so

unendlich wird, dass sie die Integration bis an denselben nicht zulasst.

VIII.

Zufolge der im Art. II. und dem vorigen erhaltenen Gleichungen

p*C, i *, *) = At-*)* pu (°, it a
t

e/ Q
>

x
y

Const. A*-*) ^(3 + a + y, /3'+« + V, a— ct + i, x)

fliesst aus jedem Ausdrucke einer Function durch eine P-function eine Ent-

wicklung derselben in eine hypergeometrische Reihe, welche nach steigenden

Potenzen der Veranderlichen in dieser P-function fortschreitet. Nach Art. V.

giebt es 8 Darstellungen einer Function durch P- functionen rait derselben

Veranderlichen, welche durch Vertauschung Exp

aus einander erhalten werden, also z.B. 8 Darstellungen rait der Verand

lichen x. Von diesen liefern ab Vertauschung ihi

zweilen Paares, & und 0', aus einander enlstehen, dieselbe E

man erhalt also vier Entwicklungen nach steigenden Potenzen von x
}

von

denen zwei, welche durch Vertauschung von y und y' aus einander erhalten

werden, die Function P*, die beiden andern die Function Pa darstellen.

Diese vier Entwicklungen convergiren, solange der Modul von x<\
}
und

divergiren, wenn er grosser als 1 ist, wahrend die vier Reihen nach fallen-



22 B. R IE MANN, ZUR THEORIE DER GACSS'SCHEN FUNCTION jF (o, /?, y, 4

den Potenzen von x, welche und P darstellen, sich umgekehrt ver

ist, folgt aus derhalten. Fur den Fall, wenn der Modul von x gleich 1

F u r i e r'schen Reihe, dass die Reihen zu convergiren aufhoren, wenn die

Function fiir x = 1 unendlich von einer hohern Ordnung als der ersten wird,

aber convergent bleiben, wenn sie nur unendlich von einer niedrigern Ordnung

als 1 wird oder endlich bleibt. Es convergiren also auch in diesem Falle

nur die Halfte der 8 Entwicklungen nach Potenzen von x, solange der reelle

d + gt, und sie convergirenTheil von y'— y nicht zwischen — 1 ui

sammtlich, sobald dieses stattiindet.

Deiunach hat man zur Darstellung einer P-function im Allgenieinen 24

verschiedene hypergeometrische Reihen, welche nach steigenden oder fallen-

den Potenzen von drei verschiedenen Grossen fortschreiten , und von denen

fur einen gegebenen Werth von x jedenfalls die Halfte, also zwolf conver-

giren Im Falle I V. sind alle diese Anzahlen mit 3. im Falle II

10, im Falle III. mit 5 zu multipliciren. Am geeignetsten zur numerischen

Rechnung werden von diesen Reihen meistens diejenigen sein, deren viertes

Element den kleinsten Modul hat.

Was die Ausdriicke einer P-function durch bestimmte Integrale betrifft,

die sich durch die am Schlusse des vorigen Art. aus den Transformationen

d V. ableiten lassen, so sind diese Ausdriicke sammtlich von d

verschieden. Man erhalt also im Allgenieinen 48, im Falle I. 144 un

Falle II. 480, im Falle III. 240 bestimmte Inte welche dasselbe Glied

einer P- function darstellen und also zu der ein von x unabhangiges

haben Von diesen lassen sich je 24, welche durch eine gerade

Anzahl Vertauschung Exp ander hervorsehen , auch

in einander transformiren durch eine solche Substitution ersten Grad
1

d

rgend drei von den Werthen 0, 1, oc, — der Intesrrationsveranderlichen
X

die neue

Method

derliche die Werthe 0, 1, 00 annimmt. Die ubrigen Gleichun-

zu ihrer Bestatigung durchgen erfordern, soweit ich sie untersucht habe,

der Integralrechnung die Transformation vielfachen Integralen
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