
Untersuchimgen

uber

ein Problem der Hydrodynamik
Von

G. Lejeune Dirichlet

Aus (lessen iNaclilass bere-estellt von R. Dedekind.

V o p w o r t.

eber die Vollendung und Herausgabe dieser Abhandlung, welche nach dem

letzten Willen des Verfassers mir iibertragen worden ist, sind einige Bemer

kungen vorauszuschicken. Das hier behandelte hydrodynamische Problem,

dessen Ldsung aus dem Winter 1856 57 stammf, wurde in kurzen Ziigen

zuerst am Schlusse der Vorlesungen uber partielle Differentiaigleichungen im

Juli 1857 vorgetragen, und chzeitig wurde das Hauptresultat der ganzen

Unlersuchung in den Nachrichten von der Konigl. Gesellschaft der Wissen

schaften rch eine kurz cht ge

verzogerte sich aber, theils durch den Wunsch des Verfassers, den Gegen-

stand in seinen Einzelbeiten noch mehr zu durcbforschen , theils durcb die

Arbeiten, bis die plotzliche Krankheit und der zu

fruhe Tod die Vollendung unmoglich machten. Unter den hinterlassenen Pa-

Beschaftigung mit andern

pieren
j

die sich f

in meine Hande gelan

Ge

fand

eh d d am 21. Juli 1859

ch nachst ein so sorgfalfig ausgefubrtes

Manuscript d es ohne die geringste Aend

erden konnte; nur ist es sehr zu bekla das s

d Ein! elche E

dem Druck ubergeben

h in diesem Bruchstuck

iner Eisenschaften der

hydrodynamischen Grundg

Ausser diesem Manuscript

gewidmet war, geblieb

welches in der folgenden Anord

d Schi d §.3 ht, fand sich eine grosse Meng

bis gegen

>r Papiere,
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4 VORWORT.

fliichtig hingeworfenen Formeln ohne Text, deren Bedeutung aber leicht

zu erkennen war; Zum

Dargestellten , und nur selten

weitere Ausfiihrung. Indesse

?n Theil waren es Wiederholungen des schon

>rgab sich aus ihnen ein Anhaltspunct fiir die

fiel es rait Hiilfe dieser Papiere nicht schwer
die sieben Integralzeichnungen erster Ordnung aufzufinden, welche der

laufigen Anzeige der Abhandlung ahnt nd sie finden sich in §. 5 der
folgenden Darstellung. Ausserdem wiesen zahlreiche Stellen auf den
behandellen Fall hin, wenn auch gends sich eine D

in §.8

vorfand ich

habe ihn (in §. 6) mil dem andern in §. 7 untersuchten zu verbinden gesucht,

der seiner Einfachheit halber auch in der schon erwahnten vorlaufigen Anzeige
mitgetheilt

Anraerkung

anlassung :

Ferner gaben, wie aus den sammtlich von mir hinzugefiigt

bu sehen ist, manche Stellen des erwahnten Manuscript

Ausfiihrung mehr muhsamer als schwieriger Rechnung
weil sie fur kiinftige Arbeiten wohl nutzlich sein kdnnen
nach die Abhandlung aufg

js Ver-

w n, die,

, ihren Resultaten

d und so den §. 4 bilden. Nachdem
fa

ich sie einmal abgeleitet hatte, dienten sie mir bei einigen weitern U
suchungen, deren Ergebnisse, so weit si<

tj

is jetzt gelungen sind, ich in d

Schlussparagraphen mittheilen zu durfen glaubte. Ich verbehle mir nicht d;

1"
ass

trotz auf die Arbeit gewendeten Sorgfalt und Liebe, Manches
diger und besser hatte ausgefiihrt werden kdnnen; allein ich wollte die

Herausgabe nicht noch lanffer verzosrern. nm so w«n,apr da ich vertrauen
8verzogern, um so weniger, da ic

ver-
.iidarf, dass man dieses letzte Werk des grossen Denkers, dem es nic

gdnnt war selbst die Meisterhand an die Darstellung zu legen, auch in der
3

unvollkomraenen Form wiirdigen wird

Zurich, 10. November 1859.
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19bnidi t

ei der Begriindung der allgemeinen Gleichungen, durch welche die Be-

wegung fliissiger Korper bestimmt wird, kann man von zwei verschiedenen

Gesichtspunkten ausgehen. Nach der einen Auffassung des Gegenstandes stellt

man sich die Aufgabe, fur eine beliebige Stelle (x, y, z) und eine beliebige

den Zustand der bewegten Masse, d. h. die Dichtigkeit, den Druck und
I

die drei Componenten der Geschwindigk fiinf G
Funktionen jder vier Veranderlichen x, y, s, t zu bestimmen. Dem eben

erwahnten Gesichtspunkt entsprechen die Grundgleichungen der Hydrodynamik

welche man in alien Lehrbuchern findet und welche Euler zuerst aufeestellt
ftsJU »** *Wsl

hat 1
).

jc
Diese Eulerschen Gleichungen liegen auch einer grossen Abhandlung

zu Grunde, welche Lagrange mehr als zwanzig Jahre spater in derselben
910 91

akademischen Sammlung 2
) veroffentlicht hat und aus welcher er spater mil

i3Y *J

einigen Zusatzen den Abschnitt seiner Mecanique analytique gebildet hat, wel-

cher der Hydrodynamik gewidmet ist. Der wichtigste dieser Zusatze beginnt

den erwahnten Abschnitt und betrifft eine von der Eulerschen wesentlich

verschiedene Behandlung des Gegenstandes; Lagrange geht namlich darauf

aus, die Bewegung jedes Elementes der Flussigkeit zu verfolgen, d. h. die

Coordinaten x,y,z, den Druck und die Dichtigkeit dieses Elementes durch

seine anfanglichen Coordinaten a, b, c und die seit dem Anfang der Bewe-

gung verflossene Zeit t zu bestimmen. Merkwiirdiger Weise macht jedoch

1) Principes gen6raux du mouvement des fluides (Histoire de 1'Acad. de Berlin

Annee 1755).

2) Memoire sur la Theorie du mouvement des fluides (Nouveaux M^moires de

FAcad. de Berlin; Annee 1781).



6 G. LEJEUNE D1R1CHLET,
I

Lagrange von den diesera Gesichtspunkt entsprechenden Gleichungen gar

keinen Gebrauch; nachdem er namlich bemerkt hat, dass sie etwas complicirt

seyen, formt er seine Gleichungen in die Eulerschen urn, und fiigt dann

hinzu, dass die letzteren wegen ihrer grdsseren Einfachheil zur Losung be-
I

sonderer Aufgaben vorzugsweise geeignet seyen. Ich muss jedoch gestehen,

dass mir der Vorzug, welchen Lagrange den Eulerschen Gleichungen vor

den seinigen einraumt, durchaus nicht begriindet scheint, indem jene eine

Eigenthumlichkeit darbieten, von welcher die letzteren frei sind und durch

welche die einfachere Form mehr als aufgewogen wird.

Die Eigenthumlichkeit, von welcher ich rede und die Lagrange vollig

ubersehen zu haben scheint, besteht darin, dass die Coordinaten x,g,z nicht

unabhangige Variabele im eigentlichen Sinne des Wortes sind, da die Aus-

dehnung, in welcher sie gelten, die des Rauraes ist, welchen die bewegte

Masse jeden Augenblick einnirnmt, und folglich durch die ganze vorangegangene

Bewegung bestimmt wird. Es ist aus diesem Umstande leicht ersichtlich , in

welche Schwierigkeiten die Anwendung der Eulerschen Gleichungen auf be-
i

sondere Probleme verwickeln muss, da wir jetzt wissen, was freilich zur

Zeit des Erscheinens der Mecanique analytique noch nicht erkannt war, ein

wie wesentliches Element fiir die Bestimmung von Funktionen mehrerer Ver-

anderlichen , welche durch partielle Diilerentialgleichungen und andere der

besonderen Frage angehorige Bedingungen deflnirt werden, der Umfang bildet,
»

welcher diesen Veranderlichen zukommt. Der Vorzug der Eulerschen Form

scheint auf den Fall beschrankt, wo die fliissige Masse im Laufe der Bewe-

gung dieselbe aussere Gestalt behalt, auf welchen Fall iibrigens auch der

leicht zuruckgefuhrt wird, wo sich ein fester Korper in einer unendlichen

Fliissigkeit bewegt. M

Dass die erwahnte Eigenthumlichkeit der von Euler gegebenen Glei-

chungen Lagrange entgangen ist, hat einige Unrichtigkeiten zur Folge gehabt,

von welchen ich die wesentlichste hier erwahnen zu miissen glaube, da sie

in alle Lehrbiicher ubergegangen ist und wissenschaftliche Irrthiimer um so

schwerer verschwinden, je grosser die Autoritat ist, unter deren Schutz sie

stehen. Schon Euler halte in der oben citirten Abhandlung bemerkt, dass

seine Griindgleichungen sich sehr vereinfachen und auf eine zuriickkommen,
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vvenn fur die ganze Dauer der Bewegung sowohl die drei Componenten der

Geschwindigkeit als die der beschleunigenden Kraft die nach den drei Coor-

dinaten genommenen partiellen Differentialquotienten derselben Funktion dieser

Coordinaten sind, und diese Bemerkung ist von Lagrange durch den rich-

tigen Zusatz vervollstandigt worden, dass die eben ausgesprochene Voraus-

setzung immer fiir die Componenten der Geschwindigkeit von selbst Statt

findet, wenn sie nur fiir den Anfang der Bewegung gilt und uberdies die

Componenten der Kraft zu jeder Zeit dieselbe Bedingung erfiillen x

r

1) Hier bricht leider das Manuscript vollstandig ab, und es war nirgends eine

Andeutung uber die weitere Ausfiihrung zu finden; doch ist wohl kaum zu

zweifeln, dass die beabsichtigte Berichtigung in Folgendem bestehen sollte.

Wenn man diejenige Funktion, deren partielle Derivirte die Componenten der

wirkenden Kraft liefern, durch partielle Diiferentiationen aus den drei ersteu

der von Lagrange gegebenen Grundgleichungen eliminirt, so erhalt man drei

Resultate, welche eine unmittelbare Integration in Bezug auf die Zeit gestatten;

bezeichnet man mit SC, $, Q, die drei Integrationsconstanten , welche also nur

noch von a, b, c abhangen konnen, so ergeben sich mit Hulfe der vierten

Lagrangeschen Gleichung, welche die Incompressibilitat der Fliissigkeit aus-

driickt, leicht die drei folgenden Gleichungen

dv_du,_ dx dx dx d*_d« dy dy dy du _dv A A *
* dy~ d«

+ db^ dc' dx di da^^db dc' dy dx da^ db^ dc

in welchen u, v, w die nach den Axen der x, y, s genommenen Componenten

der Geschwindigkeit bedeuten. Aus diesen Gleichungen folgt, dass, wenn

fur ein bestimmtes Element (a, b, c) der fliissigen Masse die Werthe der drei

zur Linken stehenden Dift>renzen anfanglich verschwinden, dasselbe wahrend

der ganzen Dauer der Bewegung fur das nSmliche Massenelement [a, b, c) gelten

wird. 1st daher ursprunglich in einem von fliissiger Masse erfiillten Raume

denn nur in einem solchen kommt den Zeicheu «, t>, w eine wirkliche Be-

deutung zu — der Ausdruck udx + vdy -f wdz ein vollstandiges Differential,

so wird dasselbe auch zu jeder spatern Zeit fur denjenigen Raum gelten, wel-

cher augenblicklich die namlichen Elemente der fliissigen Masse enthalt. Es

W4e

zu beweisen glaubte, an dem absoluten Raume, als vielmehr an der Masse.

Die weitere Untersuchung der Bedeutung der drei Integralgleichungen gehort

nicht hierher.
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1.

Grundgleichungen der Hydrodynamik in der Form, welche Lag rang
denselben gegeben hat, sind die folgend wenn wir uns auf den Fall d

Homogeneitat beschranken und die Dichtigkeit der Einheit gleich setzen:

1)

d2x

dp

d?x

dP

d*x

dl*

x \

dx
4. r

d2y
X)

da + {dP

X

dx

db
+

dx

dc
r

d*y

d*y

dP

dy

da

Y
dy

db
+

Y
dy

dc
+

dH
^ \dP

dH
dp

dH
dP

z i ^ + dp

da
~

da

Z
dz dp

Jb
+

db

z
dz : dp— -4- —
dc ' dc

U

2
dx dy dz

da db dc
1.

In diesen Gleichungen sind b die lichen Coordinaten eines

beliebigen Elementes, so dass also der unveranderliche Umfang dieses Sy
von

wird

p de

Variabeln durch di ursprungliche Ge der Fliissigkeit bestimmt

x,y,z bezeicb fur die Z Coordinaten sselben Elementes

Druck, welchen dasselb det, und X. Y, Z endlich sind die Com • .»

ponenten der auf das Element wirkenden beschleunigend Kraft Was die

Gleichunsr betrifft

so bat das S

Bedeut

die Incompressibilitat der Fliissigkeit ausdruckt,

>r ubliehen Bezeichnung diein derselben nach d

o Determ W werd Fall hehandeln. in wel

chem die beschleunigend Kraft von der Anziehung der gesammten Masse

d die El dh errii h r

proporl

fur den innern Punkt [x, y, z)
, so dass

/ ist . i

Quadrat der Entfernung umgekehrt

eichnet daher V zur Zeit / das Potential der Fliissigk

V eine Funktion von- ,

.

x, y, z und

nd bezeichnet ferner s die Constante, welche die Anziehung zwischen

zwei Masseneinheiten in der Einh der Entfernung ausdruckt, so ist

X £
dV

dx
Y e

dV

dy
Z

Durch Substitution dieser Ausdrucke nehmen d

gende Gestalt an

dV
dz'

drei ersten Gleichungen fol
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d2x dx
m

d2y dy , d2z dz dV . dp

dt2 da
T

d/2 rfa
~

d<2 da da ^ da

cPx dx <Py dy dH d% _ dF dp

i -* d72 db
+

d** d&
+

di* db~~ * db ^ db

dx1 dx d%
y dy dH dz dV dp

^ dc ^ ^ Jc ^ dfi Jc
~~ * dc

~*~
fc

~~

Unsere Untersuchung ist auf die Voraussetzung beschrankt, dass die zu be-

stimmenden Funktionen x, y, z der vier unabhangigen Variabeln o, b, c, t die

drei ersten derselben nur linear enlhalten, und wir bemerken sogleich, dass

wir iiberall in der Folge unter einem linearen Ausdruck einen solchen ver-

stehen werden, der kein von den Variabeln unabhangiges Glied enthalt. Wir

habeu also:

x = la -f- mb -\- nc

3) y = Va -f- mb -f- n'c

z — I' a -f- m b -f- n c

wo die Coefficienten /, m etc. nur von der Zeit / abhangig sind und in Folge
I

der Incompressibilitat folgende Gleichung befriedigen miissen

e = 2 ir Imri = 1.

Fur /== fallen x, y, z mit a, 6, c zusammen, so dass also /= m =»"

wahrend die sechs iibrigen dieser GrOssen verschwinden. Differenzirt man

obige Gleichungen nach t, so erhalt man fur die Componenten u, t>, w der

Geschwindigkeit

'ill!I
dx dl , dm _ . dn

t* = — =:-- a -4 — b -\—- c
dt dt ^ dt ^ dt

t dy dl'
B
dm , . dn'

•

u,

I

dz dl
t
dm dn— = — a -i—— b A — c.

dt dt ~ dl ^ dt

Die anfangliehen Werthe der Grossen

4)

dl dm dn

dt
1 dl' dt

dl' dm dn

dt
1

~dT' dt

dl" dm" dn"

dt
1

dt ' dt

Mathem. Classe. VIII. B
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sind nicht ganz willkuhrlich, sondera es findet zwischen denselben die Be

dingungsgleichung [ 13 tn i 1

© +

c

dm'\ fdri'^
-+

i

Statt, welche man erhalt, wenn man —
7 '

dt
bildet und dann /

,

setzt.

d

Wir wollen nun zeigen, dass unsere Ausdrucke, in denen 9 unbekannte

Funktionen der Zeit t vorkommen, die Bewegung einer fliissigen Masse aus-*

driicken, deren Elemente sich nach dem Gesetze der Nalur anziehen, wenn

die Masse urspriinglich die Gestalt eines Ellipsoides hat, die anfangliche Be-
1

wegung den Gleichungen £3
a

), welche 8 willkiihrliche Constanten enthalten,
sii

gemass ist und endlich an der Oberflache ein constanter oder nur von der
( ; njj it)

Zeit abhangiger Druck Statt findet. Lasst man den Anfangspunkt der Coor-

dinalen mit dem Mittelpunkt, die Axen der x* y, s oder a. b, c mit den Haupt-

Gleichung der anfanglichenaxen des Ellipsoides zusammenfallen, so hat die

Oberflache die Form
u

5)
a- b2 c2

_1_ _ L __

f >n

1. fi i j

Ehe wir weiter geben, ist zu bemerken, dass unsere
. ai

.

f

usdrucke T3) und (4)

die bei der oegriindung der Gleichungen (\) vorausgesetzte Continuitats-
.$ n . !BII 9HJ98

e, welch
ii namsiano ; ie

bedingung erfullen, welche wesentlich darin besteht, dass die Punkti e

anfanglich eine geschlossene Flache bilden, auch zu jeder spatern Zeit eine

solche bilden, und dass jeder urspriinglich innerhalb oder ausserhalb dieser

Flache liegender Punkt eine ahnliche Lage in Bezug auf die neue Flache

einnimnit. Es ist dies eine Folge daraus, dass zu jedem System bestimmter
id anno „ T a .biro JlBnJna

Werthen x>*> zund endlicher Werthe a, b, c ein eben solches System von
• /» j i ii i SlT»i I9u»9 il9D US

und wegen = 1 auch umgekehrt gehort.
1 e gnu! ft *ir

Lost man die Gleichungen (3) nach a, b, c auf, so erhalt man
3 b

6)

a

b

Xx -f- Xy + X"z k esidoif d

# p

wo i
?
x' etc. wegen

aus den 9 Grossen /. m

fix + py -f ^'s

*># -j- vy -f-
*>"*

i Ausdrucke ohne N

c

d d sogenan

gebildeten partiellen Determinanten sind
?

so dass
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also z. B. A = m'n" — m"n. Setzt man die Werthe a, b, c in obige Gleichung

ein, so erhalt man zur Bestimmung der Oberflache zur Zeit /

1 1 „ . 1

7) ^ [Xx + Xy + Tf + Bi (l™ + M +W 4- ^ ("* + "V + •'"•J
1 = 1

so dass also bei einer durch die Gleichungen £3) bestimmten Bewegung die

anfanglich ellipsoidisch vorausgesetzte Oberflache auch zu jeder spiitern Zeit

die Gestalt eines mit dem urspriinglichen concentrischen Ellipsoides hat. Man

kann noch hinzufugen, dass Punkte, welche anfanglich ein mit der Oberflache

concentrisches, ahnliches und ahnlich liegendes Ellipsoid bilden, zu jeder

andern Zeit in ahnlicher Beziehung zu der jedesmaligen Oberflache stehen

werden. Es soil nun gezeigt werden, dass die Ausdriicke (3) den Glei-

chungen (2) geniigen, wenn die darin enthaltenen Funktionen der Zeit,

/, m etc. gehorig gewahlt werden. Hierzu ist zunachst erforderlich, dass das

Potential V der von dem Ellipsoid (7) begrenzten Masse fiir einen innern

Punkt (#, y, z) bestimmt und dann durch a> 6, c ausgedriickt werde. Nach

einem bekannten Satze ist das Potential eines auf seine Hauptaxen bezogenen

Ellipsoides fiir einen innern Punkt ein viergliedriger Ausdruck, der ausser

einem constanten Theile drei den Quadraten der Coordinaten proportionate

Giieder enthalt. Um das Potential fur unser Ellipsoid (T), welches nicht auf
JfliJtl J . , , i i , » n

seine Hauptaxen bezogen ist, zu erhaiten, miisste man also durch Autldsung
OiiOtO 7/

einer cubischen Gleichung zu diesen ubergehen und dann das fiir das neue

Coordinatensystem geltende Potential durch x, y, z ausdriicken. Bei der eben

ansredeuteten etwas umstandlichen Rechnung stellt sich heraus. dass das
& N usfi Tub _1 ..

Resultat nur symraetrische Verbindungen der Wurzeln der cubischen Gleichung

enthalt und also ohne Losung dieser Gleichung aufgestellt werden kann. Man

gelangt zu demselben Ergebniss auf weit kiirzerem Wege, wenn man sich

zur Auffindung des Potentials der Methode des discontinuirlichen Faktors be-

dient, welche 'ilnmiltelbar auf ein Ellipsoid angewandt werden kann, welches

auf beliebi^e Axen bezogen ist
x
). Da jedoch der sehr complicirte Ausdruck,

1) Ueber eine neue Methode zur Bestimmung vielfacher Integrate (Abhandlungen

fl der Akadetnie der Wissenschaften zu Berlin; 1839).— Unler den hinterlasse-

nen Papieren fand sich die folgende vereinzelte Bemerkung: s Als einmal zwi-

2

*
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welchen man durch die eine oder die andere der angegebenen Verfahrungs-

arlen erhalt, zu unserrn Zwecke entbehrlich ist, so wollen wir uns bei der

Ableitung desselben nicht aufhalten iy Es genugt fiir uns zu bemerken, dass

das durch x, y, z ausgedriickte Potential offenbar ausser einem constanten den

Werlh desselben im Mittelpunkt darstellenden Bestandtheil eine vollstandige

homogene Funktion des zweiten Grades von x,y,z enthalt. Dieselbe Form

wird das Potential in Bezug auf a, b, c darbieten , wenn man fur x, y, z die

Ausdriicke (3) einsetzt. Es ist also

V=H—La2 — Mb2 — Nc2 — 2L'bc — 2M'ca — 2N'ab
%

wo L,M,...N sehr zusammengesetzte, elliptische Integrale enthaltende Funk-

tionen von L m. ... n" bezeichnen. Da hiernach v »Vi ~r~ die Variabeln
da 7

db 7 dc

a, b, c nur linear enthalten, und dasselbe von den drei ersten Gliedern in

jeder der Gleichungen (2) gilt, so werden diese Gleichungen unabhangig von

a, b, c nur bestehen konnen, wenn der Druck ausser einem von a, b, c un-

abhangigen Bestandtheil nur Glieder zweiter Ordnung enthalti Da wir nun
T

andrerseits voraussetzen, dass dieser Druck an der ganzen Oberflache zu

derselben Zeit denselben bios von dieser abhangigen Werth P hat, so muss

p offenbar die Form

schen Jacobi und mir die Rede von der Attraction der Ellipsoide war, mit

welchem Problem der grosse Mathematiker sich fruher sehr angelegentlich be-

schaftigt hatte, erwahnte er eines Umstandes, der ihn sehr uberrascht hatte,

des Umstandes namlich, dass die Bestimmung der auf einen aussern Punkt

ausgeubten Anziehung auch dann nur die Losung einer einzigen cubischen

Gleichung erfordere, wenn das Ellipsoid nicht auf seine Hauptaxen bezogen

sei, und legte mir die Frage vor, wie sich die Methode des discontinuirlichen

Faktors in dieser Beziehung verhalte. Ich konnte sogleich antworten, dass

sich bei Anwendung der eben erwahnten Methode dieselbe Erscheinung zeige,

und Jacobi's Bemerkung zugleich durch die Angabe vervollstandigen , dass

sich fur einen innern Punkt gar keine cubische Gleichung einstelle." — Vergl.

Anmerkung (1) zu §. 4.

1) Es erschien zweckmassig, die hier und im Folgenden angedeutete, durchaus

nicht schwierige Rechnung wirklich auszufuhren ; die Resultate findet man weiter

unten im §.4.
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m n . a. «2 b 2 c2 n
p = P + <r (1 - ^ - ~

2
- -)

il # o <

haben, wo a erne nur mit t veranderliche Grosse bezeichnet. Setzt man

alle ira Vorhergehenden erhaltenen Ausdrucfoe in die Gleichungen (2) ein,
v

so zerfallt jede derselben in drei neue Gleichungen, indent die mit a, 6, c

multiplicirlen Glieder besonders verschwinden miissen. Man hat also zur

Bestimmung der 10 Funktionen der Zeit, /, «i, ...»", a die folgenden Glei-

chungen, welche in gleicher Anzahl sind

(PI d2V d2l" 2cr

d2m , (Pm „d'lm" OM 2<r

dH
, . </V , .. dV ,1«

—

i

' 1

d2n
,

,d2n' . „d2»"
g „

SJ I

u

oo

, d'm ,
,<pm',..d*m- „ .

.

/'

ft

i
'

I

** hi- * '• >itv r^tSi ^=,-:

»

it id I dt2
~ dt2 dt 2

•

n i

rff* ^ • </f
2

' rf/
2

H

m « . _• ©! + ffl
" f: = - 21V.

JS — fiw # ss 1#

Es ist leicht, die Unbekannte «r an eliminiren, indera man aus den drei ersten

dieser Gleichungen eine Doppelgleichung bildet; der grossern Syn,raetr,e

halber wollen wir jedocb die Gleichungen in unverauderter Form be.be-

halten.
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Obgleich das eben aufgestellte System alien Bedingungen der Aufgabe

geniigt und ebensoviel Gleichungen als Unbekannte enthalt, so reicht, streng

genommen, dieser doppelte Umstand nicht aus, urn die Moglichkeit der oben

angedeuteten Bewegung zu zeigen. Es ist vielmehr noch nachzuweisen, dass

unsere Gleichunsen ausreichen, urn aus den anfanglichen Werthen der Grossen

"

Z, m, ...»" und ihrer Derivirten -, ... ~. fur welche anfanglichen Werthe
' ' dv dt

t

die obigen Bedingungen gelten , die Werthe der Grossen /, m, . . . n" fiir eine

beliebige Zeit / ableiten zu konnen. Es koramt dieser Nachweis ofFenbar

darauf hinaus, zu zeigen, dass, wenn fiir eine beliebige Zeit die Werthe von

/, m, ... n" und ihren ersten Derivirten als endlich und vdllig bekannt voraus-

gesetzt werden, aus unseren Gleichungen die Werthe der zweiten Derivirten

— , —«*••• -7T fiir dieselbe Zeit abgeleitet werden konnen. Es wird se-
rf/

2 ' dt*' dt 2 & °

IT' \l V
niigen, die hier erforderliche Rechnung, welche durchaus keine Schwierigkeit

darbietet, mit wenigen Worten anzudeuten. Lost man die drei der Glei-

d2
l dH' d2l"

chungen (a), welche —^, — ,
—r enthalten, nach diesen Grossen auf und

at cit cit

verfahrt ebenso in Bezug auf die sechs ubrigen, so erhalt man fiir jede der

9 zweiten Derivirten einen Ausdruck der Form ea -f- /, wo e und f wegen

0—1 ohne Nenner sind und vdllig bestimmte endliche Werthe haben, so

dass alles darauf hinauskommt sich zu iiberzeugen, dass a einen bestimmten

endlichen Werth hat. Dieser Werth aber ergiebt sich aus einer Gleichung

der Form ea -\- f =. 0, welche man erhalt, wenn man die eben erwahnten
Vi til

Ausdrucke in die Gleichung —T = setzt, und in welcher von e und f'

dasselbe gilt, was vorhin in Bezug auf e und f bemerkt wurde, und e als

eine bumme von Quadraten, die nicht gleichzeitig verschwinden konnen, von

Null verschieden sevn wird l\
Es ist iibrigens hinsichtlich der Bewegung, welche durch unsere Glei-

chungen definirt wird, eine wesentliche Bemerkung zu machen, welche den

\

1) Das ausgefuhrte Resultat dieser Rechnung findet man in §. 4.
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jeden Augenblick an der Oberflache bten Druck betrifft

muss in gewissen Fallen eine bestimmte Grenze iibersteigen , wenn

r Druck

die Be-

wegung physisch moglich seyn soil, es sey

compressibeln Flussigkeit erne be

Zusam so auch je

denn, dass man unter einer in-

hen wollte, die, wie sie jeder

sie zur Trennung sollicitirenden Kraft

.11
widersteht. Nimmt man diese letztere Fah wie ch ht

die Definition auf, so ist es fur die Darstellbarkeit der Bewegung durch c

hydrodynamischen Gleichungen erforderlich, dass der Druck in der bewegt

Masse nie negativ D Falle

P + tf (
a2 6 C*n

A B (n)

d der eingeklammerte Ausdruck innerhalb der Masse

und 1 annimmt, so besteht fur den Fall, wo die Gr

meinen nur durch die Integration unserer fferential

Werthe zwischen

a
y

die im Allge-

^hunffen bestimmt

werden kann, zu irgend einer Zeit einen negativen Werth erhalt, die Be-

- - • ' • • ™* '*-- - ' -- Nur wenn
dingung, dass P nicht unter d

& &> o e
Werthe von a liege.

a nie negativ wird, bleibt P unbeschrankt und kann

i

chung definirte Bewegung: im leeren Baume und ohne

durch unsere Glei

lussern Druck Sta

9 I

J

1)9 ( i t nem I!

iV J9
N der anfangliche d. h

hne Integration be Setzt man t

prechende Werth von

in der Gleichung
d'O

aeJi »d n 9
erhalt man

rJ T HO

dt •i

SO

c

IJ *

z/2/

dt2
~*~

d/2 dt2

2
dm' dn

//

dt dt
2
dn" dl

~di dt
2

dl dm'

dt ~dt

»

dm" dn dndT dl^dm
+ ~W ~dt

+
dt dt^~ dt dt

1

Den drei ersten Gliedern der zweiten Seite kann man die Form geb

A 1
, C

dm'\ ju (
dn\ - (- 4- — + —VUJ + K*) +v~dt) U + - t A j

dt dt dt dt

wo das Quadrat nach der schon bemerkten Bedingungsgleicbung

verschwindet. Andrerseits ergiebt sich, immer unter der Voraussetz o

/ 0. durch Addi d ersten der Gleichungen (V)
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dH . d2m' . d2n

dt*
~

dt*
^ dt2 V, tit yAi t

fl,
-r

und da zu Anfang a;, y, z mit a, 6, c zusammenfallen , so hat V die Form

V — H — Lx* — My* — iVa*

so dass also nach einem bekannten Satze

_ d2V _ dW _ <PV
71 — ~

dx*
~~

¥y ~ dH

Hiernach wird unsere obige Gleichung

2 (L + M -f- N).

. .
•

/

1 . 1 . In - . 1 /Vdk 2
. ,dm\ 2

. ,d»V\ , dm"dn . dndl" . rf/'rfm/-l 1 . In « , , //«V . /™\ i
/-*» V\ i

am an dndl
,

Sind nun z. B. diejenigen der anfanglichen Werthe £4), welche sfch ausser-

halb der Diagonale befinden und zu dieser eine symmetrische Lage einnehmen,

einander gleich, so ist der anfangliche Werlh von a posiliv, und wir werden

weiter unten sehen, dass in diesem besondern Falle dasselbe fiir die ganze

Dauer der Bewegung Statt findet 1
).

*i1 ii J iDniWiifik

I

§. 3. W if t

Um von der im §.1. betrachteten Bewegung eine einfache Anschauung

zu gewinnen, ist es zweckmassig die durch lineare Ausdriicke ausgedriickte

Beweffunff in zwei einfachere
.

zu zerlegen. Wir bemerken jedoch

dass diese Zerlegung nur den eben ahgegebenen Zweck hat und fur d

vollstandige Behandlung des Problems keinen wesentlichen Nutzen gewahrt,

da die beiden Theilbewegungen sich im Allgemeinen nicht fur die ganze

Dauer der Bewegung getrennt bestimmen lassen, und bemerken ferner, dass

einige der in diesem §. gebrauchten Zeichen eine von der denselben in der

ubrigen Abhandlung beigelegten abweichende Bedeutung baben. Substituirt

man in den obigen Ausdrucken von u, 9, w fiir a, b, c die Werthe £6} , so

erhalten die Componenten die Form K ifeaft ii.

u z= gx 4- hy + k&

(1) 9 - g'x + h'y + k'z

to =. g"x -+ h"y -f- k"z

1) Den Beweis dieser Behauptung findet man in §. 5,

ill
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wo g, h etc. einfache Verbindungen von den selbst durch /, m etc. ausge-

druckten Grossen X, /u etc. und den Grdssen (4) sind, nnd man uberzeugt

sicb leicht, dass in Folge der oben bemerkten Bedingungsgleichung immer die

Relation

g + h' + k" ~
Statt findeti).

Nun lasst sich die augenblickliche Bewegung eines Systemes, bei wel-

cher wie hier die Componenten u, v, w der Geschwindigkeit eines beliebigen

den Coordinaten x, y, & entsprechenden Punktes lineare Funktionen dieser

Coordinaten sind, immer, auch abgesehen von der in unserm Fall Statt fin-

denden Relation zwischen den drei Coefficienten g, h\ k"
y

in zwei einfachere

Bewegungen zerlegen. Die eine dieser Theilbewegungen ist von solcher

Beschaffenheit, dass wenn das System auf drei gehorig gewiihlte neue Axen
if

der &ir,£ bezogen wird, die diesen parallelen Componenten p,q,r der Ge-

schwindigkeit die einfache Gestalt

(2) p = «£, q = by, r zz c£

annebmen, wogegen die andere Theilbewegung in einer blossen Rotation

besteht, bei welcher das System sich wie ein fester Korper um eine durch

den Anfangspunkt gehende Axe dreht. Um sich von der Moglichkeit einer

soichen Zerlegung zu iiberzeugen, ist zunachst zu untersuchen, wie sich die

Componenten ul9t>i 9 wi der durch die Gleichungen (2) ausgedrtickten Bewegung

darstelien, wenn man diese Bewegung auf drei ganz beliebige Axen der

bezieht. Setzt man zu diesem Zwecke unter Anwendung der iiblichen

Bezeichnung fiir die von den Axen gebildeten Winkel

cos x£ zz cCf cos xi\ zz />, cos x£ zz y

cos y| = a, cos yrj — /?', cos yl zz y'

cos z| r= «", cos &rj zz /?", cos z£ zz y"

so hat man nach den bekannten Satzen

»i = « P + 1^ ? + / r £ zz cex + ay +' ' a"z

«! = a'p + P'q + y'r y = fix + p y +
Wl = «> + P"q + r"r t - yx ¥ y'y + y"*

1) Die Werthe der Coefficienten g, h, . .
*" sind in §. 4. angegeben.

Malhem. Classe. VIII.
c
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in den drei ersten Gleichungen undWarden die obigen Werthe von />, q, r

dann fiir |> ^ £ ihre durch die drei letzten gegebenen Werthe substituirt.

so erhalt man

(3)

I x 4- riy -f" m z

+ my -\- V z>

+ 4- n z

wo zur Abkiirzung gesetzt ist

/

m
n

act 2 + ^ 2 + cy 2
/

act"i + fy?'
2 + c/'2

a«
/> 2 + ¥ f/ 2 + ey

^ 2

m
n

acta -\

u
bfi'p'+ cy'y

act"a -\- bfi"fi -f- cy"y

acta -f- b$$' + cyy'

a

Man sieht also, dass, wenn die durch (2) bestimmte Bewegung auf ein be-

liebiges Axensystem bezogen wird, in den Ausdriicken fiir die Componenten

nur 6 verschiedene Coeffieienten vorkommen und je zwei derselben, welche

in Bezug auf die Diagonale symmetrische Stellen einnehmen, gleich sind.

Es ist nun auch umgekehrt leicht sich zu b dass jed durch

lineare AusdrUcke von der eben erwahnten Beschaffenheit definirte Bewegung

so auf drei neue Axen der £, t^ £ bezogen werden kann , dass die Compo-

nenten die obige einfache Form (2) annehmen. Diese Behauptung rechtfertigt

sich sogleich durch den bekannten Satz, nach welchem der Ausdruck

lx2 -j- my2 + nz2 -f- 2Vyz + 2m zx -\- 2nxy

durch Einfiihrung anderer Axen auf die Form

a£2 + br? + c?

gebracht werden kann, da offenbar die zur Erfullung dieser Forderung zu

losenden Gleichungen mit denjenigen zusammenfallen , auf welche unsere

Frage zuriickkommt. Wir konnen daher dies bekannte Resultat auf unsere

Untersuchunff anwenden. Nach diesem Resultate sind a, b, c vollig bestimmt

schen Gleichung; von diesen

©

und die drei immer reellen Wurzeln einer cub

W ist eine nach Belieben fur a, eine zweite fur b d die dritte

dlich fiir c zu nehmen, da eine Vertauschung derselben keinen andern

ErfoJg hat als eine entsprechende Aenderung in der Benennung der Axen

nach ch zu Ziehen. Sind die Werthe b gleich, so ist auch das

System der Axem der £ r\, £ seiner Lage nach vollig bestimmt. Etwas

i
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. verhalt es sich wenn zwei der Wurzeln oder alle drei einander gleich sind.

Im ersteren Falle, wenn z. B, a und b gleich, aber von c verschieden sind,

ist nur die Axe der £ ihrer Lage nach bestimmt, wogegen fiir die heiden

andern irgend zwei auf einander und auf jener senkrechte Gerade genommen

werden konnen. In diesem Falle wird die schon so leicht zu iibersehende

durch die Gleichungen (2) definirte Bewegung noch anschaulicher, wenn
*

man die beiden ersten Componenten zu einer Geschwindigkeit vereinigt, die

der Richtung nach mit dem auf die dritte Axe herabgelassenen Perpendikel //

zusammenfallt und den Werth ah hat. Sind endlich die drei Wurzeln a, 6, c

alie einander gleich, so hleibt das System der drei rechtwinkligen Axen seiner

Lage nach ganz willkuhrlich, die Geschwindigkeit fallt uberall ihrer Richtung

nach mit der Entfernung q vom Nnllpunkte zusammen und hat den Werth ay.

Was nun zweitens eine Bewegung betrifft, in welcher das System ohne

Aenderung in der relativen Lage seiner Theile um eine durch den Anfangs-

punkt gehende Axe rotirt, so sind fiir eine solche Bewegung die Compo-

nenten «2, v2 , w2 der Geschwindigkeit von der Form

u2 = q'z — r'y, v2 - r
'

x — P z
>
w2 P PV ~ 9 X

und umgekehrt ist jede durch diese Ausdriicke bestimmte Bewegung eine

Botation der bezeichneten Art.

Hiernach wird also die Bichtigkeit der oben ausgesprochenen Behauplung

iiber die Zerlegbarkeit einer durch die Gleichungen (1) dargestellten Bewe-

gung dargethan seyn, wenn die neun in den Gleichungen (3) und (4) ent-

haltenen Coefficienten so gewahlt werden konnen, dass

a U\ 4- u2i v = vi -f- ©2 ,
w — ICi -\- u>2

wird; dass dies aber stets und zwar nur auf eine einzige Weise moglich ist,

erhellt unmittelbar aus der Form dieser Forderungen, und es bleibt nur noch

zu bemerken, dass in Folge der Belation

g + v + r = o

der Charakter der ersten der beiden Theilbewegungen in unserem Falle die

Beschrankung erleidet, welche durch die Gleichung

a + b + c =

ausgedriickt wird und ihren Grund in der Incompressibilitat der Fliissigkeit findet.

C2
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§. 4.

Bevor wir weitergehen, wird es zweckmassig seyn, die Resultate einiger

oben nur angedeuteten Rechnungen hier anzugeben. Dazu gehort vor Allem
» *

der Ausdruck des Potentials V eines nicht auf seine Hauptaxen bezogenen

durch die Ungleichheit H
Sx2 + S'y2 -f- S"z2 4- 2Tyz 4- 2T'zx 4- 2T"xy < 1

begrenzten Ellipsoids fiir irgend einen inneren Punkt (a?, y, s). 1 Bezeichnet

man die auf der linken Seite dieser Ungleichheit befindliche ternare quadrati-

sche Form mit F, die ihr adjungirte

(y^'-r)a:H(^'5-r 2
)y

2+(s^-r'' 2
)s

2+2(rr-r5)y2+2(rr-r5>x4-2(7T'-r'
,

s''}

mit f, ferner die positive Quadratwurzel aus der Determinante

.„ t

der neun Grossen
Gs* + Gis* 4- G2 s + 1

& + 1, T's, T's

T's, S's + 1, Ts N Ml

T's, Ts, S's + 1 iB

au
•

«n

J, so findet man nach jeder der beiden in §. i. angegebenen Methoden l
)

if r* i b ;

F = n C- fl - * ~ FS + (** + p2 + g2) (gl ' + G*2]

1

^9 fiQilidnid

^. da?'.
In unserm Falle hangen die Coefatienten der beiden Formen F und F

auf folgende Weise von den Funktionen /, m, . .
»" und den entsprechendei

Xy fi, . . v" ab

:

S = — 4- ?_ 4. *_< T — **
i

**** _i_
yy

^2 T fi2
T qzi * — -^ i- B% -r (n

X'*
,

/*'2
.

"'2 ~, #'*

T >V7 l!

/ti f* V V

und

^ t
fi2

-r ^ 7 * —
A%

-t-
fi2

-f 5^
s-^^4.^4. ***

T«_^' (f as . £
A2 ~ B2 ~ C2 ' ~~ A 2

""
B l "*"

C2

1) Die in Anmerkung (1) zu §. 1. erwahnte cubische Gleichung in Bezug auf s

erhalt man, wenn man den eingeklammerten Ausdruck unter dem Integralzeichen

setzt.
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/ /'

rt' o*# nno _ J .
rp* rp*f HTQ — *^ "^

•5 a — J — Azmn* »• * i — i«5 — japa/ig

m ( Z , m A*B*C* AWC1

A*B 2C*
I

AWC* *

und endlich ist v
1

*M I

A 2
fl

2C2

der Werth der Determinante der neun Grossen

t s, t", r
T", S', T
r, r, s"

Um nun die Werthe der in den neun Differentialgleichungen (a) vor-

kommenden Grossen L, M, ..N' zu bestiramen, bat man in dem eben fur V

aufgestelUen Ausdruck die Coordinaten x, y, z zu ersetzen durch ibre Aus-

driicke a!s Funktionen von a,b,c: das Resultat dieser Rechnung ist dadurch
;*J f- t txI

bemerkenswerth , dass das Potential V die Funktionen der Zeit /, m, . .
/*

' nur

in den sechs Verbindungen ll
u ndfinoiB

/ / // tf

mbmdwiP = I
2 + V 2 + I" 2

; P' = m» + roV + m"n
f/o ^-\f » tit ttitr

Q = m2 + m 2 + m" 2
; {?' = »/ + n'V + » I

K = n2 + »'2 + »" 2
; /*' = /m -h IV + /"m"

enthalt, zwischen welchen ausserdem noch die
%
Determinantengleichung

PQR — PP' 2 — QQ' 2 — RR' 2 + 2P Q'R' = 1

besteht Die gesuchten Werthe sind namlich die folgenden:

1) Der Umstand, dass hier und im Folgenden der Buchstabe P, welcher schon

§

wurde, eine ganz andere Bedeutung hat, wird kaum zu einer Verwechslung

fuhren konnen.
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L

QC

n r ds

M

A 2 J J*

oc
n r ds

+
RP—Q'* PQ — R' 2

T
OD

n rsds

B 2 c2 ) A*JoJS +
Pn

or

s2ds

A2B2C1J Q J*

p<? fl
'2

QC
n rsds Qn

C2 A 2

OC

s2dsQR—P'K n r

N
QC

yr /-• ds /QR— + C—

-

C2J qJ*
^ v

P'

J +
RP—Q'-K n_ r

2 J TnJ „

GC

nr rsds

B2 ' C?J qJ5 +
/?7T

A 2B 2C2 J J5

GC
s2ds

1/
((?'*'

fl
2
r?

2— •&* +
QC

P 7T /- **<&

if'
(fi'P' <?'<?)"

QC

<7
24 o^3

+

N'
[P'Q' R'R)it

t •

SrfS

42£2 ^ +

4 2#2C2 ^ o ^3

AW&J ~J5

QC
^ 7r •* s2ds

A 2B2C* J ~J3

und hierin ist A die positive Quadratwurzel aus der Determinante

s5

J2
fi

2C
r p Q

1- ( 4-
^(T2 ClA2 +

R >. ,QR— P' 2 RP—Q' 2 PQ— R' 2

;>* + (—r* H S3 hA 2B A B C2 * + l

der neun Grdssen

«
P +7S. *', <?'

5
«'.

<? + £*>
P '

<?', !>', fi +
s

C2

Mit Hulfe Formel lasst ch nun auch d §•2

Rechnung ausfiihren, welche den

dieser etv

Gleichung

und Derivirle Ord ©

-

Funktion o durch die Grdssen

auszudriicken. Das Resultat

hsamen, aber durchaus nicht schwierigen Operation der

QR P'%

A2 +
RP

B2
' +

PQ R' 2

Cz
a 2en

dl dX

* dt dt

enthalten Summenzeichen sich auf alle neun Paare (},ty, (m, fi\

(»", y") bezieht. Der Coefficient, mit welchem hier a behaftet

in die Form
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—

~

+ 5
P + = 5 + 5' + S"

bringen, woraus unmittelbar hervorgeht, dass er niemals verschwinden kann,

da die Annahme, dass alle neun Grossen X, /u, . . v" sich auf Nail reduciren,

mit der Gleichung
/ //2 ±: Xfi'v" - 1

im Widerspruch steht.

Um unser System von Fonneln zu vervollstandigen, bilden wir auch
M »

noch die folgenden Ausdriicke fur die Coefficienten g, h, . . k in den Ge-

schwindigkeitscomponenten u, e>, w:

du dl dm dn , dv dl' dm' dn'

'
= S~** + i" dl + "dt 9 =*r = X

7t+ ^ *" + " dT

du , dl , dm ,dn dv , dt , dm' , dn'

* = * = * *+* * + ' 7, * -* = '* + '•*- +-T W
du ^„dl ,

„dm „dn
,

dv -„<«' » dm ' >» <ln
'

k = Jz = X dt+*l
-d-t+

v
Tt

k =*-*« + * ~dT
+v

IT

dw „ dl"
,

dm' dn

9 - £ = X * + " ^ + ' *

dm .. dl"
. „ dm"

. #
dn

-./ "" .. "r = .- = * ' -= + a* ir + *

% * 7 \ dt
" *

h - dz - * «ft.
+

' * + *

Die Bedingung der Incompressibilitat giebt dann zunachst die Gleichung

dd du dv dw
_ — — 4. r = °
dt

~~ dx \ dy dz

und fur das letzte Glied in der zur Bestimmung von a dienenden Gleichung

lindet man den Ausdruck

dl dX dv dw dv dw dw du _ dw du du dv __du dv

~ i 2 dt Jt
=

d~s Ty ~~Ty dz
+ dx dz dz dx dy dx dx dy

srdu-J fdv^
, rdw^\ dvdw dwdu dudv

*(w +V +^7zJ ) + d*dy+ dxdz^ dy dx

»
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der uns dazu dienen wird, die am Ende des §.2. ausgesprochene Behauptung

zu rechtfertigen.

Ausserdem mag noch bemerkt werden, dass die Rotationen p\q\r*

inn die drei Coordinatenaxen , in welche sich die augenblickliche Rotation

zerlegen lasst, die Werthe

haben.

, fdw dv^
,

Au dw^
,

,dv du^

p = *^ "
I*)> q = * Uz ~~

die)'
r = * \£ "~ V

§. 5.

Wir gehen nun fiber zu der Aufstellung von sieben Integralen erster

Ordnung, welche stets gelten, ohne besondere Voraussetzungen fiber den

anfanglichen Bewegungszustand zu machen. Drei derselben ergeben sich

man je zwei derselben,

welche rechts dasselbe Glied — 2Z/e, — 2M's, — 2iV's enthalten. von

Differentialgleichungen (a), wenn

einander abzieht; auf diese Weise erhalt

dn dm
9
dn ,dm'

ff
dn" „dm" sdn\ Am ft

m—— n
' dt dt ' dt di W/A \ dt ydt dt ' dt dt ' dt dt K dtsQ v dt -

v
)itll'

dm dl dm ,dl' .,dm" „dl" ,dm^ /(fl'Vft1
dt dt^ dt dt^ 1

dt dt ^ K dt'o ^dt
i Jl

Will man die Componenten u, v, w der Geschwindigkeit an der Stelle (a?, y, *)

und ihre nach den Coordinaten x, y, z genommenen partiellen Derivirten ein-

fiihren, so lassen sich diese Integrale mit Hiilfe der im vorhergehenden §.

ebenen Ausdriicke leicht in die folgende Form bring l

dv dto

A - db " W + *"> + 6
dy

dw du
inl

dx dz

du dv

%l' + 3V + &»

d# dx
3U"-j- 53m" + g«"

1) Vergl. die Anmerkung zu der Einleilung,
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aus welcher unmittelbar hervorgeht, dass die Axe dcr augenblicklichen Ro-

tation stets von denselben Elementen der fliissigen Masse gebildet wird und

dass, wenn die drei links stehenden Grdssen zu irgend einer Zeit ffleichze^^.-^ ^...W. ~^.W & .~.^..~^.«.&

verschwinden; d. h. wenn keine Rotation Statt findet, dasselbe fur die ganze

Dauer der Bewegung gilt; die Bedingungen, welchen der Anfangszustand der

Bewegung in diesem Falle unterliegt, sind in den Gleichungen

(dn\ sdm\ /dl"\ idn\ /dmv (*^\

dt
y
o

K
dt

y
o'

x dt'o wo 7 v rfro v
<#'o

ausgesprochen, und man erkennt unmittelbar aus dem im vorigen §. mitge-

theilten Ausdruck fur die Funktion a, dass dieselbe wahrend der ganzen

Bewegung nur positive Werthe annimmt; hiermit ist also die Richtigkeit der

am Ende des §. 2. aufgestellten Behauptung nachgewiesen x
).

o W ftl

Da ferner in unserem Problem die wirkenden Krafte nur von der

wechselseitigen Anziehung der Elemente der fliissigen Masse berriihren, so

liefert un» das Princip der Flachen drei Integrale

/y dz du\ »JS Cr dx dz^ ty dy dx^

dt dr

in welchen die Integrationen iiber alle Elemente dt der fliissigen Masse
*5

zudehnen sind. Driickt man die Coordinaten x, y, 9 durch die ursprunglichen

Coordinaten a. b, c aus, indem man das anfangliche Ellipsoid in unendlich
^k k

kleine Elemente dt = da db dc zerlegt, und beriicksichtigt , dass

fiainadiov
I mbm^ dz Jg

f ' iia$r

fabdx -

ist, wo SSI zur Abkiirzung fiir die Gesammtmasse —5 — gesetzt ist, so

nehmen diese Integrale die folgende Form an:

11 Es mag beilaufig bemerki werden, dass die drei Integralgleichungen (I.) hin-

reichen, urn aus den neun Differentialgleichungen (a) sechs andere abzuleiten,

'

vvelche die neun Funktionen /,«,.. n" nur noch in den sechs Verbindungen

Q, . . R\ und ausserdem noch die Grosse a enthalten.

Slathem. Classe. VIII.
D
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\ dt dt' ^ dt dt
' X

dt dt' \<U t \dt f

w * ('" a
-

'S + * ("" I ~ "" >
+ " <"" *- ir)

= fl ' - " ©. " *

'

dt 'o

>* ^J.rf/'v „/*»

V A <fc/
X

* A *' X dt dt' Wt' 1 <f<

Setzt man die in dem vorhergehenden §. mitgetheilten Ausdriicke fiir

die Grossen L,M,..N' ais bekannt voraus, so ergeben sich die vorstehenden

Integralgleichungen auch aus unseren Differentialgleichungen (a) durch eine

etwas muhsame Rechnung, bei welcher vorzuglich zu beriicksichtigen ist, dass

zvvischen den Grossen L, M, . . N' und P, Q, . . R' folgende Relationen Statt

finden

A2 (R'W — Q'N') + B*(iQL' - P'#) + C2 (FIV —RL^ =

A2 (Q'L L. PM'^ + B2 (.P'N - R'L'J + C2 (RM' - Q' N^ -

A2
(PN > _ R'Q + & (RM- QN^ + C* (Q'L'- P'M'J =

von denen nur eine verificirt zu werden braucht, weil aus ihr die beiden
tit

andern durch einfache Permutation abgeleitet werden konnen.

Das siebente Integral wird uns endlich durch das Princip der lebendigen

Kraft ffeliefert, welches nach der Natur der in unserem Problem wirk

Krafte durch die Gleichung

ISUllH iS if j i)i

dx^ , sdy-*
, rdzJ-KO *O +Q ) « = c-<- + ^r"

«*7L,

ausgedriickt wird, in welcher die Integrationen iiber alle Elemente didder

bewegten Masse auszudehnen sind; die wirkliche Ausfiihrung derselben, wie

sie sogleich angedeutet werden soil, giebt dann das Resultat
-

^ dl 2 dl' 2 dl" K \ —

I 3Vft OD

(HI.) +^ (C*) + C^D + C *-) ) > = Const. + 4m/ jdt J
' ^ dt J '

v dt

dn* Jtn\ 2
. An //

+ ^ (c*3 + c^) + %)

)

f|

Auf der linken Seite kann friihere Verfahren
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indem man den ursprunglich von der Masse erfiilllen Raum in unendlich kleine
-

Elemente dt = dadbdc zerlegt, und die Integrationen in Bezug auf die

Variabeln a, b, c ausfiihrt; man erhalt dann unmittelbar, nach Unterdriickung
*

des constanten Faktor ff^-, den auf der linken Seite der Gleichung (HI) be-.0
findlichen Ausdruck. Auf der rechten Seite wiirde man durch dasselbe Ver-

fahren zunachst
'

finden; aus den in §. 4. gegebenen Ausdrucken fur Z,, JJ/, IV ergiebt sich

ferner ohne Schwierigkeit
00
ds

A*L + BHl + C*N = H = nf- 7oJ
also !

5 J o^

woraus denn unmittelbar die Richtigkeit der Integralgleichung (HI.) erhellt.

Allein man kann auch ohne Hiilfe der Ausdriicke fur L, M, N den Werth

des auf sich selbst bezogenen Potentials der flussigen Masse leicht auf fol

fta hi*a iffon jnAiKiivi.t -» « «

gende Weise finden. 1st namlich

«* ^ 0* ^ y«

die Gleichung des auf seine Hauptaxen bezogenen Ellipsoides, welches augen

blicklich die flussige Masse begrenzt, so ist der Werth des Potentiales k

innern Punkte (x, y, *')

til

ds ri x'* «'» % %

wo A die positive Quadratwurzel aus dem Ausdruck

c* + lp o + £) (» + p)

bedeutet. Zerlegt man nun die ganze Masse in unendlich kleine Elemente

dt = dx' dy dz\ und bedenkt, dass

D2
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fdx
Anafly

3

AnABC
3

m-y fx'
2 dx dx

m
5
>./•' 2

rfr
2R

5
r

1st , so findet man zunachst

/Vdr

nun ist aber

s» */
rf

! CI
1 a 1 1 r

oJ 5 a* -\- s 5 2 -M 5 r*-M

a2

a2 + s
+ I*

2 + *
+ r

r*+s
3 •C

1

a2 + 5
+

1

2 +s +
1

3 2
« dJ

r
2 +s

3 s
d log [J3

)

ds

n r\iuh

J ds

und bierdurch geht die vorige Gleichung in die folgende iiber

TO

fVdr
W ~ rds

5 ~V*^«-jSxi.+AS
*J

^/ tf

S

und da ferner durch theilweise Integration leicht bewiesen wird, dass

QC

s ds dJ

o^2 ds
ds

QC

ds

1*

ist, so erhalt man endlich wieder

fVdr
Wi

GC
ds

5 */S.0*
und hierin ist nach bekannten Satzen

i
ino i

J1

1 +
s

a2
. o, o

s

0, 1 + j;,

0,0,1+ r

s* -f i, t"*, r«

T"s, S's + 1, Ts

Ts, Ts, S"s + 1

* +
5

4 2?
<?'

*'> © + £. p '

Q', P', « +
*

C2
a

wenn man sich einer iiblichen Bezeichnungsweise der Determinanten bedient.

Natiirlich lasst sich die Gleichung (HI.) auch ohne das Princip der leben-

digen Kraft anzuwenden, aus den Differentialgleichungen (a) ableiten; man

bedarf aber dann der im §. 4. gegebenen Ausdriicke fur die Grossen

L, M, . . N'j und ausserdem ist die Rechnung sehr beschwerlich.

§. 6.

Bei der grossen Complication der Differentialgleichungen (a) wird man

eine vollstandige Losung des_ Problems wohl nur unter besonders einfachen
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Voraussetzungen iiber den anfanglichen Zustand der fliissigen Masse erreichen

konnen werden uns daher im Folgenden nur noch mit solchen speciellen

Fallen beschaftigen. Eine solche einfache Voraussetzung ist diejenige, dass

im Anfang der Bewegung sowohl hinsichtlich der Gestalt als auch des Be-

wegungszustandes vollstandige Symmetric in Bezug auf eine bestimmte Axe

Statt findet; es leuchtet namlich ein, dass dann dasselbe fiir die ganze Dauer

Bewegung gelte rd, Dazu ist erforderlich die Masse

urspriinglich durch ein Rotationsellipsoid begrenzt wird, dass also di

Symmetric e

en annehmen

der drei Haupt

5 sei dies die A

des priinglichen Ellipsoids

so dass B A

Axe

wir

sich

ferner an jedem Punkte a, b, c die Anfangsgeschwindigkeit, deren Componenten

dl dm dn
u CD « + CF) * + hrJ «

I

L-

dt

dl'

~dt

o

« + c

dl

dm'

dt o

dt\ " + £)„

1

w £>. • + ^0 * + <£\ °

sind, nach Grosse" und Richtung construirt, so darf durch eine beliebige

Drehung <t> des Coordinatensystems die Axe der c Nicbts geandert

den,

gehen

h. wen n b resp in a cos y b + 6 ber

.!

ohne dass c sich andert, so muss u in w cos y — csiny, « m

+ iibergeh und w

gungszustand wirklich symmetrisch in

Dies giebt folgende Bedingungen

ezug

lert bleiben, wenn der Bewe-

auf die Axe der c sein soil.

dn

^dtJ

•

*i*JS.

nr

v ,dm'
1

dt
J

?i

•• &.
dr.

dm //

<*V ^o

o,

dt o

zu welchen in Folge der Incompressibilitat noch

dl

c-P
o

kommt. Der Anfangszustand der Bewegung wird daher durch Gleichungen

von der Form
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u = ga 4- hb, v = - ha + gb , w = — 2gc

ausgedruckt. Die beiden Theilbewegungen, in welche jede solche Bewegung

zerlegbar ist, werden daher folgende Componenten haben

^i = ga, v\ = gb, wi = — 2gc

u2 = hb, v% = — ha, w2 =
woraus sich ergiebt, wie sich erwarten liess, dass die Theilchen der fliissigen

Masse ausser einer Rotation urn die Axe der Symmetric, eine derselben

parallele Bewegung — 2gc und eine auf ihr senkrechte gra2 4- b2 besitzen,

deren Richtung durch die Axe selbst hindurch geht.

Sind diese Bedingungen fiir den Anfangszustand erfiillt, so vvird dieselbe
S

Symmetrie auch fiir die ganze Dauer der Bewegung gelten; alle Theilchen

welche urspriinglich eine symmetrische Lage in Bezug auf die Axe der c
*

einnehmen, d, h. fiir welche a2 + b2 und c constant sind, werden zu jeder

spatern Zeit in derselben Beziehung stehen, so dass wieder x2 4- y
2 und z

fiir diese Theilchen dieselben Werthe besitzen. Diese Eigenschaften der
1

linearen Funktionen x, y, z der urspriinglichen Coordinaten a, 6, c haben zur

Folge, dass stets

n = 0, n = 0, I" = 0, m" =ill
m = L I = — m

j&<sein muss, so dass diese linearen Ausdrucke folgende Form annehnien

x = la 4- mb, y = — ma 4- lb, z = n"c

und offenbar sind die Bedingungen, welche hieraus fiir die anfiinglichen Werthe

1 1^ • • . dl dm dn "
'

, , . . , „ - ...

der Denvirten -,
,

. . — folgen, identisch mit den soeben aufgestellten.

Die Bedingung der Incompressibilitat besteht in der Gleichung

(J
2 4- m2

) n" == 1

;

und folglich erhalt man durch Umkehrung der vorstehenden Gleichungen

" ft 1 tf . 1 "
a = ln"x — mn"y\ b = mn'x + ln"y\ c = T, 9-

Die Gleichung des augenblicklichen Ellipsoids ist daher

n z l

(x2 + y
2
) + —-^ = 1

A 2 V.- . ^ ^ , Cin # -
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und die Componenten der Geschwindigkeit haben die Form

u

t>

dl . dm , 1 dn" „ ri dm dL

dt ~ dt 2» dl
T L dt dr *

dm . dl t „ rn dm dL 1 dn"

dn" 1 dn"

d£ n df

wodurch wieder ausgedriickt wird, dass Gestalt und Bewegungszustand zu

jeder Zeit symmetrisch in Bezug auf die Axe der c oder s ist; besonders
%

bemerken wollen wir noch, dass

** dm dL . An dv
n \i - — m 3 ~ * ^dv daPdl dr * ^dy

CO

das Mass fur die augenblickliche Rotation urn die Axe der z ist.

Wir haben jetzt zu untersuchen, in welcher Weise unsere Hypothese

iiber die Natur der Bewegung mil den Fundamentalgleichungen (a) in Ueber-

einstimmung zu bringen ist. Da in unserer Annahrae das Potential V fur

einen innern Punkt durch die Gleichung

<x ac

V *= "JoJ l ~~ A* + n's
~~ CW^+ s

} \J L 4 2 + n"s C*n"* + •

ausgedriickt wird, in welcher

tr

a = ri + ~ ) ^ i +
#

»"*, // . . *

4^ C2*
*/

ist. so erhalt man fur die Grossen L, M, . . iV' folgende Werthe

"2

L = M = 7T

it it)

L' = 0, M' = 0, AT = 0.

Hieraus folgt , dass vier von den neun DifFerentialgleichungen (a) durch

unsere Hypothese identisch erfiillt sind, wahrend die fiinf -iibrigen sich auf

die drei folgenden von einander wesentlich verschiedenen reduciren:

, d*l
,

d*m la ' . „ &n" _ la „.
/

dhn __
d_H

l
dt* + m

*5 = T*
2*i; n d^ ~ &

~~
dtX d'2
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welche in Verbindung mit der schon vorher aufgestellten Bedingung der

Incompressibiiitat zur Beslimmung der vier Funktionen I, m, n", a vollstandig

hinreichen, wie aus den in §.2. gegebenen Andeutungen erhellt.

Nachdem so die Zulassigkeit unserer Hypothese nachgewiesen ist,

schreiten wir zur vollstandigen Losung des entsprechenden Problems, indem

vvir dasselbe auf eine Quadratur zuruckfuhren. Die ietzte der drei vorste-

henden Difterentialgleichungen hat das Integral (Vergl. §. 5. I.)

. dm dl /dm\
,

,*'7'*a'*U/o.vr
s

.?
und hieraus ergiebt sicb die Folgerung, dass die Rotationsgeschwindigkeit

co = coq n" stets proportional der Lange der Rotationsaxe Cn" des Ellipsoids

ist. Durch zweimalige Differentiation der Gleichung

/
2 + m2

1

n

erhalt man ferner

dl dm 1 dn" dH
,

d2m
,
sdU* ,dm>* 1 d'n" 1 sdn" 2

l

dt
+ m

dt
~ In* dP

l
dt*
+ m

df-
+ CP + kdD ~~

2n"* dt* "*V»£ dt

quadrirt man die erste dieser beiden Gleichungen , und addirt dazu das

Quadrat der vorstehenden Integralgleichung, so erhalt man

und hierdurch geht die zweile Gleichung in die folgende iiber

dH . rfhn «, „ 3 ,dn"\* 1 rf
2 »

/>

rf** a*i» 2 „ d fan \
2n"* A2

Auf diese Weise gelingt es, die beiden Funktionen / und m vollstandig zu

elirainiren , und wir erhalten zur Bestimmung der Funktionen n", a die beiden

folgenden Differeutialgleichungen

1 d'n" 3 ,</»' 2 2 „ 2<r , ., d ln" 2a . _ T

*n ~dt^ + 4i^ ( *) ~ W
o
w = * - 2iL

>

n ST = c*
- 2tA

'

in welchen die Grossen Z,, IV nur noch von der Variabeln n" abhangen.

Eliminirt man aus diesen beiden Gleichungen —— , indem man die erste
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1
mit «", die zweite —- multiplicirt und dann addirt, so erhiilt man nach

Substitution der Ausdriicke fur L und N die Gleichun?

welche mit der im §. 4. gegebenen iibereinstimmt. Eiiminirt man dagegen <y

aus den beiden vorhergehenden Gleichungen, indem man die zweite mit

C2
.. . A*

n
„, die erste mit „ multiplicirt, und dann subtrahirt, so erhalt man die

Differentialgleichung zweiter Ordnung

c A * A.m\ difi"
a
A2 rdn '\* 1 ai •* _ o r*ds A *

— c
'

i "" 5

rftt
//

multiplicirt man dieselbe mit 2 — , so lasst sich eine Integration ausfiihren,

deren Resultat

ofFenbar nichts Anderes ist, als das durch das Princip der lebendigen Kraft

gegebene Integral.

Um nun diese Gleichungen, durch welche das Problem in der That

auf Quadraturen zuriickgefiihrt ist, bequem discutiren zu konnen, ist es zweck-

massig, das Verhaltniss

Cn" _ » '/C*

der Rotationsaxe Cn" des Ellipsoids zu dem Radius D = \A2C der Kugel

deren Volumen dem des Ellipsoids gleich ist, als neue Variabeln einzufuhren

Ferner wollen wir

1

S V 2€7l V 2«T «o

setzen. Ersetzt man endlicb die Integrationsvariabele * durch D2s, und fuhrt

zur Abkiirzung folgende Bezeichnung ein

Mathem. Classe. VIII.
E
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'o (1 + at) V"(l + a 'o (1+ «*)* /•(!+ J8)

5

so nehmen die drei zuletzt erhaltenen Gleichungen folgende Forraen an

a ._ 1 1 da 2O + -0 = 2«r (1 - <>
2
) + f C- -n)D- v a a df

1 d2a 3 da 2
( ej*

co .H2 + -j^--4 c^ + to !H - r

w

c2 + 5S> O' + 8e" l§ °- ' wl = 8CTff fi

J*
da

wo K eine Constante bezeichnet, deren Werth von Q0f cc
,
£—) abhangt.
at

Fiir die Discussion selbst ist es nothwendig einige zum Theil schon bekannte

tJ
enschaften der Function f(ce) vorauszuschicken. Durch wirkliche Aus-

recbnung des bestimmten Integrals erhalt man

2 1

f(a) = arctang sf{
1 ~ * l

-a*

oder

1
1 + V~C1 - -k>

/CO = —: r lQg
«3

I ° . ^ . 1«Sa-$ i-v^a-^) ^i

4

je nachdem a < 1 oder a > 1 ist; fur «= 1 nehmen beide Formen den-
*

selben Werth f[i) = 2 an; wird « unendlich klein oder unendlich gross,

so wird /"(V) unendlich klein; und aus dem obigen Ausdruck fur f'(ct) geht

hervor, dass f (a) ein und nur ein Maximum /'(l) = 2 hat. Ist daher p
irgend ein zwischen und 2 liegender Werth, so hat die Gleichung f(cc)= p
zwei Wurzeln, von denen eine unter, die andere uber der Einheit liegt.

Ferner iiberzeugt man sich leicht, dass, wenn a von bis 1 wachst, die

Function f (ct) bestandig von + CO bis abnimmt und dann fiir a > 1

negativ wird, so dass, wenn q irgend ein positiver Wertli ist, die Gleichung

f'Qa~) — q stets eine und nur eine Wurzel hat, und zwar liegt dieselbe

unter der Einheit. Endlich ist aus den friiheren Untersuchungen uber die
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gleichformige Rotation einer fliissigen Masse bekannt, dass die Function

' (a) ein Maximum = 0,2246 . . hat.

§. 7.

Betrachten wir nun zunachst denjenigen specielien Fall, in welchem

urspriinglich, und folglich auch wahrend der ganzen Bewegung keine Rotation

Statt findet, also

ist. Nehmen wir ausserdem vorlaufig noch an 1
), dass urspriinglich gar keine

Geschwindigkeit vorhanden, also aucb
$

a

ist, so haben wir die Gleichungen

a 1 1 da 2

1. Aa*
c2 + £>O = 88* I'M ~ f(-

ao)
m

Aus der letzten derselben folgt, dass wahrend der ganzen Bewegung

f(a)>f(a ') sein muss; ist daher urspriinglich ct =l, d

spriiu Gestalt der ruhenden flussigen Masse eine Kugel, so folgt, dass

stets «=a =l bleiben muss. Nehmen wir dagegen an, dass a < 1,

dass also die urspriingliche Gestalt ein abgeplattetes Spharoid ist, so ergiebt

sich, dass wahrend der ganzen Bewegung a < a < a x sein muss, wo a x
}

die'zweite Wurzel der Gleichung /(«) = /Oo) bedeutet, von der wir

wissen, dass sie iiber der Einheit liegt. In der That wird nun « alle Werthe

des Intervalls von aQ bis «i , und wieder zuriick von a k bis a periodiscb,

und jedesmal nach Verlauf derselben Zeit

1) Das Resullat der Untersuchung fur diesen Fall ist von Dirichlet in der vor-

Iaufiffen Anzeige der Abhandl,..

E2
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1 / #/ a
T = 77*^ / dayTz^J aar f[*)-f («b)

<*0

durchlaufen; man iiberzeugt sich hiervon sogleich, wenn man bedenkt, dass

fiCf— nur dann sein Zeichen andern kann, wenn cc= cc oder = #! ist, und dass
at •

— im ersten Falle einen posiliven, im zweiten einen negativen Werth hat,
dt2

und wenn man ferner beriicksichtigt, dass der vorstehende Werth von r

endlich ist, da an den Grenzen des bestimmten Integrals die Function

f(a) — /Cao3 von derselben Ordnung unendlich klein wird, wie a — aQ

oder a — ax . Die Bewegung besteht also aus isochronen Schwingungen , in

welchen die Fliissigkeit durcb die Kugelgestalt hindurchgehend abwechselnd

die Form eines verlangerten und die eines abgeplatteten Ellipsoides annimmt.

Natiirlich wurde die Bewegung genau dieselbe sein, wenn das Spharoid ur-

sprunglich ein verlangertes ware; es wurde dann nur cc mit «i zu ver-

tauscben sein.

Der Charakter der Bewegung bleibt auch dann noch derselbe, wenn

das Spharoid seine Bewegung nicht aus der Rube beginnt, wenn nur die

Anfangsgeschwindigkeit in Bezug auf die Anfangsgestalt unterhalb einer ge-

wissen Grenze liegt, welche durch die Bedingung

1 1 da 2

bestimmt wird. Ist dagegen diese Bedingung nicht erfiillt, also

1 da 2

«5 "' o

da
so kann — nach Verlauf einer endlicben Zeit niemals verschwinden; denn

at

bezeichnet k eine nicht negative Constante, so wird das Integral

1 »+i
fda ^TW+\r^nJ"" f(a) -h k

«0
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I

endlich wachsendem a, und das Integral

Q «

l

da
endlich abnehmendem a liber alle Grenzen wachsen. 1st daher £—

)

at o

da
positiv, so wird — stets positiv bleiben und sich unbegrenzt dem Werth

dt

Si « + ±o Q\ -Wc«o)

nahern, wahrend a mil t unbegrenzt wachst; das Ellipsoid wird sich also

da da
unbegrenzt verlangern. 1st dagegen (—) negativ, so wird — stets negativ

bleiben und dem absoluten Werth nach mit a unbegrenzt abnehmen, wahrend

/ uber alle Grenzen wachst; das Ellipsoid wird sich daher unbegrenzt ab-

platten.

In alien diesen Fallen wird aber die Funktion a niemals negative Werthe

annehmen, so dass diese Bewegungen ohne Annahme eines aussern Druckes

physisch moglich sind.

§. 8.

Wir wollen jetzt zu dem Fall iibergehen, in welchem q von Null

verschieden ist, also wahrend der ganzen Bewegung Rotation Statt findet.

Zufolge der am Ende des §.6. angefuhrten Eigenschaften der Funktion f(a)

und ihrer Derivirten /' (a) giebt es stets einen und nur einen Werth d,

welcher der Gleichungt

f oo = §
gt und zwar ist < <? < 1. Betrachten wir nun die Function

so ergiebt sich leicht, dass y(o) = Q und dass i//(«), wenn « von bis S

wachst, bestandig abnimmt, also negativ wird^ und fur «=<? den kleinsten

Werth v 00 erreicbt, der also ^benfalls negativ ist; wachst dann a weiter,
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so wacbst auch vOO und zwar mit a iiber alle Grenzen. Die Gleichung

der Bewegung nehmen nun die folgenden Formen an

(2« + -) - 2«i (i - r (j) ^j + s
c
i

}

«r „ 1

Z>2 ^ ' a a dt

1 d2a 3 da 2

2 C2 + -0 ^ - -7M + 8«V 00 =
a 3^ <ft

2 a4 ^
1 da 2

C2 + rO Cir) + 8«7iy 00 = Sen |> C«b) + *]a 5^ v
cH

in denen zur Abkiirzung

dtp [a)

da

1 _ .rfa 2

rffl - rW = V'OO; (2 + n) fe) « 8«iA
«r ^*

gesetzt ist. Hieraus geht zunachst hervor, dass fiir die ganze Dauer der

Bewegung

V> 00 < f 0*o) + k

und folglich a stets unterhalb einer angebbaren endlichen Grenze 1

das Vorhandensein auch der geringsten anfanglichen Rotationsbew

bindert also eine unbegrenzte Verlangerung des Spharoids.

^

Da ferner %p{Jf) der algebraisch kleinste Werth der Funktion y>00 ist
>

so haben wir je nach dem Werth der Constante tp (« ) + k nur drei Falle

zu unterscheiden.

da k nicht negativ sein kann, nur dann moglich, wenn k

und ccq s d

da

C^;
o
= ° und Ql = «Jf C«o3> aIso «o < 1

ist; in diesem Falle muss a constant = ce bleiben, so dass die Bewegung
in einer gleichformigen Rotation eines abgeplatteten Spharoids von unver-

derlicher Gestalt um die kleine Axe besteht M
behandelte Fall ist. Bekanntlich ist erforderlich , dass der Werth von ^
einen bestimmten numerischen^ Werth 0,2246.. nicht ubersteigt; fiir jeden

unterhalb dieser Grenze liegenden Werth von &l existiren zwei verschiedene



• •

UNTERSUCHCNGEN UBER EIN PROBLEM DER HYDRODYNAMIK. 39

entsprechende Spharoide, die identisch werden, wenn q% diesen Grenzwerth

selbst erreicht. Ferner leuchtet ein, dass die Grosse a dann einen unver-

anderlichen positiven Werth hat, dass also die Bewegung wieder ohne einen

aussern Druck physisch moglich ist. Endlich ergiebt sich auch umgekehrt,

dass a nur unter den Bedingungen dieses Falles constant sein kann.

V (<*) < V Oo) + k < Q.

Dieser Fall ist, da k nicht negativ sein kann, nur dann moglich, wenn

9% < «o/Oo)

und ausserdem der absolute Werth von (—) eine von q und a abhangige
dt

Grenze nicht iibersteigt. Die Gleichung y (a) = yj (jdcq) -\- k hat dann zwei

bestimmte Wurzeln a und a" > a', und zwar ist < a < S. Hieraus

folgt, dass a stets zwischen den beiden Grenzen a und a" liegen muss,

und in der That wird a abwechseind diese beiden Grenzwerthe, stets nach

Verlauf derselben Zeit
.

ft

T - _i_ da V Z_*

erreichen; die Rotationsgeschwindigkeit ist bei dem Minimumwerth a zu

klein, bei dem Maximumwerth «" zu gross, als dass die flussige Masse ihre

augenblickliche Gestalt beibebalten konnte. Auch ist zu bemerken, dass,

wenn die Rotationsgeschwindigkeit im Augenblicke der grossten Verlangerung

des Spharoids einen gewissen Werth iibersteigt, diese Bewegung nur unter

der Wirkung eines hinreichend starken aussern Druckes physisch moglich ist.

19
V Oo) + k = °-

In diesem Falle hat die Gleichung y/ («) = V Oo) + A eine einzige

Wurzel, und es wird daher entweder von vornherein, oder wenigstens nach

Ablauf einer endlichen Zeit das Spharoid anfangen, sich immer mehr und

ohne Grenzen abzuplatten. Auch hier gilt die eben gemachte Bemerkung

iiber die physische Moglichkeit der Bewegung.
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§. 9.

Die soeben behandelten Falle bieten die Eigenthumlichkeit dar, dass in

ihnen die Werthe der drei in §. 4. mit JP', Q', B! bezeichneten Verbindungen

wahrend der ganzen Dauer der Bewegung verschwinden. Es erschien nun

der Miihe werth zu untersuchen, ob ausser den genannten Fallen noch andere

moglich sind, welche dieselbe Eigenschaft besitzen. Durch eine sorgfaltige

Analyse ergab sich, dass noch zwei andere solche Bewegungen rait den

Fundamentalgleichungen (a) in Uebereinstimmung gebracht werden konnen.

Die erste derselben wird durch die Gleichungen

x = la, y = m'b, z =: ri'c, Im'n" = 1;

QD QC <x

/

d l
l 2a n Cds I

2 ,d2m' 2<r
tt f'ds m' 2 „d2n 2c n^ ~" 2,d2m 2tf n f'ds m 2 „d2n 2<r a f

dt2 A2 J J An2+s' dt2 B2 J
o J e 2m' 2+s' dt2 C2 J

o J C*n"2+

ausgedruckt, in denen zur Abkiirzung

_

' = ' +ik) +*£-.) O + ji; '/

gesetzt ist 1
); allein hier reicht das von dem Princip der lebendigen Kraft

herruhrende Integral nicht aus, urn das Problem auf Quadraturen zuruck-

zufiihren.

>

Der zweite Fall, welcher sich bei der Untersuchung auf eine eigen-

thiimliche Weise von den iibrigen absondert, giebt das schone von Jacobi

gefundene Resultat, dass ein dreiaxiges Ellipsoid, dessen Axen A, B, C der

Bedingung

00 GO
ds 1 Cds I

I

•' + y)Ct + ^> •,/ l + t.
r.^-rrr; ^=^0 + rOC» + £)0 +^A 2J * ' B2J ^ ' C

genugen, urn die kleinste Axe C mit constanter Winkelgeschwindigkeit,

deren Quadrat

1) Diese Gleichungen finden sich an verschiedenen Stellen, aber ohne weitere

Discussion, in den von Diriclilet hinterlassenen Papieren.
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• ft

k2
2en C sds

#B* 0J (1 + £ a ± j_ }

ist, rotiren kann, so dass

x = a cos kt 4- b sin kt, y = — a sin kt -f- b cos A/, s = c

die Gleichungen der Bewegung sind.
t

Aus dieser Untersuchung ergiebt sich also auch das Resultat, dass ein

fliissiges homogenes Ellipsoid, dessen Elemente sich gegenseitig nach dem

Newtonschen Gesetze anziehen, nur dann wie ein fester Korper am seinen

Schwerpunkt rotiren kann, wenn die Bewegung um eine feste, mit einer

der Hauptaxen des Ellipsoids zusammenfallende Axe geschieht, was der von

Maclaurin und Jacobi untersuchte Fall ist 1
); offenbar namlich wurden

ausser den Gleichungen P' = 0, ()' = 0, R' = noch die Bedingungen

P = 1 , Q = 1 , R = 1 zu erfiillen sein , wodurch die iibrigen ausser den

beiden soeben erwahnten Fallen ausgeschlossen werden.

Die geometrische Bedeutung der Gleichungen /
3 ' = 0, Q' = 0, R' =

besteht darin, dass diejenigen Elemente der flussigen Masse, welche an-

fanglich auf den drei Coordinatenaxen , also auf den Hauptaxen liegen, auch

wahrend der ganzen Bewegung drei zu einander senkrechte Gerade erfiillen;

da nun andererseits aus der linearen Natur der Ausdrucke fur x, y, a erhellt,

dass solche Theilchen der flussigen Masse, welche ursprunglich in drei

conjugirten Durchmessern liegen, dieselbe Eigenschaft stets beibehalten, so ist

der eigentliche Sinn der erwahnten drei Gleichungen der, dass die drei
a ^^

Hauptaxen des Ellipsoids stets von denselben Elementen der flussigen Masse

o-ebildet werden. Es lag nun nahe, eine verwandte Hypothese zu machen,

die namlich, dass die Richtungen der drei Hauptaxen stets unverandert blei-

ben; bedient man sich der in §. 4. eingefuhrten Bezeichnungen, so wird

diese Forderung durch die drei Gleichungen T= 0, T = 0, T" = aus-

gedruckt und sie ist offenbar sowohl in dem ersten der beiden in diesem §.

erwahnten Falle, als auch in demjenigen erfullt, welcher vorher (in §.6

1) Diese Bemerkung isi fast wortlicli einem Briefe Dirichlets an Herrn Kronecker

entnommen.

Malhem. Classe. VIII.
F
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ausfiihrlich behandelt ist; ausserdem ergab aber die Durchfiihrung dieser

Hypothese noch einen dritten Fall, welcher ein schones Seitenstiick zu dem

soeben angefuhrten von Jacobi herriihrenden Satze bildet und sich auf

folgende Weise aussprechen lasst:

. Ein jedes dreiaxige Ellipsoid, welches dem Satze von Jacobi genugt,

kann auch seine aussere Gestalt und Lage unverSndert beibehalten, wenn

eine innere Bewegung der Elemente Statt findet, die durch die Gleicbungen

x + *
A

kt y a — sin kt -\- b cos kt , z
A

C

ausgedriickt wird, in denen die Constante k die fruhere Bedeutung hat; jedes

Theilchen beschreibt eine Ellipse, deren Gleichungen

X

A + t.

B

2 a

A % +
2

£2> z c

d
\
und zwar in derselben Weise, wie wenn es isolirt ware und gegen

den Mittelpunkt seiner Bahn durch eine der Entfernung proportionale Kraft

angezogen wiirde, deren Mass fur die Einheit der Entfernung = k2 ist.

iiltt

\
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