
Ueber

die Fortpflanzung ebener Luftwellen von

endlicher Schwingungsweite.

A

Von

B. Ri e man n

Der Konigliclien Societat vorgelegt am 22. November 1859.

t

bwohl die D nach welchen sich die Bewegung d

Gase bestimmt, langst aufgestellt worden sind, so ist doch ihre Integration

fast nur fur den Fall ausgefiibrt worden, wenn die Druckverschiedenheiten

dlich kl des eanzen Drucks betrachtet

und man hat sich bis auf die neuste Zeit begniigt, nur die ersten Potenzen

dieser Bruchtheile zu beriicksichtigen. Erst ganz vor Kurzem hat Helm-

holtz auch die Glieder zweiter Ordnung mit in die Rechnung gezogen und

daraus die objective Entstehung von Combinationstonen erklart. Es lassen

sich ind fur den Fall, dass die anfangliche Bewegung allenthalben in

gleicher Richtung stattfmdet und in jeder auf diese Richtung senkrechten

Ebene Geschwindigkeil und Druck constant sind, die exacten DifFerential-

chungen vollstandig und wenn auch zur Erklarung der b

experimentell festgestellten Erscheinungen die bisherige Bel

ausreicht, so konnten doch, bei den grossen Fortschritten

Zeit durch Helm holtz auch in der experimentellen Behandlung akustischer

Fragen

nicht allzu ferner Zeit vielieicht der experimentellen Forschung einige Anbalts-

crpwahren: und dies mag, abgesehen von dem theoretischen Interesse

gemacht worden sind, die Resultate dieser genaueren Rechnung in

punkte

welches die Behandlung nicht linearer partieller Differentialgleichungen hat,

die Mittheilung derselben rechtfertigen.
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Fur die Abhangigkeit des Drucks von der Dichtigkeit das Boyl
sche Gesetz vorauszusetzen sein, wenn die durch die Druckverand

bewirkten Temperaturverschied sich so schneli ausglichen, dass die

Temperatur des Gases als constant betrachtet werden diirfte. Es ist* ab

wahrscheinlich der Warmeaustausch ganz zu vernachlas

daher

sich d

fur diese Abhang

iigen, und man muss

das Gesetz zu Grunde legen, nach welchem

k G mit der wenn keine Warme
aufnimmt oder abgiebt

Nach dem Boyle'schen und Gay-Liissac'schen Gesetze ist, wenn v

das Volumen der Gewichtseinheit, p den Druck und T die Temperatur von
273oC an gerechnet bezeichnet

P + logo

B wir bier Functi

log T -f- const,

von p und 9 und nennen die spe

cifiscbe Warme bei constantem Drucke c, bei constantem Volumen c' b

auf die Gewichts

v und v sich um

bezogen, so wird von dieser Gewichtseinheit, wenn

dp dern, die Warmemeng

dT ,dT .

c -T- av -j- c — dp
dv dp

1 . d log T dlovT
oder, da — = 5_

d log v d logp

T (c d log 4- c d log p)

aufgenommen. Wenn daher keine Warmeaufnabme stattfindet, so ist

d log p
c
-~,dJog©, und also, wenn man mit Poisson annimmt, dass

das Verhaltniss der beiden specifischen Warmen

Druck unabhangig ist,

c

c
k von Temperatur und

log/? k log v -J- const.

Nach neueren Versuchen von R J und W
d diese Gesetze fur Sauerstoff, Stickstoff und Wasserstoff und deren Ge

menge unter alien darstellbaren Drucken

sehr nahe gultig.

d Temperaturen wahrscheinlich
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Durch Regnault ist fur diese Gase eine sehr nahe Anschmiegung an

das Boyle' sche und Gay-Liissac'sche Gesetz und die Unabhangigkeit der

specifischen Warme c von Temperatur und Druck festgestellt worden.

Fiir atmospharische Luft fand Regnault

zwischen — 30oC und + 10<>C c t* 0,2377

„ -h 100C » + 1000C c = 0,2379

» + 1000C n + 2150C c == 0,2376.

Ebenso ergab sich fiir Drucke von 1 bis 10 Atmospharen kein merklicher

Unterschied der specifischen Warme.

Nach Versuchen von Regnault und Joule scheint ferner fiir diese

Gase die von Clausius adoptirte Annahme Mayer's sehr nahe richtig zu

sein, dass ein bei constanter Temperatur sich ausdehnendes Gas nur so viel

Warme aufnimmt, als zur Erzeugung der ausseren Arbeit erforderlich ist.

Wenn das Volumen des Gases sich um dv andert, wahrend die Temperatur

constant bleibt, so ist d log p — — d log «?, die aufgenommene Warmemenge

T(c— c'^dlogfl, die geleistete Arbeit pdv. Diese Hypothese giebt daher,

wenn A das mechanische Aequivalent der Warme bezeichnet,

oder

AT (c — c') d log v = p dv

AT
c — c = , also von Druck und Temperatur unabhangig.

Hienach ist auch k = — von Druck und Temperatur unabhangig und
c

ergiebt sich, wenn c= 0,237733, A nach Joule = 424,55 Kilogr. met.

100°C
und, fur die Temperatur OoC oder t=q^^^ P® nach Regnault = 7990m,267

angenommen wird, gleich 1,4101. Die Schallgeschwindigkeit in trockner

Luft von OoC betragt in der Secunde ^l^O^^l . 9^8088 k und wiirde

also mit diesem Werthe von k gleich 332m,440 gefunden werden, wahrend

die beiden vollstandigsten Versuchsreihen von Moll und van Beek dafur,

einzeln berechnet, 332m,528 und 331 m,867, vereinigt 332m,271 geben und

die Versuche von Martins und A. Bravais nach ihrer eignen Berechnung

332 ,n
,37.
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1.

Fur erste ist es nicht iib d Abhangriffkeit des Drucks von

der Dichtigkeit eine bestimmte Voraussetzung zu raachen; wir nehmen daher

an, dass bei der Dichtigkeit q der Druck <p(jf) sei, und lassen die Function

<p vorlaufig noch unbestimmt.

Man denke sich nun rechtwinklige Coordinaten

x-Axe in der Richtung der Bewegung, und bezeichne durch q die Dichtigkeit,

durch p den Druck, durch u die Geschwindigkeit fiir die Coordinate x zur

x, y}
s eingefuhrt , die

Zeit t und durch w ein Element der Ebene, deren Coordinate x ist.

Der Inhalt d auf dem Element to stehend gera Cylind von

der Hoh dann wdxj die in ihm enthaltene Masse Aend

rung dieser Masse wahrend des Zeitelements dt oder die Grosse <xt

dq
At dx

bestimmt sich durch die in ihn einstromende Masse, welche w -— dx d/
dx

gefunden wird. Ihre Beschleunigung ist — -f u ~ und die Kraft, welche sie
dt

in der Richtung der positiven a?-Axe forttreibt,

dx

dp

dx
codx vX(?')'JZ i0 ^x

7dx

wenn y'QO die Derivirte von ^q) bezeichnet. Man hat daher fiir q und u

die beiden Differentialgleichungen

dg

dt

dqu
, /du du

dx dt dx y'Cd
d

l Oder

du du

dt dx vXq)
d log Q

dx

und
d log Q

dt + «
rfJOg Q

dx

du
i

dx

Wenn man die zweite Gleichung mit v'VQO multiplicirt, zur ersteren

addirt und Abk

CO
(2)

/VyO) rflogp F f(fi) und

setzt, so erhalten diese Gleichungen die einfachere Gestalt
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00 % = - C- + '?W ~, £ = - C" - *Vto)
*

dt v . x x,j dx j
dt dx

1

(> durch die Gleichungen (2) bestimmte Functionen von r und

sind. Aus ihnen folgt

drW dr = z: 0** - O + vy(
s
o)) do

da?

tfe

(5} ds = — (ife — O — >/>'(?)) rf/)
da?

Unter der in der Wirklichkeit immer zutreffenden Voraussetzung, dass

(^) positiv ist, besagen diese Gleichungen, dass r constant bleibt, wenn x

sich mit / so andert, dass dx = (u -f- Vy'f^)) <#, und s constant bleibt

wenn a; sich mit t so andert, dass dx = (u — ^<p'[q)) dt ist.

Ein bestimmter Werth von r oder von f(a~) + u ruckt

Werthen von x mit der Geschwindigkeit ^<p'{$) + u fort, ein bestimmter

Werth von s oder von /X(0 — « zu kleineren Werthen von x mit der

Geschwindigkeit Vy'fp) — u.

Ein bestimmter Werth von r wird also nach und nach mit jedem vor

ihm stattfindenden Werthe von * zusammenlreffen , und die Geschwindigkeit

seines Fortriickens wird in jedem Augenblicke von dem Werthe von s ab-

hangen, mit welchem er zusammentrifft.

Die Analysis bietet nun zunachst die Mittel, die Frage zu beantworten,

wo und wann ein Werth r von r einem vor ihm befindlichen Werthe s' von s
*

begegnet, d. h. x und / als Functionen von r und s zu bestimmen. In der

That wenn man in den Gleichungen (3) des vor. Art. r und * als unab

hangige Variable einfiihrt, so gehen diese Gleichungen in lineare Differential-

gleichungen fur x und t iiber und lassen sich also nach bekannten Methode-

integriren. Urn die Zuriickfiihrung der Differentialgleichungen auf eine linearen

zu bewirken, ist es am zweckmassigsten, die Gleichungen (4) und (5) des

vorigen Art. in die Form zu setzen:
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(l)dr=| Cd (a! -(a +^>p + (dr(
di^^+l) + ds(^l?^-l))0

ds

d log q d log Q

dlogVV(e) ,
v, , .dlog^'e)W d.-s C*(»-«»-^'(*))fl+W^^^ + l)-dr(--^

;
^-l))0

Man erhalt dann, vvenn man s und r als unabhangige Variable betrachtet,

fiir x und t die beiden linearen Differentialgleichungen

:

«*(• — (« + /»»)
. j

d log y>
'(g)

rf log ()

rf o - (« - vV(e)) o _
t {

d log Wte) _ n
rfr ^ d log q

In Folge derselben ist

(3) o — o + vV(?D dr — O — O - vV(?D o d*

ein vollstandiges Differential, dessen Integral, w, der Gleichung

d2w dlog yf> '{q) dw dw
77 = — 1

1

——— — lj = m f-—r- —

1

drds K d log q
J ^dr ' ds J

genugt, worm «« = f f ,

v ^ — 1), also erne Function von r + *

ist. Setzt man /((>) = r -+- s = a, so wird Vy'((0 = —
, folglich

m
d log ^

rflog?

A—

1

Bei derPoissonschenAnnahrae y(^)= aa^* wird /!(>)= 7—j-p -}- const

und, wenn man fiir die willkiihrliche Constante den Werth Null wahlt,

A+l A— 3 —

-

A-3 , A+l" - *

ri 1 . 1 A —

3

k-lJ a 2 (A— l)(r + *)*

Unter Voraussetzung des Boyle'schen Gesetzes y((>) = aao erhalt
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ftq) - a log q

V'Vfe) + u — r — s + a"> ^Vifi) — u = s — r + fl

1
m

2a'

Werthe, die aus den obigen fliessen, wenn man f{$) urn die Constante

a^
. also r und s um —-— vermindert und dann k — 1 setzt.

A— 1

'

k — 1

Die Einfuhrung von r und 5 als unabhangig veranderlichen Grossen ist

indess nur moglich. wenn die Determinate dieser Functionen von x und /,

dr ds dr . ds
welche = 2vVQ>) — — , nicht verschvvindet, also nur, wenn und

dx dx

beide von Null verschieden sind.

dx dx

Wenn —=0 ist, ergiebt sich aus(l) dr=0 und aus (2) x -{u—v>'(q)') t

dx

einer Function von s. Es ist folglich auch dann der Ausdruck (3) ein

vollstandiges Differential, und es wird w eine blosse Function von s.

ds
Aus ahnlichen Griinden werden, wenn -7- = ist, * auch in Bezug

auf / constant, x — (u + v> '((>}) t und w Functionen von r.

Wenn endlich — und — beide = sind , so werden in Folge der
dx dx

Differentialgleichungen r, s und w Constanten.

3.

Um die Aufgabe zu losen, muss nun zunachst w als Function von r

und s so bestimmt werden, dass sie der Differentialgleichung

r_ d2w rdw
dw^ n

drrfs ^rfr ds

und den Anfangsbedingungen geniigt, wodurch sie bis auf eine Constante,

die ihr offenbar willkuhrlich hinzugefugt werden kann, bestimmt ist.

Wo und wann ein besttmmter Werth von r mit einem bestimmten Werthe

von s zusammentriffl , ergiebt sich dann aus der Gleichung

Mathem. Classe. VI1L
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(2) o - (u 4- vy>)) dr - O - O — ^7(i?D d* - d«;

und hieranf findet man schliesslich u und p als Functionen von x und t

durch Hinzuziehung der Gleichungen

(3) /Crt + « = 2r, fl» - u zz 2s.

In der That folgen, wenn nicht etwa in einer endlichen Strecke dr

oder ds Null und folglich r oder * constant ist, aus (2) die Gleichungen

00 x - (u + vV(e)) t
dw

dr>

(5) x — (u — Vy'teD *

durcb deren Verbindung mit £3) man u und p in x und / ausgedriickt erhalt.

Wenn aber r anfangs in einer endlichen Strecke denselben Werth r

hat, so ruckt diese Strecke alJmahlich zu grosseren Werthen von x fort.

Innerhalb dieses Gebietes, worr r', kann man dann aus der Gleichung (2)

den Werth von x — (u -f- ^V(^)) £ nicht ableiten, da dr = 0; und in der

That lasst die Frage," wo und wann dieser Werth r einem bestimmten

Werthe von * begegnet, dann keine bestimmte Antwort zu. Die Gleichung

(4) gilt dann nur an den Grenzen dieses Gebietes und giebt an, zwischen

welchen Werthen von x zu einer bestimmten Zeit der constante Werth r

von r stattfindet, oder auch, wahrend welches Zeitraums r an einer be-

stimmten Stelle diesen Werth behalt. Zwischen diesen Grenzen bestimmen

sich u und q als Functionen von x und t aus den Gleichungen (3) und (5j #

Auf ahnlichem Wege findet man diese Functionen, wenn s den Werth s' in

einem endlichen Gebiete besitzt, wahrend r veranderlich ist, sowie auch

wenn r und * beide constant sind. In letzterem Falle nehmen sie zwischen

gewissen durch (4) und (5) bestimmten Grenzen constante aus (3) fliessende

Werthe an.

4.

Bevor wir die Integration der Gleichung (1) des vor. Art. in Angriff

nehmen, scbeint es zweckmassig, einige Erorterungen voraufzuschicken,
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welche die Ausfiih dieser Integration nicht voraussetzen. Ueber die

Function y((>) ist dabei nur die Annahme notliig, dass ihre Derivirte b

wachsendem q nicht abnimmt, was in der Wirklichkeit gewiss immer d<

Fall ist; und vvir bemerk ch hier, was im folgend Art. inehrfach

dt werden wird dann
<J>[Qi) f[0i)

Qi Q2
fiX«Pi + )

wenn

oder

G (>! und q2 sich andert, entweder constant bieibt

gleich wachst und abnimmt to I

dass der Werth dieses Ausdrucks stets zwischen y'(Pi) und y'f?2) l >egt-

Wir betrachten zuniichst d Fall, wo die anfangliche Gleich^ewichls-

storung auf ein endliches durcli die Ungleichheiten a x b begrenztes

Gebiet beschrankt ist, so dass ausserhalb desselben u und q und folgl

und * constant sind; die Werthe d Grossen fur x a mogen

durch Anhangung des Index

werden. Das Gebiet, in welchem

fur x > b durch den Index 2 bezeichnet

r vfiranderlich ist. bewe

allmahlich vorwarts und zwar seine hintere Grenze mit der Geschwindigkeit

v/VG>0 + wi> wabrend die vordere Grenze des Gebiets, in welchem s

veranderlich ist, mit der Geschwindigkeit vVfe) ~ «2 ruckwarts geht.

Nach Verlauf der Zeit
V<p'[Qi) + V9'[iti) + «2

^"*

b
fallen daher beide Gebi

a

auseinander, und zwischen ihnen bildet sich ein Raum, in welchem s So

und r

Von d

n ist und folglich die Gastheilchen wieder im Gleichgewicht sind.

fa Stelle gehen nach gesetzt

Richtungen fortschreitende

es ist daher mit einem

V\ aus. In der vorwartsgehenden ist s H\

b Werthe q der Dichtigkeit stets die Ge

schwind fist) 2so verbund und Werthe rucken mit der

constanten Geschwind AV03 +
In der

digkeit

kwartslaufenden ist dagegen

GO + /"GO— %s2 vorwarts.

Dichtigkeit o die Geschwin-

mit der Geschwindigkeit

erbunden, und diese beiden Werthe bewegen sich

W + fiQ) 2n ruck

keit ist fur grossere Dichtiskeiten

Die Fortpflan-

;re. da sowohl

('(0, als /O) q zugleich achst

G
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Denkt man sich q als Ordinate einer Curve fur die Abscisse x, so be-

wegt sich jeder Punkt dieser Curve parallel der Abscissenaxe mit constanter

Geschwindigkeit fort und zwar mit desto grosserer, je grosser seine Ordinate

ist. Man bemerkt leicht, dass bei diesem Gesetze Punkte mit grosseren

Ordinaten schliesslich voraufgehende Punkte mit kleineren Ordinaten iiber-

holen wiirden, so dass zu einem Werthe von x mehr als ein Werth von $

gehdren wurde. Da nun dieses in Wirklichkeit nicht stattfinden kann, so

muss ein Umstand eintreten, wodurch dieses Gesetz ungultig wird. In der

That liegt nun der Herleitung der DifTerentialgleichungen die Voraussetzung

zu Grunde, dass u und q stetige Functionen von x sind und endliche

Derivirten haben; diese Voraussetzung hort aber auf erfullt zu sein, sobald

in irgend einem Punkte die Dichtigkeitscurve senkrecht zur Abscissenaxe

wird , und von diesem Augenblicke an tritt in dieser Curve eine Discontinuity

ein, so dass ein grosserer Werth von q einem kleineren unmittelbar nachfolgt;

ein Fall, der im nachsten Art. erortert werden wird.

Die Verdichtungswellen , d. h. die Theile der Welle, in welchen die

Dichtigkeit in der Fortpflanzungsrichtung abnimmt, werden demnach bei ihrem

Fortschreiten immer schmaler und gehen schliesslii h in Verd

uber; die Breite der Verdiinnungswellen aber wachst bestandig der Zeit

pro

Es lasst sich, wenigstens unter Voraussetzung des Poisson'schen

(oder Boyle'schen) Gesetzes, leicht zeigen, dass auch dann, wenn die

anfangliche Gleicbgewichtsstorung nicht auf ein endliches Gebiet beschrankt

ist, sich stets, von ganz b Laufe der Bewe

gung Verdichtungsstosse bilden mussen. Die Geschwindigkeit, mit welcher

k + i k — 3

ein Werth von r vorwarts ruckt, ist bei dieser Annahme —r— r H ^~ *»

grossere Werthe werden sich also durchschnittlich mit grosserer Geschwin-

digkeit bewegen, und ein* grosserer Werth r wird einen voraufgehenden

kleineren Werth r" schliesslich einholen mussen, wenn nicht der mit r" zu-

I -4- k

sammenireffende Werth von s durchschnittlich um (V — r
%
") ^——v kleiner

ist, als der gleichzeitig mit r' zusammenlreffende. In diesem Falle wurde
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s fur ein positiv unendliches x negativ unendlich werden, und also fur

x = + CO die Geschwindigkeit u = -h CO (oder auch statt dessen beim

Bdyle'schen Gesetz die Dichtigkeit unendlich klein) werden. Von speciellen

Fallen abgesehen wird also imraer der Fall eintreten mussen, dass ein um

eine endliche Grosse grosserer Werth von r einem kleineren unmittelbar

nachfolgt; es werden folglich, durch ein Unendlichwerden von — , die

Differentialgleichungen ihre Giiltigkeit verlieren und vorwartslaufende Ver-

ds
dichtungsstosse entstehen mussen. Ebenso werden fast immer, indem -

unendlich wird, riickwartslaufende Verdichtungsstosse sich bilden.

dr ds

Zur Bestimmung der Zeiten und Orte, fur welche — oder — unendlich
CLXf CLX

wird und plotzliche Verdichtungen ihren Anfang nehmen, erhalt man aus den

Gleichungen (1) und (2) des Art. 2., wenn man darin die Function w einfuhrt,

dr d2w
f
d log yf<p' {q) n n _ *

d~x ^dV* + L~7Io"gT~ + U y " *'

* r *? + f^*!™ + n n = 1

dx L
ds2 ^ d log Q ^ J J

W plotzliche Verdichtungen fast

auch wenn sich Dichtigkeit und Geschwindigkeit anfangs allenthalben stetig

andern die Gesetze fur das Fortschreiten von Verdichtungsstossen aufsuchen.

Wir nehmen an , dass zur Zeit / fur x = | eine sprungweise Aenderung

von u und o stattfinde, und bezeichnen die Werthe dieser und der von ihnen

abhangigen Grossen fur x = £ — durch Anhangung des Index 1 und fur

x = £ -|- durch den Index 2 ; die relativen Geschwindigkeiten , mit welchen

das Gas sich gegen die Unstetigkeitsstelle bewegt, wL — jf ,
u2 ~- ^, mogen

durch «?! und t>2 bezeichnet werden. Die Masse, welche durch ein Element

w der Ebene wo x= £, im Zeitelemenl dt in positiver Richtung hindurchgeht,
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ist dann as v\ Q\ cod/ = v2 ()2 wdt; die ihr eingedriickte Kraft (jf{Q\)— <f>{Q2)) w&t

und der dadurch bewirkte Zuwachs an Geschwindigkeit v>2 — ^1 j man nat daher

Q<p{Qi) — 9(^2)3 wdt — (v2 — »i) «?i Qi wdt und vx Q\ — x>2 q2

woraus folgt * = =s ^ *«'>-»(»)
also

?i Qx — Q2

rA ^ d$ f/Q2 (f^) — <p[Q2 ) i/Q! (fiQx)
— tp[q2 )

(1) — = ui i= r — = u2 ±z r
V

J
dt Qi Qi — Q2 Q2 Qi — Qi

Fur einen Verdichtungsstoss muss 02 — Qi dasselbe Zeichen, wie v\

zwar fur einen vorwartslaufenden das negative, fiir einenund «». haben und

ruckwartslaufenden das positive. Im erstern Falle gelten die oberen Zeichen

und Q\ ist grosser, als q2 ; es * st daher, bei der zu Anfang des vorigen

Artikels gemachten Annabme iiber die Function yQ>)

d%
(%) % + *voo > -;

t
> u2 + *>-y t?2)

,

dt

und folglich riickt die Unstetigkeitsstelle langsamer fort 'als die nachfolgenden /

und schneller als die voraufgehenden Werthe von r; r\ und r2 sind also in

iedem Augenblicke durch die zu beiden Seiten der Unstetiskeitsstelle geltenden

Differentialgleichungen bestimmt. Dasselbe gilt, da die Werthe von s sich

mit der Geschwindigkeit f^*p\o) — u ruckwarts bewegen, auch fur s2 und

d%
folglich fiir q2 und «2 ,

aber nicht fur a** Die Werthe von s\ und — be-

stimmen sich aus ri , q2 und u2 eindeutig durch die Gleichungen (1). In

der That geniigt der Gleichung

<

(3) 2 Cn - n) = KtO - ZOO + yT*=**l**)=***
Qi Qi

nur ein Werth von Qi ; denn die rechte Seite nimmt, wenn Qi von q2 an

ins Unendliche wachst, jeden positiven Werth nur einmal an, da sovvohl

fl>0 als auch die beiden Factoren V% - l/^ und f^^Lz^M
Q2 Qi Qi — Q2

vvelche sich das letzte Glied zerlegen lasst, bestandig wacbsen oder doch

nur der letztere Factor constant bleibt. Wenn aber ^ bestiramt ist, erhalt
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man durch die Gleichungen (1) offenbar vollig bestimmle Wertbe fiir ti\

und —•.
dt

Ganz Aehnliches gilt fiir einen riickwartslaufenden Verdichtungsstoss.

6.

Wir haben eben gefunden, dass in einem fortschreitenden Verdichtungs-

stosse zwischen den Werthen von u und q zu beiden Seiten desselben stets

die Gleichung £Ul
— u2f =

Cgi -g2) (y(gi)~y(g2))
gtattfindeL Es fragt sjc|l

gi Q2

nun, was eintritt, wenn zu einer gegebenen Zeit an einer gegebenen Stelle

beliebig gegebene Unstetigkeiten vorhanden sind. Es konnen dann von dieser

Stelle, je nach den Werthen von ul} Qi , u2j Q2l entweder zwei nach ent-

gegengesetzten Seiten laufende Verdichtungsstosse ausgehen, oder ein vor-

wartslaufender, oder ein riickwartslaufender, oder endlich kein Verdichtungs-

stoss, so dass die Bewegung nach den Diflerentialgleichungen erfolgt.

Bezeichnet man die Werthe, welche u und q hinter oder zwischen den

Verdichtungsstossen im ersten Augenblicke ihres Fortschreitens annehmen,

durch Hinzufiiguug eines Accents, so ist im ersten Falle (> > (>i und > q2i

und man hat

//g— gi cy(g -y(gi)) , „, _ //(g ~ gg) Cy(g )
- y(g2 )

rn wL
— u = y -, , u — u2 = r -7-

L J
g gl g g2

l/W - gi) C9>(g') — ?(gi)) , // {<>' — Q2) (y(g') — y(g2p
(2) «i — u2 — r -7- -r " — W~~

g gl g g2

Es muss also, da beide Glieder der rechten Seite von (2) mit q' zugleich

wachsen , u, - u2 positiv sein und [«, - «*? > '* ~^ <**
'
~ 9W)

I

gl g2

und umgekebrt giebt es, wenn diese Bedingungen erfiillt sind, stets ein und

nur ein den Gleichungen (1) geniigendes Werthenpaar von u und q\

Damit der letzte Fall eintritt und also die Bewegung sich den Differen-
m

tialffleirhunfren ffemass bestimmen lasst, ist es nolhwendig und hinreichend, dass

ri <r2 und sx >s2 sei, also ux
— u2 negativ und («i

- tttf > (_f(#i)—/W)2
-
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Die Werthe f| und r2 , $1 und s2 treten dann, da der voraufgehende Werth

rait grdsserer Geschwindigkeit fortriickt, ira Fortscbreiten auseinander, so
9

dass die Unstetigkeit verschwindet.

Wenn weder die ersteren, noch die letzteren Bedingungen erfiillt sind,

so geniigt den Anfangswerthen ein Verdichtungsstoss, und zwar ein vorwarts

oder ruckwarts laufender, je nachdem Q\ grosser oder kleiner als q2 » st-

In der That ist dann, wenn Qi>Q2, %(ri—

r

2^ oder f[Q1
~)—/C£2) + «i— uz

positiv, — weil (ui~ %)2
<(/((>i)— /"((^D

2— und zugleich <fl>i)—/O2)

+ y fa - <?*) cy(gi) - <?(<?*» _ weiI c% _ %}2 <(gi-g2)cy(gi)^y(g2))
;

QlQ2 QiQz

sich also fur die Dichtigkeit o' hinter dem Verdichtungsstoss ein der

Bedingung (3) des vor. Art. genugender Werth finden und dieser ist < ^i

Folglich wird, da «'= /*^') — rx , *i = /"00 — n , auch * < 5l ,
so dass

die Bewegung hinter dem Verdichtungsstosse nach den Differentialgleichungen

erfolgen kann.

Der andere Fall, wenn Qi <$2j ist ofFenbar von diesem nicht wesent

lich verschieden.
7

7.

Um das Bisherige durch ein einfaches Beispiel zu erlautern, wo sich

die Bewegung mit den bisjetzt gewonnenen Mitteln bestimmen lasst, wollen

wir annehmen, dass Druck und Dichtigkeit von einander nach dem Boyle'-

schen Gesetz abhangen und anfangs Dichtigkeit und Geschwindigkeit sich bei

x = sprungweise andem, aber zu beiden Seiten dieser Stelle constant sind.

Es sind dann nach dem Obigen vier Falle zu unterscheiden. Q

I. Wenn ux
— u2 > 0, also die beiden Gasmassen sich einander ent-

gegen bewegen und (— -"} > --—— , so bilden sich zwei entgegen-
v a J QjQ2

gesetzt laufende Verdichtungsstosse. Nach Art. 6.(1) ist, wenn y~ durch

«1 — «2, n 1
a und durch 6 die positive Wurzel der Gleichung ———p* = 6 — be

a(a -f
-

)
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zeichnet wird, die Dichtigkeit zwischen den Verdichtungsstossen q'=0OSqiQ2 ,

und nach Art. 5. (1) hat man fur den vorwartslaufenden Verdichtungsstoss

«
u% 4- a ccQ = u -j-

dk —n~™~ ^ «<*'

fur den ruckwartslaufenden

- = «,-«- = • -« 7 ;

die Werthe der Geschwindigkeit und Dichtigkeit sind also nach Verlauf

Zeit /, wenn (ux
— a -} t < x < (u2 + a#0) f ,

«' und <>', fur ein kleineres

x iii und Qi un(^ ^ur em grosseres M2 und (>2-

II. Wenn uY
— n2 <0, folglich die Gasmassen sich aus einander

2 2

bewegen, und zugleich (
Ul-~- 2

^ > (log*
1

) , so gehen von der Greuze

nach br

nungswellen aus. Nach Art. 4. ist zwischen ihnen r= r1} s— s2 ,
u= ri~s2 .

In der vorwartslaufenden ist s - s2 und x — (u + o) t eine Function von r,

deren Werth, aus den Anfangswerthen t~0, x — 0, sich ;= findet; fiir

ruckwartslaufende dagegen hat man r — r^ und x — (u— a) t _ 0. Die

i Gleichung zur Bestimmung von u und q ist also , wenn (>i — *2 + «)

*

c < C«2 -h «) ^ « = — a + Jf
fur kleinere Werthe vonxrr rY und

fur grossere r= r2 ; die andere Gleichung ist, wenn (wx - a) /< a?< (n-

s

2-- «) '>

a 4- - , fur ein kleineres x s = sx und fur ein grosseres s = *2 -a-- . ,

HI. Wenn keiner dieser beiden Falle stattfindet und Qi> q2

steht eine ruckwartslaufende Verdiinnungswelle und ein vorwartsschreitender

Verdichtungsstoss. Fur letzteren findet sich aus Art. 5, (3), wenn B die

Wurzel der Gleichung^^ = 2 log 6 + 6 - | bezeichnet, ?' = <%2

^ A „f * ro * - « 4- a0 - «' 4- -. Nach Verlauf der Zeit t ist
una aus Art. o, {I) -r — «2 t au — " ~ #•

demnach vor dem Verdichtungsstosse , also wenn x > (u2 + aG)t, u s u2 ,

Mathem. C'lasse. VIII.
H
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q — q2 ) hinter dem Verdichtungsstosse aber hat man r — rx und ausserdem,

wenn (ui — «)/<#< (V — a) t, u — a ^ , fur ein kleineres x u as U\

und fur ein grosseres u = u.

IV. Wenn endlich die beiden ersten Falle nicht stattfinden und q x < q2 ,

so 1st der Verlauf ganz wie in HI., nur der Richtung nach entgegengesetzt.

8.

Um unsere Aufgabe allgemein zu losen, muss nach Art. 3. die Function

w so bestimmt werden, dass sie der DifTerentialgleichung

r ~ d2w (dw dw\ _

\.s

und den Anfangsbedingungen geniigt.

I i'i

hiiessen wir den Fall aus, dass Unstetigkeiten eintreten, so sind

ofTenbar nach Art. 1. Ort und Zeit oder die Werthe von x und /, fiir
fl

welche

ein bestimmter Werth r von r mil einem bestimraten Werthe s von s zu-

sammentriflt, vdilig bestimmt, wenn die Anfangswerthe von r und * fur die

Strecke zwischen den beiden Werthen r von r und s' von s gegeben sind

und uberall in dem Grossengebiet (£}, welches fur jeden Werth von / die

zwischen den beiden Werthen, wo r = r und * as s, liegenden Werthe

von x umfasst, die DhTerentialgleichungen (3) des Art. 1. erfullt sind. Es

ist also auch der Werth von w fur r = /, s = s vollig bestimmt, wenn w
uberall in dem Grossengebiet (S) der Differentialgleichung (1) geniigt und

fur die Anfangswerthe von r und s die Werthe von ~ und -^, also, bis
dr ds

auf eine additive Constante, auch von w gegeben sind und diese Constante

beliebig gewahlt worden ist. Denn diese Bedingungen sind mit den obigen

gleichbedeutend. Auch folgt aus Art. 3. noch, dass — zwar zu beiden
dr

Seiten eines Werthes r" von r, wenn dieser Werth in einer endlichen

Strecke statlfindet, verschiedene Werthe annimmt, sich aber allenthalben
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stetig mit s andert; ebenso andert sich — mit r, die Function w selbst
ds

5£ _ l i

sowohl mit r, als mit s allenthalben stetig.

Nach diesen Vorbereitungen konnen wir nun an die Losung unserer

Aufgabe gehen, an die Bestimmung des Werthes von w fur zwei beliebige

Werthe, r und *', von r und s.

Zur Veranschaulichung denke man sich x und t als Abscisse und Ordinate

eines Punkts in einer Ebene und in dieser Ebene die Curven gezogen, wo

und wo s constante Werthe hat. Von diesen Curven mogen die ersteren
r

.ft n
(V), die letzteren durch (» bezeichnet und in ihne R

welcher / wachst, als die positive betrachtet werden. Das Grossengebiet (S)

wird dann reprasentirt durch ein Stuck der Ebene, welches begrenzt ist

durch die Curve (V), die Curve (V) und das zwischen beiden liegende

Stuck der Abscissenaxe, und es handelt sich darum, den Werth von w in

dera Durchschnittspunkte der beiden ersteren aus den in letzterer Linie ge-

gebenen Werthen zu bestimmen. Wir wollen die Aufgabe noch elwas

verallgemeinern und annehmen, dass das Grossengebiet (S), statt durch

letztere Linie, durch eine beliebige Curve c begrenzt werde, welche keine

der Curven (r) und (s) raehr als einmal schneidet, und dass fur die dieser

Curve angehorigen Werthenpaare von r und s die Werthe von — und —

gegeben seien. Wie sich aus der Auflosung der Aufgabe ergeben wird,

Werthe von -? und — nur der Bedingung, sich
dr asegen

tetig mit dem Ort in der Curve kon

angenommen erd wahrend diese Werthe nicht von einander unabhangig

sein wurden, wenn die Curve c eine der Curven (r) oder CO niehr als

einmal schnitte.

Urn F inctionen zu bestimmen, welche linearen partiellen Differential-

gleichungen und linearen Grenzbedingungen geniigen sollen, kann man ein

ffanz ahnliches Verfahren anwenden, wie wenn man zur Auflosung eines

Systems von linearen Gleichungen sammtliche Gleichungen, mit unbest

H2
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Factoren multiplicirt, addirt und diese Factoren dann so beslimmt, dass aus

der Summe alle unbekannten Grdssen bis auf eine herausfallen.

Man denke sich das Stuck QST) der Ebene durch die Curven (r) und (s)

in unendiich kleine Parallelogramme zerschnitten und bezeichne durch dr und

ds die Aenderungen, welche die Grossen r und s erleiden, wenn die Curven-

elemente, welche die Seiten dieser Parallelogramme bilden, in positiver Rich-

tung durchlaufen werden ; man bezeichne ferner durch t> eine beliebige

Function von r und s, welche allenthalben stetig ist und stetige Derivirten

hat. In Folge der Gleichung £1) hat man dann

oo •-/•<£-•£ + £))**
uber das ganze Grossengebiet (5) ausgedehnt. Es muss nun die rechte

Seite dieser Gleichung nach den Unbekannten geordnet, d. h. hier, das

Integral durch partielle Integration so umgeformt werden, dass es ausser

bekannten Grossen nur die gesuchte Function, nicht ihre Derivirten enthalt.

Bei Ausfuhrung dieser Operation geht das Integral zunachst uber in das uber

(jS) ausgedehnte Integral

(d2v . dmo- . dmv\ ^ .

und ein einfaches Integral, welches sich, weil sich — mil s, — mit r und w

mit beiden Grossen stetig andert, nur iiber die Begrenzung von QS) erstrecken

wird. Bedeuten dr und ds die Aenderungen von r und * in einem Begren-

zungselemente , wenn die Begrenzung in der Richtung durchlaufen wird,

welche gegen die Richtung nach Innen ebenso liegt, wie die positive Rich-

tung in den Curven (V) gegen die positive Richtung in den Curven ($), so

ist dies Begrenzungsintegral

f (? C / mM ds -+- w f, + mo) dr).

Das Integral durch die ganze Begrenzung von S ist gleich der Summe

der Integrale durch die Curven c, (V), (V), welche diese Begrenzung bil-

den, also, wenn ihre Durchschnittspunkte durch Qc, r'), (c, s), (f,*)

bezeichnet werden,
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J c, r J c, s' J *', r

Von diesen drei Bestandtheilen enthalt der erste ausser der Function t> nur

bekannte Grossen, der zweite enthalt, da in ihm ds = ist, nur die un-

bekannte Function w selbst, nicht ihre Derivirten; der dritte Bestandtheif

aber kann durch partielle Integration in

dc
iVW)

r\ s
~ Cw3

c, r +J .', r'

W fa + "^ *

verwandelt werden, so dass in ihm ebenfalls nur die gesuchte Function w

selbst vorkommt.

Nach diesen Umformungen liefert die Gleichung (2) offenbar den Werth

der Function w im Punkte (V, *') durch bekannte Grossen ausgedriickt, wenn

man die Function v den folgenden Bedingungen gemiiss bestimmt:

d2v dmv dmc
1) allenthalben in S: -— + -- + — =

drds dr ds

C3)

fiir r = r'\ — + mo =
as

fur s = s: -j- + mv =
dr

fiir r = r', s = $': v — 1.

Man hat dann
dtt? ^ • ^<fo

C4) *r,
$
v
fc 0*0

c> p +/J
*. (• C|- ""0 * + « Qf + "0 *0

9.

Durch das eben angewandte Verfahren wird die Aufgabe, eine Function

w emer Difterentialgleichung und linearen Grenzbedingung

zu bestimmen, auf die Losung einer ahnlichen, aber viel einfacheren Aufgabe

fiir eine andere Function o zuriickgefiihrt; die Bestimmung dieser Function

erreicht man meistens am Leichtesten durch Behandlung eines speciellen Falls

jener Aufgabe nach der Fourier'schen Methode. Wir miissen uns hier

diese Rechnung nur anzudeuten und das Resultat auf anderem
gniigen

•Wege zu beweisen.
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Flihrt man in der Gleichung (1) des vor. Art. fiir r und s als unabhangig

veranderliche Grossen a — r -\- s und wzr — s ein und wahlt man fiir die

Curve c eine Curve, in welcher a constant ist, so lasst sich die Aufgabe

nach den Regeln Fourier's behandeln, und man erhalt durch Vergleichung

des Resultats mit der Gleichung (4) des vor. Art., wenn r -+• $' zz a'
7

r — s = u gesetzt wird,

QO

v = -J cos fi (u — »') £ (ip^a) y2 [o) — y2 [o') ^i(ff)) du,
c .

worin ipi(p) und V2OO zwei solche particulare Losungen der Differential-

/7/f

gleichung tp" — 2m ip' -f- ^V7 = bezeichnen, dass ty\\\)'%
— VaV'i ^ ;r"

Bei Voraussetzung des Poisson'schen Gesetzes, nach vveichem

1 11 H \

jw = £^ — r—-} — , kann man ^ und y/2 durch bestimmte Integrate aus-
«U1

driicken, so dass man fiir v ein dreifaches Integral erhalt, durch dessen

Reduction sich ergiebt
J

n /^Ai'Pn-jyg L_ _J 1 I (r - r') (« - Q
c — «

r+ 5y 4 A 1' *— 1 21 * (r+ s){r'+sY'

Man kann nun die Richtigkeit dieses Ausdrucks leicht beweisen, indem

seigt, dass er wirklich den Bedingungen (3} des vor. Art. geniigt.

Setzt man v= e J<*' y, so gehen diese fiir y iiber in -~ 4- f—

—

mm)y=0a * drds ' ^dff
Jif

und y = 1 sowohl fiir r = r', als fiir s = s\ Bei der Poisson'schen An-

nahme kann man aber diesen Bedingungen geniigen, wenn man annimmt, dass

y eine Function von z = — , ,
—~ sei. Denn es wird dann , wenn

1 1 X . dm X -\- X2

man -— durch X bezeichnet, m== — , also mm — — —— und
2 A —

1

d2
y 1 / d2

y rA 1-^ ,
dy

drds

a 7 da a2

+ Ubf? (-
1 ~V + iKTj- Es ist folglich " = K?) » und '

eine Losung der Differentialgleichung in

d log z2 d log s
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\

oder nach der in meiner Abhandlung tiber die Gauss'sche Reihe einge-

fiihrten Bezeichnung eine Function

^0 i -f- JL
J

und zwar diejenige particulare Losung, welche fiir 2 = gleich 1 wird.

Nach den in jener Abhandlung entwickelten Transformationsprincipien lasst

sich y nicht bloss durch die Functionen P(0, 2i -f 1, 0), sondern auch durch

die Functionen PCI, 0, ^ + £), ^C°> ^ + i> x + & ausdriicken; man erhait

daher fur y eine grosse Menge von Darstellungen durch hypergeometrische

Reihen und bestimmte Integrate, von denen wir hier nur die folgenden

a a — l-i •

y F(l+4-V,*)Hl-*) F(-A,-A,i,—)= {i-z) F(t+A, 1+^,1,—t)8-1

bemerken, mit denen man in alien Fallen ausreicht.

Um aus diesen fiir das Poisson'sche Gesetz gefundenen Resultaten die

fur das Boyle'sche geltenden abzuleiten, muss man nach Art. 2. die Grossen

r,s, r',s' um -" — vermindern und dann k=l werden lassen, wodurcb man

erhait m = — =- und
2a

n n

m ^H

2a
{r-r + s-s') QQ(r-Q [s-s)

^r

o n\ n! (2a)

t

10.

Wenn man den im vor. Art. gefundenen Ausdruck fur v in die Gleichung

(4) des den Werth von w fur r=r',s=s' durch

dw . die

die Werthe von «?, T und — in der Curve c ausgedriickt; da aber bei
7 dr ds

unserm Problem in dieser Curve immer nur ~ und ^ unmittelbar gegeben

sind und w erst durch eine Quadratur aus ihnen gefunden werden miisste,

so ist es zweckmassig, den Ausdruck fur wr',,' so umzuformen, dass unter

dem Integralzeichen nur die Derivirten von w vorkommen.

Man bezeichne die Integrate der Ausdriicke — mvds+ (-r + »«0* und
dr

d?v dmt . dmt

(J + mv^ ds - mvdr ,
welche in Folge der Gleichung — + ^- + -^ -

ds
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vollstandige Differentiate sind, durch P und 2 und das Integral von Pdr + JSds

welcher Ausdruck wegen - = — mo = — ebenfalls ein vollstandiges Diffe-
rs dr

rential ist, durch w.

Bestimmt man die Integrationsconstanten in diesen Integralen so, dass

(jj, — und — fiir r— r', $ = s' verschwinden , so geniigt cu den Gleichungen
7 dr ds

\
j- 1 = «?, —— = — mv und sowohl fur r = r', als fiir s = s' der

dr ds arete

Gleichung a> = und ist, beilaufig bemerkt, durch diese Grenzbedingung und

•die Differentialgleichung — + m (-^ -f-
—

-J- 1) = vollig bestimmt.
d'Pds ar as

Fiihrt man nun in dem Ausdrucke von wr\ $ fur Q die Function to ein,

so kann man ihn durch partielle Integration in

dw . ^ rftr , d<o dw
M

ds r- -r- dr(1) w
, ,
= w

, + / ' ,C;r + l)v v r * c,r J c,r ^ds •* ds dr dr

umwandeln.

Um die Bewegung des Gases aus dem Anfangszustande zu bestimmen,

muss man fiir c die Curve, in welcher t= Q ist, nehmen; in dieser Curve

hat man dann — = x
7
— = — x, und man erhalt durch abermalige partielle

dr 7
ds

Integration

w \ — w
r , s c

/Cj s'

,
Qcodx — xds),

folglich nach Art. 3., £4) und (o)
x
s ' dco

CO

—
"t p S UU)

(x — (v> (<>) + u) f)
r

, ,^^+Ja,,^ dx

(x + (vV(«>J - ti)
r

>

}

,. = *
9

. ~ /J,
d
£ dx.

Diese Gleichungen £2) drucken aber die Bewegung nur aus, so lange

+ C

—

,., + 1) t «nd — — -f- (— ,,
y w 4- 1~M von Null ver-

dr* v d log $
*- «* ds2 ' *- d log e * *

schieden bleiben. Sobald eine dieser Grossen verschwindet, entsteht ein

Verdichtungsstoss

,

und die Gleichung (1) gilt dann nur innerhalb solcher
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Grossengebiete , welche gan auf einer und derselben Seite

tungsstosses lieg

im Allgem<

Die hier entwickelten Principien reich

Verdich-

. wenig-

stens nicht Anfangszustande die Beweg

zu bestimmen; wobl aber k man mit Hiilfe der Gleichung (1) d der

Gleichungen, welche nach Art. 5. fur den Verdichtungsstoss

Ort des Verdichtungsstosses z

B

wegung bestimmen, wenn der Ort

als Function von /, gegeben ist.

folgen und verzichten auch auf die Behandlung des Falles, wenn d

£

Wir wollen ind dies nicht ver-

Lufl

durch eine feste Wand begrenzt da die Rechnung keine Schwierigkeiten

hat und Vergleichun der Resultate mit der Erfahrung gegenwartig noch

nicht mbglich ist.
*

A

#
<

Mathem. Classe. VIII.
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