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Ein Beit rag
_

zu

den Untersuchungen iiber die Bewegung eines

fliissigen gleichartigen Ellipsoides.

Von

B. R i e m a n ?i.

Der Konigl. Gesellscbaft der Wissenschafteu vorgelegt am 8. Decbr. 1860.

iir die Untersuchungen iiber die Bewegung eines gleichartigen fliissigen

Ellipsoides, dessen Elemente sich nach dem Gesetze der Schwere an-

ziehen, hat Dirichlet durch seine letzte von-Dedekind herausgegebene

Arbeit auf iiberraschende Weise eine neue Bahn gebrochen. Die Verfolgung

dieser schonen Entdeckung hat fur den Mathematiker ihren besondern Reiz,

ganz abgesehen von der Frage nach den Griinden der Gestalt der Himmels-

kdrper, durch welche diese Untersuchungen veranlasst worden sind. Di-

richlet selbst hat die Losung der von ihm behandelten Aufgabe nur in den

einfachsten Fallen vollstandig durchgefuhrt. Fiir die weitere Ausfuhrung der

Untersuchung ist es zweckmassig, den Differentialgleichungen fiir die Bewe-

gung der fliissigen Masse eine von dem gewahlten Anfangszeitpunkte unab-

hangige Form zu geben, was z. B. dadurch geschehen kann, dass man die

Gesetze aufsucht, nach welchen die Grdsse der Hauptaxen des Ellipsoides

und die relative Bewegung der fliissigen Masse gegen dieselben sich andert.

Indem wir hier die Aufgabe in dieser Weise behandeln, werden wir zwar

die Dirichlet'sche Abhandlung voraussetzen , miissen aber dabei zur Vermeidung

von Irrungen gleich bevorworten, dass es nicht moglich gewesen ist, die

gebrauchten Zeichen beizubehalten
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1.

Wir bezeichnen durch a, b, c die Hauptaxen des Ellipsoides zur Zeit t,

ferner durch x, y, a die Coordinaten eines Elements der fliissigen Masse zur

Zeit t und die Anfangswerthe dieser Grdssen durch Anhangung des Index

und nebmen an, dass fur die Anfangszeit die Hauptaxen des Ellipsoides mit

den Coordinatenaxen zusammenfallen. ^fJJJfloJJfe** >lfl~J O *I>

Den Ausgangspunkt fiir die Untersuchung Dirichlet's bildet bekanntlich

die Bemerkung, dass man den Differentialgleichungen fur die Bewegung der

Fliissigkeitstheile geniigen kann, wenn man die Coordinaten x, y, a linearen

Ausdriicken von ihren Anfangswerthen gleichsetzt, in denen die Coefficienten

blosse Functionen der Zeit sind. Diese Ausdrucke setzen wir in die Form

a b c

V xo , 9 Vo i / *o
y = I — -\- m — -\- n —

«o ^0 c

It

z = I — + m — + n - -

a bo Co

Bezeichnet man nun durch £, ^ £ die Coordinaten des Punktes {x, y, z)

Bezug auf ein bewegliches Coordinatensystem, dessen Axen in jedem Aug
* *

blicke mit den Hauptaxen des Ellipsoides zusammenfallen. so sind bekanntlich

B,) V: £ gleich linearen Ausdriicken von x, y, z
I

<x-x + Gy -h y*

q = ctx + g'y + y'z
99

I
/Off

|
''

vvorin die Coefficienten die Cosinus der Winkel sind , welche die Axen des

einen Systems mit den Axen des andern bilden, a = cos £r, £ = cos £y etc.,

und zwischen diesen Coefficienten finden sechs gleicbungen slatt,

durcb die Substitution dieser Ausdriicke

werden muss
e + *

2 + & = *2 + f + *2

Da die Oberflacbe stets von denselben Fliissigkeitstheilchen gebildet wird,

so muss

'-
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a2
T A2

J,, C2 a2 \, A J
^ C2

sein; setzt man also

a
-o + e. f + y. 5

a «o »o co

#T
—

' r~ ^ b
' r ^ y

' ITo «o oo c

<*, — + 6/ r- + 7,
—

c a b c

d. h. bezeichnet man in den Ausdrucken von ^, — , -= durch ° j0 *°
) > >

a b c a b c

welche man durch Einsetzung der Werthe (1) in die Gleichungen (2) erhalt,

die Coefficienten durch a/f £,, . .., y", so bilden diese Grossen ati £,, •••, y,"

ebenfalls die Coefficienten einer orlhogonalen Coordinatentransformation : sie

konnen betrachtet werden als die Cosinus der Winkel, welche die Axeu

eines beweglichen Coordinatensystems der £, ^ , g mit den Axen des festen

Coordinatensystems der x, y, z bilden. Druckt man die Grossen x, y, z mit

Hiilfe der Gleichungen (2) und (3) in ?°, y°,
z
° aus, so ergiebt sich

a b c

I ==aaa
i
-\-ba'a^-\-Ctx"a'

t

' m = aa£ 4- &«'£'-)- £«"£" n =aay
t
-\-ba'}'j+ Ca"r"

4)
•/•=«£</+&£•«/+<«; *'=«geWe:+<£"£" » =*,+&£>/+<>;

>r

Wir konnen daher die Lage der Flussigkeitstheilchen oder die Werthe der

Grossen /, m, ..., n zur Zeit / als abhangig betrachten von den Grossen

a b c und der Lage zweier beweglichen Coordinatensysteme und konnen zu-

gleich bemerken, dass durch Vertauschung dieser beiden Coordinatensysteme

in dem Systeme der Grossen / die Horizontalreihen mit den Vertikalreihen

vertauscht werden, also /, m\ n" ungeandert bleiben, wahrend von den

Grossen m und V. n und /", ri und m" jede iii die andere ubergeht. Es

wird nun unser nachstes Geschaft sein, die Differentialgleichungen fur die

Veranderungen der Hauptaxen und die Bewegung dieser beiden Coordinaten-

systeme aus den in der Dirichlet'schen Abbandlung (§• 1, 1) angegebenen

Grundgleichungen fur die Bewegung der Flussigkeitstheilchen abzuleiten.
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2.

Offenbar ist es erlaubt, in jenen Gleichungen, statt der Derivirten nach

den Anfangswerthen der Grdssen x,y,z, welche dort durch a, b, c bezeicbnet
i

sind, die Derivirten nach den Grdssen £, »/, g zu setzen; denn die hiedurch

gebildeten Gleichungen lassen sich als Aggregate von jenen darstellen und

umgekehrt. Wir erhaiten dadurch, wenn wir fur .,
u

y
. ... - ihre Werthe

i

einsetzen

*«

A*x ,
d%_ , d2a AV AP

dl^ + d^ + dT^
=

*d

d2* , . d% „, , d2s , AV AP
C0

Afi
a+ W e+ W v

A*x „ , A2y „„ ;
d2s „ AV AP

W* +
Afi

S +
dT2 *

=£

worin V das Potential, P den Druck im Punkte x, y, z zur Zeit / und e die

Constante bezeichnet, welche die Anziehung zwiscben zwei Masseneinheiten

in der Entfernungseinheit ausdriickt.

Es handelt sich nun zunachsl darum, die Grdssen links vom Gleichheits-

zeichen in die Form linearer Functionen von den Grdssen £, q, £ zu setzen,

wozu einige Vorbereitungen ndthig sind.

Durch Differentiation der Gleichungen 2) erhalt man, wenn man zur

Abkiirzung

da; Ay „ dz

T,"+d? e +
d7

y

to i

Ax , Ay ~, As ,

C2J
At

a +
At

S +
At

y
"

dx „ dy „ dz „

d* Z dt ^ dt
*

setzt
;

da d£ dy

d* d* df
J T

dt ^ Q

dt] _ dci
,

d£' dy'

d7= d7" + 'd7
J' + dT +"

da" * d£" dy" ,
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und wenn man hierin x, y, s wieder durch £, >j, £ ausdruckt

7

di- (
di"

B +
d7 ff +

dr
y)fi+(

dr
0+

dr ff + d7^ + (d7
a +¥ s + d7' )c+ l

d* da' d£' dy' da' , ,
d£' , d/ da „ ,

d£'„ . d/ „ %
. .

Nun giebt aber die Differentiation der bekannten GJeichungen a2 -\-62 + y
2 =l,

eta' + 6G' + yy' = 0, etc.

da, .de dy ,da' ,d£' ,dy' ,d tt
"

, Jf" ,
„dy" .

d*
T

d/
Tr

d* d* dl
T7

d/ d/ ^ df
7

d/

da „ d£' „„ dy' „ da" , d£" «, dy" ^

da , d£ -,, dy , da d£ „, dy ,

und es wird folglich, wenn man diese letzteren drei Grdssen durch p, q, r

bezeichnet

d/
^ + ^

w x' = rg + -1 - pi

- * + " + Sf

- - '

Durch ein ganz ahnliches Verfahren ergiebt sich aus den Gleichungen (2)

d*x ,
d2y d2* d£' , £ m

„., d 2# , . d2«„, d2« , «., djj' -,

£ a» + £r+ S y"* - «r + m' +
A£

At2 AP Afi At

und aus den Gleichungen Art. 1. 3), wenn p/? qt
, r die Grdssen bezeichnen,
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welche von den Functionen at> £,, ..., y," ebenso abhangen, wie die Grossen

p, q, r von den Functionen <x, £, ..., y" j_ ~j

d
'

i

i i

r
, r -ft

dl ' b c
;

C<0

d

d* 'a ' c

|

d

= $• — P,

.

•-

At)

d/ "a "6
d

V i

h

Setzt man die Werthe ^, —
, ^ aus (6) in (4) ein, so erhalt man

v

dr dr d*
.)

d/ a-• o c

a At o c

{eg, - aq) 5 + (6p - cp.) « + £ €.

a b at c

Was die geometrische Bedeutung dieser Grossen betrifft, so sind, wie leicht

ersichtlich ist, £', »;', £' die Geschwindigkeitscomponenten des Punktes a;, y, z

dp d>j d^
der fliissigen Masse parallel den Axen der £, *j, £; — , — , — die ebenso zer-

(1/ dl dt

legten relativen Geschwindigkeiten gegen das Coordinatensystem der £, q, £;

ferner in den Gleichungen (1) die Grossen auf der linken Seite die Be-

schleunigungen und die auf der rechten die beschleunigenden Krafte parallel

diesen Axen; endlich sind p, q, r die augenblicklichen Rotationen des Coor-

dinatensystems der g, yj, £ um seine Axen und pt , q/}
r haben dieselbe

Bedeutung fur das Coordinatensystem der £, yt> £

o.

Wenn man nun die Werthe der Grossen £', y', g' aus (7) in die Glei-

chungen (5) substituirt und mit Hiilfe der Gleichungen (6) die Derivirten
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£ * ivon =, ^, -2 wieder durch die Grdssen £, *, ? ausdriickt, so nehmen die
a b c

Grdssen auf der linken Seite der Gleichungen (1) die Form linearer Aus-

driicke von den Grossen £, >j, g an. Auf der rechten Seite hat V die Form

H — Ag> — Bv
2 — Cg2

worin //, ^4, 5, C auf bekannte Weise von den Grdssen o, 6, c abhangen;

und man genugt ihnen daher, wenn an der Oberflache der Druck den con-

stanten Werth Q hat, indem man

a? o2 c 2,

setzt und die zehn Functionen der Zeit a, b, c; p,q,r; p/i qt
,r

i
und <r so

bestimmt, dass die neun Coefficienten der Grossen £, 77, g auf beiden Seiten

einander gleich werden und zugleich die aus der Incompressibililat folgende

Bedingungsgleichung abc = a b c befriedigt vvird. Durch Gleichsetzung

der Coefficienten von 2 5. in der ersten und von $ in der zweiten Glei
a b a

chung ergiebt sich

d2a . „. . n .„.„.„._ „ o-

d/2
^ 26n\ + 2c^, — a(r2 + r 2 + ?

2 + ?,
2
) = 2 _ — 2«*,4

a

a^ _ *£ + 2 £r. - 2 Jr + aM,+ *, - 2^,-0
d/ d/ at at

Aus diesen Gleichungen erhalt man die sechs ubrigen durch cyclische Ver-

setzung der Axen, oder auch durch beliebige Vertauschungen, wenn man

nur dabei beachtet, dass durch Vertauschuug zweier Axen nicht bloss die

ihnen entsprechenden Grossen vertauscht werden, sondern zugleich die sechs
i

Grossen p, q, . . ., r ihr Zeichen andern.

Man kann diesen Gleichungen eine fur die weitere Untersuchung be-

quemere Form geben, wenn man statt der Grdssen p, pt ) q, qt
\
r,r

s
ihre

halben Summen und Differenzen

Math. Classe. IX B
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u =

2

9 + 9tv —
2

1 =_
r + r

,

2

u =_ p — P, 9 — q< m/ =
r — r

*

•

2 2 2

als unbekannte Functionen einftihrt.

Dadurch wird das System von Gleichungen, welchen die zehn unbe-

kannten Functionen der Zeit genugen mtissen

c>2 + O + c>' 2 + (a - b~)w* + (« + Qw' 2 -"ij|= ««^— -

JO f

(c— ft)

a

2 + (c + ft>' 2 + (c— a) t>
2 + (c + «0 *>'2 - i t^= *cC— -

(6_ c)—+ 2
dC6
— CD M + q + c_ 2ajw + p + c + 2fl)«V=0

d/ d*

go
(6 + c)-+2^6i5 w' 4- (6 _ c + 2o) w'+ (>—c— 2d)v'w =0

d* d/

(c-a)^-f2
d^-^c +0 + o— 2&)iwi + + a + 2o)wV=0

d/ d/

+ o)^-+2^!-^«7

/+0-o + 26)W+0—a~2b)wu=0
dt At

O—6)— + 2!?&?^3fp + + 6— 2c)m© + O+ + 2c>V=O
d< d/

O + 6)~ +2^±^ IP'+O-6 + 20iw,+ O-*-2c)»'«=:0
d* d*

\
o 6 c = «o ^o co-

Die Werthe von A, B, C ergeben sich aus dera bekannten Ausdrucke fur V

n^r* P »f

2
£
2

r= H-^-^-^^ri^- a^-wv,-A-?'
worm A = KO +-J O + 4)0 + 4>az 6^ cz

Nach ausgefiihrter Integration dieser DifFerenlialgleichungen hat man noch,
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1

um die Functionen a, £, ..., y" zu bestimmen, die allgemeine Losung 9,9', 9"

der DifFerentialgleichungen

CO
A9

d/
rfl' #' d£

r9 + p0"
d*

P*'

zu suclien, — von welchen, wie aus Art. 2, (3) hervorgeht, «, ct', a"', £, £', £";

V* y' y" die drei particularen Auflosungen sind, die fiir J=0 die Werthe

1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1 annehmen, und zur Bestimmung der Functionen

a
t

, £,, .. .,
y" die allgemeine Losung der simultanen Differentiaigleicbungen

M d0

6t
r§!

/ / i.
»."

it:

it
'. ». + p. t>:

id

it

tf

<iA vX

4.

Es fragt sicb nun, welcbe Hulfsmittel fur die Integration dieser Ditleren-

tiaigleichungen (a), (£), (y) die alJgemeinen hydrodynaraischen Principien

darbieten,

die Funct

schopfte.

aus hlet sieben Integrale Ordnung der durch

Di

l,m,...,n" zu erfiilienden DifFerentialgleichungen (§. l.(a))

aus ihnen fliessenden Gleichungen lassen sich mit Hiilfe der

oben fur £', /, g' gegebenen Ausdriick

Der Satz von der Erhaltung der Flachen giebt

CO

c^u + (b 4- ej

d)2 v -|" Cc + a)

b)2w + C« + *)

worin die Constanten a , h°, k

9

h

k

Anfangs

stanten ®, 8\ 8 ft m d Abhandlung von Dirich

a g° -h G h° -f y *°

*V + £"A + y"*°

erthe von </, A, A:, mi

I e t iibereink*

den Con

er

das secbs letztenj,Differentiaigleicbungen (a) leicht be

stiitigend dass 9 9 9
tr

Losung der Differential

gleichungen (£) ist.

Aus dem Helmboltz'schen Princip der Erhaltung der Rotation folgen

die Gleichungen

(2)

O

cj2 u

d)2 v

bfw

{b + cj u

(c 4- d) 2 v

(a + bfw

9t

h
i

k

*, 9? + e, *,° + v, K°

<'9? + CK° + y/ * °

B2

*



12 B. RIEMANN,

in welchen die Constanten g°, A ,
£° den Grossen BC%, CA£, AB& der

genannten Abhandlung gleich sind.

Der Satz von der Erhaltung der lebendigen Kraft endlich giebt ein

Integral erster Ordnung der Differentialgleichungen Qct)

\

i atr + & i (S
2

)
CD + Q, _ CJ U2 _f_ Ce _ aj v2 + («_ 6)2*2 (

- 2eH + COnSt'

+ (^ + c)2 «'2+ (c+ a)V 2 + (a-M)2 «/ 2

Aus den Gleichungen (1) und (2} folgen zunachst noch zwei Integrale

der Gleichungen Qa.

(II) g
2 + k2 + k2 = const. = oj

2

(III) g
2 + A 2

-f k 2 = const. = « sj

Ferner lassen sich von den Gleichungen ££) zwei Integrale

(IV) 2 + 0'2 + 0"2 = const.

(V) & + 0'A + $"k = const.

angeben, wodurch ihre Integration allgemein auf eine Quadratur zuriick-

gefiihrt wird. Zur Aufstellung ihrer allgeraeinen Losung ist es jedoch, da

sie linear und homogen sind, nur nothig, noch zwei von der Losung g, h, k

verscbiedene particulare Losungen zu suchen, fiir welchen Zweck man

die willkiihrlicben Constanten in diesen beiden Integralgleichungen so wahlen

kann, dass sich die Rechnung vereinfacht. Giebt man beiden den Werth

Null, so hat man

C8) 9'k + P'k

und ferner erhalt man, wenn man diese Gleichung quadrirt und dazu die

Gleichung
0'2 _ Q"2 _ g 2

multiplicirt mit h2 -J- k2 , addirt

folglich

C4)

re'* — &'Kf = <&&
•

I

B'k — Ph = u id
.

Durch Auflosung dieser beiden linearen Gleichungen (3) und (4) fin

det sich
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6' — — 9& + &6J*

A2 -f- A2

f61 B" = — y" — kui
e

h2 + k2

und durch Einsetzung dieser Werthe in die erste der Gleichungen f£)

i

i ^ =
^

d* V r^ + qK

e d/ a2 + ^2 + A2 + k2
m

(7) log = £ log O2 + F) + «f* ftA-^ *» + const.
£2 + Ar

2

Aus dieser in (5), (6) und (7) enthaltenen Ldsung der Differential-

gleichungen (g) erhalt man eine dritte, indem man fiir ]/"- 1 uberall — ]/"— 1

setzt, und es ist dann leicht aus den gefundenen drei particularen Ldsungen

die Ausdrucke fiir die Funclionen «*, G v" zu bilden.

Die geometrische Bedeutung jeder reellen Losung der 5

chungen (£) besteht darin, dass sie, mit einem geeigneten constanten Factor

multiplicirt, die Cosinus der Winkel ausdriickt, welche die Axen der £, q t g
zur Zeit t mit einer festen Linie machen. Diese feste Linie wird fiir die

erste der drei eben gefundenen Losungen durch die Normale auf der unver-

anderlichen Ebene der ganzen bewegten Masse gebildet, fur den reellen und

den imaginaren Bestandtheil der beiden andern durch zwei in dieser Ebene

enthaltene und auf einander senkrechte Linien. Die Cosinus der Winkel

zwischen den Axen und jener Normalen sind demnach ^-, — , — ; die Lage
ui (a (a

der Axen gegen diese Normale ergiebt sich also nach Auflosung der Glei-

chungen Qct) ohne weitere Integration und zur vollstandigen Bestimmung ihrer

Lage geniigt eine einzige Quadratur, z. B. die Integration oj /" — d/,

J oh2 -\- k2

welche die Drehung der durch die Normale und die Axe der £ gehenden

Ebene urn die Normale giebt

Ganz Aehnliches gilt von den DifFerentialgleichungen (y). Man kann

auf demselben Wege aus den beiden Integralen
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(VI) 2
-f-

0' 2 + 0" 2 = const.

(VII) $
t9t+ 0% + 0;

f

k
f
= const.

ihre allgemeine Losung und folglich auch die Werthe der Grossen a
t% £,, . .

.,
y,"

zur Zeit / ableiten, und es wird dabei nur eine Quadratur erforderlich sein.

Es ergiebt sich dann schliesslich der Ort eines beliebigen Fliissigkeitstheilchens

zur Zeit / aus den oben (Art. 1 , i und 4) fur die Grossen x, y, z und die

Functionen /, m, .... n
n

gegebenen Ausdriicken.

5.

Wir wollen uns jetzt Rechenscbaft daruber geben, was durch die Zu-

ruckfiihrung der Differentialgleichungen zwischen den Functionen /, m, ...,»"

(der Differentialgleichungen (a) §.1 bei Dirichlet) auf unsere Differential-

gleichungen fur das Geschaft der Integration gewonnen ist. Das System der

Differentialgleichungen (a) ist von der sechszehnten Ordnung, und man kennt

von denselben sieben Integrale erster Ordnung, wodurch es auf ein

der neunten Ordnung zuriickgefiihrt wird. Das System (V) ist nur von der

zehnten Ordnung, und man kennt von demselben noch drei Integrale erster

Ordnung. Durch die hier bewirkte Umformung jener Differentialgleichungen

ist also die Ordnung des noch zu integrirenden Systems von Differential-

gleichungen urn zwei Einheiten erniedrigt, und man hat stall dessen nur

schliesslich noch zwei Quadraturen auszufuhren. Diese Umformung leistet

D

lasselbe, wie die Auflindung von zwei Integralen erster Ordnung.

Wir bemerken indess ausdrucklich, dass hiedurch unsere Form der

m nur fur die Integration und die wirkliche Bestimmung

der Bewegung einen Vorzug erhalt. Fur die allgemeinsten Untersuchungen

uber diese Bewegung ist dagegen diese Form der Differentialgleichungen

weniger geeignet, nicht bloss, weil ihre Herleitung weniger einfach ist, son-

dern auch desshalb, weil der Fall der Gleichheit zweier Axen eine besondere

Belrachlung erfordert. Bei Gleichheit zweier Axen tritt namlich der besondere
Umstand ein

, dass die ihnen zu gebende Lage durch die Gestalt der flussigen

Masse nicht vollig bestimmt ist; sie hangt dann im Allgemeinen auch von der

augenblicklichen Bewegung ab und bleibt nur dann willkiihriich, wenn diese



UNTERSUCHUNGEN
* *

BEWEGUNG 15

Bewegung so beschaffen ist, dass die Axen fortwahrend einander gleich blei-

ben. Die Untersuchung dieses Falles ist zwar immer leicht und bedarf daher

keiner weiteren Ausfuhrung, kann aber in speciellen Fallen noch wieder

besondere Formen annehmen, und die allgemeinen Untersuchungen , wie z. B.

der allgemeine Nachweis der 31dglichkeit der Bewegung (§. 2 bei Di rich let),

wiirden daher wegen der Menge von besonders zu behandelnden Fallen

ziemlich weitlauftig werden.

Ehe wir zur Behandlung von speciellen Fallen schreiten, in welchen

sich die Differentialgleichungen (a~) integriren lassen, ist es zweckmassig, zu

bemerken, dass in einer Losung dieser Differentialgleichungen, wie unmittelbar

aus der Form dieser Gleichungen hervorgeht, jede Zeichenanderung der

Functionen u, e, ..., w' zulassig ist, bei welcher uvw, uv'w', fivw', arm
uugeandert bleiben. Es konnen also erstens die Zeichen der Functionen

u, *?', w' gleichzeitig geandert werden, und dadurch werden die Grossen

a, ^, ..., y" mit den Grossen a (1 6,, ..., y/', also in dem System der

Grossen /, m, ..., ri' die Horizontalreihen mit den Verlicalreihen vertauscht.

konnen gleichzeitig zwei der Grossenp den

entgegengesetzten Zeichen versehen werden, und diese Aenderung lasst sich

auf eine Aenderung in dem Zeichen einer Coordinatenaxe zuruckfubren, wobei

die Bewegung in eine ihr symmetrisch gleiche ubergeht. In dieser Bemerkung

ist der von Dedekind gefundene Reciprocitatssatz enthalten.

5.

Wir wollen nun den Fall untersuchen, in welcheni eius der Grossen

paare u,u; ®,v; u>,w' fortwahrend gleich Null ist, also z. B. u — u = 0: die

geometrische Bedeulung dieser Voraussetzung ist diese, dass die Hauptaxe a

stets in der unveranderlichen Ebene der ganzen bewegten Masse liegt und die

augenblickliche Rotationsaxe auf dieser Hauptaxe senkrecht steht.

Aus den sechs letzten Differentialgleichungen (ct) folgt sogleicb, dass

in diesem Falle die Grossen

Cm) O — *)
2
*>, 0-h«;)V, Ca-b^w, (a + byw

constant sind und die Gleichungen
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GO
(6 + c 2a) nw + (6-f c+ 2a) v'w'

c + 2a)©w>' + (6 c 2d) v'w

stattfinden mussen.
«

Bei der weiteren Untersuchung ist zu unterscheiden, ob noch ein zweites

der drei Grossenpaare Null ist oder nicht, und wir konnen im Allgemeinen
r

nur noch bemerken, dass in Folge der Gleichungen (jx) die Grossen h,k,ti
}
k'

constant sind und folglich auch die Winkel sch d Haupt und d

veranderlich Eb d ganzen bewegten Masse, und dass dann ferner

aus den Differentialgleichungen Q3) und (y) die Verhaltnissgleichungen

g : h : k p : q : r

g'.h:k = p:q:r»

4

i i Ft If i

folgen, wodurch die Ldsungen dieser Gleichungen sich vereinfachen.

Erster Fall. Nur eins der drei Grossenpaare w,u'; r,t?'; tr,tc' ist gleich Null.

Wenn wed gleich © und noch gleich Null sind. fol

den Gleichungen (/x) und (v)

v 2 (2a b c) (2a + b

CO
©2

W 2

(2a + b + c) (2a

(2ab

w2

(2a

(2a + 6 + c) (2a + 6

A+<0
6 + c)

« c

a + c

4

const

a &*+

a + 6
const

woraus sich mit Hinzuziehung von

abc

ergiebt , dass a, 6, c und folglich auch «, ©', «©, «>' constant sind

const.

Setzen wir nun

©2 m 2

00
(2a + 6 + c) (2a 6 + c) (2a 6

S
c) (2a+ 6

to2 «5
'2

(2a+ 6 + c) (2a+o (2a - b c) (2a b+c)
T

kl

so erhalten wir aus den drei ersten Differentialgleichungen (a) die drei Glei

chungen
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C3) (4a2 — b2 — 3c2) S -f- (4«2 _ 362 — c2) T
eA a

cf>

2 c2)T

2 62)S
I

2 V 2a2

eB
r

2 262

eC cr

2
"

2c2

Una hieraus die Werthe von S, T und <r abzuleiten, bilde man aus den Glei

chungen (4) die Gleichungen

OD

b2T + C2S «* /* *d*

r + 5 <r £71* r d*

262c2 2^o A (62 + s) (c2 + *)

und substituire diese Werthe in der Gleichung (3)

(4a2 — 62— c2) (T+ 5) — 2 (62r + c2S) = eA a

i

- 2 2a2

wodurch man

Da sir r°ds /2s -f 4a2 — b2 — c2 , 1
r\

2a262c2 2^o AV(/>2 + «)(c2 + s) a2 + /
erhalt, wenn zur Abkurzung

(6) 4a4 - a2 (b2 + c2) *+ b2c2 = D

gesetzt wird. ,\

Durch Einsetzung des Werthes von a in die Gleichungen (4) findet

sich dann

CO
62 -

b2

-c2c DS
a2

f»)
c2 -

c2 -

-b2o DT
-a2

sds Aa2 — c2 -{-b2 b2

A(62 +s) V c2 + * a2 + s

£7t r" sds Aa2 — tf + c2 c2

)

J.

2^ A(c2 -M) V 6« 4- * a2 + s

L)
l-s/

Es bleibt nun noch zu untersuchen , welchen Bedingungen a, 6, c genugen

miissen, damit sich aus den Gleichungen (7) und (8) und den Gleichungen

(2) fur v, u', w, w' reelle Werthe ergeben.

fl/«/A. Classe. IX. c
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2 ,*n\ 2

-J und f — J nicht negativ werden, ist es nothwendig und

hinreichend, dass die Grosse

(4a2 — (6 + c,
2
) (4a2 - b -- cf) >

rb ^t- C\ /b "—— c\__J__\ oder < f 1 sein.

2 / = \ 2

6 4* c
Wenn a> - ^~

, miissen die Grossen S und T beide >0 sein, damit

die Gleichungen (2) fiir «?, «', «?, «?' reelle Werthe liefern. Man kann nun

b 4- c
aber leicht zeigen, dass, wenn «> —^—* , 2> und die beiden Integrate auf

der rechten Seite der Gleichungen (7) und (8) immer positiv sind. Man

hat dazu nur nothig, D in die Form zu setzen

«2
QAa

2 __
(6 4. C)2j + 6c ^a2 + be)

und das in (7) enthaltene Integral in die Form

00

err I sds ^^_ c2jS + ^2 (4ft2 + ^ __ ~ _ ^^j
2a2 #2 c2/> A3

und dann zu bemerken, dass aus a> — ' die folgenden Ungleichheiten

fliessen, 4a2— (6-f-c)
2>0, 4a2— c2 >0, ferner 4a2+62—

c

2>f&+c)2+62—

c

2

26 (6+ c) und folglich a2 (4a2+ W-— c2) > 2&(6+c>2> i^O+O 5> 62c2.

Aus diesen Ungleichheiten folgt, dass sowohl D, als das betracbtete Integral

nur positive Beslandtheile hat, und dasselbe gilt auch von dem Integral auf

der rechten Seite der Gleichung (8) , welches aus diesem durch Vertauschung

b-\- c
von b und c erhalten wird. Lassen wir nun a die Werthe von bis oo

2

durchlaufen, so wird, wenn b>c, T immer positiv bleiben, S aber nur

so lange a < b. Die Bedingungen fur diesen Fall sind also, wenn b die

grossere der beiden Axen b und c bezeichnet.

CO
b + C - ^ La < b.

9
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Fur die Untersuchung des zweiten Falles, wenu a2 < ( J,
wollen

vvir annehmen, dass b die grossere der beiden Axen b und c sei, so dass

a < —-— Es muss dann, damit 0,0', «?,«/ reell werden, S <0 und T>0
2

sein. Da aus den Ungleichheiten b2> (2a + cj2> 4a2 4- c2 hervorgeht, dass

das Integral auf der rechten Seite der Gleichung £8} in unserra Falle stets

negativ ist, so wird die letztere Bedingung T>0 nur erfullt werden, wenn

a2 fh2 4«21
D(c2 — a2)>0, also e2 entweder <—L ^, oder > a2 ist. Dieser

b2 - a2 =
a2 C6

2_ 4a23
Fall spaltet sich also wieder in zwei Falle, und diese sind, da ——— „—— >

b2 — a2

durch einen endlichen Zwischenrautn getrennt, so dass von einem zum andern

kein stetiger Uebergang slattfindet. Da das Integral in der Gleichung (7),

so lange c2 /< a2 ist, wegen der beiden Ungleichheiten c2 ffr s < a2
-f- s,

4a2 — c2 -\- b2 >> b2 nur positiv sein kann, so reduciren sich die zu erfiil-

b c
lenden Bedingungen im ersten dieser Falle auf a < oder

4,

und im zweiten auf

. o . 2 a2 (b2— 4«2)
b — 2a und c2 < —i

b 2 — a 2

b-c , C *d* /4«2— c2 + & 62 \. n

2 ^oA^-r*)^ c2 -*-* a2 4-*

Es ist leicht zu sehen , dass das Integral auf der linken Seite der letzten

Ungleichheit, wenn a die Werthe von bis c durchlauft, negativ bleibt, so

lanse a<- ist. wahrend es fiir a = c einen positiven Werth annimmt; die

genaue Bestimmung der Grenzen aber, innerhalb dereu diese Ungleichheit

erfullt ist, hangt, wie man sieht, von der Auflosung einer transcendenten

Gleichung ab.

In Bezuff auf das Zeichen von a, welches bekanntlich enlscheidet, ob

Bewegung ohne aussern Drnck moglich ist, konnen wir bemerken, dass

C2
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sich der oben gefundene Werth dieser Grosse in die Form
\ GO

D< A 3 *

setzen lasst, und also in den Fallen I und III, wo D > 0, jedenfalls posit

ist, fur einen negaliven Werth von D aber, wenigstens so lange dies<

Werth absolut genommen unter einer gewissen Grenze liegt, negativ wird.

I

7.

Zweiter Fall. Zwei der Grdssenpaare ti,w'; tyt?'; ir,w' sincl gleich Null.

Wir haben nun noch den Fall zu behandeln, wenn zwei der Grossen-

paare u, u; v,®'; w,ic fortwahrend Null sind, und also nur urn eine Haupt-

axe eine Rotation slallfindet.

Wenn ausser u und u auch v und v fortwahrend Null sind, so reduciren

sich die Gieichungen Qu) und (V) auf

2w = const. = t (a -\- b~)
2 w' = const. = r'

und die ersten drei Differentialgleichungen (a) liefern daher die Gieichungen

CO
Kf C« + O 3 * d'

2 "

5 ' (b + ay * d/2 a

*!? = £c<? - *

d/2 c

welche verbunden mit

abc == ao6 c

die Grossen a, b, c und a als Functionen der Zeit bestimmen. Das Princip

Erhaltung der lebendigen Kraft giebt fur diese Diiferentialgleichungen das

Integral erster Ordnung

do\ 2 /d6\2 . /dc\2N . t2 t'2m i (I ) + (-V + T-V ) +—— + * 1 + 2£ff = const.

woraus unraittelbar hervorgeht, dass wenn t nicht Null ist, die Hauptaxen

a und 6 nie einander gleich werden konnen.
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Ausser den schon von Mac-Laurin und Dirichlet untersuchten

Fallen, wenn a = b, lasst noch der Fall, wenn die Grossen a, b, c constant

sind, eine Bestimmung der Bewegung in geschlossenen Ausdriicken zu. In

diesem Falle erhalt man aus (1} durch Elimination von a die beiden Glei-

chungen
®

t'2 t 2
eit r&s (b2— c2)s

(3D
C* + <0 3

(p— cTp b^ A02 + s)Cc2 + *)
K

00
2 „2^U «T 2 T 2

£7T /°d$ (a2—

c

2
)*

(6 + aj (b— «)3 a ^o A (a2 + *) (c2 + s)
L

worin die Integrate auf der rechten Seite durch K und L bezeichnet werden

mogen; sie lassen sich auch in die Form setzen ^

(43 m '2 T
CO

2
sir f*ds s s -\- ab c2:7T f*\

(b + ay 2
J
* AV + OC^+0 ab(j? + i))

(S) ">2
T 2

ao

67T '/ d* /• * «6 . C2

+
4 ' 2 ^o A H«2 + *) (&

2 + «) a6(c2 + *)

Nehmen wir an, dass b. wie in den friiher betrachteten Fallen, die

grossere der beiden Axen a und b bezeichne, so liefern diese beiden Glei-

chungen dann und auch nur dann fur t2 und r'2 reelle Werthe, wenn K
positiv und abgesehen voin Zeichen grosser als L ist; und es ist klar, dass

die erste Bedingung erfiillt ist, solange c<b. Der zweiten Bedingung wird

gentigt, wenn c = a also L = ist, und folglich auch, da K und L sich

mit c stetig andern, innerhalb eines endlichen Gebiets zu beiden Seiten dieses

Werthes. Dieses erstreckt sich aber nicht bis zu den Werthen b und

denn fur c= b wiirde t' 2 negativ werden, fiir ein unendlich kleines c aber

t2, da dann

K x ds L „<*> ds

c i^a+olo+-,o<
c

•< «*o + o*o +J &
a2

o2

und folglich L > K wird. Wachst b, wahrend a und c endlich bleiben

ins Unendliche, so kann L nur dann kleiner als K bleiben, wenn zugleich

a2— c2 m'

g Unendliche abnimmt ; beide Grenzen fiir c sind also dann nur

»
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unendlich wenig von a verschieden. Wenn dagegen b seiner unteren Grenze

a unendlich nahe komrat, so convergirt die obere Grenze fur c, wo r' 2 =
wird, gegen a, die untere Grenze aber gegen einen Wertb, fur welchen

das Integral auf der rechten Seite von (5) verschwindet. Zur Bestimmung

dieses Werthes erhalt man, wenn man — = sin-J/ setzt, die Gleichung
a

5 + 2 cos 2«J/ + cos 4^3 (V — 2^3 + 10 sin 2^ 4- 2 sin 4^ =
uiid diese hat zwischen %L = und \L = - nur eine Wurzel, welche

2

C
0,303327..

a *

giebt. Fiir b = a kann freilich c jeden Werth zwischen und b annehmen,

da dann t2 wegen des Factors b — a imraer Null wird. Man erhalt dann

den von Mac-Laurin untersuchten Fall, wahrend sich fiir w2= w' 2 die

beiden von Jacobi und Dedekind gefundenen Falle ergeben.

Der eben behandelte Fall fallt fiir b= a mit dem Falle (I) des vorigen

Artikels zusammen und, wenn

w2 w' 2

(4 + c + 2fl) (6— c -t- 2a) Qb-\-c — 2a)(b— c-2a)
mit dem Falle (III). Von den bisher gefundenen vier Fallen, in denen das

flussige Ellipsoid wahrend der Bewegung seine Form nicht andert, hangen

also diese drei Falle stetig unter einander zusammen, wahrend der Fall (II

J

isolirt bleibt

/

8.

Die Untersuchung, ob diese vier Falle die einzigen sind, in denen die

Hauptaxen wahrend der Bewegung constant bleiben, fiihrt auf eine ziemlich

weitlauftige Rechnung. welche wir nur kurz andeuten wolJen, da sie nur

ein negatives Resultat liefert.

Aus der Voraussetzung, dass a, b, c constant sind, kann man zunachst

leicht folgern, dass <r constant ist, indem man die drei ersten Differential-

gleicbungen (<*), mulliplicirt mit a, 6, c, zu einander addirt und dann die

#
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Integralgleichung I, also den Satz von der Erhaltung der lebendigen Kraft,

benutzt,

Durch Differentiation dieser drei Gleichungen erhalt man dann ferner

wenn man die Werthe von — , —-, ..., ~ aus den sechs letzten Differen-
dr d/ dt

tialgleichungen Qa) einsetzt, die drei Gleichungen

) u Qdw — vw'~) -J- (b -f- c) u Ct'w — «?«/) =
(1) (c — a) v (wu— «?V) + Qc + a) 9 (w'u — wu^\ =

b) w (jw — u'v'J -J- (a -j- b) w (u'v — we') =
von denen eine eine Folge der ubrijjen ist.O v "w uullD

I. Wenn nun keine von den sechs Grossen u,u',...,w' Nuil ist, folgt

aus diesen Gleichungen die Gleichheit der folgenden drei Grossenpaare, deren

Werthe wir durch 2a', 2b\ 2c bezeichnen wollen

<D~, + O + <0~ = 0»-*3-, + O + Q- = 2«'

(»-«)" + C» + «0-« (6- «)", -t- (A + e)- = 24'

(c-U)
U-

f + O + 6)*-' = (c - a) !L + Cc + „) £ _ oc
'

# M © '
.

Es ergiebt sich dann a 2— b'2 = a2— A2, b'2 — c'2 = #*—

c

2 so dass wir

aa — a a = bb — b'b' — cc — c'c = Q
*

setzen konnen, und aus den drei ersten Differentialgleichungen (V)

Ind = const. 2yb' — const. 2gc = const.

wenn wir vv -\~ ww\ ww' -f- uu, uu + vv' zur Abkurzung durch tt, %, g

bezeichnen. Aus diesen Gleichungen und der aus den Integralgleichungen

II und III leicht herzuleitenden Gleichung

2—fl^O2— c*)it + (J>
2- a2)02- <?)% + (c2 a2) (c2—^>= foP-.^*)

I

folgt, wenn nicht a = b = c, dass und folglich »,«',...,«?' constant sein

miissen. Es ergiebt sich aber leicht, dass dann die sechs letzten Differential-

gleichungen (ci) nicht erfullt werden konnen; und hierdurch ist, wenn nicht

alle drei Axen einander gleich sind, die Unzulassigkeit der Annahme, dass

», w', ...,«/ sammtlich von Null verschieden sind, erwiesen.
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Die Annahme a = b = c wiirde auf den Fall einer ruhenden Kugel

fiihren; u',v',w' ergeben sich =0, u, v, w aber bleiben ganz willkiihrlich,

was davon herriihrt, dass die Lage der Axen in jedem Augenblicke will-

kiihrlich geandert werden kann.

II. Es bleibt also nur die Annahme iibrig, dass eine der Grossen
|

u, v, . .., w Null ist, und diese zieht, wie wir gleich sehen werden, immer
I

die fruher untersuchte Voraussetzung nach sich, dass ems der drei Grossen-

paare u, u) v, 9'; to, to' verschwinde. ! i

1. Wenn eine der Grossen u', 9', to', z. B. u = ist, folgen aus (1)

die Gleichiingen

- c) umo = (b— c) uv'w' =
und diese Iassen nur eine von den folgenden Annahmen zu: erstens die

fruher untersuchte Voraussetzung, zweitens 6 = c, drittens «?= und w'— O

oder 9 = und w = , was nicht wesenllich verschieden ist.
m

Wenn b= Cj bleibi u ganz willkiihrlich und kann also auch =0 gesetzt

werden, wodurch der fruher untersuchte Fall eintritt.

Wenn «? = und m?'= 0, erhalt man aus den Differenlialgleichungen (V)

c— 2a) w'w = (c + a — 26) uv'w = (a— b-\- 2c) uv'ic =
und, wenn man die erste dieser Gleichungen zur zweilen addirt,

V* ~

(a -f- b) uv w

es muss also ausser den Grossen u\ v, w noch eine der Grossen u
y

t> , w

Null sein, wodurch wieder der fruher untersuchte Fall eintritt.

.

2. Wenn endlich eine der Grossen n,v,w, z. B. u = ist, folgt aus
tr

den Gleichungen (1) if r\ ft A
uvw = uvw =

und diese Gleichungen fiihren entweder zu unserer fniheren Voraussetzung,

oder zu der Annahme, « = «;'= «/= 0, welche von der eben untersuchten

*'=» = «/= nicht wesentlich verschieden ist, oder endlich zu der An

nahme u = 9= to = 0. Unter dieser Voraussetzung aber geben die Diffe-

rentialgleichungen Qa) 9'to = w'u = 119 == , und es miissen also noch

zwei von den Grossen «', v, to' Null sein, was wieder den fruher bebandelten

Fall liefert.
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Es hat sich also ergeben, dass mit der Bestandigkeit der Gestalt noth-

wendig eine Bestandigkeit des Bewegungszustandes verbunden ist, d. h., dass

allemal, wenn die flussige Masse fortwahrend denselben Kdrper bildet, auch

die relative Bewegung alter Theile dieses Kdrpers immerfort dieselbe bleibt.

Die absolute Bewegung im Ranme kann man sich in diesem Falle bus zwei

einfacheren zusammengeselzt denken, indem man sich zuerst der fl

Masse eine innere Beweffuns- ertheilt

6

innere Bewegung ertheilt denkt, bei welcher sich die Fliissigkeits-

theilchen in ahnlichen, parallelen und auf einem Hauptschnitte senkrechlen

Ellipsen bewegen, und dann dem ganzen System eine gleichformige Rotation

urn eine in diesem Hauptschnitte liegende Axe. Wenn dieser Hauptschnilt,

wie oben angenommen, senkrecht zur Hauptaxe a ist, so sind die Cosinus

h k
der Winkel zwischen der Umdrehungsaxe und den Hauptaxen 0, — , — und

CO CO

die Umdrehungszeit — . Ferner sind 0, b -t', c-f die auf die Haupt-
Vg2 -1- r2 u

t
co,

axen bezogenen Coordinaten des Endpunkts der augenblicklichen Rotationsaxe,

und bei der innern Bewegung sind die elliptischen Batmen der Flussigkeits-

theilchen der in diesem Punkte an das Ellipsoid gelegten Tangentialebene

parallel, so dass ihre Mittelpunkte in dieser Rotationsaxe liegen. Die Theil-

chen bewegen sich in diesen Bahnen so, dass die nach den Mittelpunkten

gezogenen Radienvectoren in gleichen Zeiten gleiche Flachen durchstreichen,

und durchlaufen sie in der Zeit — .

Vq? + 2

9.

Wir kehren jelzt zuruck zur Betrachtung der Bewegung der flussigen

Masse in dem Falle, wenn «, u\ <?, «/; w
f
w' fortwahrend Null sind und also

nur urn eine Hauptaxe eine Rotation stattfindel, und bemerken zunachst, dass

sich den Gleichungen (1) Art. 7., nach welchen sich die Hauptaxen in diesem

Falle andern, noch eine andere anschaulichere mechanische Bedeutung geben

lasst. Man kann sie namlich betrachten als die Gleichungen fur die Bewegung

eines materiellen Punktes (a, 6, c) von der Masse i , der gezwungen ist auf

Math. Classe. IX D
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die Gleichung abc Flache zu bleiben und

Kraften getrieben wird, deren Potentialfunction der Grosse

T2

2 +
T 2

(« H- 6)2
2eff

dera Werlhe nach gleich und dem Zeichen nach entgegengesetzt ist.

Bezeichnen wir diese Grosse mit

beide Bewegungen in die Form setzen:

so lassen sich die Gleichungen fur

d2*

d/2

fur alle unendlich kl

ia +
d 26

dl2
bb +

d2*?

oT2
" c + &G

Werthe von ^o. ^6, <fc, welche der Beding

abc const, geniigen; und der Satz von der Erhaltung der mechanisch

Kraft giebt

*((
da 2

+
d£

d7

2

+
dc

d7
4- G const.,

wonach der von der Formanderung der fliiss M unabb Theil

der mechanischen Kraft G ist.

Damit a, b, c und folglich Form und Bewegungszustand des fliissigen

Ellipsoids constant bleiben, wenn — , — , — Null sind, ist es offenbar noth-
6t dt dt

wendig und hinreichend, dass die Variation erster Ordn d Function G

von den veranderlichen Grossen a, b
}
c, zwischen welchen die Bedingung

abc = const, statttindet, verschwinde, was auf die Gleichungen £3) oder £4)

und (5) des Art. 7. fiihrt. Diese Bestandigkeit des Bewegungszustandes wird

aber nur eine labile sein, wenn der Werth der Function kein Minimumwerth

ist; es lassen sich dann immer beliebig kleine Aenderungen des Zustandes

der fliissigen Masse angeben, welche eine vollige Aenderung desselben zur

Folge haben.

Die directe Untersuchung der Variation zweiter Ordnung fur den Fall,

wenn die Variation erster Ordnung der Function G verschwindet, wiirde sehr

verwickelt werden; es lasst sich jedoch die Frage, ob die Function fur diesen

Fall einen Minimumwerth habe, auf folgendem Wege entscbeiden.

Zunachst lasst sich leicht zeigen, dass die Function immer, welche

Werthe auch t2
, t'2 und abc haben mogen, fur ein System von Werth
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der unabhangig veranderlichen Grossen ein Minimum haben miisse; es folgt dies

offenbar aus den drei Umstanden , dass erstens die Function G fur den Grenzfall,

wenn die Axen unendlich klein oder unendlich gross werden, sich einem

Grenzwerth nahert, der nicht negativ ist, dass zweitens sich iinmer Werthe

von a, b, c angeben lassen , fur welche G negativ wird und dass drittens G
inn. Diese drei Eisenschaften der Function Gnie negativ unendlich werden k

ergeben sich aber aus bekannten Eigenscbaften der Function H. Die Function

H erhalt ihren grossten Werth in dem Fall, wenn die flussige Masse die

Gestalt einer Kugel annimmt, namlich den Werth litg2 ,
wenn p den Radius

m

dieser Kugel also yabc bezeichnet; ferner wird H unendlich klein, wenn eine

der Axen unendlich gross und folglich wenigstens eine andere unendlich klein

wird, jedoch so, dass, wenn b in's Unendliche wachst, Hb nicht unendlich

klein wird, und folglich in der Function G, wenn nicht zugleich a ins Un-

endliche wachst, der negative Bestandtheil schliesslich immer den positiven

uberwiegt.

Wenn t2 nicht Null ist, muss schon unter den Werthen von o, 6, c,

welche der Bedingung b>a genugen, ein Werthensystem enthalten sein, fur

welcbes die Function ein Minimum wird; denn dann sind die obigen drei

Bedingungen, aus welchen die Existenz eines Mimimums folgt, schon fiir

dieses Grossengebiet erfullt, da G auch fur den Grenzfall a = b 'nicht ne-

gativ wird;

Man kann nun ferner untersuchen, wie viele Losungen die Gleichungen

(3) Art. 7 zulassen , welche das Verschwinden der Variation erster Ordnung

bedinsen. Diese Untersuchung lasst sich leicht fuhren, wenn man die Werthe

der Ausdrucke fiir t 2 und r'2 auch fur

Werthe der Grossen o, 6, c in Betrachl zieht. Wir konnen jedoch diese

Untersuchung in die gegenwarlige Abhandlung nicht aufnehmen und miissen

besnueen das Resultat derselben anzugeben, dessen wir in der Folgeuns ~~& ..-&

bediirfen.

Wenn t2 nicht Null ist, lassen die Gleichungen (3) auf jeder Seite

von b = a nur eine Losung zu; die Variation erster Ordnung verscbwindet

also auf jeder Seite dieser Gleichung nur fur ein Werthensystem, und die

D2
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Function G muss fur dieses ihr Minimum haben, welches wir durch G* be-

zeichnen wollen.

Wenn r 2 Null ist, verschwindet die Variation erster Ordnung immer
fur b — a und einen Werth von c, dor fur r'2 = gleich a ist und mit

wachsendem T
'2 bestandig abnimmt. Die Variation zweiter Ordnung lasst sich

fur dieses Werthensystem leicht in die Form eines Aggregats von {Ja + &b~)

und Qa — $b~)2 setzen , und hierin ist der Coefficient von Qa ~\- Sb~)

positiv, da die Function, wie aus den fruheren Untersuchungen bekannt ist,

Werthen, die sie fur b = a annehmen kann, hier ihren klein

Werth hat

Der Coefficient von Qa — ^b~)2 aber ist

QO

sir fds / s— ab c2

also nur positiv, wenn 1 > 0,303327 .. . und folglich T
' 2< eirg*. 8,64004 ....,

c
aber negativ, wenn — diesen Werth

a

Die Function G hat also fur dieses Werthensystem nur im erstern Falle

ein Minimum ((?*), und die Untersuchung der Gleichungen (3) zeigt, dass

die Variation erster Ordnung dann nur fur dieses Werthensystem verschwindet;

im letztern Falle aber hat sie einen Sattelwerlh; sie muss dann noth-

wendig noch fur zwei Werthensysteme ein Minimum (G*) haben, und aus

der Untersuchung der Gleichungen (3J folgt, dass die Variation erster Ord-
nung nur noch fur zwei Werthensysteme verschwindet, welche durch Ver-
tauschung von b und a aus einander erbalten werden.

Ans dieser Untersuchung ergiebt sich also, dass in dem schon seit

Mac-La urin bekannten Falle der Rotation eines abgeplatteten Umdrehungs-
ellipsoids um seine kleinere Axe die Bestandigkeit des Bewegungszustandes
nur labil ist, sobald das Verhaltniss der kleinern Axe zu den andern kleiner

ist als 0,303327...; bei der geringsten Verschiedenheit der beiden andern
wurde in diesem Falle die fliissige Masse Form und Bewegungszustand vollig

andern und ein fortwahrendes Schwanken um den Zusland eintreten, welcher
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dem Minimum der Function G entspricht. Dieser besteht in einer gleichfor-

migen Umdrehung eines ungleichaxigen Ellipsoids um seine kleinste Axe ver-

bunden mit einer gleichgerichteten innern Bewegung, bei welcher die Theil-

chen sich in einander ahnlichen zur Umdrehungsaxe senkrechten Ellipsen

bewegen. Die Umlaufszeit ist dabei der Umdrehungszeit gleich, so dass jedes

Theilchen schon i

lage zuruckkehrt.

Umdrehung des Ellipsoids in seine Anfnngs

10.

Wenn die mechanische Kraft des Systems,

k©: + (s: + (S»^ g°="

welche offenbar nicht kleiner als G* sein kann, negativ ist, so kann die

Form des Ellipsoids nur innerhalb eines endlichen durch die Ungleicbheit

G < £1 begrenzten Gebiets fortwahrend schwanken.

Fiir den Fall dass £2 — G* als unendlich klein betrachtet werden kann,

konnen wir diese Schwankungen leicht untersuchen.

Denken wir uns in der Function G fur c seinen Werth aus der Glei-

cbung abc = a b c substituirt, so giebt die Gleichung CO des vorigen

Artikels

d*a __ c d2c dG = Q
&b _ c d*c dG

dT2
~~

a dT2 <to d/2 H/2 &b

Die Werthe von a, 6, c konnen nun stets nur unendlich wenig von den

Werthen, die dem Minimum von G entsprechen, abweichen, und wenn wir

die Abweichungen zur Zeit / mit h, $b, $c bezeichnen und die Glieder hoherer

Ordnung vernachliissigen, so erhalten wir zwischen diesen die Gleichungen

$a $b ,
$c _ n— -T -r i u

l-'J ifi a Afi da2 iai(>

ifi b d<2 dft
2 dad*
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d2Sa

d/2
welchen man bekanntlich geniigen kann, wenn man -j-^. = — pfx$a,

-j-r- = — Wj3b, also auch _—_ = — ppSc setzt und dann die Constante
d/z d/2

^yu so bestimmt, dass eine eine Folge der iibrigen wird. Die letztere Be-

dingung fur fx/x kommt mit der Bedingung uberein, den Ausdruck zweiten

Grades von den Grossen <Ja,

n2G — W Qa2 + cJ6
2 + 3c2)

zu einem Quadrat eines linearen Ausdrucks von diesen Grossen zu machen;

und dieser genugen, da $2G und Sa2 + Sb2 -f <Jc
2 wesentlich positiv sind,

immer zwei positive Werthe von pp t
welche einander gleich werden, wenn

Factor
..

$2G und $a2 -+- 3b2 -\- &c2 sich nur durch einen com

den. Diese beiden Werthe von fxfx geben zwei Ldsungen der Differential

gleichungen (Q, bei denen sich Sa, Sb, Sc einer periodischen Function der

Zeit von der Form sin (fxt + const.) proportional andern, und aus denen sich

ihre allgemeine Losung zusammensetzen lasst.

Jede einzeln genommen liefert periodische unendlich kleine Oscillationen

der Gestalt und des Bewegungszustandes. Hieraus wiirde freilich nur folgen,

dass es zwei Arten von Oscillationen giebt, welche sich desto mehr periodi-

schen naliern, je kleiner sie sind; es ergiebt sich jedoch die Existenz von

endlichen periodischen Schwingungen aus folgender Betrachtung.

Wenn £2 negativ ist, muss offenbar a einen und denselben Werth mehr

als einmal annehmen, und betrachten wir die Bewegung von dem Augenblicke

an, wo a einen solchen Werth zum erstenmal annimmt, so wird die Bewe-

gung durch die Anfangswerthe __ und b vollig bestimmt sein: es sind
at at

also auch die Werthe, welche diese Grossen erhallen, wenn a spater wieder

diesen Werth annimmt, Functionen von ihren Anfangswerthen. Diese Fune-

tionen wollen wir zusainmengenommen durch y bezeichnen. Die Bewe^unir

wird periodisch sein, wenn ihre Werthe den Anfangswerthen gleich sind.

In Folge der Gleichung abc = const, und des Satzes von der lebendigen

Kraft miissen aber, wenn b und — ihre Anfangswerthe wieder annehmen,

<
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auch c, — und — wieder ihren Anfangswerthen gleich werden. Es sind
' d/ 6t

also hiezu nur zwei Bedingungen zu erfiillen; und man kann, indem man die

Derivirten der Functionen % fur den Fall unendlich kleiner Schwingungen

bildet, zeigen, dass diese Bedingungsgleichungen sich nicht widersprechen

und innerhalb eines endlichen Gebiets reelle Wurzeln haben.

Die Grossen «, b, c lassen sich fur diesen Fall periodischer Schwingungen

als Functionen der Zeit durch Fourier'sche Reihen ausdrucken, in welchen

freilich sammtliche Constanten, den von Di rich let behandelten Fall ausge-

nommen, nur naherungsweise bestimmt werden kdnnen. Dieses kann z. B.

cladurch geschehen, dass man die oben fur den Fall unendlich kleiner

Schwingungen gemachte Entwicklung auf Glieder hoherer Ordnung ausdehnt.

Es schien uns der Miihe werth, diese Bewegungen, welche den Bewe-

gungen, bei denen Gestalt und Bewegungszustand constant sind, an

zunachst stehen, wenigstens einer oberflachlicheii Betrachtung zu unterwerfen.

Wir wollen nun die Untersuchung. welche wir in vorigen Artikel fur den

E

Fall, wenn nur urn eine Haupt stattfindet, ausgefiihrt haben

Dirichlet'schen Voraussetzung geniigenden Bewegungen ausdehnen

11.

Um fur diesen Zweck die Differentialgleichungen (a) in eine iibersicht-

lichere Form zu bringen, wollen wir statt der Grossen u, *,..., w' die Grossen

#, A, ..., * einfuhren und die Bedeutung von G dahin verallgemeinern ,
dass

wir dadurch den Ausdruck

b~—c' ^c

* w,-«N* Sh-h-s* t

,*-Ax2
CV

o
y(a*+s)(b2+*Xc2+^

\

9— 9
* GS) * (ft+c' Vc + a' ^a + b

**/.

also auch jetzt den von der Forroanderung unabhangigen Tbeil der mechani

schen Kraft bezeichnen.

Es wird dann
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. dG dG dG
P J q ~~

dk
T

dk

dG _ dG _ dG
P

'
"~

dg
t

9
'

~~
oT

T'~~
dk

und die letzten sechs Differentialgleichungen (a) lassen sich daher in die

Form setzen

dt dk dh dt ' dk ' dh

rU dA dG dG dh . dG dG
dt dg * dk dt 'dg

t

*' dk,

dk dG . dG dk dG ' dG— = g— — h— —iz=q — — h —
dt * dh dg dt

y
' dh ' dg

wahrend die drei ersten in

Go ^ + *?_ 2£-o ^ + l?_2£-o *H + ™-<iL-o<r

dt2 da a dt2 db b dt2 ' dc c

iibergehen. Wir bemerken zugleich, dass aus der Integralgleichung II, wenn

« = 0, drei Integralgleichungen
, g — 0, A = 0, &=0, folgen, d. h., dass

diese Grdssen immer Null bleiben, wenn sie anfangs Null sind. Dasselbe gilt

natiirlich auch von den Grdssen a , h. k.

Aus den Differentialgleichungen (1) und (2) ist nun leicht ersichtlich,

dass das Verschwinden der Variation erster Ordnung der Function G von den

neun veranderlichen Grdssen a, b, ..., k
/}

zwischen welchen die drei Be-

dingungen

abc = const. g
z

-J- h2 -J- k2 = u2
g
2

-f- h 2
-f- k 2

CO
2

stattdnden, nothwendig und hinreichend ist, damit — , — , —, ^, ..., ^
dt2 ' dt2 ' dt2 ' d* ' ' dt

Null werden und also Gestalt und Bewegungszustand des Ellipsoids constant

bleiben, wenn -^ , _, _f Null sind. Die Falle, in denen dieses stattfindet,
at at at

haben wir frtiher vollstandig erdrtert. Es ergiebt sich nun aber auch hier

wieder leicht, dass die Function G wenigstens fiir ein System von Werthen
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der unabhangig veranderlichen Grossen ein Minimum haben miisse, da sie

fiir den alleinigen Grenzfall, wenn die Axen unendlich gross oder unendlicb

klein werden, gegen einen Grenzwerlh convergirt, der nicht negativ ist, und,

wie wir schon geseben haben, immer fiir gewisse Werthe der unabhangig

veranderlichen Grossen negativ wird, ohne je negativ unendlich zu werden.

Fiir den einem solchen Minimum entsprechenden constanten Bewegungszustand

folgt aus dem Satz von der Erhaltung der lebendigen Kraft, dass jede der

Dirichlet'schen Voraussetzung genugende unendlich kleine Abweichung von

demselben nur unendlich kleine Schwankungen zur Folge hat, wahrend in

jedem andern Falle die Bestandigkeit der Gestalt und des Bewegungszustandes

nur labil ist. Die Aufsuchung der einem Minimum von G entsprechenden

Beweeuiigszustande ist nicht bloss fiir die Bestimmung der mdglichen stabilen
©""t>

Formen einer bewegten flussigen und schweren Masse wichtig, sondern wiirde

auch fur die Integration unserer Differentialgleichungen durch unendliche Reihen

die Grundlage bilden miissen; wir wollen daher jetzt untersuchen, in welchen

von den Fallen, wo ihre Variation erster Ordnung verschwindet, die Function

G ein Minimum hat. Aus jedem von den friiher gefundenen Fallen , in denen

das Ellipsoid seine Form behalt, erhalt man zwar durch Vertauschung der

Axen und Aenderungen in den Zeichen der Grossen g, h, ..., k
t
mehrere

Systeme von Werthen der Grossen «r 6,y., y £, 9
welche das Verschwinden

der Variation erster Ordnung der Function G bewirken; wir konnen aber

diese hier zusammenfassen, da die Function G fur alle denselben Werth hat

und in Bezug auf unsere Frage von alien dasselbe gilt.

Ehe wir die einzelnen Falle betrachten, miissen wir ferner noch be-

merken, dass die Untersuchung, wenn a oder oi
t

Null ist, eine besondere

einfachere Gestalt annimmt, indem dann g, h, k oder gt ,
h, k

t
aus der Function

G ganz herausfallen. Die friihere Untersuchung der constanten Bewegungs-

zustande giebt nur zwei wesentlich ^erschiedene Falle, in deneii eine dieser

beiden Grossen Null wird. In dem im Art. 6. behandelten Falle kann dies

nur eintreten, wenn

w<2 (2a — b — c)O — b + c) /a &\ 4

w2 2a 4- b + c) (2a + b — c) \a +- b

also der Ausdruck

Math. Classe. IX.
E
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(3) 62c2 -f- a2b2 -f- a*c2 — 3a*

den wir durch E bezeichnen wollen, Null ist; und dann ergiebt sich in der

That a> oder et, gleich Null. Die Gleichung E = liefert aber nach a auf-

\) _i_ c
gelost nur eine positive Wurzel, die zwischen —J-— und b liegt und kann

also nur ira Falle (I) erfiillt werden. Ausser diesem Falle giebt noch der im

Art. 7 untersuchte Fall cu oder ca
t
gleich Null, wenn t2 — t'2.

Es lasst sich nun zunachst zeigen, dass in den Fallen (I), (II) und (III)

die Function G keinen Minimumwerth haben kann, weil sich immer, wahrend

a, b
t
c constant bleiben, die Grossen gi

h
7
...

1
k

t
so andern lassen, dass der

Werth der Function noch abnimmt. Da g und g Null und h, h
t

, k, l#1 den

Fall E= ausgenommen, nicht Null sind, so linden zwischen den Variatio-

nen dieser Grossen die Bedingungen statt

k2 + Ufo + »J* == $g* + 2^A + »A = °

und die Variation von G wird

k + h\2
L /to— <fc,\S . ^n .

dG
i/. ,

dG iA .

dG!

kg^*) + o^?d * ** + £* + 5 *. +
6 + c

. , dG dG . . dG dG . .

oder da — : — = h:k. — : — = h : k
Ah dk ' dh dk

dk
eft*

& + &a8
L /&— <k\2\ HG ftn 1 dG

V. / nU_ c ;
TU + c// 2A dA

d^ 2h dh
y'

bfi + c* — 2a* + V(4a2 — (6 + c)
2
) (4a2— (6 — c)

2
)

Bildet man die Determinante dieses Ausdrucks zweiten Grades von

und &gt
und substituirt darin die aus Art. 6 (4) sich ergebenden Werthe

2A

(5) *

und folglich —' = E, so findet sich diese

& + c2 — 2a2 q: V(4a2— (6 + c)2) (4a2 - (6 — c)2)

w,
3 (a2 — ^) (a2 - c2)

4# (62 — c2)
2 ~~

Sie ist also positiv im Falle (I), wenn E<Q und im Falle (HI), aber negativ

im Falle (I) , wenn E > ond im Falle (II). In den beiden ersteren Fallen
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kann daher der Ausdruck (4) sowohl positive, als negative Wertbe anneh-

men, in den beiden andern aber enlweder nur positive, oder nur negative.

Er erhalt aber fur $g4
= — Sg den Werth

2 f X _ b2 + °2 ~ 2a\
(b + c)2 2E

welcher unter den in diesen Fallen geltenden Voraussetzungen imraer neg

ist, wie man leicht sieht, wenn man ihn in die Form setzt

(7,2 + q2 — 2a2) (6
2 + 46c + c2) + Q4a2 — (b -4- c)2) Qia

2— (6— c;
2

4C6 + cfE
~~

und bemerkt, dass b2 -\~ e2 — 2a2 stets positiv ist, wenn E > 0.

Wenn eine der beiden Grossen oj oder a> , z. B. cu = ist , wird die

2

Bedingungsgleichung zwischen Sg , JA , <$A

2 + &,» + #,« =
der Ausdruck der Variation von G reducirt sich foljrlich auf

M - Kr^^i ~ 40 ^2
f42 _ C2)2 h
Oh

d aus T5) erhalt man, da —

«

p + <? — 2a2 .

9
Durch Einsetzung dieses Werthes ergiebt sich

__ (V + c2)C4a2 - (A + c)2) + C& - 2 C^ + 46c + c2)
dCj

4CA2 — c2)
2 (^ + c2 — 2a2)

also negativ, da b2 + c2 — 2a2 und 4a2 — (b + c)2 in diesem Falle

positiv sind.

In alien diesen Fallen hat also die Function G keinen Minimumwertb,

und wir haben nun nur noch den Fall des Art. 7 zu betrachten , wobei wir

den singularen Fall, wo b= a und T/2 >«rp*. 8,64004..., ganz ausschliessen

konnen. Wenn eine der beiden Grossen oJ
2 oder u 2 Null ist, liefert

Fall fur jeden gegebenen Werth der andern Grosse nur einen constanten

Bewegungszustand, fur welchen t2 = t' 2, und die Function G muss dann fur

diesen ihr Minimum haben. Fur je zwei gegebene von Null verschiedene

Werthe von u2 und u 2 aber liefert dieser Fall zwei constante Bewegungs-

zustande der flussigen' Masse, die durch Vertauscbung von t2 und t' 2 in

einander ubergehen; dennman kann, um t2 und t'2 aus u2 und « 2 zu

bestimmen, t = SL+J3?, T ' = a ~ U
'- setzen und dabei die Zeichen von

u und <a
t

beliebig wahlen.

Man kann aber leicht zeigen, dass in dem einen Falle, wenn a> und a>,
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gleiche Zeichen haben und also t2 den grosseren Werth hat, kein Minimum
von G stattfindet. Die Bedingungen zwischen den Variationen der Grdssen

g, h, ..., h
t

sind jetzt

Sg* + <^2 + 2k$k = <^2 4- $h? + 1k$k
t

=
und die Variation von G wird daher

& + <fey +
^A + «J»,x

2
i If co

( b— c * ^ c— a 2
+ o*hw+»»

to-foy 4./*—** *' * + - 1--

x

2 O+ A)

Diese erhalt aber einen negativen Werth, wenn a und co gleiche Z

haben und $h = ^==0, &g = — &g angenommen wird; denn es ergiebt

SG = ( - 4- ( ! - ^ c« ^ wJ
(6 + c)2 (6 + a)

2 HP + d)* (b— a)*s 4wa,
) ^£^-) *

2
2

und hierin ist <f und auch <*
.

, da fur
C&i-a) 2 (b—d)* C* + <0* C6 + «D

T '2 T 2

c<a nach Art. 7 (3) — —. > 77 ^=, folglich t' 2 > t 2 ist und also
(0 -\- ay — \b— ay

t 2 nur grosser als t' 2 sein kann, wenn c > a.

Die Function hat also auch in diesem Falle kein Minimum und muss
folglich in dem allein noch iibrig bleibenden Falle ihr Minimum haben.

Dieses findet demnach statt ftir die im Art. 7 betrachtete Bewegung,
wenn t2 < t 2 Qden °^en angegebenen singularen Fall ausgenommen) ; und
in diesem Falle wttrde daher, wahrend in alien andern Fallen die Bestandigkeit

der Gestalt und des Bewegungszustandes nur labil ist, jede der
t
Dirichlet'schen

Voraussetzung geniigende unendlich kleine Aenderung in der Gestalt und dem
Beweguhgszustande der fliissigen Masse nur unendlich kleine Schwankungen
zur Folge haben. Hieraus folgt freilich nicht, dass der Zustand der fliissigen

Masse in diesem Falle stabil ist. Die Untersuchung, unter welchen Bedhi-
gungen dieses stattfindet, wiirde sich wohl, da sie auf lineare DifFerentiai-

gleichungen fuhrt, mit bekannten Mitteln ausfiihren lassen. Wir mussen
jedoch auf die Behandlung dieser Frage in dieser Abhandlung verzichten, die

nur der weiteren Entwicklung des schonen Gedankens gewidmet ist, mit
welchem Dirichlet seine wissenscbaftliche Thatigkeit gekront hat.
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