Uber die Bicklundsche Transformation der Flichen

konstanter Kriimmung,"
Von Dr. Otto Roelcke in Gorlitz.

Einleitung.

Bianchi ist der erste, der eine Transformation angegeben
hat, die aus einer Flidche konstanter negativer Krimmung oo! neue
Flachen derselben Art abzuleiten gestattet.?) Die transformierten
Flichen stehen zu der urspriinglichen in der Beziehung, dass jedem
Punkte der gegebenen Fliche je ein Punkt auf jeder der oo!
transformierten zugeordnet ist, und dass die Tangentialebenen ent-
sprechender Punkte senkrecht aufeinander stehen.

Eine neue Auffassung dieser Transformation hat dann Lie
entwickelt in einem Aufsatze ,Zur Theorie der Flichen konstanter
Krimmung“, der im Jahre 1880 erschienen ist.}) Lie betrachtet
hier die Flichentransformation als eine Transformation v_oﬁ Flachen-
elementen. Dabei versteht er unter einem Flichenelemente die
Figur, die aus einem Punkte und einer hindurchgehenden Ebene
besteht. Nach dieser Auffassung ldsst sich die Bianchische Trans-
formation durch die folgenden vier Gleichungen darstellen:

(x—x)? 4 (y—y1)* +(—=)*=a’
P (x—=x1) + ¢ (y—y1) — (z—z) =o
pt (x—x1) 4 @1 (y—y1) — (z—z) =0

PPt 4~ qq1 -1 =o

Hierin bedeuten =z, y, 2 die Koordinaten eines Punktes auf
der gegebenen, x1, 1, z1 diejenigen cines Punktes auf der trans-
formierten Fliache; p, ¢ und p1, ¢1 sind die partiellen Ableitungen

1) Vorliegende Arbeit ist von der philosophischen Fakultit der Universitit
Greifswald als Dissertation zur Erlangung der Doktorwiirde angenommen worden.

%) Bianchi, Ricerche sulle superficie a curvatura costante e sulle elicoidi
(Dissertation); ferner: Giornale di Matematiche, Band XVII, 1879, Ricerche
sulle superficie elicoidali; und: Mathematische Annalen, Band XVI, 1880, Uber
die Flachen mit konstanter negativer Kriimmung.

3) S. Lie, Archiv for Mathematik og Naturvidenskab, Band V, Heft 3,
S, 282 ff,, Kristiania 1880,
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von z und z; nach x und y, bezw. nach z; und 1, a ist eine Konstante.
Die erste Gleichung sagt aus, dass zu jedem Punkte P (x, y, ) der
gegebenen Fliche ein anderer P1 (21, y1, 21) auf der transformierten ge-
hort, der von ihm die konstante Entfernung a besitzt. Aus der zweiten
und dritten ersieht man, dass P; auf der zu P gehorigen Tangential-
ebene der urspriinglichen Flache und ebenso P auf der zu P; ge-
horigen Tangentialebene der transformierten Fliche liegt. Die vierte
endlich ist die Bedingung dafiir, dass die entsprechenden Tangential-
ebenen senkrecht aufeinander stehen.

Die angegebenen Gleichungen der Transformation lassen ferner
unmittelbar erkennen, dass den oo? Flichenelementen der gegebenen
Fliche oo? neue entsprechen, da ja zur Bestimmung der fiinf Grossen
21, Y1, 21, p1, q1 nur vier Gleichungen vorhanden sind. Lie zeigt in
der genannten Abhandlung, dass die vorgelegte Flache notwendig
die konstante negative Kriimmung —-1: @ besitzen muss, wenn sich
diese oo® transformierten Flichenelemente in eine Schar von oot
Flachen anordnen lassen sollen.

Kurz darauf versffentlichte Lie eine zweite Arbeit,!) in der
er die Bianchische Konstruktion auf einen Flichenstreifen an-
wendet. Hierunter versteht Liie das Gebilde, welches aus eciner
Kurve und einer kontinuierlichen Schar von Tangentialebenen
besteht. So stellt z. B. jede Flichenkurve mit der Schar der zu-
gehorigen Tangentialebenen der Fliache einen Flichenstreifen dar.
Nach den Transformationsgleichungen ist es klar, dass man aus
jedem Streifen mit Hilfe der Bianchischen Konstruktion oo! neue
Streifen gewinnen kann. Lie geht im Besonderen von einem
solchen Flichenstreifen aus, bei dem die Tangentialebenen
Schmiegungsebenen der Kurve sind, und beweist, dass die analoge
Beziehung danm und nur dann auch bei den transformierten
Flachenstreifen gilt, wenn die urspriinglich gegebene Kurve kon-
stante Torsion besitzt. Ferner zeigt er, dass in diesem Falle die
transformierten Kurven dieselbe konstante Torsion haben, und dass
das Bogenelement invariant bleibt.

Eine sehr wesentliche Verallgemeinerung hat die Bianchische
Transformation spiter durch Bicklund?) erfahren. Wiahrend
namlich Bianchi verlangt, dass die Tangentialebenen entsprechender

1) 8. Lie, Archiv for Math. og Naturv., Band V, Heft 3, S. 328 ft,
Kristiania 1880.
2) A. V. Bicklund, Om ytor med konstant negativ krgkning, Lund 1883.
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Punkte senkrecht aufeinander stehen, stellt Bicklund blos die
Forderung, dass der Winkel zwischen je zwei solchen Kbenen
konstant sei. In dieser allgemeineren Transformation ist also die
Bianchische als spezieller Fall enthalten. Backlund kommt zu
dem Resultate, dass auch bei seiner Transformation die vorgelegte
Fliche konstante negative Kriimmung besitzen muss, wenn eine
Anordnung der oo® transformierten Flichenelemente in co! Flichen
moglich sein soll. Ebenso weist er nach, dass die von Lie fiir die
Bianchische Transformation aufgestellten Sitze mit einigen Modi-
fikationen ihre Giiltigkeit behalten.

In der vorliegenden Arbeit soll nun zun#chst das Verhalten
eines beliebigen Fliachenstreifens bei der Backlundschen Trans-
formation systematisch und méglichst vollstindig untersucht werden,
was bisher noch nicht geschehen ist.

Lie hat namlich nur die Bianchische Transformation be-
trachtet und dabei auch nur solche Elementstreifen beriicksichtigt,
bei denen die Tangentialebenen die Schmiegungsebenen der zu-
gehorigen Kurven sind. Ferner hat Backlund bei der Ausfithrung
seiner allgemeinen Transformation auf einen beliebigen Flichen-
streifen nur die Differentialgleichung angegeben, die der spater
abzuleitenden Gleichung I entspricht, und von den Stiicken der
transformierten Kurven nur das Bogenelement berechnet.

Nach den allgemeinen Untersuchungen wollen wir uns dann
in dem zweiten Kapitel mit zwei besonders einfachen Spezialfillen
beschéftigen. Darauf werden wir zur Bédcklundschen Flichen-
transformation ibergehen und zeigen, wie diese auf die Trans-
formation von Flachenstreifen zurtickgefiihrt werden kann. Endlich
soll zum Schluss der Versuch einer Verallgemeinerung der Bick-
lundschen Transformation gemacht werden.

Kapitel I.

Die Bécklundsche Transformation angewendet auf
Flichenstreifen.

In jeder Tangentialebene eines gegebenen Flichenstreifens
konstruieren wir um den zugehérigen Kurvenpunkt einen Kreis mit
konstantem Halbmesser und ordnen die Punkte seiner Peripherie

1*
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dem urspriinglichen Kurvenpunkte durch die Transformation zu.
Ferner lassen wir jeder der gegebenen Tangentialebéenen oo! mneue
Ebenen entsprechen, die jene unter einem bestimmten konstanten
Winkel schneiden, und die ausser dem transformierten Punkte auch
den Kurvenpankt enthalten. Die Bianchische Transformation ist
dann insbesondere dadurch charakterisiert, dass dieser Winkel ein
rechter ist. Die oo! Flidchenelemente der alten Kurve werden somit
in oo? neue iibergefilhrt, und wir stellen uns jetzt die Aufgabe,
diese Fliachenelemente in eine einfach unendliche Schar von Flachen-
streifen anzuordnen und die Transformation genauer zu untersuchen.

Es ist klar, dass sich die verlangte Anordnung durch eine
Relation zwischen der Bogenlinge s und einer Grésse bestimmen
lassen muss, welche fiir jeden Kurvenpunkt die Punkte des zu-
gehorigen Kreises charakterisiert. HEbenso leicht erkennt man, dass
diese Beziehung sich in der Form einer Differentialgleichung dar-
stellen wird, da unsere Transformation unendlichdeutig ist und also
die Relation zwischen s und der noch nicht ndher definierten
Variablen von einem Parameter abhingen muss.

Der Rechnung schicken wir folgende Definitionen voraus. Den
Halbmesser der ersten Kriimmung der urspriinglichen Kurve nennen
wir 7, den der zweiten p. Die Richtungskosinus der Tangente, der
Hauptnormalen und der Binormalen wollen wir mit «, B, 1; I, m, n;
X, 11, v bezeichnen, zu der Normalen der Tangentialebene moégen die
Richtungskosinus p, ¢, 7, zur Verbindungsgeraden zwischen dem
Kurvenpunkte und dem transformierten Punkte die Richtungs-
kosinus w, v, w gehoren. Den Winkel zwischen den Richtungen
(«, B, ¥ und (1, v, w) nennen wir ¥, den zwischen (I, m, n) und
(p, ¢, 7) ». Wir konnen hiernach die drei Gleichungen aufstellen:

Zpa =0, Zpl = 059, Zp‘h = sinzy,

aus denen sich leicht die folgenden ableiten lassen:
(1) p:lcoscp—l—?\sincp]

1 =mcoso - psin @ |

r=mcose -+ vsine

Um ¥ genau bestimmen zu kénnen, konstruieren wir eine in

der Tangentialebene liegende Gerade, die senkrecht auf der Kurven-
tangente steht, so dass sie mit dieser und der Normalen der Tan-
gentialebene zusammen ein rechtwinkliges Triéder bildet. Die
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Richtungskosinus dieser Geraden, die wir mit &, 7, & bezeichnen
wollen, seien so gewihlt, dass

| & ap
n8gq|=+1
&y r
ist. Dann ist bekanntlich:
c=fr—1q
n=1p—ar
€= ag— Pp

Da die drei Geraden, deren Richtungen durch «, B, 7; w, v, w; & 7. &
gegeben sind, in der Tangentialebene liegen, so kénnen wir nun-
mehr & durch die Gleichungen definieren:

Zua = cos
Zu(ﬁr —1q) = sini.

Nehmen wir noch die Gleichung hinzu:

Zup =0,

so ergibt sich fur wu:

(2) w=oacosd -+ (Br—yq) sind,
worin
(2") Br —iq=—1sino -+ hcoso

ist. Die entsprechenden Gleichungen fir v, w und %, & erhdlt man
durch cyklische Vertauschung.

Bei dem transformierten Fliachenstreifen fithren wir ganz analoge
Bezeichnungen ein wie hier, indem wir zum Unterschiede tiberall
den Index 1 anwenden. Nur beziiglich des Winkels 81 machen wir
eine Ausnahme,’) indem wir ihn durch die beiden Gleichungen
definieren:

(3) costhy = Zcq u
sinty = 2([31 11— 1) u,

wahrend wir eigentlich statt w w1 = —u zu nehmen hatten.
Nennen wir die konstante Entfernung zwischen zwei ent-
sprechenden Punkten @, so kénnen wir die Beziehung zwischen den

!} Wir tun dies, um in Ubereinstimmung mit Lie (Archiv f. M. o. N,
Band V, Heft 3, S. 328 ff.) zu bleiben.
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Punkten der gegebenen und der transformierten Kurve durch die
drei Gleichungen darstellen:
n=x-+au
n=y-+av
a =z aw
wo fir u, v, w die aus der Gleichung (2) hervorgehenden Werte
einzusetzen sind. Fiithren wir diese Substitution aus, so haben wir
21, y1, 21 in folgender Weise durch die vorhin definierten Grossen
ausgedriickt.
21 =+ alacosd -+ (—Ilsing - kcoso) sind]
4) 1 =y + a[Bcos® + (—msin ¢ + pcose) sind]
i 21 =2+ a[ycosd -+ (——mnsing 4 vcoso) sind

In den vorliegenden Gleichungen miissen wir nicht blos x, ¥, 2
und die Richtungskosinus als Veridnderliche auffassen, sondern auch
die Grossen © und 9. Dabei ist ¢ eine gegebene Funktion der
Bogenlange s, weil wir von einem bestimmten, aber ganz beliebigen
Flachenstreifen ausgehen, bei dem also der Neigungswinkel zwischen
der Tangentialebene und der zugehorigen Schmiegungsebene der
Kurve eine bestimmte, aber beliebige Funktion von s ist. Dagegen
ist & eine zunichst moch unbekannte Funktion von s, da die aus
demselben Flichenelemente transformierten Flichenelemente gerade
durch & unterschieden werden, und da wir alle oo® Flichenelemente
in der Weise zu oo! Vereinen von je oo! Elementen anordnen
wollen, dass in jedem Vereine ein Element vorhanden ist, das einem
beliebig herausgegriffenen Klemente der urspriinglichen Kurve
zugeordnet ist.

Die Lage der einander zugeordneten Tangentialebenen be-
stimmen wir durch den Winkel %, den ihre Normalen einschliessen.
x ist als gegebene Konstante zu betrachten. Aus diesen Definitionen
folgen offenbar die Gleichungen:

Eplu =0
prp = cosx, 21}1 (vr — quw) = + sinx,

von denen die erste ausdriickt, dass die Verbindungsgerade der
einander zugeordneten Punkte in der transformierten Ebene liegt,
wahrend die beiden letzten den Winkel zwischen den entsprechenden
Tangentialebenen angeben. Die Richtung (p1, q1, 1) bestimmen
wir dadurch eindeutig, dass wir in der Gleichung
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Zpl (vr —qw) = + sinx

der Rechnung den Wert - sin x zu Grunde legen. Demnach
ergibt sich:
®) P = peosx + sinx [—asind |+ (Br——1yq) cos B
oder:
m = —asinxsind 4 1 (cosx cos¢ — sinxsin ¢ cosd)
—+ \ (esox sin ¢ - sin % cos ¢ cos &)
woraus man durch cyklische Vertauschung die Grossen g1, 71 erhilt.
Denken wir uns jetzt die Gruppierung der oo? Flichenelemente
in oo! Flichenstreifen vorgenommen, so muss fiir jeden Streifen
die Gleichung gelten:

_ day ds _
S = S &~

Fur duai:ds folgt aber aus (4) der Ausdruck:

6) ddﬁzl —ata [_ cosd — asm{}g—}—%%m‘}sm'p—l-

, 1 , )
—+ peind (7 — cp) + ([ﬂr—‘{q)cos{}(f{—s],
worin ¢ die nach s genommene Ableitung von ¢ bedeutet.

Setzt man diesen Ausdruck in die letzte Gleichung ein, so
erhiélt man nach (5), (1) und (2) die auf Seite 4 erwihnte Differential-
gleichung in der Gestalt:

) ) ” & cos w
I @:smﬂ_‘_sm?_cotﬂcos. COSY i sind (i_?,)

ds a T T P

Daher wird:
dan ds

A T N +a [i cos & -+ (—— asin®d 4~ (—Isino—--hcoso) cosf}).

(smr‘} 4+ smcp cgincoit‘}fg_s_;? — ol xsin® (%_ i ?,)) °

+ _t_ simdsing 4 (lcosg —+ hsing)sind (,% — cp')]

Man kann zu einer neuen Beziehung gelangen, wenn man
diese Gleichung quadriert und darauf die cyklische Summe bildet.
Man findet dann:

dsi \2 5 [cos?® sin?d sin? cotzuos ﬂcos*
BV = g [t oy sy g

ds 12
2 sind sing 2 sind cot x cos & cos ¢
ar ar

—~+ cot®zsin?H (i— — o) 4



_ 2smdcotrsind (1 o) 2 sz cp
a P
& &
2 s‘z Cpcotrsm&(—é—— )+2c:ot xcosrcoscpsm 1 }+
2
4+ sin {}szL —}—sm%‘)(—— ‘P')z] 9 g sin (sm& 4+ su;cp _
. 2a .
— ﬂco_iilcoip — cot xsin (%—c,a)) + —rsmﬁsmcp +
2a%cos g cossind | 1 , 2 a?sin sind sin o
J b (1) 2t (snd | siny
P T @ T
— C—OtMCOiﬂ£<E — cotxsind (»i——cp')).

Hieraus erhidlt man das verhiltnismissig einfache Resultat:
(D) (,d,sz) @ (@ﬁfms_ce nd (L o )2
ds 88+sm~ T + sin (p ¢)

Zur Berechnung von 41 dienen uns die Gleichungen (3). Wir
bilden zun#chst B171 — y1 g1, indem wir die Werte fiir g1 und 71 den
Gleichungen () entnehmen und ferner beachten, dass

d:l/1 le
) b= dsy ’ L T dst
ist. Um die Ubersicht zu erleichtern, wollen wir die durch cyklische
Permutation aus B» — yg hervorgehenden Richtungskosinus mit
Br —1v¢) und (Br -—v9)" bezeichnen Da.nn haben wir:
Q@ =f-ta [~ cos® — Bsm«‘} == —|— B smt‘)sm(p -+
. 1 , ad
+ gsind (7—@) +@r—19 0088%]
und
r1 = rcosx—+ sinx (—ysind -+ Br—yq)" cosd).
Daher ergiebt sich

Brri—nq) ——-—cosx 1BT—TQ+a [VM—gn) costh
— Br—1g) sind % +(ﬁr—w) smﬁsmqi + (r Br—1q) —
_—Q(BT—TQ)" cos ¥ ]f "I_GSZ%M [(_"nT_i_ﬁ )33@987'3‘ +

- (— 1+ Brysin®d (- — )| 4 ((Br—10 B— (Br—10)1)simncosh
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—+ asinx [((Br—'(q) m— Br—1q) ) cﬁ& —+ ((B?"“TQ)”B -

T
dsinw
— (ﬁr—xq)"() M + ((Br—w)”q—(ﬁr—w)'r)-

- cos & sin d (t — cp')]
Diese Gleichung liasst sich einfacher schreiben, wenn man die

folgenden Relationen benutzt:

m—qu—uasing,  r(Br—14) —q (Br—10) =—q
—mithn=21  BBr—i¢ —7@r—19 =—>p
Br—19)"m—PBr—y9) n=acose
Es wird dann nimlich:

) 3
(Brrn — n1qn) cfi_s{ = cos « {Br —fq+a [Cﬁs}ni(?foi' —

T
sindsing dt‘)] )
— Br—19q) sm&—« + Br—+q 9) =4 " acos B dsl)
_ [hsind cosd 1 ,
— psimxcos - asinx [_Llcos_ -+ (Br ——Tq)sm&&( — o)+
2
i acosicos & pcos{)sz;z%)smw + acosv‘}smﬂ(———q; ]

Substituiert man jetzt noch fur: d9: ds seinen Wert, so erhalt man;
asing cost
3

— cotzsind (M1 — q/')) -+

(Blrl—qul)‘cfZ——COSXl[ﬂr—Tq+ [

— (Br—ryq) Sim‘}(szz%r

sine  cotxcosdcosy

T r
sin ¥ sin sind sin cot x oos&cosw
—}_(ﬁV—TQ)%—aco (*— + ? T B
) L sin & cosd
— cotxsin d ( = ‘O,))]I — psinxcos¥ 4+ asinx [¥ sm*rwco_sr -+
. 1 o cos@ cos®d cos &sin ¥ sine
+ G =y sintd (- —g) SIS E S

T

—{— acos & sin B (-»P — q,’)] =

a cos® xsin® cos & cos g 4+

— - 2 T
Br-—1yq) cosxeos® + Br—yq) simx t

asin®d 1 « @ c0s*% cosp
— bl ) — 8 cos D
4+ Br—1q9) o ( ¢) — acos zsind cos ¥ + - e +
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4o == (——cp)—psmrcosﬂ + asinx

asindcosd 1 (l sind cosd
sinx

sind cos & sin q:)

—p "
Wir koénnen diese Gleichung auf die einfachste Form bringen,

wenn wir noch den Ausdruck

asin®x sind cos ¥ cos

Br—va) sinx T
addieren und subtrahieren. Denn da
| in cos ¥ si g 9 cos
I8 Smi cos & 0 sin B cgii?m_cg Br—+q) s d cos b cos 0
ist, so ergibt sich hieraus:
dsi 1

9
: [a u (COS' oSy —+ sin b ( — 49’)) — peosd

sin «
—+ p1cosx cosf}]

Jetzt konnen wir 9 sofort bestimmen. Aus den Gleichungen
(8) folgt unmittelbar:
ITI dst

B —yiq) gs =
(M

ds €8 P = cos ¥

dst . a (cos cosy )
= o = - 0] T
ds " T sinx T + sin ( 2

Mit Hilfe dieser Gleichung und der Relation II lassen sich - also
cosd und sindy als Funktionen bekannter Grossen darstellen.

Wir wenden uns nun zur Berechnung von 13, p1 und ¢1. Um
zundchst die Werte von cos @1 : 11 und sin¢r : 11 zu erhalten, gehen
wir von den Gleichungen aus:

p1 = lcosor -+ hasin g
und:
— ur = az cos h - (P11 — 11 q1) sin

worin

Biri—q1q1 = — lisino1 + M cos g
zu setzen ist. Dabei beriicksichtigen wir, dass p1, q1, 71 und w1, w1, 21
uns als Funktionen bekannter Gréssen gegeben sind, namlich p1, g1, 7,
infolge der Gleichungen (5) und wui, vi, w1 wegen der Relationen:

wm = —u, v1=—0v W=—uw

Durch Differentiation von p1 und w1 nach s erhalten wir die
beiden Gleichungen:
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(8) dpr ( 1 )
Fa ——003?1 —+ B —nq) iy
f Zsi'nw‘} —

ds [(— %coscp - Br—rq) (¢ — P)) cosx - sinx "

— ds
_ 4 (a - 1 ) , df}[]
acosf}gg—l— —r—smtg—{—p(—b— —¢') cosd—([ir—]'g)smm‘}%j
und
9) du _L ( 1 d(pl)
i — cosﬂl—}—smﬁl —sing1 +m E_d—sl) —

. ad
— asin 81 35 Y (Bir — f1q1)costh @

ds[ ad (a . 1 ) . dt‘}]
— §— asind " (2 S0 ) sin (87— i
s |y 008 asind ls+ rsmc,o—|-p(9 o) )sind—(Br Tq)cosf}ds
Bei der Multiplikation der ersten mit « und Bildung der
cyklischen Summe ergibt sich:
2 0 ) ) ¥ g7
cosgr (ds [ cosg cos% — sinzcost %g T sznxcqiggjzfg 4+

TR v A
costd . 1 , sinxsind
+ a — \cosxsing (,,P — ') — ———— - sinxcose cosd (ﬁ— —¢)+
L . dl‘}) Lo ad ( cosg l)
N AV __COSY e
- sinxsinosin s sin s o cosx sinxcost - is -+

smxcosﬁ smw

«SI/"ACOSJ'SI/H/T)

o)
+ SiNKCos 5an_§g)+éz)l3( — (__ == +

Sinxsinosin 1)

go'))—',—cosz‘)-ds(f«cosx(ll go)—|—74¥777

. . AN\
— smmxsind (E)]f

Hebt man hierin die einander gleichen Glieder weg und setzt fiir
dd:ds den frither berechneten Wert ein, so geht die Gleichung tiber in:

ds

sindsinw COSTCOSX . ad
( - -‘l;— - —sinucos o -

~+ sinxcosd ( i

cose (dsi\2 cos¢ sin® | sing
— ) =— cosx—smncos‘} 4+ — —
T3 ds a T
cotxcostcos . l sin Acosn} sm @
Cotncosveosy cotxsm:‘)'(- - )+ —- -

T

cost . 1 sinu sin & 1 ,
-+ «a [ o (coszsmcp( o) — — . - sinxcos o cosH( 0 —)) +
sin cos ¢ cosx smﬂ +smg@
v

cotxcoscos e
7
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— cotxsind (- (1) g )) + sm")sm'{/ (_ cosgorcosx _l_sinx co:")‘si_qg) 4
1 &
+ sim® (" o )( Smxcof?ﬂ—l—snucos& (-—»——u))
¥ . 1 )
—cosdcosx ( (1) — (sm r)_i_gnﬂﬁc_(mc_oicgs_y_ cot xsind (- 0 —® ))]

Als Endresultat folgt hieraus:
Iv 0591 (d31) a [ (cos o | sinx 1 )
__cosp N — sinSeosy (05T STV b e
1 \ds sinx sinicosi 12 + a? P ¢F)+
coso 1 , ( 54 . )]
[ oo }_ z(}
_l_rsinx( 0 ©') | cos®d— sin
Zur Berechnung von sing; : vy multiplizieren wir die Gleichung
(9) mit Bir1 —y1¢1 und nehmen dann die cyklische Summe. Wir
erhalten zunichst:
smgr o g dh du )
— cosrh—kcosnhﬂ— dsl([)m (1(1)
Diese Gleichung koénnen wir aber mit Riicksicht auf (7) einfacher
so schreiben:

_ sing
~——cost + cos 1)1 oo —2

weil u, v, w die Rlohtungskosmus einer Geraden sind und daher

du 1

dsy | sinxds (Preosecost-— pcost),
b

du
U = 0
ist. Infolge der Relation III ergiebt sich hieraus leicht:
(10) dsl( s1©1 clu‘)-l)__ du picosr —p
ds\ m Uds ) &dds sinv
Nach (5) ist nun:
pLeosx—p

= —psinx—+ cosx [—asin® + (Br — q) cosH]

Setzt man diesen Ausdruck in (10) ein und substituiert fir du:ds
den Wert aus (9), so folgt fiir sine; : 11 die Gleichung:

U . ¥ .
dS1( simer | d _1) = 2 [icosa‘)-ﬁasmﬂ-g; —+ (fi sing +-

ds 1 d s1

+2’( )sz) —+ (Br—1q) cosd ;1}] [—p sinx -+ cosx(—asm DR
+ (Br-— m)cos"})}

die bei der Ausfihrung der Summation iibergeht in:

SInx
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ds1 ( simor | di‘h) R (coscpcosﬂ 1 o
ds o T ) = s —|—sm1‘)( ¢ ))

dt‘) sin Smu smwcosd
— cosnsint (— sin n) + ) —|—cosxcom‘}( b Shtas

T
—~+ cosd l)
Cds)
oder:
dsl( siner du‘h) _ cosxsin®  costcosy  sind 1
ds \ v Tda/) T a vginz | sinzp

Durch Differentation der Gleichung:

t \). _ g A
tgth = sl’ﬂ.d( Tt ))’

die man durch Division aus den Grleichungen IIT erhalt, ergibt
sich noch:

(05

1
V dh acos®d sing-d  cosot o —o db
e [ (e,
sy .s'mz(d?l)' T P oY dx
N

wo 1, ¢, ©' bezw. die Ableitungen von v, ¢ und ¢ nach s bedeuten.
Folglich hat man:

VI siner 1 [COSA sind  costcosy  sind ¢ 3
_ — S -_w —
¥ “‘1 a vsinz sinz
1,
acos®d ( singg  cospr' | o —o db

—_— 1 . I i - [, \]. P’, " )]
.s'mx(%-‘;z T r2 =+ cos® Y ds ty! (Pz+‘9 )

Aus den Gleichungen IV und VI kann man nunmehr 11, siney
und cosg1 berechnen.

Um p1 zu bestimmen, multiplizieren wir die Gleichung (8) mit
Birt —y1q1 und summieren. Auf diese Weise erhalten wir:

dopn 1 )(d31)2 . (cosf}cosga C )[ cosxcosf}cos'f
Yo NS ) sine=a - st D (- —— e —
((].91 pi/\ds T + ( —7)
. 1 , ) sin fsinzl‘)' cos®} sin o
— sind cosx ( — ) -} sinx —i‘%»” + - } —
coswsind o, 1 g [snusml‘}coswcosx
— sinxeosd St cosh (- 4) —}—cosxcos)rfil
o :

oS cosmm 0

— sinxcosdcosxn (— w—u)—]—smx(— = +

T
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sinwsinxcosdsind ad  sinxsindsinocos?d
id » + sinusindcosd T r ¢ -+

: . dd
-+ cosx cos ( - —o') — sinx costsind ffg)}

_l_

Diese Gleichung verelnfacht sich bedeutend, wenn man fiir
dd:ds seinen Wert substituiert und die gleichen Glieder weghebt.
Sie nimmt dann die Form an:

VII (l _cl'{q) (dsl) 1 e
o1 dsy ds) P v

Da nun ¢ und ds;:ds bekannt sind, so ist auch de¢; : ds; gegeben,
also lisst sich p1 aus dieser Gleichung bestimmen.

Durch die Formeln II, ITI, IV, VI, VII sind jetzt alle Stiicke
der transformierten Kurven bekannt, wenn man sich & als Funktion
von s aus Gleichung I ermittelt denkt.

Im Anschluss an die vorhergehenden Untersuchungen wollen
wir noch kurz die beiden Falle betrachten, in denen die Ausgangs-
kurve eine ebene Kurve oder eine Gerade ist.

Der erste Spezialfall ist durch die Bedingung p — oo charak-
terisiert. Deshalb werden die Gleichungen I, II, III:

T dd _sind | sing  cotxcosdcosy
- - -+ cotusinde’
s~ a T T '
1T ds1)2 a® (cosdcosy . 2
"I =0 — - | — sindy
ds sin®x v
ds1
=+ costh = cosd
’ ds
m ds: a (cosdcoso o
c-ssinthy = - | —— T —smmby ),
ds sinx r
und die Gleichungen IV, VI, VII gehen iiber in:
A c0s 1 {ds1\2 a cos smzx ,
o == — | —sindcosH| — (P — - — 't ) —
11 \ds sinx
acose .
— —u (00821(}—81%23')]
Tsinx
VI singr dsi  cosxsin®  cosbcosy o sind - o
11 ds a I sinx sinx
@ cos*Y ( sing-¢  cosg-tr < (sm:‘}_l_sm ©
sin x(‘iﬁ)‘l T 2 costd \ a )
ds
__colxcosYcos
E—— ‘O—I—cotmmwu)—-tr/w‘)‘u )
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VIT (_1 _d ql) (@)2_ o
o dst) \ds) 7

Ist die Ausgangskurve eine Gerade, so haben wir zu setzen:
I'==00, p= o0,
und die Richtungskosinus «, B, 1; I, m, n; A, 1, v kdnnen als konstante
Grossen aufgefasst werden. Die Differentialgleichung fiir & wird
infolgedessen:

1" ay smn)
cotnsind -
ds +
und fir ds erglbt sich:
" dsi\2 s asin3dg ®
II ( 1) :('05"')' 3_}_ : 2‘ Y
ds SIM2%
Statt der Gleichungen IV, VI, VII erhalten wir die einfacheren:
A 08 in%x
1 __cossa(der)? = — % sindeost (2L — ¢'®
11 ds sinx a>
A28 s cl s1_ cosxsind 4 sim ¥ -
1 ds a sinx.
29 v
acos®d [ @ (sm b} )
— s cotxsin - —tgd .
sm*/.(‘?lil)‘ cos*¥ \ « + AN
s

VII” (l _gl_'{q) ' (d81) .
P ds1

Beilgufig sei bemerkt, dass die Gerade in eine Schraubenlinie
auf einem Kreiscylinder mit dem Radius a sin 8 transformiert wird,
wenn man den Flachenstreifen der Geraden durch die Gleichung
bestimmt:

g =—=——= 1 Const.

a ('otx

Aus Gleichung (I") ersieht man n#mlich, dass & dann konstant wird.

Kapitel II.

Spezielle Fille.
§ 1.

Unsere bisherigen Betrachtungen wenden wir auf einen be-
sonders interessanten Fall an. Wir denken uns einen Flichen-
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streifen gegeben, dessen Ebenen simtlich die Schmiegungsebenen

der zu dem Fliachenstreifen gehorigen Kurve sind, fiir den also

1

=47 1st.

-Q

Es werde zunichst vorausgesetzt, dass die vorgelegte Kurve
weder cben ist noch eine Gerade.

Wiirden wir auf diesen Streifen unsere Transformation aus-
fithren, ohne noch eine weitere Forderung zu stellen, so wiirden
sich zwar die frither gefundenen Formeln fiir die transformierten
Flichenstreifen verkiirzen, aber wir erhielten keine besonders ein-
fache Beziehung zwischen den entsprechenden Kurven. Dies ist
jedoch der Fall, wenn wir verlangen, dass auch die Ebenen der
transformierten Flachenstreifen Schmiegungsebenen der transformier-
ten Kurven werden.

00f =

Bei dieser ganz speziellen Forderung muss ¢; entweder —
3
oder =, = werden.

Zunichst verwandelt sich (I) fiir ap:% t in:

11 ay 9mt} cotx sin

dTg o _I_ o __Pi

und dz; : ds nimmt unter Benutzung dieser Gleichung die Form an:
(12) d@ ata [ “sind — asin a‘)(i —cquf)—lcos&sm'&(%09@)]

Zu einer wichtigen Beziehung gelangt man durch die Uber-
legung, dass fur die transformierte Kurvenschar die Gleichungen

gelten miissen:
Zpl dr1 =0 delda;l =0

PFiir p1 erhalten wir bei der 'Spezia,lisierung unserer Transformation
aus (b)
(p1) = hcosx — sinx (asind —-lcosd),
=3
also ergibt sich:

ap1 = L COSK— SIN ¥ [— % cos¥—+ acosdsind (%- — 9—0—?3{) —

ds o 0
— lsin?® (71 — coptx)]

V
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Die zweite Gleichung liefert daher bei der Ausrechnung die Bedingung:

1 _sinPx
P2 - a‘.’.
oder:
VIII o=+ _“
— sz

Soll also die Transformation in der verlangten Weise aus-
fithrbar sein, so muss p den eben berechneten konstanten Wert
haben. Diese eine Bedingung ist aber auch hinreichend. Denn
setzt man in der Gleichung IV:

T a
Y=g P= + sin
so wird in der Tat coswi:=0, d. h. die Ebenen der transformierten
Flachenstreifen sind ebenfalls Schmiegungsebenen.

Den fir p gefundenen Wert substituieren wir nun in der
Gleichung (12) und bilden darauf die cyklische Summe. So er-
halten wir eine zweite Relation:

ds1)2

(%) =1
Wir ordnen natiirlich einem positiven Kurvenelement ds ein positives
dsy zu und setzen somit?):

X ds1 + 1

ds
Entsprechende Bogenlangen der Kurven sind also einander gleich.
9y ist jetzt auf Grund von III in folgender Weise bestimmt:

sin ¥

. a
costh = cosd, sind = —
p sin %

Wird p =+ a:sinx gesetzt, so folgt fiir 91 entsprechend?):
X =40

Es moégen nunmehr die Werte von p; und 11 berechnet werden.
Da = und 21 hier konstante Grossen sind, so liefert uns die Gleichung
VII mit Beriicksichtigung von IX1):
XI L=
Wir kénnen daher den schon von Bicklund gefundenen Satz aus-
sprechen: Fiithrt man die Backlundsche Transformation auf einen

1) A. V. Béicklund, Om ytor med.... Lund 18883.

2) Fiir den Fall z:-;i- s. 8. Lie, Archiv for M. og. N. Kristiania 1880,
Band V, Heft 3, S. 328 ff.
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Fliachenstreifen aus, dessen Kurve die konstante Torsion + sinx:a
hat, und dessen Ebenen Schmiegungsebenen der Kurve sind, so
sind die Ebenen der transformierten Flachenstreifen wieder
Schmiegungsebenen der transformierten Kurven, und diese besitzen
dieselbe konstante Torsion 4 sinx:a wie die urspriingliche Kurve.

Der Kriimmungsradius 11 ldsst sich leicht aus der Gleichung
VI ermitteln, wenn man hier substituiert:

T dsi a

t=gr ¥=0 G=h p=Ey,, 60
Es wird dann:
(18) s =1 2em¥ e
T1 T 1

Nun wissen wir zwar, dass die transformierten Ebenen Schmiegungs-
ebenen der transformierten Kurven sind, dass also
cos o1 =10

ist, dagegen ist noch unbekannt, ob der Ausdruck sinz; den Wert
+1 oder --1 erhalten muss. Wir kénnen das Vorzeichen auf
folgende Weise bestimmen. Gleichung (13) gilt in ein und dem-
selben Punkte der Kurve fiir jedes beliebige 9, also auch z. B. fiir
) =0. In diesem Fall ergibt sich aber:

singr 1

T Tt

Da nun t und 11 ihrer Natur nach positive Grossen sind, und da

wir annehmen dirfen, dass 11 sich stetig mit & #@ndert, so folgt

hieraus, das sin g1 den Wert + 1 haben muss, wenn p= 4 a:sinx
gesetzt wird. Fir 11 ergibt sich demnach die Gleichung?):

XI1I 1__1 2sind
iT_,_}l————?—(l—cosx),
wobei dem Werte p—=—-a: sinx das obere, dem Wert p—=—a:sinx
das untere Vorzeichen entspricht.
Es ist noch zu bemerken, dass diese Gleichung mit Sicherheit
nur in einer gewissen Umgebung von 8 =0 gilt. Denn nimmt

% einen Wert an, der die Gleichung befriedigt:

1 2sind
_T_———a—(l——cosx),

1) Fiir den Fall » = %, p=+a s. S.Lie, Archiv for M. og. N., Kristiania
1880, Band V, Heft 3, S. 328 ff.
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so wird 11 = oo, und wenn # diese Grenze iiberschreitet, muss
sin im Allgemeinen das Vorzeichen wechseln.

Fithren wir unsere spezielle Transformation auf eine ebene
Kurve aus, so kénnen wir mit Hilfe der Gleichungen (4) und (5)
leicht auf analytischem Wege die geometrisch sofort einleuchtende
Tatsache bestitigen, dass die transformierten Kurven gleichfalls
eben sind, und dass ¢ in keiner Weise als Funktion von s bestimmt ist.

Von grosserem Interesse ist der Fall, wo die Ausgangskurve
eine Gerade ist. Die Forderung, dass die transformierten Ebenen
Schmiegungsebenen der transformierten Kurven sind, wird nach
Gleichung IV" offenbar befriedigt durch die Relation:

XIIT o' — sin“_n

Wihlt man « in dieser Weise, so ergibt die Gleichung II':

dsy

==

Obwohl die Torsion der Geraden unbestimmt ist, kénnen wir

doch von der Torsion des Streifens sprechen, indem wir an die

Stelle des Torsionswinkels den Winkel zweier konsekutiver Tan-

gentialebenen treten lassen. Die Torsion ist dann dem zuerst
behandelten Fall entsprechend ebenfalls + sinx: a.

1

§ 2.

Es liegt nahe, die allgemeine Transformation noch in einer
anderen Weise zu spezialisieren. Man kann namlich die Forderung
stellen, dass die Tangentialebenen der Flachenstreifen beide Male
rektifizierende Ebenen der zugehorigen Kurven seien.

Nehmen wir zunichst wieder an, dass die vorgelegte Kurve
weder eine ebene Kurve noch eine Gerade ist, so haben wir die
Bedingung dafiir aufzustellen, dass die beiden Grissen 7 und sin o1
identisch gleich O sind. Infolge von VI erhalten wir demnach als
Kriterium die Gleichung:

cos « sin & cos ¥ sind acos®d [ ' 4+
ca usinx psimx simx(%P L2

9707(;827‘3‘ 7 a T P

1 simd  cotxcosd  cotusin {'r) tgd-¢ ] .

+
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oder:
[cosxsin b cos®  sin '8-] [0032 b a*  cos*d 4
a rsinx  psinx sin?x 12
242 cosd'sin & a’ smzz‘)] acos®d '
tomin 1 Temix @0 T sme v
a sind  colxcosd  cotxsin 3) asindcosd ¢ — 0
T esmx\la ot o Csinx T
Fiihrt man die Multiplikation aus, so erhalt man:
f‘;i sin ¥ cos® & —|— 2sm ¥ cos® B -|— 2a ?inf; sin2d cos &
+ 2 @ cos % % sindy — cos'3 L a.2 cos®d  3a? .Is’in ¥ cos?
sin’z p? tsinx smPxid sindz1%p
3 a®cos ¥ sin®d sin ¥ cos? ¥ a®sind a cos®*d v’
T smdrpit psinx pdsindx | ifsinx
_ sind 4+ acosxcost 4 a coiszinit‘) 4 asin ‘??23 VN 0
psinx sin®xrp p*sin®z sinx  pf
Diese Gleichung konnen wir iibersichtlicher so schreiben:
sind [coszﬂ (COM-( (.“208%2 — 6.1020812 — 3 ngg - l -
sin®x 1 Sin®xp 2 psindx p Sim %
a’ 2acos . a? 1
+ w/) +oosd e b rainte e T p,;mz] +

2 2
+cosgﬂ'[_ acosx 1 __ 4 s 3a ] +

sz xrp  rsimx  13sind Tp? sind %

4 cosd - 2T g [3 a Cos % 3a* ]

2 sin x tpsinix  vpPsindax
Wegen der Unendhchdeutlgkeit von ¥ ergibt sich hieraus
das Gleichungssystem:

cosx_|_ @ cos % acos x 3 a? 1 4 a? 0
a 2sin?x plsinx  1Zpsindx psinx | pPsinfx
ap

p% sin x

2q cos % a? 1

psin®x  plsin®x  psinz

XIV 9 9
2 cos « 1 a + 3a
Tpsinx vsin x 13 sind « vp? sin®«
ar'
vsinx
3 a
5. coS % — - =
Tpsmix p sinx
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Dieses lasst sich nun nicht befriedigen. Um das zu beweisen,
gehen wir von der letzten Gleichung aus. Ist cosx=0, so kann
ihr wegen der Endlichkeit der Grossen v und p nicht Geniige ge-
leistet werden. Ist aber cosx =40, so ergiebt sich fir p:

_a
P sinxcosk’
und die Substitution dieses Wertes von p in die erste Gleichung
fithrt auf einen Widerspruch, da diese dann die Form annimmt:
2acosx
o %sin®x

Sind also r und p endliche Gréssen, so lisst sich die verlangte
Transformation nicht ausfihren.

Dagegen kann unsere Forderung fiir einen bestimmten Fall
der ebenen Kurve und fiir die Gerade erfiillt werden.

Geht man von einer ebenen Kurve aus, so wird die gesuchte
Bedingung infolge von (VI'):

cos x sin cos & L acos®¥r’ o
a T sim sin x1? (f’s})‘* -
ds
oder:
cos % sin 9 cos ¥ cos % sind a cos ¥ a> ar

et

a TSN %

Pl e PRt R
Wegen der Vieldeutigkeit von & ergeben sich hieraus die
drei Gleichungen:
cos % acosx
o T sinte

XV L -
TSN x vemdr

die offenbar fiir r = +ia: sinx befriedigt werden.

Da bei einer Geraden jede Tangentialebene als rektifizierende
Ebene aufgefasst werden kann, so haben wir hier nur die Bedingung
sine1 =0 zu erfillen. Diese wird nach VI"

r 9 ! "
cosx . ¢ @ cos® o 1 o
ST [— o (—~- -+ cotx'.a') — f‘f;] =0
a ' simx Sin % (_,ZS!) cos* ¥ \ a cos
as
Durch dieselben Uberlegungen wie frither kommen wir hier

zu dem Gleichungssystem:
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2 2,3
c0s % STnx . a®
CEET S 4 sinved —— coswa -9t — oL =
a . S %
asinx-¢" = 0
a?o? .
o [acosxc?' —+ ='- 4 sinx 4+ acosryg | = O,
sinx

und eine einfache Rechnung zeigt, dass unsere Forderung auf die
Erfiillung der einzigen Gleichung hinauskommt:

VI o — t%f{ (1 T sinx)

T

Der imaginire Kreis mit dem Radius + e und die Gerade
sind also die einzigen Kurven, welche die verlangte Transformation
gestatten.

Kapitel III.

Die Béicklundsche Transformation angewendet
auf Fléchen.

Der Zusammenhang zwischen der Transformation von Fliachen-
streifen und Flachen besteht darin, dass jede Flichenkurve einen
ganz bestimmten Flachenstreifen definiert, dessen einzelne Elemente
sich aus den Punkten der Kurve und den zugehorigen Tangential-
ebenen der Fliche zusammensetzen, und dass man jede Fliche auf
unendlich viele Arten als eine einfach unendliche Schar solcher
Flichenstreifen auffassen kann.

Greifen wir nun eine solche Schar beliebig heraus und wenden
auf jeden ihrer Streifen die Backlundsche Transformation an, so
erhalten wir nach den Auseinandersetzungen in Kapitel II eine
zweifach unendliche Schar von Streifen. Bei der Backlundschen
Flachentransformation wird jetzt verlangt, diese oo? Streifen in eine
Schar von oo! Fliachen in der Weise anzuordnen, dass jene Be-
ziehungen nicht blos hinsichtlich der Streifen unserer Schar gelten,
sondern dass einem ganz beliebigen Streifen der vorgelegten Flache
ein solcher auf jeder der oco! neuen Fliachen entspricht.

Zu der Bedingung, der die gegebene Flache dann geniigen
muss, gelangen wir auf folgendem Wege. Wir konstruieren zu
einer ganz beliebigen Flichenkurve die unendlich benachbarte
geodatische Parallele und stellen die Forderung, dass die beiden



87

durch diese Kurven definierten Flichenstreifen wieder in zwei auf
einer Fliche liegende Streifen iibergehen. Wenn unsere Trans-
formation tiberhaupt moglich sein soll, so muss die gesuchte Be-
dingung offenbar unabhingig von dem speziellen Charakter der
gewshlten Kurve sein. Ist dies aber der Fall, dann ist die Be-
dingung auch hinveichend.

Da die Tangentialebenen eines Streifens, der zu einer Flichen-
kurve gehort, mit den Tangentialebenen der Fliche identisch sind,
so stellen die frither definierten Grdssen p, g, bel unserer jetzigen
Betrachtung die Richtungskosinus der Flachennormalen dar, die
zu den Punkten der Flachenkurve gehéren. Infolgedessen haben
wir hier unter ¢ den Winkel zwischen der Flichennormalen und
der Hauptnormalen der Flachenkurve zu verstehen, so dass ‘die
geodatische und die normale Kriimmung der Kurve durch die Aus-
driicke sinv: v und cosy:1 wiedergegeben werden.

Ist nun P (x, y, z) ein Punkt auf der beliebig gewihlten Kurve,
so moge der P (x,y,z) zunichstliegende Punkt auf der unendlich
benachbarten geodétischen Parallele die Koordinaten, x - 3
y+93y, 2-} %2 haben, und seine Entfernung von P (x,,2) sei

3t = |/ ba? 4 vy de2
so dass also 3¢ das Element einer geodétischen Linie darstellt. Da
% in der zum Punkte P (x,y,2) gehorigen Tangentialebene liegt
und senkrecht auf der Tangente der oben erwidhnten Kurve steht,
so sind die Richtungskosinus zu 3, namlich 3x:0¢ 0y :8¢, 6z:6¢
identisch mit den frither berechneten Grossen Br — g, {p — ar,
aqg —Bp. Es ist daher:

dx .

5= —Ilsing 4 hcosy

ot

by

E —msine - pLcose
Uz

57 = —nsing - veosw

P(x,y,2) werde bei der Transformation wie frither in Py (1,41, 21)
und entsprechend P(z+3z,...2-}%2) in Pi(x1+0x1,...21+321)
itbergefiihrt.

Bevor wir jedoch zur Transformation iibergehen, wollen wir
noch die Zuwachse berechnen, die die einzelnen Elemente unserer
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Kurve bei dem Ubergange zu der unendlich benachbarten geo-
datischen Parallelen erfahren.
Wir bilden zuerst die Identitit:

ddx = oddx
Es ist:
d(%x)_‘“(a )L) o l ) o
i \57) =sme ~—{—|—»é— leosy-¢ P-~cosq— hsing-o
oder nach (1):

Sx 1 ,
a o —19(?—'«) ds + agds,

worin g die geoditische Kriimmung bedeutet.

Da nun aber
2 dxddx

ist, so erhalt man hieraus wegen

Zpdx = 0, Zadx = ds

dds = gdsdt
Nunmehr wird andererseits:
de 3 (ads) du Bds du
o = M = S ol = s+ agas,

somit folgt:

die Formel?)

(14) 3;; = p(%f — %)
Entsprechende Gleichungen ergeben sich fir 38 und 37.
Zur Berechnung von 3] und 3\ benutzen wir die Identitiat:
dda — dda
Nach den Frenet-Serretschen Formeln ist:

Sda = B(éds) = EZ~18 + - Nols -— fl_lzds-al,‘

und ferner gilt:

dda = dp( f—o)‘dt—}—p(——-— — <"} ds - 8¢,
daher ist:
dp 1 _ , _P gy 1w
ds(p <)+ p( z—"-.’)—gi T rzﬁt_l_ g

1) F. Engel, Leipziger Berichte, Jahrgang 1901, S. 404 bis 412, Zur
Flichentheorie.
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Aus dieser und den beiden entsprechenden Gleichungen kann man
zunéchst 3¢ berechnen, indem man der Reihe nach mit I, m, n
multipliziert und dann summiert. Infolge von

p = lcosw - hsinz
wird

dp « I8 I . . ,
i (—r-~ —+ ?)cosq -+ .Tsmq —lsine -9 ++ hcosy -0 =

= —Fesg—(Br—10) (; — %)

Also hat man:

dp , _ .
Zd—s -l = s« o)
Die angekiindigte Operation 1iefert daher:
o1 /) — g
(15) sine (T — )2 —cosw ( —|— — 2 ‘r)t+
woraus fiir dr dle Glelchung folgt
ot : 1 .
XVII 3—;:1%03'9(?—}—'(”) =12sin o ( o 92+ siny
Die analoge Rechnung mit A, ., v ergibt:
-1 ol
'—COS'{/——"'{J'Z—SZ")Z/’-?(— G2 )= (98
Yl =) =
und die mit « B,y
T, 51
—cos % q)_Za—a—t
Da endlich
Nl <o
%
ist, so erhalt man fiir 3 die Gleichung:
};VIII Ol — acos (% —g)—hr [cos @ (% — )l tsiny (PP;—}— "&”)]

Entsprechende Gleichungen gelten fiir 3m und %n.

Die Grossen dX, 5y, dv sind bestimmt durch die drei Relationen:
07L
Bt =0

A du . 1 ,
a;i——E)\ot — sy (——19)

o
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Aus ihnen folgt fiur oA:
N . 1 , 1 o | ¢ "
XIXBT:—asmq(—P—-—'.p)—i—lr [cosq(?—',a) —+ sin @ —PE—{—J

Um % zu berechnen, gehen wir aus von der Gleichung:
dh l

ds — p
ds R
— = Ldn
;=2

Hieraus erhalt man durch Variation:

dds  ds - dp
B AR g 3l dA lodx
S = 200 - va)

und bilden:

oder:

0/

(16) 1_2_ (!
0? Z ds

Infolge der Gleichung XIX wird nun:

4 (0—)\) — i @(i__,u) —ai (sz’n" (i_,,' —
ds \3t) r st P v ds v v )
— (—: — [COSJ(————J) -+ sino( +.o”

~-|—l-js{l[cosu(?——u)a—}—smw( . J’)j|}
und daher:
d (o sm @ d 1 ,
HEGE <‘** DF g |eose (o — 20 +

y
+wm@gz+¢ﬂ}
mithin ergibt sich aus der Gleichung (16) fiir 9 die Beziehung:

oo psmu o if[ oL e
S @—p o) — gy T |eose =9+

XX
+m(—+ﬂ

Was die Berechnung von 3p, 3 (Br — y¢) und den entsprechen-
den Grossen anbetrifft, so reicht hierzu die Kenntnis der Verhalt-
nisse eines einzigen Fliachenstreifens nicht aus. Denn 8p, 8¢, dr
charakterisieren die Lage der Tangentialebene in P(z—3x...2--02)
zu der Tangentialebene in P(x,y,2). Durch einen Fliachenstreifen
ist aber immer nur die gegenseitige Lage von Tangentialehenen
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bestimmt, die diesem Streifen selbst angehéren. Dagegen lassen
sich diese Grossen leicht ermitteln, wenn man in jedem Punkte
unserer Flichenkurve das Gaussische Krimmungsmass der Fliache
als gegeben betrachtet. Wir brauchen nur auf die Gleichungen
zuriickzugehen:

p = lcosy -+ hsinw

und
Br—yq = —lsing 4 keoss,
aus denen durch Variation folgt:

7 W oW e L i by
(17) 5 = 3OS —+ 5¢ S e 4+ Br —19) < 5
und

Br—g) _ W W
(18) 5t TR R T G

Fiir 3¢ :%¢ erhalten wir durch Variation der Gleichung:

siny =

die Relation:
coswiy = gor + tdg

Da nun die Beziehung gilt?):

8y __ 2
E—t——lf—g,

wo unter K das Gaussische Krimmungsmass verstanden ist, so
ergibt sich bei gleichzeitiger Beriicksichtigung von XVII:

do K 0’ . o1 'r,z]
XXI *37— c0s @ —i—ll‘gu I:CO.S‘J( + ) Sl'nf(P'—-‘l)

Setzt man dlesen Wert von 32 und die schon berechneten
Ausdriicke fir 87 und 3 in (17) und (18) ein, so kommt man zu

den gewiinschten Gleichungen:

a

A N ( 1, z)
XXIL 5y = —a(o—9) — Br—10) 0, +( ¢')
und
0(Br—yg) _ ( . )
XXIII - P ooy (KA (=)

Mit Hilfe der abgeleiteten Glelchungen konnen wir jetzt die
Bedingung dafiir aufstellen, dass die Anwendung der Backlundschen

) F. Engel, Leipziger Berichte, Jahrgang 1901, S, 404 bis 412, Zur
Fliachentheorie.
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Transformation "oo! neue Fliachen liefert. Es muss dann offenbar
die. Gleichung erfillt sein:

2 y 4! o1 =0
Die Variation von

1 = 2x+auw = x+a [acosd ++ (Br—yq) sind]
Liefert:

) . .0t
09?- =fr—v9¢+a [p(u—u) cos ¥ — asmz‘)-%—; —+

~+ (Br — yq) cos & 3_3 + sind- EV(B%:T_Q)]

4
Mit Riicksicht auf:
P = peosx 4 sinx [— asind - (Br—yq) cos V]
wird also unsere Forderung:
— 3
@ (%—',0’) cos ¥ cos v — a sind cos « Z (&"T—Q) + a smx7 -+
—+ sinxcos® = 0O
oder:

3 cosd 8 (Br—vq)
Y=, T cot % cos ¥ ( B ZP ot

Beriicksichtigt man die Relatlon XXIII, so erhdlt man durch
Einsetzen:

8_1‘)-_ cos ¥ 1 cotx sind 1((

(18" — S —cotrcosth (— — o) ——— =

ot a P cos

—o)4 K)
Dieser Wert fiir 39 muss jedoch noch die weitere Bedingung erfiillen:
dsd = ddd,
wobei fir d¥:ds Gleichung I
ad __ sind | sing  cotxcosV cos

. 1
— = e b — cotrsin ) (— — )
ds a v T p
zu Grunde zu legen ist.
Es ist nun:
d (3 sin?d [sind si'n" coz‘xcosr‘)-cosu 1 .
s ) + - —cotxsind (——u
ds \0¢ a a T P p T
] siny cobxcos¥cos
Cvotnl— sind (L [,8,%1?1 __ cotxcosBoosy
(19) cotx | — sin ( o ) . 4 . :

S T
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. cotx sm ¥ simo  cotxcosdcosw
- I[——u ’—I—K][wos:‘)( “ T — RO .

cosw 1 v T
o/ )+si72 ' d-rvsinditge - 'q‘] -+
. 1 /
+wm[m;—we$rww+K%
Ferner erhalt man unter Benutzung der fritheren Gleichungen:

08 D 9
1 bdb ,,0088[ COZI cotxcosﬂ-(% ) cotxsinir ((,l ?!)2+K)]_

(19)

ds 3t  a o8 % 0
._K_ﬁg%_
cot % { %rio—?’: [ 00; b cotxcost (% 2') COt;S;;ZS 1((i )24 K):
(20) —cos? —_ thJ_{_ + — +sm'ar094]} L
cotx {cosr‘)-( — '.5')[ cos cotxcosd (i ?) cqg‘{sﬁﬂa l((—‘ '-?!)2+K)) +
P a P oS P i
T
- ’cb;j(——d)g ém‘l ’?')—C*OSTD(‘%“ r')( ‘f“?“) ‘l‘u sm ]

\

) D3 .
+ S [gn { 4 9,“?“’ cotxcos cosg cotxsin (_O_ L ‘?7]
)

T a T T

Setzt man diese beiden Ausdriicke einander gleich, so erhilt
man als die gesuchte Bedingung das elegante Resultat. das die
vorgelegte Flidche die konstante negative Kriimmung?)

XXIIT K—— SZ’Z;'*

besitzen muss. Diese Bedingung ist in der Tat unabhingig von
der Auswahl der Streifen auf der Fliche, also ist sie auch
hinreichend. Aus ihr ldsst sich sofort entnehmen, dass auch
die transformierten Flachen die konstante negative Krimmung
K = —sin®x:a® besitzen missen. Denn durch Anwendung der
Biacklundschen Transformation kann man von jeder der trans-
formierten Flachen wieder zur urspriinglichen Fliche zuriickgelangen.
Das besagt aber, dass zwei ganz beliebige unendlich benachbarte

1) A, V. Bicklund, Om ytor med konstant negativ krokning, Lund
1883, 8. 10.
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geodatische Parallelen der transformierten Fliche in zwei unendlich
benachbarte Kurven auf der urspringlichen Flidche iibergehen.
Folglich muss auch jede der transformierten Flichen der fiir die
urspriingliche Fliache abgeleiteten Bedingung unterworfen sein,
d. h. sie muss ebenfalls die konstante negative Krimmung
K = — sin*x: a? besitzen.

Nach Lie konnten wir den Beweis auch so fithren. Die
Asymptotenlinien auf der urspriinglichen Flache haben bekanntlich
die Torsion -}-sinx:a und —sinx:a. Ans unsern fritheren Sitzen
folgt daher, dass auch die transformierten Flachen eine Schar von
oo ! Kurven mit der konstanten Torsion —}sinx:a und — sinx:a
besitzen miissen, deren Schmiegungsebenen gleichfalls mit den
Tangentialebenen der Flache zusammenfallen. Das besagt aber,
dass auch die transformierten’) Flachen dasselbe konstante negative
Krimmungsmass — sin®x: a® haben wie die vorgelegte Fliache, und
dass die Asymptotenlinien?) einander entsprechen.

Diese letzte Eigenschaft kommt iibrigens auch den Kriimmungs-
linien zu.3) Um dies zu beweisen, stiitzen wir uns mit Béicklund
auf den Satz, dass auf einer pseudosphirischen Flache die Gegen-
seiten in einem von vier Haupttangentenkurven gebildeten Viereck
einander gleich sind. Ein unendlich kleines Viereck dieser Art, in dem
ausserdem zwel zusammenstossende Seiten dieselbe Linge haben,
kénnen wir daher als Rhombus auffassen. Die beiden Diagonalen
eines solchen Vierecks halbieren mithin dieWinkel der Haupttangenten-
kurven, sind also Elemente von Kriimmungslinien. Da nun allen diesen
unendlich kleinen Rhomben auf der gegebenen Fliche ebensolche auf
den transformierten Fliachen entsprechen, so entsprechen sich auch
ihre unendlich kleinen Diagonalen, also auch die Kriimmungslinien.

Als weitere Eigenschaft unserer Transformation erkennt man
nach fritheren Auseinandersetzungen die, dass entsprechende Stiicke
der Haupttangentenkurven einander gleich sind.%)

Andererseits folgt aus dem § 2 in Kapitel III, dass es auf
der urspriinglichen Fliache kein System von geoditischen Linien gibt,
dem auf den transformierten Fliachen ein ebensolches entspricht.

1y A. V. Bicklund, Om ytor med konstant negativ krokning, Lund
1883, S. 10,

2) Ebenda, S. 24.

3) Ebenda, S. 25. '

4) Ebenda, S.24.
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Besonderes Interesse hat es, zu untersuchen, bei welchen
Kurven eine Paralleltransformation stattfindet, d. h. wann die
unendlich benachbarte geoditische Parallele einer Kurve auf der
urspriinglichen Fliche in eine unendlich benachbarte geodatische
Parallele der transformierten Kurve auf der neuen Fliche iibergeht.
Es miissen dann offenbar die beiden Bedingungen erfiillt sein

23361 dxy =0

2 da1? = 342 = Const.

und

Nun ist:

dx1

9
g —I—a[ coq:)—asmt‘) —l—p sind (——cp)—l— —1q) cosﬂ-d——}—

ds
+—  sin cpsin:‘)]
v

und

0x1 o
5 =fr—10+a [1“‘08') (——U)—”m") +(B’” 1) cos? “tJr
(21) _}_?LB%?TQ) sin '8'] ,

wo fir dd:ds und 89 :3¢ die frither gefundenen Werte einzusetzen
sind.  X3zdxr = O wird also:

. 30 . 2
— asme‘)--aat — cf cos ¥ sin o 4 a—_ cos? B (%—c‘o‘) cos¢ —
a? N 83 o o 9o 00
— - sin o cos® ¥ §—~ cos{)sml‘} E - —|— sin &ds ot+
5 . 3 (B
+ a*sind (? —¢')2cosd + asind (‘— E (Br — +acos%} —|—
as s smcpo&
20529 20 ¥
—+ a?cos f}d 57 a’sin?d i 0
Da
SPr—yp__ v [ L, sm2x]
P cosw (?—c?) o
und

Zl 3 (BTBtT 19) _ T [(l — ) — ZSZ;Z:}]

P
ist, so geht obige Gleichung iiber in:



96

] 1 mdel 1 , 2,
— asin®]—" _cotucos (__,‘o,)__@tlﬁl?};l [('——".9')2 sin ]}
a p cos¢@ P
]
—ay cos&—&—azcoszz‘)wsw (% — o) —a?g {_9‘12 — cotrcosd (_(;_@ ) —
cotxsindr [ 1 s SImZx . 1 no
~ eose [(p —eV = ] - a2cosdsind (——cp)~ —

o - e smﬂ sind  costcose
— cost sind sin?x + a® +g-+cotx | sindo — 77— Tl

p T
9 0t 3 P ,((). - /
) COZO — cotx cosd (% — ) — cotx s T [ki__(?/)z _ ‘?@,’f)] +

i

v oS ® P a’
1 1 T rsinx
2 arm - 2 — 3,___ 2 N~ "
~+a smﬂcoﬁ)((} o2+ asin 0((} ') o5 smﬂ( —q') 056 +
+ acosd [ g+ cotx (smﬂ © —S.ZZ{] — .c_‘_.’f'(,):iosff)] =
Dies gibt:
a2cos®*dcosw | 1 2a2sindcos? 1 s
o) T G mOF T g GO
S (—— )3 . E P
Fatsin &( P 2 €S @ SN2 cos®

Diese Gleichung lasst sich befriedigen durch % —¢'=0. Wir
wollen unter Voraussetzung der Gili:igkeit dieser Relation die zweite
Bedingung Xdx:2 = Const untersuchen. Zu dem Zweck stellen wir
mit Beriicksichtigung von (18'), (21), XXIII die Gleichung auf:
(o f1) - BV —q+a [__ asmf}\— cos?d 4908 coS % Sl"{ﬂff‘?}} n

Bt cos® « a2

t

cos® | cosusinxsindry  psindrsin® 4]
o o9 [ 08 ? n__ pst ;
+ ([h 1a) cost | a +- coso-a> | cosoa’
Hieraus ergibt sich die Bedingung:
- 12 sinzx)
sin29 (12 V5% — Const
sin ( ~ oo Const
oder nach Differentiation:

cos ¥ r25in3x rsimin T
sind [ L (1 + -5 ) + - v - ——sime- )| —

a® cos* ¢ a®cos® ¢ cos @

1~sm2 cotcos® 29in2x\ sino
—cost (14 L) IO | gpp (14 L) sime

a®costo atcos’o/) 1

Da nun ¥ in einem Punkte nicht auf eine endliche Anzahl von
‘Werten beschriankt werden darf, so folgen hieraus die Gleichungen:
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12 5in? x

rsin®x T
—- [r'—{-—~~—szngc-ga’] =0

2 2
a® cos® o cos ¢

2 arm2
(1 + 12 sim x) cotxcosg __ 0

a? cos? T

(1+__ T

a?cos? o

12 sin? u) sin
)

die wir durch die eine ersetzen konnen:

1% sin? x

a® cos? ¢

Dies Resultat steht aber im Widerspruch mit der Gleichung

—1——<.o' = 0. Denn die letzte Relation sagt bekanntlich!) aus, dass

die Kurve eine Kriimmungslinie ist, die als solche auf unserer
Flache reell ist, wihrend sich aus der ersten fiir v ein imaginérer
Wert ergibt.

Wir kénnen also in der Gleichung (21') den Ausdruck %—— o’

als von O verschieden voraussetzen. Dann ist aber (21') dquivalent
mit der Gleichung:
acosg atgd 1 .
2 tigd = -
(22) "y TS K T sinx " p —¢)
Wir wollen jetzt zeigen, dass die zweite Forderung schon von
selbst erfullt ist, wenn diese eine Beziehung gilt. Aus den schon

oben angefuhrten (tleichungen (18'), (21), XXIII ergibt sich:

dx 1

w = Br—1a + a[pcosﬁ(T—@) —
— dsinﬂ-{—Egsﬁ——cotxcosﬂ(——«g’)—coms@_r((—— )? —

99! @ P oS @
2 &

—- sm )J—l—([ir—(q) cosi}l——o—s—cotxcosﬁ(——u)—
cotxsz@?l ( 1 e S x) psm&r( 1 ny | SIN%x )]
*Ecp k? ¢)— a ) + cos ¢ (p —¢)r— a?

Hierin kénnen wir das Glied:

1 N sinﬂr( 1 "o sinzx)
cos&(?—go)—,— c0s @ (P )-'*aT )

1) Siehe z. B. Stahl u. Kommerell, Die Grundformeln der Allgemeinen
Flachentheorie, S. 89, Leipzig, 1893,

7
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das als Faktor von p, « und Br — yq auftritt, mit Hilfe von (22)
bedeutend vereinfachen. Durch Quadrieren von (22) erhilt man

namlich:
2cos? 0 249
2tgdacosg | a’cos _a tg a‘.}( 1 gy

tg> & ¥ .
I+ teinx " Tsintx sim?x " p

und hieraus:
smdr(, 1 , sin%« cos?drsin®n(_ 2tydacose | a’cos®
(o ) e )

oS ¢ a> ) sind cos g al L simx 2 sinx
2 sinxoosﬁ_i_ cos® & cos ¢
ot a Tsind
Also wird:
1 sind 1( Sy 1 2sinxcosd  cosd oS¢
,& = ! _ 2 * ) T r s
cos (p oo ¢ (-¢)*- cosd ( 0 ¢ tsind

Da man nun schrelben kann:
) 2 8 &1
cos b (T — )+ costcos g simrcos (a ] — ) acos cp)

tsind ~ asind 3
so ist auf Grund von (22):

St% " p T sin x

1 , cos¥cosqg | sinxcosd
9 (— — (059 ¢ — 4 Surxcesy
cos ( p ¢) ] Tsind - a
Daher findet man endlich:
1 sm dr 8in2n _ sinxcosd
cos® (——d) (7 — ) ==
P 08 © a a

Mithin nimmt die Gleichung (22) die einfache Form an:

25
i = (Br—19q) cos?d (%&—-' T cosx cos 1‘}) I psin xcosd —

— asind (—— cos ¥ T+ cosx cos{)-) ,

ot

woraus sich durch Quadrieren und Bildung der cyklischen Summe
ergibt:
XXIV ) (Z“tl) Baitl P 1 = Const

Hiermit haben wir bewiesen, dass unsere Forderung durch
die einzige Gleichung (22) wiedergegeben wird. Soll also die
Kurve mit ihrer unendlich benachbarten geodétischen Parallelen
bei allen oeo! Transformationen so transformiert werden, dass die
beiden transformierten Kurven wieder geoditisch parallel sind, so
muss in jedem Punkte der urspriinglichen Kurve eine der beiden
folgenden Gleichungen identisch erfiillt sein:
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gy — a cos ¢
A [a (L —¢) — sinx
v vfa(5—¢) — sinx]
acos @
tg l\) == ! =

ta(5—¢) + sinx]

Nun ist die Unendlichdeutigkeit der Backlundschen Transformation
dadurch gekennzeichnet, dass ¢ in ein und demselben Punkte oo!
verschiedene Werte annehmen kann. Da andererseits g, 1, p und ¢
fir einen Kurvenpunkt konstante Grossen sind, so konnen die
Gleichungen XXV nur dann Identititen sein, wenn ihre rechte
Seite die unbestimmte Form O:0 annimmt. Es muss daher in
jedem Kurvenpunkte entweder

XXVI cos @ E%—sinx =0
oder
XX VT cos ¢ E%—me =0

sein, d. h, die Kurve muss eine Haupttangentenkurve der Flache sein.

Kapitel IV.

Versuch einer Verallgemeinerung der Bécklundschen
Transformation.

§ 1.

Bei den bis jetzt angestellten Untersuchungen haben wir
stets die Voraussetzung gemacht, dass die Entfernung a zweier
einander entsprechender Punkte und der Winkel x zwischen je
zwel entsprechenden Ebenen konstante Grossen sind. Ks drangt
sich uns die Frage auf, ob die Biacklundsche Transformation
nicht noch einer Verallgemeinerung fahig ist, und worin diese
moglichen Falls besteht. Hine Erweiterung der Transformation
ist offenbar auf drei Arten denkbar. Man kann nimlich entweder
nur eine von den Grossen @ und x variieren oder beide als Ver-
anderliche auffassen. In allen drei Fillen aber biisst die Backlund-
sche Transformation in anderer Hinsicht einen Teil ihres allgemeinen
Charakters ein. Wahrend sie namlich bei konstantem @ und x fiir
jeden Punkt des Raumes definiert ist, erscheint sie jetzt zunichst

*
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an eine Kurve oder Fliche gebunden, sobald man ¢ und x variiert.
Denn handelt es sich um die Transformation eines Flichenstreifens,
so muss man sich ¢ und » als Funktionen der Bogenlinge s gegeben
denken, und bei der Flachentransformation miissen sich diese Grossen
als Funktionen der Koordinaten auf der Fliche darstellen lassen.

In den folgenden Rechnungen betrachten wir gleich den all-
gemeinsten Fall, wo @ und x beide verdnderlich sind.

Wir wenden uns zunéchst zur Transformation eines Flichen-
streifens. Die Transformationsgleichungen sind:

21— 2+ a [acos® + (Br—1q) sind]

1=y + a[Beosd 4 (Br—yg) sind]

21 =2+ aycosd + (Br —yq)" sind]
Die Ebenen der transformierten Flichenelemente haben zu Normalen
die Geraden mit den Richtungskosinus pi, q1, 71, von denen der
erste lautet:

p1 = pcosx + sinx [—asind ++ Br —74q) cos V]

a und x sind aber jetzt nicht konstant, sondern als Funktionen der
Bogenlange s der gegebenen Kurve zu betrachten. Demnach wird:

dxe [l N .o add LT
©@3) g = a+ta ?cosﬂ asmt)d—s -+ . sindsine -

o, \ G ad .
-+ psind (%— ¢')-F (Br—1q) cos 1)%] -+ [acos'ﬂ- +Br—19) smﬂ] . Z—C;
"Wie man sich jedoch leicht iiberzeugt, geht aus der Forderung:

Z}h dxy = 0

fir d9:ds dieselbe Gleichung (I) hervor wie friiher:

o & D) .
(24) ad_ _31"_ 4 §f@ — cotx (fo_s_ﬂf‘f + sind (i —d )) 7
ds t 3
da sich die Gheder mit da: ds wegheben.
Betrachten wir jetzt den Spezialfall, wo die Tangentialebenen

. . 1 . .
Schmiegungsebenen der Kurven sind, also ¢ = ; = ist, so wird:

dd sind cot x sin 0
(25) =

und fiir p1 haben wir zu nehmen:
P = hecosx — sinx (asin®d 4 lcos?),
was = t N werden muss. Wir wiahlen:

=+,
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da die Wahl des Vorzeichens bei den folgenden Untersuchungen
nicht in Betracht kommt.

Setzt man den Wert von dd:ds aus der Gleichung (25) in
(23) ein, so wird:

dar [ ( 1 cot x) ( cot x)]
& — 29 o) — S -
e a+al|—sin « SN 4 0 lsindcos?d a ” -+

2 .
(26) —+ (acos® —lsind) ?l%

Es muss jetzt ebenso wie frither die Gleichung gelten:

0?;1 Zh dry = 26”\1 dr1 =20

Da
B i cosSX— Sinx [—- L cos® -+ asindcosd (i _cotxy
ds 0 p a P
. 1L cot x)] . dx ( ) )
— oy (= ") wgin® — ux
lsin (a 0 ksin %o cosx 7 asin® -+l cost
ist, so liefert uns diese Bedingung bei der Ausrechnung die Gleichung:
_ sinxcosd 4+ acos® _ o dr e simxda 0
a p% sinx psinx ds a ds

Weil nun die Transformation gerade durch & als eine unendlich-
deutige charakterisiert ist, so miissen der Koeffizient von cos® und
das von & freie Glied fiir sich allein verschwinden, es miissen also
die Gleichungen bestehen:

a2
XXVII PP= 5
sin® x
und
2
XXVIII do o dr
ds — psin®x ds

Die erste stimmt vollkommen mit dem analogen Ergebnis iiberein,
das wir in Kapitel II[ bei der gewoéhnlichen B#acklundschen
Transformation fanden. Die zweite ergibt, wenn wir fiir p den
Wert ta:sinx einsetzen:

_da_ a4 dx
Tds ™ sinxds

Je nach der Wahl des Vorzeichens folgt hieraus durch Integration:
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1 1
XXIX atggx = aotggno
und
1 1
XXIXI tq » X — tg 2 KO
o @,

wobei wir unter a,, x, zwei beliebige, aber zusammengehérige Anfangs-
werte von a4 und x verstehen. Diese Relation besagt, dass unsere
Transformation nur dann ausfithrbar ist, wenn @ und x entweder
beide wirkliche Funktionen von s oder beide konstant sind. Ferner
zeigt sie, dass im ersten Fall fir ¢ und » nicht beliebige Funk-
tionen von s gewahlt werden diirfen, sondern dass zwischen beiden
ein bestimmter Zusammenhang besteht.

Aus der Gleichung (26) lasst sich leicht der Wert von ds; : ds
ableiten, wenn man in ihr die Grosse p mit Hilfe von XXVII
eliminiert, die Gleichung dann quadriert und nun die cyklische
Summe nimmt. Man erhilt die einfache Relation:

d81)2_ (da)2 da ... (@ LI)‘Z
XXX (—dg =1- Ts —{—20031‘]%_sm O+ ds—{—cos:) ,

die fiir a = Const wieder die Form:

dsi

Es__‘l

annimmt.

Um die enge Verwandtschaft unserer Transformation mit der
Backlundschen noch mehr hervorzuheben, wollen wir schliesslich
noch p; berechnen. Durch Quadrieren der (Gleichung:

s ds _
ds dsi p1
und Summation ergibt sich infolge der Gleichung (27):

ﬁs)2 (dkl)2_ »d_s)z P@'n?zﬁ (@)3_ 2 cosd @c]_ 1
ds’{'ZTz?—dsl'?ers o dsl T g

2 2
Setzt man hierin fir (@), (dx) und %Q ihre eindeutig be-

ds ds ds

stimmten Werte ein; so wird:

2 duy? g da
XXXI1 [—Jl— _ s 1+ (ds) —+ 2cos Vs
1

sin®x 1
a?  sin?d (:’l“, —+ cos wf)-)2 Toa® p?
as

5 —
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Wir haben also das merkwiirdige Resultat erhalten, dass auch bei
der verallgemeinerten Transformation die Torsionsradien der ent-
sprechenden Kurven in entsprechenden Punkten einander gleich sind.

§ 2.

Um die Bedingungen fiir die Existenz einer allgemeineren
Backlundschen Flachentransformation zu erfahren, schlagen wir
denselben Weg ein, den wir in Kapitel IV zur Bestimmung der
Flachen konstanter negativer Kriimmung benutzt haben. Dabei
fassen wir jetzt @ und » als Funktionen des Ortes auf der Fliche auf.

Wir konstruieren zu einer beliebigen Kurve der vorgelegten
Fliche eine unendlich benachbarte geoditische Parallele und ver-
langen, dass die Flichenstreifen dieser beiden Kurven bei der
Transformation in Flachenstreifen tibergehen, die wieder unendlich
benachbart sind und auf ein und derselben Fliche liegen.

Indem wir ganz an den fritheren Bezeichnungen festhalten,
suchen wir zuerst die Gleichung:

21)13961 =0

zu befriedigen. Es ist bemerkenswert, dass sich infolge dieser
Bedingungsgleichung fiir 3% derselbe Wert ergibt wie bei der
Backlundschen Transformation. Denn es ist:

dx1 9 3

%1 g-‘-a 5 (acos«‘)+(B7 —19) sm&) (acosr‘)-%—([ir—m)sin%)

und ganz analog zu den entsprechenden Verhaltnissen in § 1 fallt
hier bei der Bildung des Ausdruckes Xp;dx; das Glied mit 3a : 3¢
fort. Hs gilt somit die Relation:

o) cosd , cotxsindr ( ) )
(28) Bit —T—COtYCOSl()‘( 0 —(P)— 003(? ) +K
Jetzt benutzen wir die Identitat:
bh) 3dd
(%) ="
Die Ausdriicke fiir d(m} und 37;%{! unterscheiden sich von den
entsprechenden Gréssen, die wir in Kap. IV gebildet haben, und die

wir zur Abkiirzung mit {d (2—2) }B nd {8;7 } bezeichnen wollen,
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nur durch einige Summanden, die mit den Differentialen da, dx, 3a, o«
behaftet sind. Mit Hilfe der Gleichungen (24) und (28) iiberzeugt
man sich leicht von der Richtigkeit der beiden Gleichungen:

od cos{) dx 1 ,
(5 —\‘l(at)f T et G ¥ — ) +
smﬁr(( o + K)}

oS @

und

Bd& 3dd sm{} da ds ox [cosw®cosd
o = Pt — T s St | - sind ()

sin?x B¢
Setzt man die beiden Ausdriicke einander gleich, so ergibt sich:

b Bdt‘) ds . Kds | cos® dx § 1 ,
(5 B R A et

ot . ds Sx[cosd . 1 ,
29) 4.%_(1;“?_@)2)}_ T [ it ()] +

cos © sinZx dt
sind da

+ ? ds - g =0
Weil unsere Transformation unendlichdeutig sein soll, so miissen

hier die Koeffizienten von sin®, cos® und das von & freie Glied
identisch verschwinden, wir erhalten demnach die drei Gleichungen:

XXXII =
a
1 da 1 de 1 . 1 ®xcose
G0 FE tamna G Y T v 0
und:
1 de 1t ) 1 %a 1 ox.1 N
S szxdscoscp( +(__U))+a3 3 sin_z-x%—t(?_?) =0

Ersetzen wir in der letzten K durch — sinx : a?, so geht sie iber in:

1 vode, 1 der 1 ,, 1d% 1 1 .
“Pooseds Tsintndsoosg s~ Ve sintrglp ) O

(32)

Multiplizieren wir jetzt die Gleichung (30) mit r(%—cla’) cos ¢ und
ziehen dann von ihr die Gleichung (32) ab, so folgt:

1 da 1 1 dx 1 %a

T s DG Gaved = O
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Wir kommen nunmehr leicht zu den beiden Bedingungsgleichungen:

el °“ L 005%
XXX ( ) ds + d9 T
und
: sin®x da cdn o cosg
XXXIV T ds+( —d) =5,

Aus ihnen kéunen wir sofort den Schluss ziehen, dass « und x beide
konstant sein miissen, wenn nur eine von diesen Grossen als
konstant vorausgesetzt wird. Demnach kann eine Verallgemeinerung
der Bécklundschen Transformation hochstens dadurch erzielt
werden, dass man ¢ und x zugleich variiert. KEs ist mir indes noch
nicht gelungen festzustellen, ob wirklich Fliachen existieren, auf die
sich diese verallgemeinerte B#icklundsche Transformation aus-
fiithren lasst.

Die vorliegende Arbeit ist auf Anregung von Herrn Professor
Dr. Engel entstanden, dem ich auch an dieser Stelle fiir die
mir stets gern gewshrte Unterstiitzung zu danken nicht unter-
lassen will.

Ebenso fithle ich mich der Naturforschenden Gesellschaft in
Gorlitz dafiir verpflichtet, dass sie meine Arbeit in ihre Abhand-
lungen aufgenommen hat, und Herrn Oberlehrer Dr. Lorey,
insofern als diese Vergiinstigung auf seine freundliche Vermittelung
zuriickzufithren ist.
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