
Elementare Ableitung der astronomischen

Störungsgleichungen (II).

Von

Dr. Fr. Nölke.

In einem kleinen, kürzlich veröffentlichten Aufsatze 1
) habe ich

gezeigt, dass die besonders bei der Bestimmung der Störungen der

Kometenbahnen angewandten, sog. speziellen Störungsgleichungen

eine sehr einfache Herleitung zulassen, wenn anstatt der Bahn-
elemente, wie es gewöhnlich geschieht, die Integrations-
konstanten als variabel betrachtet werden. Es lassen sich jedoch

auch die allgemeinen astronomischen Störungsgleichungen, in

welche die Störungsfunktion in ihren nach den Elementen ge-

nommenen partiellen Ableitungen eingeht, auf ähnliche Weise her-

leiten, was in diesem Aufsatze nachgewiesen werden soll.

§ 1.

Die Differentialgleichungen der ungestörten Bewegung lauten

d2x _ k M x

"dt2
"-

r3~

'

d2y _ k M y
* dt2

—
r3 '

d2z _ k M z

Die Integrale heissen

dy dx
x dT- y

dt
=a

i'

(2) TT— Z 17= a
2.

a=+ Va
l
2 + a

2
2 + «i

dt dt

dx dz _Z dt~ X
dI~"

a3;

(3) (|y
=^+?p = _ k M

r a

J
) Archiv der Mathematik und Physik; III. Reihe, XVII, Heft 2/3.
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(4)
1 + e COS (qp — <p )

'

X

kM' 1+ _^
21.

1
k2 M2 '

(5) nt + a = arc cos — — |/e2 — X2 , n X = l + _rß_

kM'

Wenn in (4) <p und <p vom aufsteigenden Knoten an gerechnet

werden, so ist <p = w und <p — <p = v. Zwischen den Integrations-

konstanten a1? <x
2 , a

3 , a, ß, <p ,
<j und den Bahnelementen bestehen

dann folgende Beziehungen:

(6) a
1
= acosi, a

2
= a sin i sin fl, a

3
.= — asinicosil,

k M
(7) ß =_—-, T0

= (D, a = a.

Sämtliche Integrationskonstanten sollen für den Zeitpunkt t gelten

und so gewählt sein, dass sie die Bahn bestimmen würden, wenn
von diesem Zeitpunkte an keine Störungen mehr stattfänden. Dann
ist, wenn x eine dieser Konstanten bedeutet, im Zeitpunkte t + dt

ihr Wert x + dx. Zunächst sollen die Aenderungen von a.
l7

<x
2 , a3

und a bestimmt werden.

Die Differentialgleichungen der gestörten Bewegung lauten

(8)

d2x

dt2

d2
y

kMx öR
r3 8 x'

öR
9y'

8R
rö

kMz

*

+

dt2

AH
W r2 8 z'

Die Integrale (2) werden gefunden, indem man die Gleichungen (1)

in passender Reihenfolge mit x, y, z multipliziert und sie vonein-

ander subtrahiert. Führt man dasselbe bei den Gleichungen (8) aus, so

ergibt sich unmittelbar, dass z. B. der Zuwachs von a
1

in der Zeit dt

8R 6R^
X
8y y

8 x
dt

beträgt. Es ist daher

(9)

da
t

~dtT

d«
2

dt

dOg

dt

8R 6R
i- y

Hieraus folgt

(10)

da d av
a -r— = 2 av —?

—

dt
v

dt
= a

= y

8 R

ey

8R
8 z

8R
8x

8x'

e_R

8y'

6_R

8 z'

8R 8R
J 8x +92

8y
+a3

3z'

a-L= — y o^ + z a
3 , a

2
= — z a

2
+ X aj , a

3
= — x a

3 + y a
2 .
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Nun ist

[s= r [cos (v + w) cos fl — sin (v + w) sin <Q cos i],

(11) \ y = r [cos (v + oj) sin £1 + sin (v 4- w) cos Q, cos i],

[ z = r sin (v + w) sin i.

Setzt man in (10) für c^, a,
2 , «

3
und x, y, z ihre Werte aus (6)

und (11), so erhält man

a
x
= r a [— sin (v + w) cos $ — cos (v + w) sin ß cos i],

a2 = r a [— sin [v + w) sin ß + cos (v + w) cos ß cos i],

a
3
= r a cos (v + w) sin i.

Dieselben Werte wie für —, — , — erhält man, da
a a a

1 -f- e cos v

von w unabhängig ist, aus (11) für die partiellen Ableitungen von

x, y, z nach w; d. h. es ist

ö x 9 y ö z
a, = a -— , a9 = a -— a« = a -—

.

1 öw' 2 öw' 3
8ü)

Durch Einsetzen dieser Werte geht (10) über in

da 6 R 8x 8R 8y 8R 6z

dt 8x8w 3y8ü) 6 z 6 co

oder in

/,o\ d a 6 R
}

dt~
=

6w~*

Das Integral (3) ergibt sich, indem man die Gleichungen (1) mit

d x, d y, dz multipliziert und sie dann addiert. Führt man dasselbe

bei den Gleichungen (8) aus, so folgt

1 ,
fl

8R , , 6R . , 8ß ,

k dß = =— dx + -— dy + ——dz.
2

r 8x ey"7 8z

In dieser Gleichung bedeuten d x, d y, dz die vollständigen Differen-

tiale von x, y, z. Die Voraussetzung, dass die gestörte Bahn die

ungestörte in jedem Punkte oskuliere, also mit ihr stets eine ge-

meinsame Tangente besitze, führt jedoch zu den Bedingungen

dx 8 x dy 8y dz 8z

dt
~"

8t' dt
" et' dt

""
8 t'

Bedeutet * wieder eine beliebige der Bahnkonstanten ß, i, w, a, e, <j,

so müssen hiernach die Gleichungen

% d x dt ' \ d •/ dt ' , 8« Jt
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identisch erfüllt sein. Dann geht die obige Gleichung über in

1 d-ß_8R8x5R8y8R8z__eR
\ ^ 2"äT

—
öxöt 8y8t 6z6t

==
8t'

Da t in R nur in der VerbinduDg n t + <? und auch <j nur in dieser

Verbindung auftritt, so ist

Wi\ 8R ÖR

also

Aus der Gleichung cl{ ==.<* cos i findet man nunmehr einen Wert

für -r-. Durch Differentiation erhält man
dt

(16) da
1
= cosida — asinidi.

Nun folgt aus (11) unmittelbar

8x_ 8y 8z

eT^
— ~~ y

'
8~ß~ *' 8ß

Mit Benutzung dieser Werte erhält man aus (9)

iH__ 9_R 9_x 8_R 8_y 8_R 8z _8R
~dtT

=

~6x:6~8 87 dQ, ~ ~dz dQ,~ 8~ß*

Dann folgt aus (16) und (12)

,^„\ di cos i 8 R 1 8 R

dt a sin i 8 o) a sin l 8 U
Differenziert man ferner die Gleichung

tg£ = -^,

so entsteht

a 2

fr-^- d 8 = a9 (i a, — a« d a .

COS2 hl
16*1

Setzt man für a
2 ,

a
3 , da

2 ,
da

3
ihre Werte aus (6) und (9), so folgt

. 9 . dö . „ . .8R n ,
.8R

a sin'* i ——- = z sin \l sin i z cos hl sin l -

—

dt 8 x 8 y

4- (y cos hl. — x sin hl) -r—

•

v 8 z

Setzt mau für x und y ihre Werte aus (11), so wird

y cos ß — x sin Q, = z cos i.

Nun folgt aus (11)

= z sin o -4= — z cos ^ , -r-r = cotg i

;

8i . 8i 8.1
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Demnach hat man

. . dß öß dx
,
öR 8y , öR öz öR

dt öxöi öy öi özöi öi'
oder

(18) ' ~ = -±- —
^

dt a sin i ö i

'

In (17) und (18) sind zwei der abzuleitenden Störungs-

gleichangen bereits gefunden. Zu zwei weiteren führen die Gleichungen
k M

(12) und (15). Da ß = ist, so folgt nämlich aus (15)
ä

1 da _ 2n öR
ä* "dt

~~
kTM ~ö7

oder

(19)

Ferner ist

also

da _ 2 5R
dt an ö<j*

e2 =l-r^l
k2 M2 '

2ede= PM2 da +
k2M2

d ß

oder

de __ 1—

e

2 öR _ 1—

e

2 öR
dt ena2 ö <j ae ö w'

Es fehlen nur noch die Werte für -r- und -r-. Sie sind es allein,
dt dt

die etwas grössere Rechnungen erfordern (siehe jedoch § 2). Um

zunächst für -r- einen Wert zu finden, ist zu bedenken, dass die
dt

Aenderungen, denen w unterliegt, auf zwei verschiedene Ursachen
zurückgehen. Einmal verschiebt sich das Perihel in der Bahn selbst;

diese Verschiebung möge mit d co bezeichnet werden. Da w vom
Knoten an gerechnet wird, so hat aber auch jede Aenderung des

Knotens eine Aenderung von w zur Folge. Verschiebt sich Q, um
dfi, so ändert sich co um — cosidß. Demnach hat man

dw . d ß , d wn

l¥
= - C0SI

TiF
+

-df-

Für -r-9- erhält man auf folgende Weise einen Wert. Differenziert

man die Gleichung der Bahnellipse

1 + e cos (<p — cu ) = ±-,
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indem man die Bahnelemento als veränderlich betrachtet, so folgt,

wenn man die Beziehung
q2

P ~kM
beachtet,

cos (<p — (ü ) d e + e sin («p — w ) d co =
-j^f >

e sin v d wft
=— d a — cos v d e.

" ar

Setzt man für da und de ihre Werte aus (12) und (20) und be-

achtet (14), so erhält man

. dojn /2 p ,
1—

e

2 \ öR p
2 cosv9R

e sin v —rr1 = I
—— + cos v '

dt Var ae / flw ea2 ö t'

/«in a e siu v dw /2 cos v\ 9 R p cos v ö R

p dt V r ae j 9b ea 9t*

Diese Gleichung drückt zwar -~ durch partielle Ableitungen der
QU

störenden Kraft aus; aber ihre Koeffizienten enthalten ausser den
Bahnelementen noch die Variabein r und v. Eine andere Gleichung,

bei der dies nicht der Fall ist, erhält man auf folgende Weise.

In den für x, y, z angegebenen Ausdrücken sind die Grössen
a, e, t nur in r und v enthalten. Da v und w immer in der Ver-

bindung v + w auftreten, so ist

9 x 9 x

9 v öu"

Aus
9x_ 9x9r9x9v
9a 9r9a 9v9a

folgt also, da ausserdem —— = — ist,
9 r r

9x x9r9x9v
9a r 3a 9w9a*

Entsprechende Gleichungen bestehen für y und z. Setzt man in

der Gleichung

9R __9R 9x 8R öy 8R 9_z

9a öx 9a 9y9a 9z 9a

für —-,
—— , — die angegebenen Werte ein und schreibt

9 a' 9 a' 9 a
6 &

x9R.y9R.z9R _

r9x r 9 y r 9z
so ergibt sich
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(22)
|b_

b.|i + °*°i.v/ 9a öaötööa
In derselben Weise erhält man für e und t

9E_ flr flRav
8 e ~ 5e 8 w 6 e'

8R__
R ,
6r6R8v

8 t
~

8 t 8(D at"

(22)

Die Werte der in diesen Gleichungen auftretenden partiellen Ab-
leitungen von r und v nach a und e erhält man leicht aus der

Gleichung (5). Differenziert man (5), indem man r, ff, a und e als

veränderlich betrachtet, so folgt, wenn man

(23) t d n + d a = d <*>

schreibt,

X= 1
+

'
^4= * — -! dX = ^da— -dr.

I k M a a2 a

Durch Einführung der neuen Grösse

a* = 5 + nt — /ndt

wird die Bildung der partiellen Ableitungen nach a dadurch er-

leichtert, dass man auf das implizite Vorkommen von a in n keine

Rücksicht mehr zu nehmen braucht. Setzt man in (24) du' und
d e= 0, so wird d X = oder

(25;
8 r r

8 a " a

'

Setzt man dff' und d a == 0, so entsteht

(26)
8r_
6e~

— a (p— r) _
er

a cos v.

Ausserdem ist

6r

6 ff'

~~
6r

8ff

1 8r
~ n 8~t

~
a e sin v

np

was auch aus (24) hervorgeht, wenn man d e und d a — setzt.

Ferner folgt aus der Gleichung

1 fa(l-e2
) \

cos V= — I
— — 1 I

durch partielle Differentiation nach a und e, wenn man die für

8 r 8 r— und — berechneten Werte benutzt,
8 e 8a
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(27)
8 v

sin v -— =
8 a are

1— e2

er

(28)
. 8 v

sin v— =
8 e

cos V

e

2a+
r

Hinzu kommt die Gleichung

6 v a

8t
"

r
2'

a p cos v

r2 e

Eliminiert man aus den beiden letzten der Gleichungen (22) R',

so folgt

9 R 9r _ 8R8r__8R/6v8r_ 9 v 9 r\

öe 9t 9t öe 9 o> V9 e 9 t ö t 9 e/'

Setzt man in dieser Gleichung für die partiellen Ableitungen von
r und v nach e und t die angegebenen Werte, so erhält man

(29)
1— e2 e a sin v 9 R /2 cos v\ 9 R p cos v 9 R
ea p 9e vr ae / 9w ea 9t

Die rechte Seite dieser Gleichung stimmt überein mit der rechten

Seite der Gleichung (21), folglich hat man

dw _ 1—

e

2 9R
dt e a 9 e

'

Die Ges&mtänderung von o> ergibt sich demnach aus der Gleichung

/ÖAV dw cosi 9R . 1 —

e

2 9 R
dt a sin i 9 i ea9e

d a'

Einen Wert für -— findet man endlich aus der Gleichung (24),

wenn man in derselben nur die Bahnelemente als veränderlich be-

trachtet. Setzt man in (24) für de und für

ai rd ß

k M
ihre Werte aus (20) und (13), so folgt

,
- kMa,^—^ds 1

a cos v 9 R , /p cos v _ \ 9R
(31) Ve*— A 2 —r- = — + I- 2rl——

.

vy
r

F
dt ae .9ü) V e /8t

Die Koeffizienten enthalten wieder die Variabein r und v. Mit Hülfe

der Gleichungen (22) kann man jedoch auch hier einen Ausdruck
herleiten, bei dem dies nicht der Fall ist. Eliminiert man aus der

1. und 3. und aus der 2. und 3. der Gleichungen (22) die Grösse

9 v
R', so erhält man, wenn man beachtet, dass nach (27) —- = ist,

(32)

9 a

( 9R, 3_r _ 9R 9r_9R 9r9v
9e9a öa öe 9 w 9 a 9 e'

9R9r 9R9r__9R9r9v
9t 9a 9a 9t 9 w 9 ä 9 t*
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9 "R

Aus diesen Gleichungen folgt, wenn -— eliminiert wird,

9 R 9_r 9_v __ 9_R 9_r 9v . 9ß (dr 9_v __ ö_r dv\ _
^ ^ "ötöäöe

-
öiöäö"t 9~a\9eöt 9 t 9 e/

—
'

Mit Hülfe der 1. Gleichung (32) soll in (31) |^, mit Hülfe von (33)

dann —— durch —— und —— ausgedrückt werden. Schreibt man
9t 9a 9e

acosvfpcos^^av
v

' ae Ve /9t

so findet man

k M a
iy
r^ ^ 9 r 9 v d <j'

r
"

9 a 9 e dt L 9e

(35) 9r 9R
9 a 9 e

\ örövl
7 9~t 9eJ

pcos v \ 9 r 9 vi 9R
9a

Setzt man in (34) für — seinen Wert -^ und vergleicht dann (34)

mit (28), so folgt

,0rt * . asinv9v 1

—

e2 9r9v
• ' a9e e9t9e
Ferner ist nach (24)

i/~5

—

rz r ör r 9r
ye2— X2 = -= —- = -=— —

,

r a2 9 a' a2 n 9 t

also, da k M= n2 a3 ist,

(37) k M 1/e2— X2= arn^

Substituiert man die Werte (36) und (37) in (35), so erhält man

nach Division durch — —

—

9 t 9 e

1— e2 9r9R
»z

9rdcf' (\—

e

2 9r
, p cos v rt \9R

n T~ ÜT = \ 'S- + 2r
) ^9a dt Ve 9e e /9a e 9 a 9e

9r
Setzt man hierin noch für — seinen Wert — a cos v und dividiert

9e
9 r r

die Gleichung durch — = — , so ergibt sich endlich
o a a

dV _ _2_ 9R _ 1 —

e

2 9R
dt na da na2 e9e'

Hiermit sind sämtliche Störangsgleichungen gefunden.

April 1911. XX) 24
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§ 2.

Die vorgetragene Methode besitzt einen kleinen Mangel, den sie

mit der gewöhnlichen Lagrange'schen Methode teilt. Sie lässt von
dx

vornherein nicht übersehen, dass sämtliche Grössen -r- so durch par-

tielle Ableitungen von R ausgedrückt werden können, dass die

Koeffizienten nicht mehr die Variabein enthalten. Dass dies der

Fall ist, ergibt sich jedoch nach unserer Methode bei -rp -rr nnd -r-

auf sehr einfache Weise. Wir können nun leicht zeigen, dass, wenn
für diese Grössen die Störungsausdrücke bereits bekannt sind, durch

sie die noch nicht bekannten Ausdrücke bestimmt sind und fast

ohne Rechnung aus ihnen abgeleitet werden können, wodurch sich

die Unabhängigkeit der Koeffizienten von den Variabein dann von

selbst ergibt. Die Rechnungen, welche zur Herleitung der Werte

von t—, -1—, -r- erforderlich waren, lassen sich nämlich durch
dt dt dt

folgende einfache Ueberlegungen ersetzen.

Es sei bekannt, dass sich -=— in der Form
dt

(39) _ co81_ + __o

schreiben lässt, dass sich —~ und -r-, wie es im § 1 gezeigt wurde,

durch -r— und -r- . d. h durch -— und -— ausdrücken lassen, und dass
dt dt' (D Ö a

'

zwischen —— ,
——

'
——,

—— lineare Gleichungen [die Gleichungen
9 o) ö <j 9a 9e L

(22)] bestehen, welche es erlauben, eine beliebige dieser Grössen

durch zwei andere auszudrücken. Man denke sich mit Hülfe dieser

„, . ,
dwn , . 9R , 9R ( , 9 R\ da' , 9R ,

Gleichungen -~- durch -— und -— I oder -— I, -r- durch —— und
dt 9 e flu \ 9 a/ dt 9 e

-— ausgedrückt und schreibe die betr. Gleichungen mit unbe-
a

stimmten Koeffizienten, also

(40) {

Aus den Gleichungen

f du« 9R , , 9R
~ÄT = a

l -5— + b
l ^—

>

dt * 9e l
d a

da' 9 R 9R
"aT

_a2_
9T

+ b2
9i-

dx 9 x dy 9ydz 9z

"dT
—

9T' "dt7

=

~"9T' dt 9t
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folgt, dass

dR __ öR
~dt ~ "öT

ist, dass also die Gleichung

x ö x dt

dx
identisch erfüllt sein muss, wenn man für -=- die berechneten Werte

Qlj

setzt. Führt man die Substitution mit Hülfe der Gleichungen (17),

(19). (20), (39) und (40) aus und schreibt -r~- = N, so erhält man
Ol

( . öR 8RW 1 öR v\,( 1-enöRöR
cos i ^ —

—

- —
: N I + | a, I

V 8w öS; \asini öi / V ae/öwöe
,

öR öR " / , 1 -e2 \ öR öR
, /, ,

2 \ öRöR .

öo) 05 \
£ ena2 y9eöc7 \ nay öa ö s

Aus dieser Gleichung folgt zunächst

1 öR
N

a sin i ö i

'

da sich andernfalls ^-^ und —r nicht fortheben würden. Sämtliche
oft 8i

übrigen Koeffizienten sind gleich zu setzen, d. h. es ist

1 ~ e2
u n

1—

e

2 2
a9 — „-, Do — •
1 ena2 ^ na

Damit sind sämtliche Störungsausdrücke gefunden.

24*
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