
Tangentialebenenpaare mit vorgegebenem 
Winkel an einen Kegel 2. Ordnung.

Von Dr. Fr. D renckhahn in Bremen.

Mit 6 Figuren im Text.

Einleitung:.
Der geometrische Ort der Achsen von Tangentialebenenpaaren 

mit vorgegebenem Winkel an einem Kegel 2 . Ordnung wird durch 
einen Kegel 4. Ordnung dargestellt. Die Diskussion dieser Fläche 
in gewöhnlichen Koordinaten x, y, z erweist sich als außerordentlich 
schwierig, werden dagegen elliptische Koordinaten des Strahles im 
Bündel ji, v eingeführt, so wird eine systematische Untersuchung 
ermöglicht, welche die geometrischen Zusammenhänge klar hervor
treten läßt.

In historischer Hinsicht ist festzustellen, daß zuerst Magnus den 
geometrischen Ort der Scheitellinien rechtwinkliger Tangentialebenen
paare beim Kegel bestimmte1 2 * *).

§ i .
Die Hauptebenengleichung des Tangentialebenenpaares 

an eine Fläche des Systems konfokaler Kegel8).
Die Gleichung:

( 1 )
v2 ?2

-----+ + -----=  0, ** > ß > T > 0<x..---T ß — T 7 —  T 7

*) M agnus, L. J., Sammlung von Aufgaben und Lehrsätzen aus der ana
lytischen Geometrie, Bd. 2, 1837, S. 321.

2) Die Sätze und Formeln dieses Paragraphen sind entnommen aus:
S taude, 0., Analytische Geometrie des Punktepaares, des Kegelschnittes und
der Fläche 2. Ordnung (Teubner 1910), §§ 118, 119.
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stellt bei festen a, ß, 7 und ver
änderlichem Parameter t ein 
System konfokaler Kegel dar, für 
t =  jjl „aufrechte Kegel“, d. h. 
die aufrechte z-Achse ist die 
innere Achse des Kegels, für 
t == v „liegende Kegel“ mit der 
wagerechten x-Achse als inneren 
Achse, wenn:

T < |i< ß < v < a .

In Gleichung (1) können x, 
y, z statt als Punktkoordinaten 
im Raum als homogene Strahlen
koordinaten im Bündel des Punk
tes 0  =  (0 , 0 , 0 ) betrachtet 
werden. Durch jeden Strahl des Bündels geht stets ein auf
rechter und ein liegender Kegel des konfokalen Systems, die 
sich beide senkrecht schneiden. Die Parameter ji und v der beiden 
durch den Strahl x, y, z des Bündels gehenden Kegel sind die 
elliptischen Koordinaten des Strahles im Bündel, sie bestimmen den 
Strahl x, y, z vierdeutig.

Die Hauptebenengleichung des durch einen Bündelstrahl jx, v 
an einen Kegel t des konfokalen Systems (1) gelegten Tangentialebenen
paares ist alsdann dargestellt durch:

(2) =  0,

wenn die Koordinatenachsen r\ und C die Normalen der beiden durch 
den Strahl gehenden Kegel jjl und v des Systems sind und die 
dritte, hierzu senkrechte Achse E mit dem Bündelstrahl zusammen
fällt. Aus der Form der Gleichung folgt, daß die Winkel des 
Tangentialebenenpaares von den Tangentialebenen der beiden durch 
den Strahl gehenden Kegel p,, v längs dieses Strahles halbiert 
werden.

Diese Darstellung des Tangentialebenenpaares gilt allgemein für 
alle Strahlen mit zwei verschiedenen elliptischen Koordinaten des 
Strahles im Bündel, da dann y] und C durch zwei getrennte recht
winklige Flächennormalen dargestellt werden.

Das Ebenenpaar (2 ) ist reell, wenn:

(3) V> T>IX*
Ist t =  ß, so ist es reell für alle Strahlen pt, v, da Bedingung (3) dann 
stets erfüllt ist. In diesem Falle zerfällt der Kegel (1) in das 
Fokalstrahlenpaar f:

w a — ß ß —  7
- = 0,
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und das Tangentialebenenpaar:

(5)
n

ß--P- V----ß
stellt die Yerbindungsebenen des Strahles ji, 
strahlen, die Fokalebenen des Strahles ¡jl, v

=  0

v mit den beiden Fokal- 
, dar.

§ 2 .
Der geometrische Ort der 

Scheitel aller Tangentialebenen
paare von gegebenem Winkel.

Die Gleichung der Ebene Ex, 
die durch die 6-Achse (den Bündel
strahl) geht und mit der E^-Ebene 
(positiven r]-Achse) den Winkel o> 
bildet, ist:

—  =  tg ü),

oder:
IQ • sin tu — C • cos oj =  0 , 

und die Gleichung des Ebenenpaares E 1 'E2:
(r\ sin cd —  C cos u>) (y) sin ü) +  C c o s  w )  =  0 ,

oder:
(1 ) s in 2w — i 2 cos2w =  0 .

Das sind die beiden Ebenen, welche mit der irj-Achse den Winkel to 
oder den Winkel — % n +  to, % — o> bilden, sodaß jede Vorzeichenumkehr 
von sin to und cos to, einzeln oder gleichzeitig, zulässig ist.

Dagegen würde für das Ebenenpaar e ^ ,  welches mit der 
Ei-Ebene (positiven i-Achse) den Winkel (o bildet, bei Vertauschung

TC
von Tr) und Z  oder von to mit —  —  to sich ergeben:z

(2) cos 2 ü> — Z 2 s in 2 to =  0.
D ie G leichung:

(3) (v)2 cos 2 to — i 2 sin 2 to) (tq2 sin 2 to — i 2 cos 2 to) =  0 
um faßt daher u nter a llen  gegen vj und Z  sy m etr isch  g e leg en en  
E benenpaaren d ie jen ig en , deren beide E benen m it der 
Z-A ch se  [1. F ak tor (3)] oder, m it der ^ -A ch se [2 . F ak tor (3)] 
den W inkel to, a lso  unter sich  den W in k el 2  a oder

ix — 2  ü) =  2  ^ b i l d e n .

Soll die Gleichung § 1 (2 ):
(4) (t— v) y)2 +  (t — jx) i 2 =  0

mit:
(5) cos2 ü> - ^ 2 — sin 2 ü>.i2 =  0  oder: (6 ) s in 2 to.r)2— cos2 to. £ 2 =  0  

Übereinkommen, maß:
t—ja : T-v =  sin 2 to : —  cos 2 to oder: =  cos 2 <o: —  sin 2 to



—  484 —

oder:
cos2ü (t-|a) +  sin2 ü .(t-v) =  0  oder: sin2n *(t- p) +  cos2 q .(t-v) =  o 
sein, oder zusammengefaßt:

Der Ort der S trah len  ja, v, von denen an den K egel t 
zw ei T a n g en tia leb en en  m it dem W inkel 2 oder tz - 2 u 
geh en , ist:

c o s  2 o) +  (t-v) sin 2 (i)} {(t-[a) sin 2 (i) +  (t-v) cos 2 o)} =  0

oder:
(7) (p cos 2 o) +  v sin 2 (i) — t) (|x sin 2 o) +  v cos 2 o) — t) == 0.
Wenn der 2 . Faktor verschwindet, bilden die Tangentialebenen 

mit der r)-Achse, wenn der 1. Faktor verschwindet mit der C Achse

den Winkel w. Es genügt 0  < o ) < — zu nehmen, da dann 2 to das
4

T Z  T Z
Intervall von 0  bis und t z  —  2 w das von t z  bis — durchläuft, und 

somit alle möglichen Fälle eingeschlossen sind.

§ 3.
Allgemeine Sätze über lineare Gleichungen in elliptischen 

Koordinaten des Strahles im Bündel.
1. Id en tisch e  B eziehu n gen  zw ischen  gem einen  und e l l ip t i-  

tisch en  K oordinaten  des S trah les im B ündel1).
Zwischen den Koordinaten x, y, z eines Strahles im Bündel 

und den Parametern |i, v der beiden durch ihn gehenden Kegel besteht 
nach der Definition der elliptischen Koordinaten des Strahles im 
Bündel die in t identische Gleichung:
(1) (ß-T) (t-t) X2 +  (7-T) (a-T) y2 +  (<x-t) (ß-x) z2 =  (x2 +  y2 +  Z2) (t-ja) (t-v).
Durch Gleichsetzen der Koeffizienten von — t1 und t° folgt:

i ( \i +  V) (X2 +  y2 +  z2) =  (ß +  7) x2 +  (7 +  a) y2 +  (a +  ß) z2 

\  p, v (x2 +  y2 +  z2) =  ß7x2 +  7ay2 +  aßz2, 
oder in abgekürzter Bezeichnungsweise:

(ß +  y) x 2 +  (*v +  a) y2 +  (a +  ß) z2

( 2)

( 8)
q = [i  +  v =

r =  |x . v =

x2 +  y2 +  z2 

ß 7 X2 + r a y2 + a ß z2
x2 +  y2 +  z2

2 . S ä tze  über b ilin ea re  G leichungem  in e llip tisch en  K oor
dinaten  des S tra h les  im Bündel.

I. Jede der beiden G leichungen:
(4) A |jl +  B =  0 Av +  B =  0

für sich  genom m en s te llt  d ie G leich un g  ein es K egels des 
k onfokalen  S y stem s § 1 ( 1 ) dar, sofern:

7 < p < ß ,  ß < v < a

S t a u d e ,  ebenda, § 118 (7).
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II. Die Gleichung:
f(A|xv-hBpi-hCv-hD)(A|iv-|-Bv+C|xH-D) =  A2[jl2v2

(5) { 4  A (B4C)(|i2v4  p,v2) 4- BC(pi24v2) 4  (B24C 24 2  AD)p,v 
[ 4  (B + C) D (jjl + v) 4  D2 =  0

bleibt durch gleichzeitige additive und subtraktive Hinzufügung von 
2 B C j a v  umgeändert und lautet dann:

i A2jji2v2 + A(B + C)1xv(ijL+v) + BC([x+v)2+ {2AD-f(B-C)2}tiv
(6) 1 +  (B + C)D(|i +  v) 4  D2 =  0, 

oder nach Einführung von (3) zunächst:
A2 r2 +  A (B 4C )q i 4BC q2 4  {2 AD 4  (B—C)2} r 4 (B 4 C )D q  4 D 2= 0  
und in den x, y, z nach Multiplikation mit (x2 4  y2 4  z2)2:

( ? )

A 2 (ßf x 2 4  Yay2 +  a ß z 2)2 4  A (B4C) {(ß 4  y ) x 2 +  ( y +  a ) y 2 
4  (a 4  ß ) / 2} (ß*( x 2 4  Ya y2 4  aß z 2 ) 4  BC { ( ß 4  J) X 2 4  

< (Y + a ) y 2 +  (a +  ß ) / 2} 2 +  {2 AD +  (B — C)2} (ßy x2 + y a y 2 +
| a ß z 2) (x2 4- y2 4  z2) 4  (B 4  C) D{(ß 4  y) x2 4  (y 4  a) y2 4  
( (a 4  ß) z2} (x2 +  y2 4  z2) 4  D2 (x2 4  y2 +  z2) 2 =  0 .

Das P rodukt der beiden G leichungen: 
i A[iv +  B j i  +  C v-fD  =  0 
^A|xv-hBv +  C|x +  D =  0

s te llt  som it ein e F läch e dar, die in x, y, z hom ogen und 
vom 4. Grade is t , m ith in  einen K egel 4. Ordnung.

III. Die Gleichung:
A p, v 4  B (p, 4 v) 4  C =  0

ist von vornherein in den x. y, z rational und lautet nach Ein
führung von (3): »

Ar 4- Bq 4  C =  0
oder:

A (ßYx2 4- Yay2 4  aßz2) 4- B {(ß 4- y) x 2  4- (y 4  a) y2 4  (a 4  ß) z2}
4 -  C  ( x 2  4 -  y 2  4 -  z 2 )  =  0 .

D ie G leichung:
( 9 )  A  jjL v  4 -  B  ( p ,  4 -  v )  4 -  C  =  0

rep räsen tiert einen Kege) 2 . O rdnung, der zu denen des 
konfokalen  S ystem s § 1 (1) eine k o a ch sia le  Lage hat.

IV. Die Gleichung:
(A [i 4- Bv 4- C) ( A v 4- Bp, 4  C) =  A B (p -4v)2 4 ( A  — B )2 jjl v 4- 

(A 4- B )C (p 4  v) 4- C2=  0
wird mit Substitution von (3), indem gleichzeitig mit (x2 4- y2 4- z2) 2 
multipliziert wird:

|  AB{(ß 4- y ) x 2 4- ( y  4- a) y2 4- (a 4- ß)z2} 2 4- (A — B)2 (ß y x 2 

(10) { 4-Yay2 4-aßz2) (x2 4-y2 4-z2) 4-(A4- B)C{(ß 4 y)x2 4 ( y 4-a)y2

[ 4- (a 4- ß)z2} (x2 4- y2 4- z2) 4- C2 (x2 4- y2 4  z2)2 =  0 .
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D as Produkt der beiden  G le ich u n gen :

( I D
jA p  +  Bv +  C =  0  

{Av +  Bp +  C =  0
s te llt  e ine F läch e dar, die in x, y, z hom ogen und 
4. Grade is t ,  a lso  einen  K egel 4. Ordnung.

vom

V. D ie G leichung:
(12) A ( j i+ ‘v) +  0 =  0 

rep rä sen tier t uach (3) einen  
K egel 2 . O rdnung, der zu denen  
des k onfokalen  S ystem s § 1 (1) 
k o a ch sia l lie g t .

Die Schnittkurven dieser Flächen 
mit den Koordinatenebenen (H au pt
sch n itte ) werden gefunden, indem 
man die Koordinaten der Ebene in 
die Gleichung der Fläche einführt, 
und zwar ist für die yz-Ebene: v =  a, 
diezx-Ebene: v =  ß oderp =  ß und 
die xy-Ebene: pt =  y

Wir beschränken uns auf die 
durch(l 1) dargestellte Fläche 4. Ord
nung, da die Gleichungen (11) mit:

(13) A =  s in 2 (o, B =  cos 2 w, C = —t

vollständig mit der in § 2  (7) gefundenen Gleichung übereinstimmen;

A < B =  cos2 o) . sin2w =
( 2  cos cd . sin ü>)2 sin2 2 t

A — B =  cos2 ti) — sin2t : COS 2 (
A +  B =  cos2tü +  sin2 cd =  1 

C = — T.

Die Fläche:

Ö D
{ A.[i +  Bv +  C =  0
( A v  +  Bp +  C  =  0  

schneidet die zx-Ebene p =  ß resp. v =  ß in den Kurven: 
i B v  +  (Aß +  C) =  0  resp. A p  +  (Bß +  C) =  0 
( A v +  (Bß +  C) =  0 Bp -h (A ß +  C) =  0 .

(14)

Da nach I j ede der vier Gleichungen (14) für sich genommen (ohne Rücksicht 
auf die vorliegende Frage nach den Hauptschuitten) im Raume einen 
Kegel der konfokalen Schar (a, ß, 7 ) darstellt, so folgt sofort, daß die 
Kurven (14), die in der zx-Ebene liegen, die Scheitelerzeugenden 
dieser Kegel in der zx-Ebene sind, jede der Gleichungen (14) mithin 
ein symmetrisch zur z- und x-Achse gelesenes Linienpaar darstellt. 
Nur zwei Linienpaare sind für p =(= v =j= ß im Maximum reell, da
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von jedem Gleichungspaar nur eine erfüllt sein kann, das Linienpaar 
entweder in dem jx =  ß- oder v =  ß-Teil der zx-Ebene liegt. Der 
beiden Linienpaaren gemeinsame Scheitel ist der Koordinatenanfang 0  
(x =  0 , y =  0 , z =  0 ).

Die Verhältnisse in der zx-Ebene lassen sich leicht auf die 
beiden übrigen Hauptebenen übertragen.

Die Flächen des konfokalen Systems § 1 (1) schneiden die 
Hauptebenen in symmetrisch zu den Achsen gelegenen Linienpaaren, 
deren Scheitelpunkte im Koordinatenanfang liegen und zwar gehen

in der yz-Ebene alle Linienpaare aus den Kegeln x =  ja,
, |  (v =  ß) alle Linienpaare aus den Kegeln x =

in er zx ene | ^ _ ß j  ajje Linienpaare aus den Kegeln x =  v,

in der xy-Ebene alle Linienpaare aus den Kegeln x =  v
hervor.

In Analogie zu der Behandlungsweise des geometrischen Ortes 
der Spitzen von Berührungskegeln in elliptischen und parabolischen 
Koordinaten1) betrachten wir jede der beiden Gleichungen:

(110
i A +  Bv =  C 
 ̂Av + Bji =  C

bei festen A, B, C als Repräsentant einer bestimmt abgegrenzten 
Schale der Kegelfläche 4. Ordnung. Beiden Schalen ist nur der 
Koordinatenanfangspunkt und keine Erzeugende gemeinsam, aus
genommen für jjl =  v =  ß? in welchem Falle beide Schalen durch die 
Fokallinien hindurchgehen und für A =  B, in welchem Falle beide 
Schalen zusammenfallen.

Bei konstanten A und B, aber veränderlichem C, stellt 
Gleichung (1U) ein S ystem  von K egeln  4. Ordnung dar.

Um die Realität der durch die Gleichungen: 
i A +  Bv =  C (1. Schale)

| a v  +  B jx =  C ( 2 . Schale)
dargestellten Schalen zu bestimmen, bilden wir, da nach (13) A B > 0  
vorausgesetzt werden darf, die Maximalwerte und Minimalwerte der 
linken Seiten, die durch die Ungleichungen des § 1 bestimmt sind 
und erhalten als Bedingungen für die Realität der beiden Schalen 
beziehungsweise:

(15) Aß +  B a > C > A T +  Bß Aa +  B ß > C > A ß  +  BT.

Für alle Parameter werte C innerhalb der vorgeschriebenen 
Grenzen sind die betreffenden Schalen reell. Setzen wir B > A  voraus, *)

*) D ren ck h ah n , Fr., Der geometrische Ort der Scheitel besonderer 
Tangentenpaare und Berührungskegel in elliptischen und parabolischen Koor
dinaten. Dissertation, (Rostock) 1917.
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was durchaus keine Einschränkung bedeutet, so ist für G in dem 
Intervalle:

(16) Aß +  BT< C < A T +  Bß
nur die 2 . Schale reell, für:

(16') A T +  I‘ß < C < A a + B ß
sind beide, für:

(16") Aa +  B ß < C < A ß  +  B«
ist nur die 1. Schale reell.

§
Diskussion der Gleichung: § 2 (7) als geometrischer Ort.

1. D ie beiden Schalen.
Gleichung § 2  (7) lautet:
(|x • cos 2 o) +  v sin 2 ü) — x) ( | i . sin 2 o) +  v cos 2 o) — t) =  0 .

Jeder Klammerausdruck kann als Repräsentant einer Schale der 
Fläche 4. Ordnung betrachtet werden. Die beiden Schalen haben 
dann die Gleichungen:

- I 1 . Schale: cos 2 (o • v +  sin 2 w • p =  x
^  { 2 . Schale: sin 2 to • v +  cos 2 o) • \i =  t.
Wenn der Strahl [x, v der 1 . Schale angehört, bilden die von 

ihm an den Kegel t gehenden Tangentialebenen je mit der N orm ale^  
des au frech ten  K eg e ls  jx den Winkel cd, wenn der Strahl jx, v 
der 2 . Schale angehört, mit der N orm ale Z des liegen d en  K eg e ls  v.

Es kommt nun darauf an, das Verhalten der beiden Schalen zu
TT

untersuchen, wenn bei festem  t der W ink el o) von 0  bis -r- sich
4

verändert, woraus denn auch die nachstehenden Ungleichungen 
resultieren:

TC 1 1
(2 ) 0 < o ) < —, cos2 o)¡>sin 2 (1), l > c o s 2 o ) > —, 0 < s i n 2 o ) < —.

4: Z Z

2 . Der F a ll t =  |i0.
Wir nehmen mit:

(3) v =  Pt»
an, daß der Kegel ein „aufrechter“ Kegel sei. Die beiden Schalen 
sind dann:

(4) {1 . Schale: cos2 cd • v +  sin 2 co • ji =  
2- Schale: sin 2 co. v +  cos 2 o) • |x =  |x0, 

oder, wenn wir statt jx und
1 1. Schale: cos 2 w |x2 +  sin 2 co ^  v2 =  jx0 jx2 v2
( 2 . Schale: sin 2co |x2 v1 +  cos 2 o) jxt v2 =  jx0 jx2 v2.

[xx : |x2 und vx : v2 schreiben:
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D ie G renzfälle .
Mit to =  0  wird die Gleichung der 1. Schale (5) zu:

V*2 V1 === Po ^2 v2) 

die für \  ; v2 =  jx0 und [jl2 =  0  erfüllt ist.
Da der 1. Wert vx \ v2 =  |x0 aber nach der Definition der ellip

tischen Koordinaten des Strahles im Bündel, nach der |jl und v durch 
die Ungleichungen 7 <  <  ß <  v <  a auseinandergehalten werden, nicht

zulässig ist, und außerdem jx =  — =  ~  =  oo dieser Bedingung
|x2 0

ebenfalls nicht genügt, ist die 1. Schale nicht reell.
Unter der Voraussetzung co =  0  wird mithin aus (5 ):

I !• Schale: jx2 Vj =  n0 [i2v2; [vx : v2 =  |a0] ; [ > 2 =  0  : \i =  oo]
1 2 . Schale: iV 2 = |x 0[V 2 ; lli :iJ-2 = l J-o:ll== ll-o: [v2= 0: v =  oo].

Die 2 . Schale stellt den Kegel jjl0 selbst dar, die 1 . Schale ist 
nicht reell. In der Tat nimmt Gleichung § 3 (10) für co =  0 , d. h. 
mit den Werten § 3 (13):

A =  0 , B =  1 , C =  — t
die Form an:

(7) (ß -  *) (T — T)X2 +  (T — T) (« — T)y2 +  (« — ?) (ß— *) Z2 =  0, 
d. i. die Gleichung des Kegels jjl0.

Die 1. Schale ist der Ort der Strahlen jx, v von denen an den 
Kegel |x0 zwei Tangentialebenen mit dem Winkel co =  0  gegen die 
*1-Achse (parallele Tangentialebenen), die 2 . Schale der Ort der 
Strahlen, von denen zwei Tangentialebenen mit dem Winkel co =  0  
gegen die Z  - Achse (zusammenfallende Tangentialebenen) gehen. 
Parallele Tangentialebenen an einem Kegel gibt es demnach nicht.

Für to =  fallen beide Schalen in dem Kegel jx +  v =  2  (i0:

(8) (ß — D̂o +  T— -f- (T— fi-o a— ^o)y2 +  (a — Î o +  ß — ^o)z2 =  0
zusammen, der aber nur reell ist für:

T +  ß 
^o> 1 t2- .

D ie F läch e 4 . Ordnung b esteh t für co =  0  nur aus dem
TC

K egel jx0 se lb st a ls 2 . S chale. Für co =  — fa llen  beide S ch a len

als K egel jj. +  v =  2 p ,0 zusam m en, wenn [i0 > +  T

D ie übrigen F älle.
Die Schnittgeraden der beiden Schalen mit den Koordinaten

ebenen und die Bedingungen ihrer Realität mit Bezug auf die
August 1927 XXVI, 32
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Grenzwerte der Koeffizienten cos2 to und s in 2 o) für co =  0  und

ü) =  ^- sind:
4

yz-Ebene: 
v =  a

i a  i. i i 0 — COS2 (o a
1 . Schale: u =  —— z—r-------, v =  an sin 2 o)

o ö , , ft> — sin2 o).a
2 . Schale: ti =  - ------ -̂------ ,v =  a

C 0 S 2 0)

1 . Schale: |jl =
tx0 — ü O S 2 t o ß

zx- 
Ebene: <
v  =  ß

s i n  2 03

O Q U 1 ft> — sin2 0) ß
2 . Schale: u. =  —------ -̂------ , v =

r  C0S20)

zx-
Ebene:
p = ß

1. Schale: v =
¡i0 — sin2 w.ß

«2,., ’ P_ pCOS^O)

xy-Ebene: 
|x =  t

^ r, - . Un — C0S2 ü).ß Q
2 . Sctiale: v =  —— ^-=----- -  u =  ß

sin2 o)

1 o  u  i  f t ) — - s i n 2ü )  71. Schale: v =  —------- -—:— tx=Y
COS 2 03

2 . Schale: v =
[X0 ---COS 2 03 • Y

sin * 032/.v ^  =  T

-ao< (i< --------- =  2jJ.0 — «

¥
a

Po — 2'
P o > P > — i—  =  2 ^ 0  — “

¥
ß

l*o — 2
- ° ° < P < ----1—  =  2 jx0— ß

¥

Po — J
P o > P > — j—  =  2 ( 0̂ — ß

Po ö
P o > v >  J— =  2 (X0 — ß

¥

Po - {
— o c < v <  j  =  2|A0 —  ß

¥

N - i
Po< v < — |  =  2 H-o — T

P0 - 7
+  C 0 > V > ------J------=  2 | a0 —  T

¥

Aus Tabelle (9) folgt, daß für einen aufrechten Kegel x =  ¡i0 
die yz-Ebene, der Teil v =  ß der zx-Ebene und die xy-Ebene von der 
Fläche (4) geschnitten werden können, da die Eealitätsberechnungen 
allein hierfür mit den Ungleichungen des § 1 in Einklang stehen.
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Die Kegel 2 p,0 — a, 2  p0 — ß und 2  ji0 — y> die in der yz-, zx- resp. 
xy-Ebene die Grenzen zwischen beiden Schalen bestimmen, sind:

(10)
2 (a —|x0) ß +  oc — 2  jx0 a +  Y

+

=  0

a + ß  — 2p0 Cß — P'o) ß+T  — 2|*o
=  0

+ 0 .
a +  y — 2 po ß +  T -^ F o  2  (T — I-»-o)

Ueber die Realitätsverhältnisse ist noch folgendes festzustellen. 
Handelt es sich darum, zu untersuchen, ob für einen gegebenen 
Winkel cd und für einen gegebenen Kegel t der geometrische Ort 
reell ist, so sind die Ungleichungen § 3 (15) mit den Werten § 3 (13), 
aber C =  +  |i0, heranzuziehen:

{sin2 to ß +  cos 2 to a>[x0> s in 2 to.Y -F cos 2 0 3 . ß für die 1. Schale, 
sin2 o) a f  cos2(o ß > |i0 > s in 2 co.ß +  cos2co y für die 2 . Schale, 
und es ist festzustellen, ob der Wert von jjl0 den Bedingungen ( 1 1 )  

genügt. So gehen an den Kegel p0 nur Tangentialebenenpaare mit
T Z

dem Winkel 2 co =  —, wenn:
u

(1 1 )

1*0 >
ß +  T

ist, und nur solche mit dem Winkel 2 w =  —, wenn:O

i ß  +  | - a > (j.0> |-Y  + j ß  (1. Schale),

J a +  jß > t * o >  j ß  +  j T  (2 . Schale).

Von Interesse sind nur die rechten Seiten dieser Ungleichungen, 
und da:

T<ß
so läßt sich umgekehrt stets ein Kegel ji0 an geben, für den die obigen Bedin
gungen erfüllt und an den dann Tangentialebenenpaare mit dem Winkel

TC
2  (» =  — zu konstruieren möglich sind. Ist  ̂=  |a0 lest gegeben, so

können die Bedingungsgleichungen (11) auch in der folgenden Form 
geschrieben werden;

sin2co(ß — a) + a>[j.0>cos2(ô ß — y ) + Y I für die 
oder: cos2w(a — ß) + ß> |jl0> siq2co(y — ß) + ß j 1. Schale,(12) sin203(a -  ß) +  ß > |i0 > c o s2c )+ ß ! für die
oder: cos2 o3(ß — a) + a > ji0 > s in 2 o)(ß — yj +  y j Schale. 

Bezeichnen wir den Winkel der Scheitelerzeugendeu des Kegel p0:

(13)
a — H  ß — Fo Fo

=  0

32*
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in der yz-Ebene: 

(14) =  0
' Po Po T 

gegen die positiv gerichtete z-Achse mit cp, so ist:

tg 2cp = Pn
Po — T

Da wir die rechten Seiten der Werte ( 1 2 ) für die 1. Schale 
auch schreiben können:

oder:
p0— T>('ß — t) cos2co, p0 — ß >  — (ß — y) sin2w

oder schließlich:

cos2 w< ^ — - sin2 — —
ß - T  ß—T

tg 2 <0 > - ----^ = t g 2 Cp,
l̂ o T

so folgt, daß die 1 . Schale nur ree ll is t  für: 
(15) CO >  Cp.

oder:

Analog folgt für die 2 . Schale:
Po — ß > — (ß — t) cos2 (0, |10 -  Y >  (ß — y) sin2 0

COS2(0>- sin 2 co — -
-Y ß — T

und:

tg2 0) < ^ ---- 1 =  J _  =  ctg. cp =  tg i^ r — cp),
ß— ia0 tgcp ° V2 v ’

somit:

(0< ------C9.

D ie 2 . Sch ale is t  ree ll, so lange:

(16) c o < — —  cp.

Aus (15) und (16) resultiert:
D ie 1. S ch ale is t  nur ree ll, wenn der von den T a n g en 

tia leb en en p aaren  geb ild ete  W in k el größer is t  als der W in k el 
der S ch eite lerzeu g en d en  des K egels p0 in der E bene der 
k le in ste n  O effnung, die 2 . S chale h ingegen  nur, so la n g e  
d ieser  W inkel k le in er  is t  als der K om p lem en tw in k el der 
S ch eite lerzeu g en d en  in d ieser  Ebene.

Für to =  0  ist stets nur die 2 . Schale reell. Ist cp<-^-, so ist 

bei wachsendem <o zunächst die 2 . Schale allein vorhanden, für od =  cp
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erscheint auch die 1 . Schale. In dem Intervalle c&0 <  — bestehen
4

beide Schalen nebeneinander und für o) =  -^ fallen beide in dem
4

Kegel jjl +  v  =  2[i 0 zusammen. Wenn cp =  -7- ist, so ist für 0 3 < ^ -
4 4

die 2 . Schale reell, in der Grenze für o> =  sind beide vorhanden und
4

zwar reduziert der Kegel jjl +  v =  2 jjl0 sich dann auf eine Koordinatenachse.
71 TC

Ist cp> — s0 ^  die 2. Schale reell solange 0 3 < — —  cp, die 1. Schale 
4  a

bleibt außer Betracht, da einerseits nach (15):
0 ) > c p ,

andererseits nach (2 ):

sein muß.
Ueber die räumliche Anordnung der Schalen ist bei festem jx0 zu be-

TT
merken, daß, während 03 von 0  bis — — cp wächst, die 2 . Schale von ji0 her 

gegen den Kegel ja f  v =  2 jx0 geht, den sie aber nur erreicht,
TT

wenn cp<̂ — ist und die 1. Schale von 03 >  cp ab gegen diesen Kegel

sich bewegt, den sie auch nur erreichen kann, wenn <p—T  is t

Im Innern des Kegels jx0 liegen keine Erzeugenden der Fläche (4), 
der Teil des Raumes zwischen dem Kegel und dem Kegel p +  v =  2 p0 
liefert nur Erzeugende der 2. Schale, der noch übrige nur solche 
der 1. Schale.

E in ig e  sp e z ie lle  F älle .
Für den speziellen Wert:

(17) Ix0 =  T
fallen oberer und unterer Mantel des aufrechten Kegels in der 
xy-Ebene zusammen.

Die 1. Schale ist dauernd imaginär, die 2. Schale liefert nur 
für 03 =  0 den brauchbaren Wert p =  p0, d. i. die xy-Ebene selbst 
(zusammenfallende Tangentialebenen).

Ist:

(18) N  —
ß + j  

2 ’
so lautet die Gleichung des Kegels im System der Konfokalen:

x2 , _ y2 z2 _  n
ß + T+ ß-T ß—r ’
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aus der leicht zu erseheD ist, daß die Scheitelerzeugenden des Kegels
T Z

in der yz-Ebene senkrecht aufeinanderstehen, somit cp =  —  ist. Die 

Gleichungen der beiden Schalen lauten:

(19)
1. Schale: cos2(o. v +• sin2o). \i =

2. Schale : sin 2 w . v +  cos 2 t o . jjl =

ß +T  
2

ß +  T 
2

und in den x, y, z für (o =  0:
(ß— T) (T — ß) *2 +  (T — ß )(2a— ß— T)y 2 +  (2 a — ß— T) (ß— y) z2 =  0,
d.i. die Gleichung des Kegels 
selbst (2. Schale), und für

TT
t0==T ‘

(a—ß)y2 +  (a—T)z2 =  0, 
die aber nur, da a— ß > 0  und 
a — y> 0, erfüllt ist, wenn: 

y =  0, z =  o.
Der Kegel |x+v =  2 |i0 redu
ziert sich somit auf die 
x-Achse. Und in der Tat 
berührt das Tangentialebenen
paar durch die x-Achse den 
Kegel [a0 in seinen recht
winkligen Erzeugenden in der

yz-Ebene. Nur die 2. Schale ist reell, während w von 0 bis ^  geht. 

Sie bewegt sich stetig von dem Kegel her gegen die x-Achse
TC

(Kegel {j. +  v =  2 (i0), für co =  — fällt sie in die x-Achse, die gleich

zeitig auch als Grenzform der 1. Schale aufgefaßt werden muß. Letztere
ß +  Tist in dem Intervalle T<t*o< stets imaginär.

u
Für den Parameterwert:

(20) *> =  ß
bildet die die z-Achse enthaltende Winkelfläche der Fokallinien in der 
zx-Ebene den Kegel jjl0 im System der Konfokalen.

Die Gleichungen der beiden Schalen sind in homogener Schreib
weise:

/o i \  \  !• Schale: cos2o) • jjl2 • vi +  sin2o). . v2 =  ß|i2v2
' '  \ 2. Schale: sin203.ji2 .v1 + cos2o) . ix1 v2 =  ßjx2v2,

sie lauten für co =  0:
(22) { 1*Sclwle: t*-2vi =  ß 1W> vi : v2 =  ß: v~ ß  [)x2= 0 : j i =  *>]
 ̂ )  \ 2 .Schale: tAxV2= ß i i 2v2; ii1:ix2= ß :ji= = ß  [v2 =  0:v =  oo].
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Die 1. Schale ist die die 
x-Achse enthaltende Winkel
fläche der Fokallinien in der 
zx-Ebene, sie liefert parallele 
Tangentialebenen (Winkel (o =  0 
gegen die ^-Achse), die 2. Schale 
ist wieder der Kegel [x0= ß  selbst 
und der Ort von zusammen

fallenden Tangentialebenen 
(Winkel (o =  0 gegen die £-

Achse). Für to =  ~  lautet Glei

chung (21):

(23) |i +  v =  2ß, 

oder in den x, y, z:

(T-  ß)x2 +  (T +  a— 2 ß)y2 +  (a— ß)z2 =  0.

Der hierdurch dargestellte Kegel hat zur inneren Achse die x- oder 
z-Achse, je nachdem:

Y + a  — 2 ß> 0  oder y +  a — 2 ß < 0 .

Der geometrische Ort der Scheitellinien senkrechter Fokalebenenpaare 
ist somit der Kegel (23).

Für |x =  ß oder v =  ß sind die Gleichungen beider Schalen:

Schale: cos2 o>. v +  sin2 <o. ß =  ß cos2 to. v =  ß (1 — sin 2 co)
Schale: siii2<i> • v +  cos2<o • ß =  ß sin2co. v =  ß (1 —cos2w)

__q i 1 .Schale:cos2o>. ß +  sin2co.v =  ß sin2ü>. v =  ß (1 — cos2o>)
* ~  * \  2. Schale: sin2w . ß +  cos2w . v =  ß 0 er cos2oj. v =  ß (1 —sin2<«)
mit den Werten v =  ß oder ja =  ß identisch erfüllt, sodaß jede 
Schale für jeden Wert von durch die Fokallinien hindurchgeht, 
denn da stets:

cp =  0,
also:

(o>cp und ü><-^— <p,
£i

so ist für sämtliche Winkel sowohl die 1. Schale als auch die
2. Schale reell1).

*) Der Fall jx =  ß gibt den entsprechenden Satz auf der Kugel zu dem 
Peripheriewinkelsatz in der Ebene. — Uebrigens lassen sich sämtliche Resultate 
dieser Arbeit auf sp h aerisch e  K eg elsch n itte  übertragen, die durch Schnitt 
der konfokalen Kegel mit der Kugel x2 + y2 + z2 =  r2 entstehen.
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3. Der Fall t =  v0.

Wir nehmen mit:

(24)

an, daß der Kegel ~ ein „liegender“ Kegel sei. Die beiden Schalen 
sind dann:

(25)
1. Schale: cos‘2o> • v 4- sin2o> • ji =  v0
2. Schale: sin2c) • v 4- cos2c> • ji =  v0,

oder, wenn wir statt |i und v ii2: ji2 und vt :v.2 schreiben:

(26) {i Schale: cos2o> • jjl2vf 4- sin2o> • jjl, v.2 =  v0ji2v,2 
Schale: sin2<»> • vi 4" cos2«*) jij v,2 =  v0jl2v2.

D ie Grenzfälle.

Mit o) =  0 werden die Gleichungen (26) zu:

I 1- S ch a le : 1V i =  voI V 2; v ,:v2 =  v0 : v = ^  [ |i2 =  0 : |i =  » ]  
( 2. S ch a le : h v2 = voll2v2: [lM: llz =  vnJ (v2= 0 :v =  <x]

D ie 1. S c h a le  s te l l t  den K egel v0 se lb s t d a r, d ie  2. S ch a le  is t  
n ic h t ree ll.

D ie  1. S ch a le  i s t  d e r  O rt d e r S tra h le n  p , v, von den en  an  den  
K eg e l v0 zw ei T a n g e n tia le b en e n  m it  dem  W in k e l <» =  0  gegen d ie  
T|-A c h se  (z u sa m m e n fa llen d e  T a n g e n tia le b en e n ) gehen . D a  d ie  2. S ch a le  
im agin& r is t ,  so g ib t es k e in e  p a ra lle le  T a n g en tia leb en en .

F ü r  <•>== ^  fa llen  beide S ch a len  in  dem  K eg e l p  +  v =  2v0 :

(ß  —  vo +  Y —  v0) +  (Y — vo +  a — vo )y  +  (* — vo +  ß —  v0) z 2 =  0  

zu sam m en , d e r  ree ll is t ,  w en n :

a n d  d essen  in n e re  A ch se  d ie  x - o der z -A ch se  is t ,  j e  n ach d em :

7 +  * — 2vo > 0  od er f  +  a — 2v0 < 0 .

D ie  F l ü c h e  4. O r d n a n g  b e s t e h t  f ü r  o> =  0  n u r  a a s  d e m  

Kegel v0 s e l b s t  a l s  1. S c h a l e .  F ü r  «> =  ^ - f a l l e n  b e id e  S c h a -

a 4" 3
l e n  a l s  K e g e l  p  +  v =  2v0 z u s a m m e n ,  w e n n  v0<
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D ie  ü b r i g e n  F & lle .

D ie  S c h n ittg e ra d e n  d e r  beiden S cha len  m it  den K oord ina ten 

ebenen  u n d  d ie  B ed ingungen  ih re r  R e a li tä t  m it  B ezug  a u f  d ie  G renz

w e rte  d e r K oeffiz ien ten  c o s* «  u n d  s in 2o> füro> =  0  u n d  « > = *  s in d :

1 Q , , v0 —  C 0 8 2 ( t ) . a
1 S ch a le : , ----------- , v  =  a

s in 1 (o
vo -

-  0 0 < ( A < ------1

y /-E b e n e : 2
v —  a

, 0  , i v0 —  s in 2 «».*
2 .  S c h a le : | J . =  0 „ , v  =  a

COS * (0

vo —  

v n > f l >  - j

2

zx-
E o en e : .

i i o  u  i V0 —  C 0 8 2 <* . ß ü
1.  S ch a le : n  =  -  1 , v =  ß

vo  —
+  ® > | X >

2

v  =  ß
,  0  , | v0 —  < i n 2 u > . ß | 

2 .  S ch a le : | x =  0 0 v = = ß  
c ,08^ <«

vo ~

vo O <  — j

a
2

2 v0 — a

2 vn— «

=  2 y0 - p

=  2 v0 - ß

zx -
E b e n e :
H =  ß

x y -E b en e : 

»* =  T

1 a u i v0 — sin2t«. ß 0¡.Schale: v =  0-------0 -----‘ ,u = ß
C 082 w

C , , vn — 1*082 ß .2. S c h a le : v =  -2— — -----— HL== ß
s i n 2 «

i 0  , , vn — 5J1D2 ci> . t
1. S ch a le : v =  0------ -------- - u =  t

C08 2 <•>

o l i v0 — <*08 2 tu . Y2. S ch a le : v =  -?— —  1 „ ==T
sin 2 ̂  r  '

v0 <  v <

° ~ ~ I
+ ° ° < v < — i  

2

=  2 v0 - ß

=  2 y0 — ß

w  2
vo <  v <  —  j—  =  2 »«— T

+  « > * > -  j =  2 vft— T 

2
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Aus Tabelle (28) folgt, daß für einen liegenden Kegel t  =  v 0 die 
yz-Ebene, der Teil p =  ß der zx-Ebene und die xy-Ebene von 
der Fläche (25) geschnitten werden können, da die Realitäts
bedingungen allein hierfür mit den Ungleichungen des § 1 in 
Einklang stehen. Die Kegel 2 v 0 —  a ,  2 v 0 — ß und 2 v 0 —  y ,  die 
in der yz-, zx- resp. xy-Ebene die Grenzen zwischen den beiden 
Schalen bestimmen, sind:

(29)

+ +
v 2

2 (a ~ v 0) ß +  a — 2v0 a  +  y  — 2v( =  0

+ y
a  +  ß — 2 v 0 2 ( ß —  v0 )  ß + y  — 2 v (

=  0

+
7.2

a  +  y  —  2  v Q ß + y  —  2 2 (T v0)
=  0.

Die ßedingungsgleichungen (12) können ohne jede Aenderung über
nommen werden, wenn wir für p,0 den Wert v0 setzen:

sin2 to(ß — a) +  a > v 0 > c o s 2 (o(ß — y) +  T I für die 
oder: cos2 co(a — ß) +  ß >v 0 > s iu 2 co(y — ß) +  ß f 1. Schale, 

sin203(a — ß) +  ß>v0 > c o s 2 co(y— .ß) +  ß i für die 
[oder: cos2 co(ß —a) +  a > v 0 > s in 2 (o(ß—y) +  y J 2 . Schale. 

Bezeichnen wir den Winkel der Scheitelerzeugenden des Kegels v0 :

(30)

4 - r  + Z&

ß - v 0 + T vo

X 2 y2 — 0
- v0 vo - ß

(31) =  0a -
in der xy-Ebene:

(32)

gegen die positive Richtung der x-Achse mit <]>, so ist:

tg 2 <i>=—a — vn
Da wir die linken Seiten der Werte (30) auch schreiben können:

—  ( a — ß ) s i n 2 ( O > v 0 —  a ,  ( a  —  ß ) c O S 2 c o > v 0 —  ß ,

oder:

sin2o3< - — -Q cos2 o)> ——  
a  —  p a —  p

oder schließlich:

tg2co
vo p tg 4»

so folgt, daß die 1 . S ch a le  im m er re e ll is t  für:
it

> < 7 - ^(33)

Analog folgt für die 2 . Schale:
(oc —ß)sin2w>v0 — ß, — (ot —ß)c08*<o>v0 —a,
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oder:

SÜI2(0 > ^----1, <OS2ü ) < - — ^
oc — p a — p

und:
1g 2 t0 > ^ J l i ==tgt|)>

a — vQ
somit:

(!)>(]>.
D ie 2 . S ch a le  is t  nur ree ll, wenn:

(34) co>4>.
Aus (33) une (34) resultiert:

D ie 1. S ch ale is t  ree ll, wenn der von den T a n g en tia l
ebenenpaaren  g eb ild e te  W inkel k le in er is t  a ls  der Kom
p lem en tw in k el der S ch e ite lerzeu g en d en  des K egels v0 in der 
E bene der k le in ste n  O effnung des K eg els , die 2 . S ch a le  nur, 
so lan ge d ieser W inkel größer is t  a ls der W ink el der S c h e ite l
erzeu gen d en  in d ieser  Ebene.

Für o) =  0  ist nur die 1. Schale reell. Ist so ist bei
4

wachsendem o) zunächst die 1. Schale allein vorhanden, für (*) =  <]> 

erscheint auch die 2 . Schale. In dem Intervalle c|> 0 < ^ -  bestehen

TC
beide Schalen nebeneinander, für o> =  — fallen beide in dem Kegel

TC TC
ix +  v =  2v0 zusammen. Wenn <b =  — ist, so ist für o )< — nur die

4  4
TC

1. Schale reell, in der Grenze für ü) =  — sind beide vorhanden und 

zwar reduziert der Kegel |i +  v =  2v0 sich dann auf eine Koordinaten-
TT TC

achse. Ist <|>>—, so ist die 1. Schale reell solange cd< — — cj>, die

2 . Schale bleibt außer Betracht, da einerseits nach (34):

andererseits nach (2 ):
IC

W< 4
sein muß.

Setzen wir voraus, so ist über die räumliche Anordnung

TC
der Schalen bei festem v0 zu bemerken, daß, während w von 0  bis wächst,

die 1. Schale von v# her gegen den Eegel (i +  v =  2 v0 geht, 
für w =  <j> die 2 . Schale erscheint und sich bei weiterem Anwachsen

TC
von (i) gegen diesen Kegel bewegt, in dem für w =  — beide
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Schalen zasammenfallen. Im Innern des Kegels liegen keine 
Erzeugenden der Fläche (25), der Teil des Raumes zwischen dem 
Kegel v0 und Kegel jx +  v =  2 v0 liefert nur Erzeugende der 1 . Schale, 
der noch übrige nur Erzeugende der 2  Schale.

Ist:

(35)

E in ig e  sp e z ie lle  F älle.

_ a + l_ l )  
v0 — 2 1

so lautet die Gleichung des Kegels im System der Konfokalen:

a~ 7
+ +

7.2

a +  7 7 — a
=  0 ,

aus der leicht zu ersehen ist, daß die Scheitelerzeugenden des Kegels 
in der Ebene der größten Oeffnung (zx) senkrecht aufeinanderstehen.

Die Gleichungen der beiden Schalen sind:

(36)
1 . Schale:

2 . Schale:

cos * 2 o). v +  sin 2 o) • jx
a +  7
~ 1 T

sin 2 o). v +  eOvS2 m • jx =
a -f- 7 

2

und in den x, y, z für a) =  0 :
(2ß —  a —  t) Ct —  °0 X2 +  (y -  a) (a — y) y2 +  (a — 7) (2ß —  a —  7) ¿2 =  0,

d. i. die Gleichung des Kegels v0 selbst (1. Schale) und für t o = ^ :  

(ß — a) x2 +  (ß— 7 ) z2 =  0 .
Der KegeT p +  v =  2 v0 reduziert sich somit auf die y-Achse. Das 
Tangentialebenenpaar durch die y-Achse berührt den Kegel v0 in 
den rechtwinkligen Erzeugenden des Kegels in der zx-Ebene.

Die 1. Schale ist bei an wachsendem w stets reell, weil — — <|>
2

sicher größer als
Tt
4

ist, da der Winkel in der größten Oeffnung des

7t
Kegels — beträgt. Sie bewegt sich stetig vom Kegel jx0 her gegen 

2
ö l -f- r \

die y-Achse (Grenzfall des Kegels p +  v =  1 Die 2 . Schale

ist reell für alle Winkel oj> 4> und bewegt sich bei ansteigendem w
a  -f- 7

gegen den Kegel ji +  v =  .2
J) Der Kegel t =  — zählt zu den „liegenden“ oder „aufrechten“ Kegeln,

2

je nachdem —̂ ß *  Hier ist — ̂  >  p angenommen.
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Für den Parameterwert:

(36)
a +  ß 

2
hat der Kegel im System der Konfokalen :

a  —  ß ß —  a
+

( a  +  ß )
=  0

zueinander rechtwinklige Erzeugende in der Ebene der kleinsten 
Oeffnung (xy). Die Gleichungen der beiden Schalen lauten:

(37)
1. Schale: cos 2 (D • v +  sin 2 w • p. = a  +  ß 

2

2 . Schale: sin 2 ü) • v +  cos 2 o). |a =
a + ß

2
und in den x, y, z für w =  0 :
( ß — a)(2f — a —ß)x2 + (2 y —  a —  ß ) ( a  —  ß )  y2 + ( a  —  ß )  :, ß —  a )  z2 =  0,
d. i. die Gleichung des Kegels v0 

selbst (1. Schale) und für co =

(T__a)x 2 +  ( T -ß )y 2 =  0 .

Der Kegel p, +  v =  2  v0 reduziert 
sich somit auf die z-Achse. Das 
Tangentialebenenpaar durch die z-

a -|_ ß
Achse berührt den Kegel v0 =  ——!-2
in den rechtwinkligen Erzeugenden 
des Kegels in der xy-Ebene.

Da so ist die 2 . Schale
4

imaginär, mit Ausnahme für w =  

Die 1. Schale ist reell, weil die

Bedingung o> <  — — cj; immer erfüllt ist.
u

Für alle Werte vo >
a  +  ß 

2 ist nur die 1. Schale reell und zwar

für alle diejenigen Werte von to, für die w <  “j- — <|). Die 2 . Schale 

ist stets imaginär, dasselbe gilt auch von dem Kegel |x-hv =  2 v0.

4. Z usam m enfassung der R esu lta te .
Die Frage, ob an einen „aufrechten“ Kegel Tangentialebenen

paare Yon vorgegebenen Winkel 2 to konstruierbar sind, kann dahin
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beantwortet werden, daß dieses nur möglich ist, wenn der gegebene 
Winkel größer als der Winkel der Scheitellinien des Kegels in der 
Ebene der kleinsten Oeffnung ist oder kleiner als der Komplement
winkel dieser Scheitelerzeugenden. Beide Fälle können auch gleich
zeitig eintreten. Im ersteren Falle ist die Normale *) des aufrechten 
Kegels |i die innere Achse des Tangentialebenenpaares, der „Innen
winkel“ des Tangentialebenenpaares ist dann dem vorgeschriebeDen 
Winkel gleich (1. Schale), im letzteren Falle ist die t -  Achse, die 
Normale des liegenden Kegels v, die innere Achse und der „Außen
winkel“ ist gleich dem vorgegebenen Winkel (2 . Schale). Hier ist 
auch der Grund dafür gegeben, daß die 2 . Schale stets näher an den 
Kegel herangerückt ist als die 1 . Schale, weil der vorgegebene Winkel

TC
zwischen 0  und — liegen soll und der „Innenwinkel“ somit für

h

erstere stets > ^ -, für letztere stets C-s- ist-
L i ¿ i

Für einen „liegenden“ Kegel gelten analoge Verhältnisse. 
Wiederum gilt als Bedingung für die Konstruierbarkeit eines Tangential
ebenenpaares von vorgegebenem Winkel, daß dieser entweder kleiner 
als der Komplementwinkel dar Scheitelerzeagenden des Kegels in der 
Ebene der kleinsten Oeffnung sein muß oder größer als der Wiukel 
der Scheitelerzengendeu. Beide Fälle können auch nebeneinander 
auftreten. Im ersteren Falle ist die Normale  ̂ des aufrechten 
Kegels ji die innere Achse des Tangentialebenenpaares und der 
„Außenwinkel“ des Tangentialebenenpaares ist dann dem vorgegebenen 
Winkel gleich ( 1 . Schale), im letzteren Falle ist die £ -Achse, die 
Normale des liegenden Kegels v, die innere Achse und der , Innen
winkel“ erfüllt diese Bedingung (2. Schale). Dadurch ist auch 
begründet, daß die 1. Schale stets näher an den Kegel-v0 herangerückt 
ist als die 2 . Schale.
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