Tangentialebenenpaare mit vorgegebenem
Winkel an einen Kegel 2. Ordnung.

Von Dr. Fr. Drenckhahn in Bremen.

Mit 6 Figuren im Text.

Einleitung.

Der geometrische Ort der Achsen von Tangentialebenenpaaren
mit vorgegebenem Winkel an einem Kegel 2. Ordnung wird durch
einen Kegel 4. Ordnung dargestellt. Die Diskussion dieser Fliche
in gewohnlichen Koordinaten x, y, z erweist sich als auBerordentlich
schwierig, werden dagegen elliptische Koordinaten des Strahles im
Biindel ., v eingefiihrt, so wird eine systematische Untersuchung
ermdglicht, welche die geometrischen Zusammenhénge klar hervor-
treten lagt.

In historischer Hinsicht ist festzustellen, daB zuerst Magnus den
geometrischen Ort der Scheitellinien rechtwinkliger Tangentialebenen-
paare beim Kegel bestimmte?).

§ 1.
Die Hauptebenengleichung des Tangentialebenenpaares
an eine Fliche des Systems konfokaler Kegel?).

Die Gleichung:
2 2 2
) St b =0, a>B>7>0

a—t B—7 7

) Magnus, L. J., Sammlung von Aufgaben und Lehrsitzen aus der ana-
lytischen Geometrie, Bd. 2, 1837, S, 321.

?) Die Sitze und Formeln dieses Paragraphen sind entnommen aus:

Staude, 0., Analytische Geometrie des Punktepaares, des Kegelschnittes und
der Fliche 2. Ordnung (Teubner 1910), §§ 118, 119.
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stellt bei festen «, B, ¥ und ver-
anderlichem Parameter t ein
System konfokaler Kegel dar, fiir
t=1y ,aufrechte Kegel“, d. h.
die aufrechte z-Achse ist die
innere Achse des Kegels, fiir
t=v liegende Kegel“ mit der
wagerechten x-Achse als inneren
Achse, wenn:

T<p<f<v<o

In Gleichung (1) kéunen x,
y, z statt als Punktkoordinaten
im Raum als homogene Strahlen-
“koordinaten im Biindel des Punk-
tes O = (0, 0, 0) betrachtet
werden. Durch jeden Strahl des Biindels geht stets ein auf-
rechter und ein liegender Kegel des konfokalen Systems, die
sich beide senkrecht schneiden. Die Parameter . und v der beiden
durch den Strahl x, y, z des Biindels gehenden Kegel sind die
elliptischen Koordinaten des Strahles im Biindel, sie bestimmen den
Strahl x, y, z vierdeutig.

Die Hauptebenengleichung des durch einen Biindelstrahl p, v
an einen Kegel = des konfokalen Systems (1) gelegten Tangentialebenen-
paares ist alsdann dargestellt durch:

(2) -,]2 g2

T—I_L T—0V

wenn die Koordinatenachsen n und ¢ die Normalen der beiden durch
den Strahl gehenden Kegel p und v des Systems sind und die
dritte, hierzu senkrechte Achse & mit dem Biindelstrahl zusammen-
fallt. Aus der Form der Gleichung folgt, daB die Winkel des
Tangentialebenenpaares von den Tangentialebenen der beiden durch
dendStrahl gehenden Kegel p, v lings dieses Strahles halbiert
werden,

=0,

Diese Darstellung des Tangentialebenenpaares gilt allgemein fiir
alle Strahlen mit zwei verschiedenen elliptischen Koordinaten des
Strahles im Biindel, da dann v und ¢ durch zwei getrennte recht-
winklige Flachennormalen dargestellt werden.

Das Ebenenpaar (2) ist reell, wenn:
3 V>T> R

Ist t=28, so ist es reell fiir alle Strahlen ., v, da Bedingung (3) dann
stets erfiillt ist. In diesem Falle zerfillt der Kegel (1) in das
Fokalstrahlenpaar f:

x2 22

® e
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und das Tangentialebenenpaar:
5 2 r2

stellt die Verbindungsebenen des Strahles p, v mit den beiden Fokal-
strahlen, die Fokalebenen des Strahles p, v, dar.

§ 2.
Der geometrische Ort der
Scheitel aller Tangentialebenen-
paare von gegebenem Winkel.

Die Gleichung der Ebene E,,
die durch die &-Achse (den Biindel-
strahl) geht und mit der &n-Ebene
(positiven n-Achse) den Winkel o
bildet, ist:

=0

=tg w,

dl.r‘

oder:
M.sino — £.cos 0 =0,
und die Gleichung des Ebenenpaares E; E,:
(n sin ® — § cos ©) (1 sin @ + { cos 0) =0,

oder: v
08} n28in 20 —&2¢0s 20 =0.

Das sind die beiden Ebenen, welche mit der n-Achse den Winkel o
oder den Winkel — w, n + w, m — » bilden, sodaB jede Vorzeichenumkehr
von sin w und eos o, einzeln oder gleichzeitig, zuldssig ist.

Dagegen wiirde fir das Ebenenpaar e e, welches mit der
t£¢-Ebene (positiven Z-Achse) den Winkel w bildet, bei Vertauschung

von n und & oder von o mit %— w sich ergeben:

?) n2c0820 —&2sin? 0 =0.

Die Gleichung:

(3) (n%cos20 —&%sin20) (n?sin2w — &2c0s20) =10
umfaBt daher unter allen gegeny und £ symetrisch gelegenen
Ebenenpaaren diejenigen, deren beide Ebenen mit der
g-Achse [1. Faktor (3)] oder mit der n-Achse [2. Faktor (3)]

den Winkel w, also unter sich dem Winkel 2 « oder
TE

n—20=2 (g— w) bilden.
Soll die Gleichung § 1 (2):
4) =P+ (—p)E2=0
mit:
(5) cos?w.n2—sin?20w.22=0 oder: (6) sin?wv.n2—cos20.62=0
tibereinkommen, muf: '
-p:t-v=2g8in2w: —cos20 oder: = cos?2w:—sginw
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oder:
c082a:(t-p) +8in2e.(t-v)=0  oder: sin?a .(t-£) + €082 .(t-v) = 0
sein, oder zusammengefaBt:

Der Ort der Strahlen p, v, von denen an den Kegel <
zwei Tangentialebenen mit dem Winkel 2 o oder n-24
gehen, ist:

{(x-#) cos 2w + (v-v) 8in 2w} {(+-1) sin 2 + (+-v) cos 20} =0
oder:

() (peos2w+vsin?2w— 1) (psin?2w+veos20—r1)=0.

Wenn der 2. Faktor verschwindet, bilden die Tangentialebenen
mit der n-Achse, wenn der 1. Faktor verschwindet mit der &-Achse

den Winkel w. Es geniigt 0 <o <% zu nehmen, da dann 2 v das

Intervall von O bis % und = —2 w das von = bis % durchliuft, und

somit alle moglichen Falle eingeschlossen sind.

§ 3.
Allgemeine Sitze iiber lineare Gleichungen in elliptischen
Koordinaten des Strahles im Biindel.
1. Identische Beziehungen zwischen gemeinen und ellipti-
tischen Koordinaten des Strahles im Biindel?).

Zwischen den Koordinaten x, y, z eines Strahles im Biindel
und den Parametern p, v der beiden durch ihn gehenden Kegel besteht
nach der. Definition der elliptischen Koordinaten des Strahles im
Biindel die in < identische Gleichung:

1) B-) (-v) X2+ (1-7) (2=7) y2 + (=) (B-v) 22 = (x2+y2 + 22) (=) (v-0).
Durch Gleichsetzen der Koeffizienten von — t! und ® folgt:
@ r+V)(x2+y2+2) =@+ 2+ (1+0) y2+ («+8) 22
pv(x2+y2+22) =81x2+vay2+abz?
oder in abgekiirzter Bezeichnungsweise:

_ _ B+ x2+(v+a)y? + (a+B) 22
o), ., _frx2tray?+ap?
=8 = x2+y2+22

2. Satze uber bilineare Gleichungen in elliptischen Koor-
dinaten des Strahles im Biindel

I. Jede der beiden Gleichungen:
4) Ap+B=0 Av+B=0
fir sich genommen stellt die Gleichung eines Kegels des
konfokalen Systems § 1 (1) dar, sofern:
T<p<B, B<v<a

1) Staude, ebenda, § 118 (7).
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11. Die Gleichung:
[(Ap.v+Bp.+Cv+D) (Apv+Bv+Cp+D) = A?p2v2
(5) { +AB+C)(p2v+pv?) + BC(p2+42) + (B2+C2+2AD) py
|+ B+C)D(p+v)+D2=0
bleibt durch gleichzeitige additive und subtraktive Hinzufiigung von
2BCpv umgeindert und lantet dann: _
A2p22 4+ A (B+C) v (p+v)+ BC(p+v)2+ {2 AD + (B-C)2} v
() {+(B+C)D(p.+v)+l)2=0,
oder nach Einfihrung von (3) zunichst:
A?r2+ A(B+C)qr+BCq? + {2AD + (B—C)2}r+(B+C)Dq + D2=0
und in den x, y, z nach Multiplikation mit (x2 + y2 +22)%
A2y +yay2+abz?)? + A(BHC){(B+1)x2+ (1 +a)y?
+ («+B8)22} Byx2+ yay? +af2?) +BC {B+yx2+
(7) §G+a)y2+(a+ )22+ {2AD + (B—C)2} (Byx2+yay?+
|aB2?) (x2+y2+22) + B+ CO)D{B+y) 2+ (1 +a)y2 +
L+ B2} (x2+y2+22) + D22+ y2 +22)2 = 0.
Das Produkt der beiden Gleichungen:
® {‘Apv+Bp+Cv+D=o
tApy+Bv+Cp+D=0
stellt somit eine Fldche dar, die in X, y, z homogen und
vom 4. Grade ist, mithin einen Kegel 4. Ordnung.
[II. Die Gleichung:
Apv+B(p+v)+C=0
ist von vornhereiu iu den x. y, z rational und lautet nach Ein-
fithrung von (3): ’
Ar+Bq+C=0
oder:
;\(3‘(x?+*(v.y2+a;322)+B{([37I-*()x2+("(+a)y2+(a+[3)29}
+C(x2+y2+42)=0.
Die Gleichung:
9) Apv+B(p+v)+C=0
reprasentiert einen Kegel 2. Ordnung, der zu denen des
kontokalen Systems § 1 (1) eine koachsiale Lage bat.
IV. Die Gleichung:
c(Ap+By+C)(Av+Bp+C) =AB(p+v)2+ (A —-B)2pv+
(A+B)Cptv)+C2=0
wird mit Substitution von (3), indem gleichzeitig mit (x2 + y2 + 22)2
multipliziert wird:
(AB{(B+1)x2+ (y+a)y2 + (a +B)22}2+ (A —B)2(Byx?
(10) { +yay?+aBe?)(x2+y2+22)+(A+ BIC{(B+7)x2+ (1 +a)y?
| +(2+B)e?} (s2+ 32+ 22) + C2(x2+ y2 4+ 222 =0,
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Das Produkt der beiden Gleichungen:
{Ap+Bv+C=0
lAv+Bp+C=0

stellt eine Flache dar, die in x, y, z homogen und vom
4. Grade ist, also einen Kegel 4. Ordnung.

Coan

V. Die Gleichung: 2

(12) A@pE+v+C=0 yd
reprisentiert uvach (3) einen y
Kegel 2.Ordnung,der zudenen &P o
des konfokalen Systems § 1 (1) Vs A%
koachsial liegt. e

DieSchnittkurvendieser Flichen .
mitden Koordinatenebenen (Haupt- < > X
schnitte) werden gefunden, indem '
man die Koordinaten der Ebene in .
die Gleichung der Flache einfiihrt, ¢
und zwar ist fiir die yz-Ebene: v=oq,
die zx-Ebene: v=_§ oder p =0 und
die xy-Ebene: p =7

Wir beschrinken uns auf die F«-B- 3.
durch (11) dargestellte Fliche 4. Ord-
nung, da die Gleichungen (11) mit:

(13) A =sin?w, B=cos20, C=—=
vollstindig mit der in § 2 (7) gefundenen Gleichung iibereinstimmen ;
: (‘Zﬂw'Siuw)2—i’122m
A —B=cos20 —sin?w = cos 2(04
A+ B=cos?0 + sin%20 =1
C=—-r.

Die Fliche:
(
Ap+Bv+C=0
D} ay 4 But+C—0
schneidet die zx-Ebene p =2 resp. v=_5 in den Kurven:

(14) {Bv+ (AB+C)=0 resp. Ap+(BB+C)=0
iAv+(B[3+C)=O Bp-+(AB+C)=0.
Danachljededervier Gleichungen (14)fiirsich genommen (ohne Riicksicht
auf die vorliegende Frage nach den Hauptschnitten) im Raume einen
Kegel der konfokalen Schar («, B, y) darstellt, so folgt sofort, daB die
Kurven (14), die in der zx-Ebene liegen, die Scheitelerzeugenden
dieser Kegel in der zx-Ebene sind, jede der Gleichungen (14) mithin
ein symmetrisch zur z- und x-Achse gelezenes Linienpaar darstellt.
Nur zwei Linienpaare sind fir p=3=v==$ im Maximum reell, da

A . B=¢ns%0 . sin?2o =
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von jedem Gleichungspaar nur eine erfiillt sein kann, das Linienpaar
entweder in dem p=f- oder v=B-Teil der zx-Ebene liegt. Der
beiden Linienpaaren gemeinsame Scheitel ist der Koordinatenanfang O
x=0, y=0, z=0).

Die Verhiltnisse in der zx-Ebene lassen sich leicht auf die
beiden iibrigen Hauptebenen iibertragen.

Die Flachea des konfokalen Systems § 1 (1) schneiden die
Hauptebenen in symmetrisch zu den Achsen gelegenen Linienpaaren,
deren Scheitelpunkte im Koordinatenanfang liegen und zwar gehen

in der yz-Ebene alle Linienpaare aus den Kegeln v =p,

( -~
. (v=_0) alle Linienpaare aus den Kegeln t = p,
i der zx-Ebene {l(p=[3) alle Linienpaare aus den Kegeln t=v

in der xy-Ebene alle Linienpaare aus den Kegeln == v

)

hervor.

In Analogie zu der Behandlungsweise des geometrischen Ortes
der Spitzen von Beriihrungskegeln in elliptischen und parabolischen
Koordinatenl) betrachten wir jede der beiden Gleichungen:

fAp+Bv=C
i B
(1) {\Av+Bu=C

bei festen A, B, C als Repriisentant einer bestimmt abgegrenzten
Schale der Kegelfliche 4. Ordnung. Beiden Schalen ist nur der
Koordinatenanfangspunkt and keine Erzeugende gemeinsam, aus-
genommen fir p = v=—_7_, in welchem Falle beide Schalen durch die
Fokallinien hindurchgehen und fir A =B, in welchem Falle beide
Schalen zusammenfallen.

Bei konstanten A wund B, aber verinderlichem C, stellt
Gleichung (11') ein System von Kegeln 4. Ordnung dar.

Um die Realitit der durch die Gleichungen:

11) {‘A;H- Bv = C (1. Schale)
( tAv+ Bp=C (2. Schale)

dargestellten Schalen zu bestimmen, bilden wir, da nach (13) AB>0
vorausgesetzt werden darf, die Maximalwerte und Minimalwerte der
linken Seiten, die durch die Ungleichungen des § 1 bestimmt sind
und erhalten als Bedingungen fiir die Realitéit der beiden Schalen
beziehungsweise: '

(15) AB+Ba>C>A7+Bp  Aa+BB>C>AB+ By

Fiir alle Parameterwerte C innerhalb der vorgeschriebenen
Grenzen sind die betreffenden Schalen reell. Setzen wir B> A voraus,

) Drenckhahn, Fr., Der geometrische Ort der Scheitel besonderer
Tangentenpaare und Beriihrungskegel in elliptischen und parabolischen Koor-
dinaten. Dissertation, (Rostock) 1917.
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was durchaus keine Einschrinkung bedeutet, so ist fir C in dem
Intervalle:

(16) AB+By<C<AT+BS
nur die 2. Schale reell, fiir:

(16 A7+ 1B<C<A«+Bj
sind beide, fiir:

(16") Ac+BB<C<AB+Ba

ist nur die 1. Schale reell.

§ 4.
Diskussion der Gleichung § 2 (7) als geometrischer Ort.
1. Die beiden Schalen.
Gleichung § 2 (7) lautet:
(p-co82w+vsin2w — 1) (r-sin2w +veos20w — 1) =0,

Jeder Klammerausdruck kann als Reprisentant einer Schale der
Flache 4. Ordnung betrachtet werden. Die beiden Schalen haben
dann die Gleichungen:

) {1. Schale: cos?w-v+sin%w.-p=rt
12. Schale: sin?w.v+cos?w.p=r.

Wenn der Strahl p., v der 1. Schale angehért, bilden die von
ihm an den Kegel t gehenden Tangentialebenen je mit der Normale
des aufrechten Kegels p den Winkel w, wenn der Strahl p, v
der 2. Schale angehort, mit der Normale & des liegenden Kegels v.

Es kommt nun darauf an, das Verhalten der beiden Schalen zu
untersuchen, wenn bei festem v der Winkel v von 0 bis % sich
verindert, woraus denn auch die nachstehenden Ungleichungen
resultieren:

?) 0<w<%, cos2w>sin?w, 1> cos2w> %, O<sin2w<%.

2. Der Fall ©=yp,.

Wir nehmen mit: _

(3) T= P’O
an, daB der Kegel ein ,,aufrechter Kegel sei. Die beiden Schalen
sind dann:

) 1. Schale: cos2w.v +sin2w . p=y,

2. Schale: sin?w.v +eos2w - p =y,

oder, wenn wir statt p und v pg:p, und v, :v, schreiben:

i 2. Schale: sinZw p, v, + cos2w pyVy = g1y Vs
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Die Grenzfalle.
Mit w =0 wird die Gleichung der 1. Schale (5) zu:
PoV1 = W o Yy
die fiir v; : v, =p, und p, =0 erfiillt ist.
Da der 1. Wert v, : v, =, aber nach der Definition der ellip-

tischen Koordinaten des Strahles im Biindel, nach der ;. und v durch
die Ungleichungen < <3 <v<« auseinandergehalten werden, nicht

M %1 = o dieser Bedingung

zuldssig ist, und auBerdem p =:
ebenfalls nicht geniigt, ist die 1. Sch2ale nicht reell.
Unter der Voraussetzung o =0 wird mithin aus (5):
f L. Schale: pyvy = pooVys [V 1V =p]; [g=0: p= 0]
iQ- Schale: pyvy==popaVs; pyitg=1ltg:p=1y: [V,=0:v= o0].
Die 2. Schale stellt den Kegel p, selbst dar, die 1. Schale ist

nicht reell. In der Tat nimmt Gleichung § 3 (10) fiir ® =0, d. h.
mit den Werten § 3 (13):

A=0,B=1 C=—-¢
die Form an:
M B—)G—)2+{F—7)(e—1y?+ (@a—1) (B—7)22 =0,
d. i. die Gleichung des Kegels p,.

Die 1. Schale ist der Ort der Strahlen ., ¥ von denen an den
Kegel 1, zwei Tangentialebenen mit dem Winkel w =0 gegen die
n-Achse (parallele Tangentialebenen), die 2. Schale der Ort der
Strahlen, von denén zwei Tangentialebenen mit dem Winkel w =0
gegen die Z-Achse (zusammenfallende Tangentialebenen) gehen.
Parallele Tangentialebenen an einem Kegel gibt es demnach nicht.

Fir o =% fallen beide Schalen in dem Kegel p+v=2p,:

@) B—pot1—po)+(1—po tr—1) 7>+ (a—pg+B—py)22=0
zusammen, der aber nur reell ist fiir:
+B
P'0>LTZ_'
Die Fliche 4. Ordnung besteht fiir « =0 nur aus dem
Kegel p, selbst als 2. Schale. Fiir w=%fallen beide Schalen

als Kegel p+v=2p, zusammen, wenn p,> BT—H
Die iibrigen Fille.

Die Schnittgeraden der beiden Schalen mit den Koordinaten-

ebenen und die Bedingungen ihrer Realitit mit Bezug auf die

August 1927 XXVI, 32
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Grenzwerte der Koeffizienten cos2w und

™ .
w=— sind:

4
1. Schale:
yz-Ebene:
V=a
2.Schale:
[ 1. Schale:
2x- |
Ebene:
V=
2. Schale:
®
1. Schale:
ZX-
Ebene:
p=>p
2. Schale:
1. Schale:
xy-Ebene {l
2. 8chale:

o — 082w - a
p="t V=
sin?w
po—sin?w .«
l_!,—— 3 yVy=—ua
cos2w
po— cos?w-f —8
T P
po—sinZw . B —8
P s
v o —<in2w - 8 —
T cos?o
v po—cos?w.f —8
= sinfe M
Po —sin?o y
VT 052 P T
[ g0
cos20 .
v=Rem B T —y
sin2o

sin2w fir w=0 und

—0'3<$"'<—1 =2p,—

P‘o>">———2!ﬂ'-o"[3

o <YL = 2y —

Aus Tabelle (9) folgt, daB fiir einen aufrechten Kegel ©= p,
die yz-Ebene, der Teil v=_ der zx-Ebene und die xy-Ebene von der
Fliache (4) geschnitten werden konnen, da die Realititsberechnungen
allein hierfir mit den Ungleichungen des § 1 in Einklang stehen.

— 2!-‘-0—0.

= 2py—a

=21 —P

= 2?"0"‘7

= 2py—1
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Die Kegel 2py—a, 2y — B und 2p, —y, die in der yz-, zx- resp.
xy-Ebene die Grenzen zwischen beiden Schalen bestimmen, sind:

2 2 2

X + ¥ z _
2(a—1y) ﬁ+°‘—zl‘o aty—2p,
10 —
O N aF—2p 26— BT,

x? y2 22

+ : + =
ety —2py BHy—2p 2Gr—np)

Ueber die Realititsverhiltnisse ist noch folgendes festzustellen.
Handelt es sich darum, za untersuchen, ob fiir einen gegebenen
Winkel ® und fiir einen gegebenen Kegel © der geomefrische Ort
reell ist, so sind die Ungleichungen § 3 (15) mit den Werten § 3 (13),
aber C= +y,, heranzuziehen:

a1 sin2o B+cos?o a>p,>sinw.y +cos2oyB fir die 1. Schale,

7 |sin%o a +cos2m- B>, >sin%0.f +cos?o 7 fir die 2.Schale,
und es ist festzustellen, ob der Wert von p, den Bedingungen (11)
geniigt. So gehen an den Kegel p, nur Tangentialebenenpaare mit

dem Winkel 2m=%, wenn:

Bo> "5~
ist, und nur solche mit dem Winkel 2o>=%, wenn:
1 3 3 1

1 3 3 1 )
<" + Z[3>110>Z§ + 7 (2. Schale).

Von Interesse sind nur die rechten Seiten dieser Ungleichungen,
und da:

T<B
solaBtsich umgekehrt stets ein Kegelp,angeben, fiir den die obigen Bedin-
gungen erfiillt und an den dann Tangentialebenenpaare mit dem Winkel

20—~ zu konstruieren miglich sind. Ist ==y, fest gegeben, so
3 o g )

konnen die Bedingungsgleichungen (11) auch in der folgenden Form
geschrieben werden:

sin?o (B — o) + a>py>cos20 B — 1) + -(] fic die
(12) J oder: cos2w{a — B)+ B> p,>sin2o(y—B) + |JI 1. Schale,
sinZo(a —B) + B>p,>c0s20 71— 535+ 5] fur die
loder cos2m(f—a)+a>p >sin?of—7)+7 , 2. Schale.
Bezeichnen wir den Winkel der Scheitelerzeugenden des Kegel p,:
s X4 ¥ o P
a—py  B—wre T
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in der yz-Ebene:

ay Y 2 _o
B—po  Bo—T
gegen die positiv gerichtete z-Achse mit o, so ist:
_B- Pt
tg20= .
y o —7

Da wir die rechten Seiten der Werte (12) fiir die 1. Schale
auch schreiben konnen:

o—7>(B—T)e0s?w, po—3>—(B—7)sin?w

oder:
to— ¥ B— 1o
cos?2m< sin2o>——*"
B~1’ B—1
oder schlielich:
B—pa
tg2o>"— 1" —1tg20
8 Po— 7
so folgt, daB die 1. Schale nur reell ist fiir:
(15) _ 0> o,

Analog folgt fiir die 2. Schale:
po— B>—(B—7)cos?m, po— 1>(B—7)sin’w

oder:
B—1 o — T
cos2m> sm~o)<
B—v’ B—1
und: ,
24 ""O_T=L_ J_ (:_@)
tg 0<—B—‘P~o e ctg te. 3 o,
somit:
m<£— ©
z v
Die 2. Schale ist reell, solange:
(16) o< S—2.

Aus (15) und (18) resultiert:

Die 1. Schale ist nur reell, wenn der von den Tangen-
tialebenenpaaren gebildete Winkel groBer ist als der Winkel
der Scheitelerzeugenden des Kegels p, in der Ebene der
kleinsten Oeffnung, die 2. Schale hingegen nur, solange
dieser Winkel kleiner ist als der Komplementwinkel der
Scheitelerzeugenden in dieser Ebene.

Fir o =0 ist stets nur die 2. Schale reell. Ist c.o<%, so ist

bei wachsendem o zunichst die 2. Schale allein vorhanden, fir o =0
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erscheint auch die 1. Schale. In dew Intervalle cp<o)<£— bestehen

~

beide Schalen nebeneinander und fiir o>=Z" fallen beide in dem
Kegel p+v=2p, zusammen. Wenn <?=-;ii8t, so ist fir o <%

die 2. Schale reell, in der Grenze fiir » = % sind beide vorhanden und
zwar reduziertder Kegel p.+v = 2, sichdann anf eine Koordinatenachse.
Ist o> %, so ist die 2. Schale reell solange w<% — o, die 1. Schale
bleibt auBer Betracht, da einerseits nach (15):

0>g,
andererseits nach (2):
[0) <I
sein mup.
Ueber die raumliche Anordnung der Schalen ist bei festem ., zu be-

r_
2
gegen den Kegel p +v =2y, geht, den sie aber nur erreicht,

merken, daB3, wihrend o von O bis ¢ wachst, die 2. Schale von p,, her

wenn cpé% ist und die 1. Schale von o> ¢ ab gegen diesen Kegel

. . . ™ .
sich bewegt, den sie auch nur erreichen kann, wenn cp§z ist.

Im Innern des Kegels 1, liegen keine Erzeugenden der Fliche (4),
der Teil des Raumes zwischen dem Kegel ) und dem Kegel p.+v =2y,
liefert nur Erzeugende der 2. Schale, der noch iibrige nur solche
der 1. Schale.

Einige spezielle Fille.

Fiir den speziellen Wert:
an Po=1
fallen oberer und unterer Mantel des aufrechten Kegels in der
xy-Ebene zusammen.
Die 1. Schale ist dauernd imaginir, die 2. Schale liefert nur
fir =0 den brauchbaren Wert p=y,, d.i. die xy-Ebene selbst
(zusammenfallende Tangentialebenen).

Ist:
+
(18) bo= B—QI
8o lautet die Gleichung des Kegels im System der Konfokalen:
%2 y2 22

—t
Lo BtT B—=y By
2 2 2
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aus der leicht zu ersehen ist, daB die Scheitelerzeugenden des Kegels
in der yz-Ebene senkrecht aufeinanderstehen, somit cp=% ist. Die

Gleichungen der beiden Schalen lauten:

1. Schale: cos20.v +sin20.p="——

2
(19) .
2. Schale: sin?w.v+ecos2w.p="—-

und in den x, y, z fir 0 =0:

B—DG—B2+G—B2e—B—7y?+a—B—7)(B— 1)12—

d.i. dieGleichung desKegelsy,
selbst (2. Schale), und fiir

id
O =—:

(e—PB)y?+ (a—7)22=0,
die aber nur, da «— >0 und
«—7>0, erfiillt ist, wenn:

y=0, z=0.
Der Kegel p+v=2p, redu- ¥y
ziert sich somit auf die
x-Achse. Und in der Tat Heger 7. A.Schele.  2.Schale.
beriihrt das Tangentialebenen-
paar durch die x-Achse den to= %X
Kegel p, in seinen recht- -
winkligen Erzeugenden in der 7-3 *

yz-Ebene. Nur die 2. Schale ist reell, wihrend » von 0 blS — geht.
Sie bewegt sich stetiz von dem Kegel her gegen die x- Achse
(Kegel p+v = 2p,), fiir o= % fallt sie in die x-Achse, die gleich-
zeitig auch als Grenzform der 1. Schale aufgefaBt werden muB. Letztere

ist in dem Intervalle 7<p0<¥ stets imaginar.
Fiir den Parameterwert:
(20) o =2
bildet die die z-Achse enthaltende Winkelfliche der Fokallinien in der
zx-Ebene den Kegel p, im System der Konfokalen.
Die Gleichungen der beiden Schalen sind in homogener Schreib-

weise:
@1) !1. Schale: cos?w . p,-v; +8in20.p vy =Bpyv,
2. Schale: sin2w. - v; +c0os2w. g - vo = Btgvy,
sie lauten fur 0o=0:
22) { 1. Schale: Povy =B ovg; vy i vy = ~)=B [pe=0
i2 Schale: pyvp=Buyv,; py:pg=p:p=8 [v,=0

\_-l\_l
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Die 1. Schale ist die die < AX

x-Achse enthaltende Winkel- € o 59«3»
fliche der Fokallinien in der & ‘4’&@'
zx-Ebene, sie liefert parallele o /o
Tangentialebenen (Winkel » =0 ©, - % @,“’»‘
gegen die n-Achse), die 2. Schale P 45
ist wieder der Kegel py= selbst < £ > X
und der Ort von zusammen- AN

fallenden Tangentialebenen N
(Winkel o0o=0 gegen die &- ’{\
Achse). Fir o= % lautet Glei- N
chung (21): vy

(23> b Fy—9 ﬁ, J&zd ¢ _4.211131_2; 2.Schale.
to= -

oder in den x, y, z: Fiy.5.

=B+ Ha— 2By + @—p22=0.

Der hierdurch dargestellte Kegel hat zur inneren Achse die x- oder
z-Achse, je nachdem:

T4+ «a—2p>0 oder 7+ a«—23<0,

Der geometrische Ort der Scheitellinien senkrechter Fokalebenenpaare
ist somit der Kegel (23).

Fir p =8 oder v=_ sind die Gleichungen beider Schalen:

1.Schale: cos?2w - v+sin?o . f =0 cos?w.v =0 (1 —siv?ow)

= {2. Schale: sinZo . v+cos?w . f =3 sin?w.v = (1 —cos2w)
v =B { 1.Schale: cos2w . B+ sin?w . v=4_ oder sin?w.v = (1 —cos?w)
‘ 2. Schale: sin?w . § +cos20.v=10 cos?w. v =B (1 —sin2w)
mit den Werten v = oder p» = [ identisch erfiillt, sodaB jede

Schale fiir jeden Wert von ® durch die Fokallinien hindurchgeht,
denn da stets:

¢= 07
also:

T
®>o und w<?—cp,

so ist fir simtliche Winkel sowohl die 1. Schale als auch die
2. Schale reell1).

) Der Fall . = gibt den entsprechenden Satz auf der Kugel zu dem
Peripheriewinkelsatz in der Ebene. — Uebrigens lassen sich sémtliche Resultate
dieser Arbeit auf sphaerische Kegelschnitte tibertragen, die durch Schnitt
der konfokalen Kegel mit der Kugel x? + y? + 22 =r? entstehen.
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3. Der Fall =y,
Wir nehmen mit:
(24) T=y,

an, daB der Kegel <~ ein ,liegender Kegel sei. Die beiden Schalen
sind dann:

1. Schale: cos?w.v + sin2m.p =y,
2. Schale: sinZm.v + cos2m.p =y,

(25) {
oder, wenn wir statt | und v p,:p, und v, :v, schreiben:

(26) {

1. Schale: cos?m-p,v, +sin2m. v, = vyev,
2. Schale: sinZm. v, + co82m v, = vyirev,.

Die Grenzfalle.
Mit @ =0 werden die Gleichungen (26) zu:

[ 1. Schale: ju,v;=v,1L,vy; vty =y =" [py=0:p= o]

9
D) | 2. Schale: ;v ="vy1evq: [1ty i e ="y [g=0:v=1cx].

Die 1. Schale stellt den Kegel v, selbst dar, die 2. Schale ist
nicht reell.

Die 1. Schale ist der Ort der Strahlen p, v, von denen an den
Kegel v, zwei Tangentialebenen mit dem Winkel » =0 gegen die
n-Achse (zusammenfallende Tangentialebenen) gehen. Da die 2. Schale
imaginéir ist, so gibt es keine parallele Tangentialebenen.

Fir o = ; fallen beide Schalen in dem Kegel p +v=2v,:
B—voti—vx?+(G—vta—v)y +t(a—vp+B3—v)22=0
zusammen, der reell ist, wenn:

2+ 3

ST

und dessen innere Achse die x- oder z-Achse ist, je nachdem:
Y+ 2—2v>0 oder 1+ a—2v,<0.
Die Flache 4. Ordnung besteht fir ® =0 nur aus dem
Kegel v, selbst als 1. Schale. Far m=—:— fallen beide Scha-

len als Kegel p +v=2v, zusammen, wenn vo<a-;—§.
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Die iibrigen Fille.

Die Schnittgeraden der beiden Schalen mit den Koordinaten-

ebenen und die Bedingungen ihrer Realitit mit Bezug auf die Grenz-

v . . . ™
werte der Koeffizienten cos2m» und sin?w» fir o =0 und v = 4

p Yo Co8lw.a
1 Schale: p= T —a
y/-Ebene:
vV=—a
2. Schale: p="0 — N0 2
2.Schale: p= conia v=—a
. vo—cosgm.ﬁ .
] ll.Schale.p._.— Ty, hve=B
71 -
Evene: '
V_—_B - ;
2. Schale: p="0 —¥0%0-f 4
c',082m
cy o fin%ef
- 1. Schale: v= st =5
Ebene
p=0
v, —(‘ml?m.ﬁ
2. Se l T V= 0 . LT p—
Shae v e - p
. Schale: vy 0= 8020y
' T cos?w =T
xy-Ebene:
p=7 l
: . _Vo_"Oszm-“ _
Z.Schlle.v__m'_’_u; u=7y

sind:
«
vo — .
——oo<|.t<-~| 2=2v0—a
2
a
Vo — .-
2
Vo D> B> ‘1 :2V0—(l
2
3
i
Vo — -

2
+oo>p>- | =2v,—f
2

i
v |
0= 3
v0<p<—1- —=2vy—B
2
Yo Yy
vo <v< _l._=2vo—ﬂ
2
v B
2 __.
+°°<'<—l =2v,—f
2
N
"o<"<-"“]“=2'n—‘7
)
v —-T—
Fod>v>— L= vy—1
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Aus Tabelle (28) folgt, daB fiir einen liegenden Kegel * = v, die
yz-Ebene, der Teil p =@ der zx-Ebene und die xy-Ebene von
der Fliche (25) geschnitten werden konnen, da die Realitits-
bedingungen allein hierfiir mit den Ungleichungen des § 1 in
Einklang stehen. Die Kegel 2vj—a, 2vy—f und 2vy—7, die
in der yz-, zx- resp. xy-Ebene die Grenzen zwischen den beiden
Schalen bestimmen, sind:

2(a—vy) + B+a—2v, + a+7——-2v0_0
<2 y? 22
2 =
@9 a+ﬁ—2vo+2([3—vo)+[3+“(—2v0 0
<2 y? 22
aty—2v * B+y—2v, * 2(”(—"0)_0'

Die Bedingungsgleichungen (12) konnen ohne jede Aenderung iiber-
nommen werden, wenn wir fiir p, den Wert v, setzen:
sin2m(B— «) + a>vy>ce0s20(B—1) + T} fiir die
oder: cos2m(a—f) + f>vy>sin20(y—fB)+ f | 1. Schale,
sin20 (e —B) + B>v>ce08 20 (—B) + B } fiir die
oder: cos?m(f —a) + a>v,>sin?m (8 —7) + 7 2. Schale.
Bezeichnen wir den Winkel der Scheitelerzeugenden des Kegels vq:

(30)

x2 ¥2 22
31 + =0
31) a—vy B—vy T—
in der xy-Ebene:
2 2
(32) N i

o — VO ‘)0 —_
gegen die positive Richtung der x-Achse mit ¢, so ist:
vy —
tg2¢ = :T"i .
Da wir die linken Seiten der Werte (30) auch schreiben konnen:
— (a—B)sin20 >vg—a, (a—P)eosZ2o>vy— 3,
oder:
vo— B

. a—1VY
ginZ2o <——2 cos20>
(l—p xr—

oder schlieBlich:

- 1 T
tg2o<c i 0 1 —etgh =t (—— )

v,

8o folgt, daB die 1, Schale immer reell ist fir:

(33) m<; — .

Analog folgt fiir die 2. Schale:
(a —B)sin20>vy—B, — (x —B)cos?o>vy —a,
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oder:
Sillz(v)>vo_.B, (‘Ob2u)<a_v0
a—p a—B
und:
tg2(°>v0;ﬁ=tg¢,
a—vo
somit:
0>,
Die 2. Schale ist nur reell, wenn:
(34) w> 9.

Aus (33) une (34) resultiert:

Die 1. Schale ist reell, wenn der von den Tangential-
ebenenpaaren gebildete Winkel kleiner ist als der Kom-
plementwinkel der Scheitelerzeugenden des Kegels vy in der
Ebene der kleinsten Oeffnung des Kegels, die 2. Schale nur,
solange dieser Winkel groBer ist als der Winkel der Scheitel-
erzeugenden in dieser Ebene.

Fiir © =0 ist nur die 1. Schale reell. Ist <—, so ist bei
wachsendem © zunichst die 1. Schale allein vorhanden, fiir w =¢

crscheint auch die 2. Schale. In dem Intervalle q><m<£ bestehen

beide Schalen nebeneinander, fiir u)=% fallen beide in dem Kegel

p+v=2v, zusammen. Wenn 4>=% ist, so ist fir w<% nur die
1. Schale reell, in der Grenze fiir w=% sind beide vorhanden und

zwar reduziert der Kegel p +v=2v, sich dann aunf eine Koordinaten-
achse. Ist ¢>1, so ist die 1. Schale reell solange w<%—<la, die

2. Schale bleibt auBer Betracht, da einerseits nach (34):
>4,
andererseits nach (2):
™
sein muB.

Setzen wir 4><Z— voraus, so ist iiber die raumliche Anordnung
r
4
die 1. Schale von v, her gegen den Kegel p + v =2v, geht,
fir o = ¢ die 2. Schale erscheint und sich bei weiterem Anwachsen

derSchalen bei festem v, zu bemerken, dag, wihrend w von 0 bis — wichst,

von o gegen diesen Kegel bewegt, in dem fir v = % beide
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Schalen zusammenfallen. Im Innern des Kegels liegen keine
Erzeugenden der Flidche (25), der Teil des Raumes zwischen dem
Kegel v, und Kegel 1. + v =2y, liefert nur Erzeugende der 1. Schale,
der noch iibrige nur Erzeugende der 2. Schale.

Einige spezielle Falle.

Ist:
1
(35) w="112
so lautet die Gleichungz des Kegels im System der Konfokalen:
=0,
o~ ﬁ_a+7 T—o
2 2 2

aus der leicht zu ersehen ist, daB die Scheitelerzeugenden des Kegels
in der Ebene der grofBten Oeffnung (zx) senkrecht aufeinandersteben.

Die Gleichungen der beiden Schalen sind:

(

| 1. Schale: COS2(1).V+Sin2(1)-p.=a;T
(36) | 2

2. Schale: sin2w.v+ cos2w.p = = - 1

und in den x. y, z fir 0 =0:
@p—a—G—0)2+t—a) =Ny + (@) {2f—a—7)2=0,
d. i. die Gleichung des Kegels v, selbst (1. Schale) und fiir w=%:
B—ox2+(E—7) 22 =0.

Der Kegel p+v=2v, reduziert sich somit auf die y-Achse. Das
Tangentialebenenpaar durch die y-Achse beriihrt den Kegel v, in
den rechtwinkligen Erzeugenden des Kegels in der zx-Ebene.

Die 1. Schale ist bei anwachsendem  stets reell, weil %—4}
sicher groger als % ist, da der Winkel in der groBten Oeffnung des

Kegels % betrigt. Sie bewegt sich stetig vom Kegel p, her gegen

die y-Achse (Grenzfall des Kegels p+v= G;T) Die 2. Schale

ist reell fiir alle Winkel w>>¢ und bewegt sich bei ansteigendem w
a+7

gegen den Kegel p+v = 3

1) Der Kegel T= % : T 4&hlt zu den »liegenden“ oder ,,aufrechten Kegeln,
«
je nachdem %‘ z 8. Hier ist a‘—-;( > B angenommen.
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Fiir den Parameterwert:

a+3
(36) n=""
hat der Kegel im System der Konfokalen:
LSS I 0
i f—s @R
2 7 T3

zueinander rechtwinklige Erzeugende in der Ebene der kleinsten
Oeffnung (xy). Die Gleichungen der beiden Schalen lauten:

(
| 1. Schale: cos?w.v+sin?u).pu=°‘-;B

CON “t B

| 2. Schale: sin2w.v+ cos?w.p =
{

und in den x, y, z fir 0 =20:
B—=0)@R1—2 =+ Ry—2—HE—R)y2 +(@—B)p—0)22 =0,
d. i. die Gleichung des Kegels v,
selbst (1. Schale) und fiir w=%:
(—ayx>+ (1 —-B)y*=0.

Der Kegel p+v=2v, reduziert
sich somit auf die z-Achse. Das
Tangentialebenenpaar durch die z-

: 3
Achse beriihrt den Kegel vy ="> te

.

in den rechtwinkligen Erzeugenden
des Kegels in der xy-Ebene.

b T . . ]
Da ¢ = 50 ist die 2. Schale YeplT.  AShale  2Saped.

imaginir, mit Ausnahme fiir w=%, O
Die 1. Schale ist reell, weil die @6

Bedingung o < % — ¢ immer erfiillt ist.
Fiir alle Werte v[,>%B ist nur die 1. Schale reell und zwar

fiir alle diejenigen Werte von o, fiir die w<%——¢. Die 2. Schale
ist stets imagindr, dasselbe gilt auch von dem Kegel p-+v=2v,.

4. Zusammenfassung der Resultate.

Die Frage, ob an einen ,aufrechten® Kegel Tangentialebenen-
paare von vorgegebenen Winkel 2w konstruierbar sind, kann dahin
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beantwortet werden, daB dieses nur moglich ist, wenn der gegebene
Winkel groger als der Winkel der Scheitellinien des Kegels in der
Ebene der kleinsten Oeffoung ist oder kleiner als der Komplement-
winkel dieser Scheitelerzeugenden. Beide Fille konnen auch gleich-
zeitig eintreten. Im ersteren Falle ist die Normale n des aufrechten
Kegels . die innere Achse des Tangentialebenenpaares, der ,Innen-
winkel“ des Tangentialebenenpaares ist dann dem vorgeschriebenen
Winkel gleich (1. Schale), im letzteren Falle ist die &-Achse, die
Normale das liegenden Kegels v, die innere Achse und der , AuBen-
winkel* ist gleich dem vorgegebenen Winkel (2. Schale). Hier ist
auch der Grund dafiir gegeben, daB die 2. Schale stets naher an den
Kegel herangeriickt ist als die 1. Schale, weil der vorgegebene Winkel

zwischen O und % liegen soll und der ,[onenwinkel® somit fiir

erstere stets >%, fiir letztere stets <% ist.

¥4

Fiir einen ,liegenden* Kegel gelten analoge Verhiltnisse.
Wiederum gilt als Bedingung fiir die Konstruierbarkeit eines Tangential-
ebenenpaares von vorgegebenem Winkel, daB dieser entweder kleiner
als der Komplementwinkel dar Scheitelerzeugenden des Kegels in der
Ebene der kleinsten Oeffuung sein muB oder groBer als der Wiukel
der Scheitelerzeagenden. Beide Fille konnen auch nebeneinander
auftreten. Im ersteren Falle ist die Normale n des aufrechten
Kegels p die innere Achse des Tangentialebenenpaares und der
»AuBenwinkel* des Tangentialebenenpaares ist dann dem vorgegebenen
Winkel gleich (1. Schale), im letzteren Falle ist die &-Achse, die
Normale des liegenden Kegels v, die innere Achse und der , [unen-
winkel* erfiillt diese Bedingung (2. Schale). Dadarch ist auch
begriindet, daB die 1. Schale stets néher an den Kegel v, herangeriickt
ist als die 2. Schale.
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