
Partielle DifFerentialgleiclnin^ der Flächen

des zweiten Grades

von Prof. Scherk in Uremeii.

Im zweiten Tlieile der t-orresitondanre sur l'rcole pulytecnique

pag. 51 bat Monge gezeigt, wenn man die allgemeine (ileiclmng

der Linien des zweiten Grades

Ay2 -\- 2Bxy H- Cx^ -f- 2Dy -\- 2Fa+1=0 (1)

fünfmal nadi einander ditterentiirt, um aus derselben und ans den

re.sultirenden Gieicbungen die Constanten A, B, C, 1), K zu

elinnniren, das Resultat der Elimination in der Gleichung

.d2y(2 d^v d^y d^y d^v fd^vp _
^ j&' dF' - ^^ dx^ dxB d^^

+- ^^
ld"?^j "= ^ '-^^

enthalten sei. Vermittelst dieser Gleicbung Ulsst sieb also ent-

scheiden, ob eine andere Diti'crentialglcicbung von einem niedrigeren

Grade als dem fünften einer Linie des zweiten Grades entsprecbe

oder nicht. In dem angegebenen Falle koimte oftenbar bloss

dieser von Monge eingescblagene Weg zum Ziele fübren, da mir

durch eine fünfmalige Differentiation in Leziebung auf eine der

beiden veränderlicben (Jrössen die 5 Gonstanten aus der I\ecbmmg
verscliwinden können. Nicht so veihillt es sich wenn man sich

vorsetzt, eine von allen Gonstanten befreite Differentialgleicbung

der Fl ä eben des zweiten (irades zu erbalten. Um niimlich aus

der allgemeinen Gleichung dcrsell)en Ax--l-]{y--|-CV,--|-2ayz-)-2bxz-f-

2cxy-f-2f<xH-2/:/y-|-2;'z-i-d- =: (H) die 9 Goi'tionaten zu

eliminiren, würde man sieb freilieb im Allgemeinen noch 9

andere Gleichungen durcli Differentiation verschaffen können, da

uns aber gegenwärtig die Differentiation in Lezicbung auf x und

auf y frei stellt, so wiid man die verscbiedcnsten iiartiellen
Dilfci'cntialglcicbmigen ci'ballcii krinneii, die alle von den Gonstanten

der (ib'icbnng f;}) befreit sind. So siebt man z. 1>. angenbücklieb,

dass, wenn man diese (Jleicbung bloss in Leziebung auf die eine

der verilnderlicben Grössen differentiirt und die andere fortwiUirend

constant setzt, das Üesultat mit der Differentialgleicbnng (2) der

Linien des zweiten (irades vollstiindig übeieinstinnnen mnss,

mit dem l'nterscliiede, dass wir gegenwärtig p arti e 1 Ic Ditferential-

gleicbnngen biitten. wHbrend wir vorlier gewüiinücbe liatten. so

dass folglicb jede der beiden Gleicbungen
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sip)--isieipi-«j£r=oi

"isiisi--isieiei--ir-
(4)

eine Differentialgleichung der Flilclien des 2, Grades ist. Sie sind

aber nicht die einfaclisten. Differtiirt man nämlich ('S) in Beziehmig
auf X und auf y, und setzt, wie gewöhnlich

[dzl fdz

,dxi = "• W='i'
so erhält man

Ax-hbzH-cy-f-«+(Cz4-ay+bx-f-7)p =r |

By+az+cx-t-/^+(Cz+ay-hbxH-yjq =
J

'^'^^

Verfährt man mit diesen Gleichungen auf dieselbe Weise und setzt

^d2z) _ (
d^z

] _ fd2z| _
!dx-^{ - '^ Idxdyj - ''

Idy^l
"

so erhält man

Ax-f-2bi)+Cp2-f-(Cz+ay-|-bx-t-j/)r = |

CH-apH-bqH-CpqH-(Cz+ay4-bx-|-j^)s = (O)

B-h2aq-j-Cq2H-(Cz+ay-t-bx-|-7)t =
J

Differentiirt man endlich die erste dieser 3 Gleichungen in Be-
ziehung auf X, die zweite in Beziehung auf x und auf y, und die

dritte auf y, und setzt

(dx^i
-"'

idxMyJ ' Idxdy^J-"^ ' idyäj " ^^'

so erhält man
8(b-|-Cp)v-f-(Cz-|-ay-f-bx+j/) u =
(a+Cq)r-h2(b-|-CpjsH-(Cz-hay-hbx-Hj/) v =
(aH-Cq)s-l-2(b-f-Cp)t-|-(Cz-i-aq-}-bx4-rj v^ =
3(aH-Cq)tH-(Cz-hay-|-bxH-;/) w = 0.

Aus je dreien dieser 4 Gleichungen lassen sich lum die beiden

Quotienten

a+Cq b-f-Cp

Cz-t-ayH-bx-|-j/
'

Cz-|-ay-f-bx-f-y

eliminiren und so erhält man die neuen Differentialgleichun-
gen der Flächen des zweiten Grades

2stu—Srtv+r^w = Ol ,„.

2rsw— 3rtv-f-t2u = 0)
*^^

welche, da sie vom 3. Grade, die Gleichung (4j aber vom fünften

Grade sind, diesen im Allgemeinen vorgezogen werden müssen, nnd
da man leicht übersieht, dass eine Differentialgleichung von einem
niedrigeren Grade als dem dritten die gegenwärtige Frage nicht

autiösen kann, so sind sie die einfachsten, welche in diesem Falle

zu erhalten sind.

Um zwei leichte Beispiele von der Anwendung dieser Formeln
zu geben, wollen wir zuerst untersuchen, ob es abwickelbare
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Flächen des zweiten Grades gebe? Differentiirt man aber die

allgemeine (ileichung dieser Flächen

s- = rt (8)

nach X und nach y, so erhält man
2sv =: tn-|-rv^

2sv^ = tv-|-i'\v

und. weini man die Werthe von u und w, die sich hieraus ergeben,

in die Gleichung (7) setzt, so zeigen die Resultate

4(s^—rt)v =
4(s2_rt,vi =

sogleich, da SS unter den Flächen des zweiten Grades abwickelbare

enthalten sind, wie bekannt.

Zweitens wollen wir untersuchen, ob unter den Flächen des

zweiten Grades auch solche enthalten seien, die durch Bewegung
einer geraden Linie entstanden sind?

Die allgemeine Gleichung dieser Art von Flächen ist aber

bekanntlich

uH-ovm-|-övhii-H-wm^ = 0, (>))

aus welcher vermittelst der Gleichung

r-|-2sm-htm- =: U (10)

elimirt werden nmss. Nun erhält man aber aus (7)

irt— 4s-ju = 3i\Y\^— 2svj

(rt—4s2jw = 3t(tv-2svj

Fliniinirt man u und v aus (9), so erhält man
[r—2smv-i-(tm— 2s)v|

|rH-2sm-|-tm-] =
welche Gleichung, in Folge der Gleichung ilü) identisch = U wird,

also giebt es wie bekannt, unter den Flächen des zweiten Grades

auch solche, die durch Bewegung einer geraden Linie ent-

standen sind.

Fndlich wird es für die wenigsten Leser dieses Journals

einer Frwähnung bedürfen, dass das Verhältniss der Differential-

gleichung der Flächen zur endlichen Gleichung derselben ein

wesentlich anderes ist, als das der Ditferentialgleichung einer

krummen Linie zu ihrer endlichen (ileichung. Leistet nändich die

Diifcrentialgleichung einer krunm en Linie der Gleichung {2)

Genüge, so ist, wie bekannt, die Linie nothwendig vom zweiten

(irade. Leistet hingegen die Differentialgleichung einer krummen

Fläche der Gleichung (1) Genüge, so ist noch nicht nothwendig

diese Fläche vom zweiten Grade, weil die Integrale der Gleichung

(1) wi llkülir li che Fnuctionon enthalten, für welche in (3)

Gonstante gesetzt sind. Man k;inn al^o l)l(iss beliaui)ten, dass,

wenn eine ])artielle Ditierentialglciciiung einer krummen Fläche der

(ileichung (7) nicht (ienüge leistet, diese Fläche nicht vom
zweiten (irade sein könne, leistet sie ihr aber Genüge, so köimen in

der (iattun^ von Flächen, welche durch die gegebene partielle

Dirtercntialglcichimg dargestellt werden auch eine oder mehrere

oder eine ganze ('lasse; von Flächen des zweiten (irades mit

enthalten sein.

^^s^-e^
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