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Einleitung

Der Uhrmacher und Instrumentenbauer, Mathemati-
ker und Astronom Jost Biirgi (auch Jobst Byrgi, Justus
Byrgius u.4., 28.Februar 1552 bis 31.Januar 1632) ist in
der Wissenschaftsgeschichte hinreichend bekannt, so
dass hier kaum biographischen Daten genannt werden
mussen.! Beriihmt wurde er unter anderem durch seine
Himmelsgloben und Uhrwerke mit einer bis dahin un-
erreichten Ganggenauigkeit und Laufdauer, die es zum
ersten Mal ermoglichten, Sekunden zu messen; durch
seinen Proportionalzirkel; durch seine (Mit-)Erfindung
der Logarithmen; und durch sein verlorengegangenes
Schnellverfahren zum Berechnen einer Sinustafel. Mit
seinen Uhrenkonstruktionen war Biirgi seiner Zeit um
ein Jahrhundert voraus.?

Biirgi arbeitete 24 Jahre (1579-1603) an den Beobach-
tungs- und Messinstrumenten in Kassel, davon mehr
als die Halfte (1588-1597) intensiv beobachtend. Der
Mathematiker Christoph Rothmann hingegen war nur
gut finf Jahre an der Kasseler Sternwarte tétig (1584—
1590). Biirgis Rolle wird, insbesondere gegentiber Roth-
mann, oft weit unterschitzt, sein Verdienst kann hier
etwas herausgestellt werden.3

Diese Sinustafel und der sogenannte «Kunstweg» zu
deren schneller und einfacher Berechnung, Biirgi nennt
ihn selbst «artificium», galt viele Jahrhunderte als ver-
schollen. Dies schreiben zum Beispiel noch Tropfke
1923 und Wufiing 2008. Benjamin Bramer, Bilirgis

1 Zu Birgis Vorfahren in Lichtensteig/Schweiz siehe Stauda-
cher 2013, S. 24-29; und Oechslin 2000, S.1-4. Jost Biirgis Va-
ter war Lienz Birgi (etwa 1532-1577), Schlosser in Lichten-
steig, sein Grofivater Lienhard Biirgi (1480-1547) ebenfalls
Schlosser und Landweibel (h6herer Verwaltungsbeamter).

2 Staudacher, S.87: Erst mit der Erfindung der Pendeluhr
durch Chr. Huygens 90 Jahre spéter wird Blirgis Genauig-
keit tibertroffen.

3 Staudacher, S.16. Zum Todesdatum von Christoph Roth-
mann (Sommer 1601 in Bernburg) siehe Lenke/Roudet.

Schwager und Pflegesohn, meldet lediglich, dass die Si-
nustafel eine Schrittweite von 2" habe. Oechslin glaubt
gar nicht an die Existenz eines solchen «Kunstweges».#

Hier kann nun durch einen Fund von Menso Fol-
kerts in Breslau diese Liicke teilweise geschlossen wer-
den. Folkerts fand ndmlich ein Manuskript von Biirgi
mit dem Titel Fundamentum Astronomiae, ohne Da-
tum, in dem Biirgi sein trigonometrisches Wissen dar-
legt, in dem er seinen «Kunstweg» erklart, und in dem
sich seine Sinustafel von 0° bis 90° mit einer Schritt-
weite von 1" befindet. Der deutsche Text von Biirgis
Fundamentum Astronomiae, der in der Kurrentschrift
des Frihneuhochdeutschen erstellt ist, wurde von
Menso Folkerts auf dem wissenschaftlichen Kollo-
quium «Arithmetik, Geometrie und Algebra in der fri-
hen Neuzeit» vom 11.-13. April 2014 in Annaberg-Buch-
holz bekannt gemacht.®> Diese Schrift Biirgis wird hier
ediert. Sie ist Kaiser Rudolph II. gewidmet.

Biirgis Widmungsschreiben an Kaiser Rudolph II. ist
datiert vom 22.Juli 1592, es ist in Prag geschrieben wor-
den. Burgi war 1592 zum ersten Mal nach Prag gereist,
wo er am 10. Juni eintraf. Am 4. Juli Gberreichte er dem
Kaiser einen Himmelsglobus mit Antrieb und einen
Proportionalzirkel, im Auftrag des hessischen Landgra-
fen Wilhelm IV. Am 27. Juli wurden ihm 3000 Taler aus-
gezahlt.® Birgis Schrift Fundamentum Astronomiae
wurde einige Tage nach der Audienz beim Kaiser nach-
gereicht.

Rudolph II. hatte durch Jacob Kurz (Curtius) von
Senftenau am 15. Februar 1592 aus Prag an den Landgra-
fen, seinen Onkel, geschrieben mit der Bitte um einen
von Biirgi gefertigten Uhrglobus.In dem Brief heifdt es:

Oechslin 2000, S.61.

5 Menso Folkerts, Eine bisher unbekannte Schrift von Jost Biirgi
zur Trigonometrie, in: Gebhardt 2014, S.107-114.

6 Folkerts 2014, S.109. List/Bialas 1973, S.107 und 125.



«Nachdem wir berichtet werden, das dein lieb ein ge-
schickten mechanicum, Jof3 Biirg genent, habe, der ain
schon uhrwerk, darin die motus planetarum begriffen,
zugerichtet haben solle, welches wir gern sehen, hi-
rumb so begern wir an dein lieb gnediglich, sie wolle
gedachten Burgen dahin vermogen, das er solch werk
ehist mit sich hieher bringe. Da uns alsdann dasselbig
gefellig, solle er des werths halber der gepur contentirt
oder, auf den fall es uns nicht annemlich, ime die un-
costen alsbald widerumben erstattet werden.» Der
Landgraf antwortete bereits vier Tage spater. Darin lobt
er Biirgi, dieser habe «einen sehr leuftigen Kopf». Und
er werde Biirgi mit dem bereits von diesem gefertigten
Globus nach Prag schicken, «so lieb der Globus ihm
auch sonst sei». Blrgis Abreise verzogerte sich jedoch
etwas, so dass dieser erst Ende Mai 1592 abreisen konn-
te.” In einem Brief vom 15. Mérz 1582 an den Kurfiirsten
von der Pfalz Ludwig VI. nennt der Landgraf seinen
Uhrmacher «einen sinnreichen [erfindungsreichen]
Kopf, wie er ihm zeit seines Lebens nicht vorgekommen
sei». Diese lobende Beschreibung ist sicherlich zutref-
fend, zu den uUberragenden Personlichkeiten der zwei-
ten Halfte des 16. Jahrhunderts zahlt man neben Land-
graf Wilhelm IV, Tycho Brahe, Johannes Kepler, auch
Christoph Rothmann, insbesondere aber Jost Bl"lrgi.9
Sehr lobend iiber die Fahigkeiten Biirgis auf3ert sich
insbesondere Johannes Kepler, der ihn so beschreibt:
«Justus Byrgius, Uhrmacher Seiner Heiligen Kaiserli-
chen Majestit, tibertrifft, obwohl er der Sprachen un-
kundig ist, trotzdem leicht in der mathematischen Wis-
senschaft und Forschung viele ihrer Professoren.»©

Alhard von Drach 1894, S.24-25.

Leopold 1986, S.233. Staudacher 2013, S. 84 und 129.
Leopold/Pechstein 1977, S.15.

10 Kepler, in «Stella Tertii honoris in Cygno», Prag 1606. Aus
Leopold/Pechstein 1977, S. 66.

O 00

Abb.1: Das einzige bekannte Portrait

von Biirgi (1552-1632). Aus Benjamin

Bramers Bericht 1648. Zeichnung von
Aegidius Sadeler.

Und Leopold/Pechstein beschreiben Biirgi zusammen-
fassend als «einen brillianten Uhrmacher, tiichtigen
Astronomen und hervorragenden Mathematiker».!!

Burgis Widmungsschreiben ist mit einer dickeren
Feder und fluchtiger geschrieben als die eigentliche
Schrift; es ist daher schwer zu lesen. Dies 1af3t sich da-
mit erklaren, dass Biirgi sein Fundamentum Astrono-
miae aus Kassel mit nach Prag brachte und erst dort
sein Widmungsschreiben hinzu fiigte.!? Wann Birgi
dies Werk schrieb, ist nicht angegeben. Da er es aber im
Widmungsschreiben als «primitias mearum contemp-
lationum» bezeichnet, als «meine ersten Betrachtun-
gen», wird er es schon wesentlich frither aufgeschrie-
ben oder zumindest schon wesentlich frither erdacht
haben. Den Gedanken, diese Schrift dem Kaiser zu wid-
men und zu Uberreichen, fasste Burgi erst mit dem Auf-
trag, nach Prag zu reisen und den Himmelsglobus zu
iberbringen, denn er schreibt im Widmungsschreiben,
dass aus diesem die Beobachtung der Fixsterne ge-
macht worden sei. Somit sah Biirgi einen direkten Be-
zug zwischen dem Himmelsglobus und seinem Funda-
mentum Astronomiae.

Aus dieser kurzen Bemerkung mochte ich sogar wei-
tergehend schliefien, dass die Berechnungen zum
Sternkatalog in Kassel bereits mit Biirgis Sinustafel und
der Prosthaphdreseformel gemacht wurden. Dies wird
erhértet durch die Form von Biirgis Rechnungen zur be-
obachteten Marsopposition am 23. Dezember 1590 (al-
ter Stil).13

Im Widmungsschreiben spricht Biirgi auch davon,
dass «dergleichen vorher weder in griechischer, noch in
lateinischer, oder gar in deutscher Sprache zu sehen
war». Allerdings hatte Nicolaus Reimers Ursus bereits

11  Leopold/Pechstein 1977, S.22.
12 Folkerts 2014, S.110.
13 Siehe im dritten Kapitel.
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Einleitung

1588 in Straf3burg sein Fundamentum Astronomicum in
lateinischer Sprache herausgegeben. Dieses hat mit der
Arbeit von Burgi sehr viele Gemeinsamkeiten und
Ubereinstimmungen. Bei Biirgi finden sich hingegen
zusdtzlich die Multiplikationstabelle im Sexagesimal-
system, die Sinustafel, und auch, das ist hier besonders
wichtig, die Methode der Teilung eines rechten Winkels
in einem beliebigen Verhaltnis, das grofde Rétsel Biirgis,
sein sogenannter «Kunstweg». Burgis Fundamentum
Astronomiae ist somit keine astronomische Schrift, wie
man dem Titel entnehmen konnte, sondern eine ma-
thematische Schrift, die sich mit Trigonometrie be-
schaftigt, die die Sinusfunktion behandelt und darauf
aufbauend die Berechnung ebener und spharischer
Dreiecke.

Ursus bezeichnet in seinem Werk Biirgi als seinen
Lehrer. Biirgi und Ursus hatten sich ja in Kassel be-
freundet und zusammengearbeitet, und Burgi wird Ur-
sus viel von seinem mathematischen Wissen weiterge-
geben haben. Andererseits hatte Ursus bereits 1583
seine Geodaesia Ranzoviana® in Leipzig herausgege-
ben, in der er zeigt, dass er die Rechnungen im Sexage-
simalsystem, einschliefilich des Wurzelziehens, bereits
perfekt beherrscht. Allerdings hat Ursus Biirgis «Kunst-
weg» nur verschliisselt angedeutet. Erst in dieser Arbeit
hat Blrgi diesen offengelegt, sie ist aber nicht publik
geworden, sondern beim Kaiser in der Versenkung ver-
schwunden.

Ursus lobt und verehrt Biirgi nicht nur als seinen
Lehrer, er ubertrifft selbst das Lob des Landgrafen, der
Biirgi ja einen «erfindungsreichen Kopf» genannt und
als «zweiten Archimedes» bezeichnet hatte, indem er
ihn «einen Mann, ganz offensichtlich wie ein Euklid
oder noch mehr wie ein Archimedes» beschreibt.1
Ursus lobt auch Biirgis «Kunstweg»,” indem er die Vor-
teile hervorhebt: «Und durch dieses «goldene Kunst-
werk» kann die Sinustafel leicht aufgebaut und verfer-
tigt werden, in zwei oder drei oder lingsten in vier
Tagen, was durch muhselige und verdriefiliche Inskrip-
tion oder Einschreibung kaum in vielen Jahren gesche-
hen kann.»

Im Widmungsschreiben an den Kaiser sagt Biirgi,
dass er den Himmelsglobus an diesen tibergab. Aufihm
seien viele Fixsterne eingetragen, deren Positionen

14 Folkerts 2014, S.110.

15 Herausgegeben in der Reihe «Nova Kepleriana» der Bayeri-
schen Akademie der Wissenschaften. Siehe Launert 2007.

16  Brief von Ursus an Kepler vom 29. Mai 1597: «Reliquit qui-
dem mihi meus in rebus Astronomicis praeceptor Iustus
Byrgi, vir plané cum Euclidaeus tum Archimedaeus, ante
anni dimidium ...». Siehe Launert 2010, S.99. Kepler Gesam-
melte Werke, Band XIII, S.124.

17 Im Fundamentum Astronomicum, Strafburg 1588, Blatt Clr.

sein Dienstherr, Landgraf Wilhelm IV. von Hessen-Kas-
sel, in eigenen Beobachtungen gefunden habe. Bereits
1586 hatte man in Kassel einen Katalog mit 121 Sternpo-
sitionen bisher unbekannter Genauigkeit vermessen,
1587 bereits 383 Sterne.!® Biirgi fahrt fort, dass er aus
den Fragen des Kaisers entnommen habe, dass dieser
der Astronomie zugeneigt und in ihr durchaus bewan-
dert sei. Deshalb wolle er ihm noch dieses Fundamen-
tum der Astronomie zukommen lassen, in dem auch die
von ihm ersonnene und bisher unbekannte Erstellung
einer Sinustafel und die Auflésung der sphédrischen
Dreiecke vorkomme.

18  Hamel 1998, S.45-52.



Zur Edition

Fur die Edition ist der Text moglichst buchstabengetreu
wiedergegeben. Bei der Unterscheidung von Grof3- und
Kleinbuchstaben am Wortanfang gibt es zeittypisch
grofBere Probleme. Die grofien und kleinen Buchstaben
z, d und p sind nicht immer deutlich zu unterscheiden.
Uberhaupt schreibt Biirgi die Nomina in der Kurrent-
schrift haufig klein, die Grof3/Kleinschreibung folgt
noch keineswegs grammatischen Regeln, sondern ge-
schieht eher willkiirlich. Es gab eben im 16. Jahrhundert
noch keine einheitliche Rechtschreibung. Die Zeichen-
setzung ist fiir das bessere Verstiandnis heutigem Ge-
brauch angepasst worden.

Die Buchstaben u und v werden wie iiblich sinn-
gleich verwendet, zum Beispiel wird das Wort «und»
zumeist mit «v» geschrieben als «vnd» oder als «vnnd».
Biirgi verwendet sehr hdufig eine Konsonantenverdop-
pelung wie hier bei «vnnd» genannt, insbesondere am
Wortende, so zum Beispiel bei «bogenn», «diesenny,
«andernn», «theilenn»; ebenso bei «winckell», «viell»,
«zall», «sowoll» und bei «auff», «nichtt», «mitt», «be-
gerttenn» und «seitten». Ein auffalliges Beispiel dafir
ist ein Satz auf Blatt 71v: «Auf gegebenn oder Bekant-
tenn allenn seittenn die winckell erforschenn.»

Den Artikel «den» schreibt Biirgi oft mit doppeltem
n als «denn», hingegen schreibt er manchmal «denn»
und «dann» als «den» und «dan», etwa auch in der
Kombination «alfddan».

Besondere Auffilligkeiten gibt es bei den Buchsta-
ben a, i, t. Der Kleinbuchstabe «a» tritt in zwei verschie-
denen Formen auf, als normales «a» ohne Zierhaken,
und oft auch mit Zierhaken; das sehr selten geschrie-
bene grofie «A» ist oft dem lateinischen Buchstaben
nachgebildet. Der Buchstabe «i» wird am Wortanfang
oft als Groffbuchstabe verwendet, obwohl kein Satzan-
fang vorliegt. In der Edition ist er dann auch als Gro{f3-
buchstabe geschrieben.

e Refo R iy

Abb.2a: Links: kleines «a» ohne und mit Zierhaken.
Rechts: grofies «A» in Kurrent und Latein.

C R EP L

Abb.2b: Am Wortanfang auch grofles «i».

Der Buchstabe «t», oft vor «z» als «tz», ist meistens so
klein geschrieben, dass er als Anhaken fir das «z» oder
den sonst folgenden Buchstaben gelten kann, etwa bei
dem Wort «anzeigen», bei «geseztenn» und «leztenn»;
dies wird ganz deutlich auf Blatt 92v, wo der Buchstabe
z mit dem Anhaken einzeln als Punktname geschrie-
ben ist, also deutlich kein «tz» gemeint ist. Hingegen ist
bei dem Wort «Elements» der kleine Haken vor s als «t»
zu lesen.

; anzeigen
&c‘vnﬁt tc
Jfte
Sl

L o |

J z mit Anhaken als
Einzelbuchstabe.

Elements

geseztenn

leztenn

Abb. 3: Form von «t» und «z».

Eine weitere Eigenart Biirgis ist das Wort «jeglich», bei
dem er zumeist das «e» weglasst und «Jglich» schreibt.
Am Satzanfang schreibt Biirgi oft «welcher», was dann
besser mit «dieser» gelesen wird.

Der erweiterte Infinitiv mit zu wird von Blrgi (zeit-
typisch) zumeist zusammen geschrieben, wie etwa bei
«zufinden», «zugeben», «zuhandeln», «zuerforschen».
Ich habe dies der besseren Lesbarkeit wegen getrennt.

Biirgi verwendet zu Anfang seines Textes, und vor
allem in Uberschriften, auffillig oft ein »», wo ein «u»
zu erwarten ist. Bereits in seiner Einleitung schreibt er
«griundtfest», «kiinst», «Rechniing» und «atich», und
in Kapiteluberschriften oft «Sintiim». Dies ist wohl
nicht auf seine schweizerische Herkunft zurtickzufiih-
ren, sondern Burgi hat den iiblichen Haken iiber dem
«u» als «ii» geschrieben. Im weiteren Verlauf des Textes
wird das «i» zwar seltener, tritt aber immer noch auf-
fallig auf, zum Beispiel bei «Capitiil», bei «Rediictio»,
bei «Regiil», «Biich», «benenniing», «wiirckiing», «mil-
tipliciern», «Exemplium», «Wirtzel», «Theiliing», «be-
reiting» und «Biich». Die Verwendung des «i» ist
jedoch nicht konsequent, es treten auch «Kunst»,
«Buch», «Capitul», «Triangul» und so weiter auf.

9
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Fundamentum Astronomiae

Der Inhalt von Blirgis Fundamentum Astronomiae

1r
1v
2r-3v

4r-6v
6v-17r

15v
17v-19r

19v-20v
20v-21v
21v-23v

23v-25v

25v-29r

29r-31r

31v-34v

34v-40v

41r-43r

43v-45v
46r
46v-64r
64v

Titel
leer
Widmung an Rudolph II. vom 22. Juli 1592 zu Prag

Das Erste Biich der Astronomischen Rechniing von der Logistischenn Zalle
vnd dem Canone siniiim

Kapitel 1: Das erste Capitul von benenniing der Logistischen Zallen

Kapitel 2: Das ander Capitiil von wirckiing Logistischen Zallen vnd erstlich Addirn vnd
Subtrahiern. [9v-15r: Multiplikationstafel im Sexagesimalsystem]

leer

Kapitel 3: Das Drite Capitil von erfindiing der Logistischen proportion
durch die Prosthaphaeresin

Kapitel 4: Das Vierte Capitiil vom Canone Sinuum
Kapitel 5: Das Funfft Capitell von der Inscription

Kapitel 6: Das Sechst Capitul von weiterer Perfektion und ausmachung des
Canonis durch die penultimam Primi [des ersten Buches Euklid]

Kapitel 7: Das siebende Capitell von weitterer Perfection des Canonis aufs der
bekanten bogen Ihrer Differentz vnd Summa

Kapitel 8: Das Achte Capitiil von etzlichen andern vnd besondern vortheilen
zur bereittung des Canonis

Kapitel 9: Das Netinte Capitull weiter etzliche vortheill durch der bekanten
Sinuum differentz vnd erstlich

Kapitel 10: Das zehende Capitiill Wie man denn Sinum eines grads,
Item einer minuten bekomptt

Kapitel 11: Das Eilffte Capitel von vermachunge des Canonis Sinuum diirch
Theilung eines rechten winckels in sotil theil als man will

Kapitel 12: Das Zwolffte Capitull. Weiter etzliche Compendia zur bereitiing
des Canonis durch die prosthaphaeresin

Kapitel 13: Das Dreyzehend Capitul von bedeutiing vind gebrauch des Canonis
leer
Canon Sinvvm [fir 0°~90° mit Schrittweite 1]

leer



65r-67v
67v-69r
69r-71r:
71r-73v
74r-75v
761-78v

79v
80r-83v

84r-86r

86r-88v
89r-91v

92r-95v

95v
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Fundamentum Astronomiae

Das Ander Biich der Astronomischen [Rechnung], von der Doctrina Triangulorum
oder Lehr der Trianguln

Kapitel 1: Das Erste Capitiil von den Trianguln vnd Ihren Eigenschafften in Gemein
Kapitel 2: Das ander Capitull von den Planen Trianguln

Kapitel 3: Das dritte Capitul von den Planen rechtwinckligen Triangeln

Kapitel 4: Das Virtte Capitull von den Planen schlimwinckeligen Triangulln
Kapitel 5: Das Fiinfft Capitull vonn den Sperischen [sic] Triangiiln: Elementa

Kapitel 6: Das Sechst Capitul von Rechnung der Rechtwinckligen Sphaerischen
Trianguln

TABVLA PROPORTIONVM

Kapitel 7: Das Siebend Capitull von aufflosung des Ersten schlimwinckligen
Sphaerischen Trianguls

Kapitel 8: Das Acht Capitul aufflésung des Andern gebretichlichenn Schlimwinckligen
Sphaerischen Trianguls

Kapitel 9: Das Neunte Capitul von Zwen Zweiffelhafftigen Trianguln

Kapitel 10: Das Zehende Capitul von Auffloffung eines andern besondern Postulati,
zur aufflofung des letztenn Trianguls Nothwendig

Kapitel 11: Das Eilffte Capitiill von auffloflung des letztenn Rechtwinckligenn
Sphaerischen Trianguls

Ende defy andernn Buchs vnnd der gantzen astronomischen Rechnung

Meine Kommentare und Erlduterungen sind eingeriickt wiedergegeben.

Die Handschrift von Justus Biirgi mit dem «Kunstweg» und der Sinustafel liegt in der Uni-
versitdtsbibliothek Breslau (Biblioteka Uniwersytecka in Wroctaw), vorher in der Biblio-
thek der Augustiner-Chorherren zu Sagan, Sign. IV Qu 38a, und hat den Titel Fundamentum
Astronomiae.

Papierformat: 20 x15 cm.

Blattzahlung:
r = recto (Vorderseite)
v = verso (Riickseite)
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Abb. 4: Titelblatt 1r mit sorgfiltiger Schrift. Der Titel ist mit roter Tinte
geschrieben.
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Das Widmungsschreiben an Kaiser Rudolph II.

[Blatt 1r] Fiindamentum Astronomiae.!®
Grundtfeste oder griindtlich Einleitiing in die Gestirnkiinst, In welchern das erst theill
derselbenn, nemlich die Astronomische Calculation oder Rechniing im Canone sinuum
vnd kiinstlicher Construction vnd bereittung desselben, aiich in den sowoll Planen als
Sphaerischen Trianguln sampt Demonstrielicher vnnd vormals vnerhorter geschwinder
Rechniing vnnd aufflof3ing derselbenn in einem so richtigenn vnnd ordentlichenn Me-
thodo beschriebenn vnnd an Tag gegeben. Das dergleichenn vorhin Inn Griechischer
oder Lateinischer, vielwenniger Inn Teutscher sprache nie ist gehderett oder gesehenn
wordenn.

Durch Justum Biirgi Heluetium Furstlichenn Landtgreuischenn Instrumentarium
vnnd Kleinuhrnmacher zu Cassell Inn Hessen p.

[Blatt 1v: leer]

[Blatt 2r] Dem Allerdirchlaiichtigisten Grofiméachtigisten vnd vnvberwindtlichisten
Fiirsten vnd Herrn, Herrn Rudolpho Secundo, von Gottes gnaden Erwoltem Romischem
Kaiser, zu allen zeitten Mehrern defd Reichf3, In Germanien, zu Hungern, Behaimb, Dal-
matien, Croatien vnd Sclauonien?® etc. Khiinig, Erzherzogen zu Ossterreich, Herzogen zu
Burgundt, Stayer, Carnden, Crain vand Wirttembergk etc. Graffen zu Tyrol etc. Meinem
allergenedigisten Herrn.

Allerdurchlauchtigister Grofmachtigister vnd vnvberwindtlichister Romischer Kai-
ser, auch Hungerischer vinnd Behemischer Khiinig etc. Allergenedigister Herr.

Nachdem ich neulich?! Euer Kai: vnd Khun: Mt: etc. wegen vnd im Nahmen Furst:
Durchl. zu Hefen, meines genedigen fursten vnd herrn, Herrn Wilhelmi, einen globum
coelestem, in welchem etliche furnehme Stellae fixae, aus hochgemeltem meines gnedi-
gen Herrn eigenen obseruationibus mit grof3em fleif3, Mithe und Kunst, sein eingeschrie-
ben vnd aufgetragen worden, allervndertheniglichst hab offeriret, auch derselbig globus
von

[Blatt 2v] Euer Kai: Mt: etc. allergenedigist vnd mit allergnedigster Dancksagung ge-
gen meinem genedigen Herrn, angenohmmen worden, Ihr auch denselben allergnedigst
gefallen lafien, also habe ich zum zeichen aller vnterthenigster Dancknamigkeit gegen
hochgemeltes Euer Kai: Mt: etc. allergenedigstes gefallen, auch weil ich aus derselben
hochvernunfftigen Reden, fragen vnd auffgaben greiflich verstanden vnd vernohmen,
das dieselbige zum rechtenn grundtlichen vnd gewiesen Geometrischen fundamento
der hohen kiiniglichen Kunst Astronomiae nicht allein grofie lust, anmuthung vnd zu-
neigung, Sondern auch in derselben einen guten Verstandt geschopffet hette, solches
vnd sodanes selbst Geometrische Fundamentum der Astronomiae, aus welchem obge-
melte obseruationes obseruatarum Stellarum fixarum vollenbracht vnd gethan sein wor-
den, vnd auf welchem der gantzen himlischen Kunst Astronomiae circuli vnd elices??
herfur quellen vnd fliefen, gleichsam dem aller euf3ersten vnd hochsten Thesaurum Ar-
tis Astronomiae allervntertheniglichst offeriren vnd zu guter Letz zukommen lassen vnd
verlafien wollen, damit ich gegen Euer Kai: Mt: etc. mein allervnderthenigstes Innerlich-
tes vnd zugeneigtes hertz vnd gemiith, wegen allergenedigster lieb vnd befor-

[Blatt 3r] derung solcher lust vnd Nutzbahren Khunste, gentzlich ausschiitten vnd
ausgieflen, auch dieselben Euer Kai: Mt: p. zum allerhéchsten willefahren, belustigen
vnd ergdtzen mochte.

19  Titel- und Kapiteliiberschriften mit roter Tinte.

20 Slavonien, Schlavonien: Landschaft im heutigen Kroatien, Umgebung der Stadt Osijek.
21  Daswar am 4. Juli 1592.

22 helix (lat.) = Spirale.
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Vnd helt so ain Fundamentum Astronomiae in sich die langverborgene vnd bey den
Arabibus vnd alten heimlich gehalten Doctrinam sinuum et Triangulorum cum planorum
tum sphaericorum mit kiinstlicher, leichter vnd zuuor vnerhorter extructione Sinuum et
solutione Triangulorum, zum meisten theile durch sonderliche vnd durch Gottes gnaden
eingestlrtzte einfelle von mir inter laborandum, excogitiret vind ausgesunnen.

Auff welche Doctrinam, erudissima licet antiquitas viel angewendet vnd versuchet, aber
dennoch zu einer solchen richtigkeit vnd wunderwirdigen facilitet, mit nichten hett ver-
bringen miigen. Von welchen aber allen nach dem gemeinen Spruch: Iudicium melius pos-
teritatis erit.?3

Mit allervnterthenigster bitt, Euer Kai: Mt: etc. al3 ein hochverstendiges vnd der Chris-
tenheit allerh6chstes Haubt, wolle ihr solche hohe kunste sambt derselben Studiosis, Inu-
entoribus vnd liebhabern allergnedigst laRen angelegen vnd beuolen sein, vnd diesem Thr
allervntertheniglichst offerirten mei ingenioli thesaurum, vnd primitias mearum contem-
plationum, allergnedigst auf vnd an

[Blatt 3v] nehmen. AlRdann wirdt Euer Kai: Mt: etc. mir vrsach vnd anreitzung geben, sol-
chen Inuentionibus Astronomicis, et intimis Astronomiae penetralibus weiter nachzusin-
nen vnd denselben iacto hoc fundamento, magis artificiosa, et hoc fundamento super-
structa, allervndertheniglichst hernach zu offeriren vnd zu comunicieren. Unterdes Euer
Kai: Mt: p. im Schutz Géttlicher gnaden allmacht zu langwiriger gliicksehliger vnd friedt-
samer Regirung hochgeengster vnd allerseits bedrangter Christenheit mit meinem emb-
siegem gebeth, allervndertheniglichst beuehlen. Gegeben in Euer Kai: Mt: etc. Haubtstadt
vnd Hoflager zu Prag in Behaimb, am Tage Mariae Magdalenae, anno Christi 1592.

Euer Kay: Mt: etc.

Allervnderthenigster Iustus Byrgi Heluetius?*

Furstlicher Hessischer Instrumentarius vnd Klein-Vhrmacher.?>

Zur Birgis Namensform sei hier nur kurz erwahnt, dass diese zeittypisch in ver-
schiedenen Varianten auftritt, der Vorname zumeist als Jost, Jobst, Justus, der
Nachname als Biirgi, Byrgi, Burgi, Burgk. Biirgi selbst verwendet hier im Wid-
mungsschreiben «Justus Byrgi», im Titelblatt seines Werkes «Justus Burgi». In
seinem Reversbrief vom 25. Juli 1579 zu seiner Bestallung nennt er sich «Joist
Burgk» und unterschreibt mit «Jost Burgi»,2® und auf dem kleinen Himmelsglo-
bus von 1594 ist auf dem Medianring eingraviert «[USTUS BYRGI».?” Hierzu ist
interessant zu beobachten, dass Blirgi ja oft ein «li» schreibt, wo man ein «u» er-
wartete.

Biirgis Vorfahren wurden seit Mitte des 15. Jahrhunderts wegen ihres Berufes
«Miller» genannt. Weil der junge Miillerssohn Burckhard hief und im helveti-
schen Diminutiv kurz Burgki oder Biirgi gerufen wurde, soll er um 1505 diese Be-
zeichnung als Familiennamen angenommen haben.?® Da ihn der Landgraf 1579
im Bestallungsbrief mit «Joist Burgk» anredet, verwendet Biirgi in seinem Revers-
brief auch genau diese Schreibform.

23 Invidia morbo praesens male iudicat aetas, iudicium melius posteritatis erit. Vielfach benutzter
Spruch, zum Beispiel bei Paul Lang (15. Jahrhundert), bei Eobanus Hessus, bei Luther (Resolution V
Nr. 90). Soll auf Ovids Amores zuriickgehen.

24  Moritz Cantor bestatigt im Bd. 2, S. 618, dass die richtige Schreibweise der Familie in der Schweiz nur
«Biuirgi» war, wie Funde im St. Galler Archiv fiir das 16. Jahrhundert belegen.

25  Wir wiirden heute den «Kleinuhr-Macher» wohl als Feinmechaniker bezeichnen. Vielleicht hat es
daneben auch den Grof3uhr-Macher gegeben fiir die Rathaus- und Kirchturmsuhren.

26  Siehe auch Staudacher 2013, S.15 und 81.

27  Leopold/Pechstein 1977, S.11 und 40.

28 Staudacher 2013, S.25.

6\5'% o
[ 24
Ceanplor m.u—ﬂ“’
Abb. 6: Unterschrift Blirgis 1579.
Aus: Staudacher, S. 81.
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Uber Biirgis Schulzeit wissen wir fast nichts, die Lehrerstelle in Lichtensteig
war wegen konfessioneller Wirren lange verwaist; im Jahre 1560 brachte ein
auswartiger Lehrer namens Christen Schmalholz dem achtjahrigen Jost Biirgi
Lesen und Schreiben bei. Vermutlich hat der junge Blirgi nur wenig Schulunter-
richt genossen.?? Uber seinen weiteren Bildungsweg, Lehr- und Wanderjahre,
wissen wir fast nichts, irgendwo macht er jedenfalls eine Uhrmacherlehre.3°
Und dass er in Straflburg an der Miinsteruhr mitgearbeitet oder bei Dasypo-
dius gelernt haben soll, ist wahrscheinlich Legende, jedenfalls durch nichts be-
legbar.3! Eine Lateinschule oder Universitit hat er jedenfalls nicht besucht. Er
taucht 1579 in Kassel «plotzlich ex nihilo als hochqualifizierter Instrumenten-
bauer auf», inzwischen 27 Jahre alt, und mit einem ungewoéhnlich hohen Ge-
halt eingestellt.3?

Die Worte in Biirgis Widmungsschreiben vom 22. Juli 1592 an den Kaiser und
im Widmungsschreiben von Ursus an den Kaiser vom 16. Oktober 1597 in der
Handschrift Tractatiuncula® sind sehr dhnlich. Die beiden Anreden sind fast
identisch, so als ob Biirgi und Ursus sie zusammen entworfen haben, als Buirgi
in Prag weilte. Dort hat er ja auch Ursus, mit dem er befreundet war, getroffen. = Abb. 7: Wappen Biirgis 1579, mit
Man wird jedoch daraus kaum weiter reichende Schliisse ziehen diirfen, da der halbem Zahnrad fiir die Uhrmacher-
Anredetext stark standardisiert war. So ist etwa der Titel «allzeit Mehrer des Rei- ~ technik. Aus: Staudacher, S. 81.
ches» ein verdeutschter Titel des «semper Augustus». Der Titel «erwdhlter Ro-
mischer Kaiser» ist seit Maximilian I. 1508 in Gebrauch und wurde von allen
Nachfolgern verwendet. Maximilian I. fiihrte offiziell den Titel «von Gottes Gna-
den erwahlter Romischer Kaiser, zu allen Zeiten Mehrer des Reiches, in Germa-

PR el

i el

s

nien, zu Ungarn, in Dalmatien, Croatien etc. Kénig». Einen sehr dhnlichen Titel
trug auch noch der letzte romische Kaiser Franz II. 1804.

Im Widmungsschreiben bemerkt Biirgi auch, dass im Gesprach mit dem Kai-
ser bei der Ubergabe des Globus, die der eigentliche Anlass der Reise war, die
Fragen und Reden des Kaisers dessen Interesse, Lust und Zuneigung an Astrono-
mie erkennen liefRen. Deshalb wolle er ihm dieses Geometrische Fundamentum
der Astronomie zukommen lassen. Wahrscheinlich war sich Blrgi vorher nicht
sicher, ob er dem Kaiser sein Werk tiberhaupt darbieten sollte. Vielleicht hat er
auch erst nach der Globusubergabe das Widmungsschreiben vom 22. Juli ange-
fertigt, das er ja erst sechs Wochen nach seiner Ankunft in Prag am 10. Juni und
drei Wochen nach der Globusiibergabe am 4. Juli fertiggestellt hatte. Eine Woche
spater, am 27. Juli, wurden ihm 3000 Taler fiir den Globus ausbezahlt.

Biirgi nennt hier auch sogleich den Hauptinhalt seines Werkes, namlich die
Lehre von den Sinus, die Lehre der ebenen und sphérischen Dreiecke und eine
leichte und vorher unbekannte Berechnung der Sinus und die Losung der Drei-
ecke, die er erdacht habe. Dies hitten die Alten vielfach versucht, aber nicht zu
solcher Leichtigkeit bringen konnen. Aber dartber, iiber sein Werk und seine
Erfindung moégen besser die Nachfahren urteilen. Und Fritz Staudacher tut dies
wie folgt: Biirgis Fundamentum Astronomiae «erweist sich mit seiner klaren
Fokussierung und seinen innovativen Algorithmen aus heutiger Perspektive
als ein herausragendes Werk der Mathematik der Frithen Neuzeit und be-
schreibt zahlreiche neue von Biirgi entwickelte hocheffiziente Methoden und
Abliufe.»34

Staudacher, S.29.

List/Bialas S.7: «demnach ich durch meine handtierung vnd erlernte vhrmacherkunst».
Staudacher, S.49/50 und 55.

Staudacher, S.50 und S.79. Burgi erhilt ein Gehalt von 30 Gulden.

Siehe Launert 1999, S.321-327.

Staudacher 2014, S.294.
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35

Auch wenn Tycho Brahe und Christoph Rothmann noch despektierlich Jost
Biirgi nicht mit dessen Namen nennen, sondern ihn nur mit einer Berufsbezeich-
nung abwerten, indem sie von ihm als «Automatopoeus» (Automatenmacher),
als «horologiopoeus» oder «Uhrmacher», oder als «illeratus» (Ungebildeter)
sprechen, so zeigt die Darstellung von Jost Amman (1539-1591), eines schweizer
Kiinstlers (Zeichner, Radierer, Maler) in Niirnberg, ein ganz anderes Bild der Wert-
schatzung von Handwerk im 16. Jahrhundert. So weist seine realistische Darstel-
lung der handwerklichen Méglichkeiten? zwar noch auf die strenge stdndische
Stufung der Gesellschaft3® in Geistlichkeit, Adel, Gelehrte, Handwerker hin; Bau-
ern treten zeittypisch bei Amman nicht auf. Aber schon allein die Anzahl der Ver-
treter der «Stande» in seinem Stdndebuch von 1568 setzt die Akzente richtiger,
zeigt die Wandlung der Struktur der Gesellschaft im Stadtbiirgertum und insbe-
sondere im Handwerk: 6 Vertretern der Geistlichkeit, je 4 Vertretern von Adel und
Gelehrten, stehen 100 Handwerker gegeniiber! Die Verse zu den Holzschnitten
dichtete Hans Sachs (1494-1676) in Niirnberg.>’

Jost Ammans Holzschnitt zum Uhrmacher zeigt zwar die typischen Metall-
zahnrader und ein fast fertiges Uhrwerk, der Text von Hans Sachs dazu beschreibt
jedoch eine Sanduhr (helles Glas, feiner Uhrsand).

— 0o

Oer Bhrmacher,

Ych mache die veyfenden Bbr/
erecht vnd Slace nach der Nenfur/
Bon bellem glaf vud Eleim Vhrfane/
SSut/daf fie baben langen beffande/
SRach auch darsu Hitlgen Gebeuf/
Dareyn ichfie fleiflig befchleuf/

Serb die gheup Sriin/GSratw/rot vil blam
Orinn man dic Stund ond viereeil fab.

Lemmer 1975, S.146.

36 Lemmer 1975, S.141.

37

Lemmer 1975, S.141-145.

Abb. 8: Jost Amman, Das Stdnde-
buch, S. 67.



[Blatt 4r]

Das Erste Biich der Astronomischen Rechniing
von der Logistischenn Zalle vhd dem Canone sintiim

Das erste Capitiil von benenniing der Logistischen Zallen

Die Astronomia oder GestirnKiinst besteht in zwen underscheiden theilnn, alf3 in der Cal-
culation oder Rechnung vnd in der obseruation oder auffmerckung. Vnnd vom erstenn
theile diefier zweenn, Nemblich vonn der Calculation oder Astronomischenn rechnung,
wollenn wir alhie in dieffenn zweyenn Buchern Tractiern vinnd handeln. Vonn dem an-
dernn theile aber, wilf3 Gott, baltt hernach zu seiner vnndt vnnf? gelegenner Zeitt.

Die Calculation aber oder Astronomischenn rechnung bestehett Inn dreyenn thei-
lenn, als in Logistica der Zallenn, Im Canone Sinuum vnnd in Doctrina triangulo.

Logistica ist eine besonderliche Zallung ohne gemeiner Zallen bruche sechtzig nicht
erreichende, welche bestehtt Inn den vunderscheiden der benennung vnnd der Wur-
ckung der Zallenn. Die vnderscheide aber der benennung sein integra sexagenae scru-
pula Integra oder ganze, sein benennunge aller handtt ganzer dinge alf3

[Blatt 4v] graden, Tagenn, Jarenn vnndtt dergleichenn, werdenn mitt einem vberge-
schrieben © bezeichnett also 24° grad.

Sexagenae sein versamellunge etzlicher gantzenn oder auch anderer vorhergehen-
denn Sexagenen. Vnnd werdenn dieselben versamellung der ganzenn genennett Sexage-
nae primae oder die erstenn Sexagenae. Die versamellung aber dief3er erstenn, Sexage-
nae Secundae, die andernn Sexagenae. Vnnd also hinfurtt die versamellung der andernn,
Sexagenae tertiae, die drittenn Sexagenae. Vnnd also weitter nach vorfallender der Zal-
lenn gelegenheitt.

Ef3 werdenn aber die Sexagenae vor denn ganzen Zallenn nach der linckenn wertz ge-
schriebenn vnnd mitt denn notten oder zeichenn gemeiner Zallenn ann ihrenn obern
theile, aber nach der linckenn wertz gebiegett, bezeichnett also 6\\\ 12\\ 36" 240 sein sechs
Sexagenae tertiae, zwolff Secundae, 36 primae vnnd 24 ganze. Scrupula sein Sechzig
theille einefd ganzen oder auch vorhergehender vnderscheide anderer Scrupuln,

[Blatt 5r] alB Sechzig theille der ganzenn, werdenn genennett Scrupula prima, die
erstenn Scrupula. Die Sechzigk theille aber der erstenn, Scrupula secunda, die andernn
Scrupula, vnnd also hinfortt nach Natturlicher Ordnung der Zallen.

Es werdenn aber die Scrupula nach denn ganzenn gegen der Rechtternn gesetztt, auch
gleich wie die Sexagenae mitt denn Zeichenn gemeiner Zallen Inn ihrem obern theile,
aber (umb entscheidung derselben nach der rechtten wertz gebigett) bezeichnett. Also 24°
18/ 48// 12/// sein 24 ganze, 18 Scrupula prima, 48 secunda, 12 tertia nach auflweisung der
zeichenn anzal. Vnnd stehen samptt vorgemelttenn Sexagenis Inn ihrer geburenden Ord-
nung also 6\\\12\\ 36\ 249 18/ 48//12///, vnnd begreifft also einer Jglichenn vorhergehenden
vnderscheidt Eins in sich sechtzig der Ihr nechstnachuolgenden. Vnd hinwidervmb Einf3
der nachuolgenden ist ein Sechtzigtheill der ihr nechst vorhergehendenn. Demnach so
offt alf? Sechzig zu einer vnderscheidt aufiwachf3enn oder Sechzig erreichen, alf3dan

[Blatt 5v] schreibtt mann Einf3 dafiir zu der nechst vorhergehendenn vnderscheidt zur
lincken. Sein derhalben die vnderscheide Je mehr nach der lincken werz Je grofer, hin-
widderumb aber Je mehr nach der rechtenwertz Je kleiner.

Ef3 geschichtt aber die Reducierung oder bringung dief3er Logistischenn oder astrono-
mischenn Zallen In die gemeinenn Zallen durch multiplicirung oder vermehrung dersel-
benn (vonn ihrer grostenn vnnterscheidt Jegenn der linckenn an zuheben) durch sechzig
vnd durch zugebung der nechst volgenden vnnderscheidt Zallen, vinnd aber durch multi-
plicirung der erwachf}enn Summa bif3 auff die letzttenn vunderscheidt zur Rechtenn.
Vnnd hinwidderumb wirdt verbrachtt die reducirung der gemeinenn Zallenn In diefie
Logistische durch die diuision oder theilung derselbenn In sechzig. Vnndt abermahl def3

17
Das Erste Kapitel



18

Das Erste Biich der Astronomischen Rechniing

gefunden quotientz In sechzig, vnd solchs fortan aldieweil sechzig zu theilen vorhanden
sein, wie solchs In beigefugtenn Exempeln erscheinet. Vnd also viel von den vnterschei-
den der Logistischenn Zallen benennung. Folgett nun weitter vonn denn vnderscheiden
Threr wurkunge. Exempel.

In diesem ersten Beispiel erldutert Biirgi das Umrechnen einer «logistischen
Zahl», also einer Zahl im Sexagesimalsystem, in ihre Dezimalzahl. Biirgi wahlt als
Sexagesimalzahl
10 21491 43M 11T = 1.60% + 2-603 + 49-602 + 43-60! + 11-60° = 13.570.991.
Die Rechnung erfolgt einfach in der Reihenfolge der Zahlen wie folgt:
160 +2= 62
62-60 + 49 =3.769
3769-60 +43 =  226.183
226.183-60 + 11 = 13.570.991
Umgekehrt wird die dezimale Zahl 13.570.991 schrittweise durch 60 dividiert und
die Reste notiert, die die logistische Zahl ergeben. Die Zwischenschritte sind fol-
gende:
13.570.991: 60 = 226.183 Rest 11
226.183:60 = 3.769 Rest 43
3.769 : 60 = 62 Rest 49
62:60 =1Rest 2
Es ergibt sich wieder die logistische Zahl 10 2 491 431 111111,
Eigentlich hitte Biirgi die Sexagesimalzahl mit den Symbolen fir Ganze, fiir
Sexagena schreiben miissen, also 11\ 43\\\49\\ 2\ 19 denn er rechnet ja (korrekt)
Ganze um in die Dezimalzahl. Seine Schreibweise mit 19 2! 491 4301 1)/l pe-
deutet eigentlich Scrupula, also 1-607! + 2:6072 + 49-6073 + 43-60™* + 11-60™° =
0,017.452.406.12, was den sin 1° ergibt. Vielleicht ist dieser Fehler ein Hinweis da-
rauf, dass Biirgi die Schreib- und Rechenweise im Sexagesimalsystem erst von
Ursus korrekt gelernt hat, der ja darin perfekt war. Auch manche lateinische Fach-
begriffe lassen darauf schlief3en.

[Blatt 6v]
Das ander Capitiil von wiirckiing Logistischen zallen vnd erstlich
Addirn vnd Stubtrahiern

Die vnterscheide der Wurckung sein Einfach als Addieren vnnd subtrahierenn, oder viel-
fach al3 Multiplicirn vnndt diuidiern, gleich wie in gemeiner Rechenkunst. Die Einfachen
wurckung aber wollenn wir prosthaphaeresin, vind die vielfachenn operationem propor-
tionis nennen.

Addiren vnnd Subtrahiern geschen wie In algemeinen zallen, den gleich wie daselbst
gleicher stattenn Zallen vnter Thres gleichenn geseztt werdenn, also alhie gleiche vnter-
scheide vnndt stette vnter ihres gleichenn. Vnnd gleich wie alda Im addiern Inn auf3wach-
Bung der zehen Eins zu der nechst vorhergehendenn vnterscheitt figur gegen der lincken
zugegebenn wirdt, alwege eines zu der nechst vorhergehenden vnnderscheidt der Zallen
benennung Jegen der lincken handt hinzu gegebenn. Auch gleich wie alda Im Subtrahiren
eine vntere Zall vonn einer vbergesetztenn kleinernn Zahll nicht magk

[Blatt 7r] abgenommen werdenn, vind def3halben Ein zehener zur Linckenn entlehnet
muf} werden, von welchern die abziehung mag verrichtt werdenn, also wirdt auch alhie
Einf} von der nechst vorher gehendenn vnterscheidt gegenn der Lincken entlehnett vnnd
daruonn die vntere der negst folgenden vnterscheidt sonsten zu grof3e Zall abgezogen, wie
solchs viel fuglicher durch wenige Exempla al3 durch vielle Wortte sowoll angezeigt alf3
verstandenn mag werden. Volgen demnach Exempla.

. ,,,
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Abb.9: Blatt 6r. Beispiele zur
Umrechnung aus dem Sexagesimal-
system ins Dezimalsystem (oben)
und umgekehrt (unten).



Die Beispiele zum Addieren und Subtrahieren erkldren sich genau so wie im De-
zimalsystem, nur dass hier als Ubertrige nicht Zehner, sondern 60er auftreten.
Beim ersten Addierbeispiel wie folgt: Von rechts aus gerechnet ist zuerst
13+41=54, noch ohne Ubertrag. Dann ist 16+46=62 = 1-60+2 = 10+2, und so fort.
Beim zweiten Addierbeispiel ist, von rechts gerechnet, 56+39=95 = 10+35;
0+46+10=47; 50+48=98 = 10+38.

Bei den Subtraktionsbeispielen muss man sich unter Umstdnden von links
einen Sechziger «borgen», um die Subtraktion in einer Stelle ausfiihren zu kon-
nen, genau so wie im Dezimalsystem. So muss man sich im zweiten Subtrakti-
onsbeispiel bei 35-39 einen 60er borgen, so dass man 95-39= 56 rechnet. Wegen
des einen «geborgten» Sechzigers ist dann in der nachsten Stelle (47-1)-46=0.

. ' iﬁ
k_?%‘mm ;ﬂ;;{c(im ._ C-%mf Qx’ij:;-f:dg{cm

v ¥ t " " 4 s s vor wts
4755 ¢ 08 3 55 - 17 - 49 - T . s+
7 18 - 43 - 45 .4y 718 4T - 40 .
s 13 49 - st 47 - §¢ - § - 18 - 13
o - o - 56 1 38 47 - 3%
48 - 44 . 39 48 - 46 - 39
-l 38,47,3‘7 5’“'0';(

[Blatt 7v]

Von Miiltipliciern vnd Diiiidiern

Multipliciern vnnd Diuidiern wirdtt auch auff schier gemeiner Zallen art vollenpracht
vnnd verrichtett, ohn allein das alhie ein viell grofler Ein mall Einf? vorhandenn,
Nemblich bif3 auff sechszig mall sechzig, alda aber nur auff zehen mahl zehen. Vnnd daf}
behalben dem auch sowoll der benennung vnterscheide auff wunderwiirdige weif alhie
auf? der wirckung erwachflenn, gleich wie in gemeiner Zall aus den Bruchenn. Demnach
ist alhie In sonderheitt zu mercken vom Canone Hexacontadon vnd vonn der Specie
emergente oder aufierwachf3enn vunterscheidt.

Canon Hexacontadon ist in dief3er Zall eine Tabula, anzeigend daf} product auf Multi-
plicirung zwejjer Zallen vnderscheide mitt einander erwachfiende, oder aufd verbrachtter
theilunge entsprungen, gleich wie In gemeiner Zall die Taffel Pyithagorae oder daf} ein-
mahl Ein, welchs weil es wie gemeltt so hoch auffsteiget, auch zum ofttermahl In zwo
vnterscheide erwechflett vnd def3halben nicht mag In gedechtnus einge-

[Blatt 16r] fassett oder behalttenn werden. Ist derhalben difSes Cononis [sic] hulff vand
gebrauch vonnéttenn.

[Blatter 8r— 9r leer, Blatt 15v leer]

Auf den Blattern 9v-15r befindet sich diese Multiplikationstabelle, die allgemein «Canon
Hexacontadon» genannt wurde, im Gegensatz zum gewohnlichen Einmaleins, das auch
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Abb.10: Blatt 7r.
Beispiele zum Addieren und Subtra-
hieren logistischer Zahlen.
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Pythagoraische Tafel hief3. So liefert auch Erasmus Reinhold in seinen Tabulae Prutenicae
1551 einen solchen Kanon Hexacontadon.3®

Diese Multiplikationstafel im Sexagesimalsystem muss also die Produkte der Zahlen
von 1-60 mit denselben enthalten, wobei die Ergebnisse im Sexagesimalsystem angege-
ben werden. Als Beispiel werde hier das Blatt 11r gezeigt, das die Produkte der Zahlen 11-20
mit 31-60 enthalt. In der obersten Zeile ist der erste Faktor angegeben, hier 11-20, in der
mittleren Spalte, rot geschrieben, der zweite Faktor, hier 31-60. So zeigt die Tabelle zum
Beispiel fiir 15-53 (= 795 = 13-60+15) = 13.15.

w1z | G| e | o5 16 |17, |18 | 19, |20 Abb. 11: Blatt 11r. Multiplikations-
FELE E(6 H |7 4|7 4|38 v6[8, 78 187 W =7 tabelle «Canon Hexacontadon» der
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[Blatt 161]

Canon Hexacontadonn *

Species emergens, die aulerwachfienne oder entsprungen vnderscheitt ist, welcher aus
vielfacher wurckung zweier Logistischen Zallen entspringtt. Dan gleich wie In gemeiner
Zalln bruchen im Multipliciren vnd Diuidiern nicht dieselben vnterscheide, sondern
allerley art erwachfien, also alhie Im Multiplicirn, Diuidiern vand radicis extractione oder
auflziehung der wurzell erwachflen vnd entspringen die auf})kommende vnterscheide
lautt dief8er Regeln.

Regiil vom Miiltipliciern

Gleichs oder Einerley geschlechtts letzte Noten gib zusammen, vngleichs geschlechts
nimb voneinander. Alf3dan erscheinett der letzten erwachsene vnterscheidt. Nota.

Regiil von Ditiidiern

Vmb wieuil die erste Nota defd Zahls, so getheillett soll werdenn, grosser oder kleiner ist
dann die Erste Nota

[Blatt 16v] def3 theilers, also viell ist des kommendenn theils Erste Nota grofier oder klei-
ner dann ein gantzes oder O.

38 Launert 2012, S.40-41.



Regiil von Radicis Extractione
Halbir oder mache halb die graden noten letzter vnterscheidt der furgesezttenn Zall.
Alfidann erscheinett die Notta lezter vnterscheidt der gefunden wurzell.

Exempliim vom Miiltipliciern
In diesem Beispiel wird die logistische Zahl 19 2/ 4911 431 1111 it sich selbst mul-
tipliziert. Es wird von rechts nach links fortschreitend gerechnet.
Als erstes Teilprodukt
111110 21 49T A3HI 1111 Dazu
1T = 121V = (2.60+1) VI = 2V VI wobei der letzte hochgestellte Stellen-
wert VIII im Beispiel unten in der vorletzten Zeile geschrieben ist. Weiter
114301 — 473V — (7'6O+53)VH =7vi 53VH,
1111491 = 539V = (8-60+59)"T = 8V 59V],
1111 = 2oV
11111110 — 11111,
Die Zwischenergebnisse stehen stellengerecht in den ersten beiden Zeilen unter der
Aufgabenstellung, sie werden noch nicht addiert.
Das zweite Teilprodukt ist 43119 21 491 431 111 mit den Zwischenergebnissen
7VIS3VI 30V 49VI 351V 7V (I el 4311 dje in der dritten und vierten Zeile stehen.
Das dritte Teilprodukt ist 497 - 10 27497 43 1)/ mit den Zwischenergebnissen
8V 59VI 3517V 40U I 111381 4911 die in der fiinften und sechsten Zeile stehen.
Das vierte Teilprodukt ist 2! - 10 214911 431 1111 mjt den Zwischenergebnissen
22V 1 @M 1381 41l 21 dje in den Zeilen sieben und acht stehen.
Das fiinfte Teilprodukt ist 19 - 19 2! 497 431111l mit den Zwischenergebnissen
110 4311 4911 21 10 dje in der neunten Zeile stehen.
Nun erst werden alle diese Zwischenergebnisse addiert, die Ubertrage sind in
Zeile 10 nach dem Einrechnen durchgestrichen. Ganz unten in Zeile 11 ergibt
sich das Endergebnis 1° 5 471 2611 2611 47V 2VI 48V VI Tm Dezimalsystem ent-
spricht dieses Beispiel der Aufgabe 13.570.991% = 184.171.796.722.081; der nor-
male zehnstellige Taschenrechner versagt hier bereits.
Die von Biirgi gewdhlte Zahl 10 21 49! 4311 1111 tritt spéter in seiner Sinustafel als
sin 1° auf.

[Blatt 171]

Exempliim vom Ditiidiern
Im Divisionsbeispiel wird die umgekehrte Aufgabe behandelt, es wird die Zahl
10 514711 26T 2T 47V VI AQVII | VIII
(steht in Zeile 8 oberhalb des oberen Trennstriches) dividiert durch
10 21 4917 431 1)1 (steht unterhalb des unteren Trennstriches, Zahlen durchge-
strichen). Das Ergebnis
10 214911 4311 111 steht dann zwischen den beiden Trennstrichen.

Exemplim von atisziehiing der Wiirtzel
Dieses Beispiel ist dem vorherigen gleich, es wird lediglich das bekannte Wur-
zelziehverfahren auf die Zahl
10 51 4711 2611 261 47V 2VI 48VII 1VII dje oberhalb des oberen Trennstriches steht,
angewendet. Das Ergebnis steht zwischen beiden.?

39 Zum Rechnen mit logistischen Zahlen, insbesondere auch zum Wurzelziehen, siehe Launert 2007,
S.16-31.
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[Blatt 17v]

Das Drite Capitiil von erfindiing der Logistischen proportion
durch die Prosthaphaeresin

Auf’ der Zallenn wurckung fleuflett die erfindung der proportio, vind dieselbige wirdtt
gefundenn auff gemeine vnd arbeittsame weif durch die gewonlichen operationem pro-
portionis, alf§ multipliciren vnd Diuidiern, oder aber vf eine viell leichttere vnnd behen-
dere artt durch die prosthaphaeresin, Nemlich durch addiern vnd Subtrahiern durch hilff
der Sinuum wie volgtt.

Aller proportionum grundt und vrsprung bestehet vnd schleufett auf} dem Triangulo
vnd In demselben einer der einen seittenn parallel lauffenden Linienn. Denn «wenner In
einem Triangulo eine rechte linie der einen seitten parallel lauffett, alf3dann zertheilett
dieselbige die anndernn zwo seitten nach verhaltung derselben parallel lauffendenn Li-
nien. 2 da 6 ti Euclidis.»*0

Daf ist: wie sich verheltt In beiverzeichneten Triangulo die ganze Linie a e gegen a i,*!
also das theill

[Blatt 18r] a 0 gegenn o r.*? Item wie a i gegen e i, also a u gegen o u, wie auch vber dafl
viel andere proportiones in diesem Triangulo vorhandenn. Aber in allen furfallendenn Ex-
empeln, In welchern die lengste seitte defd Trianguls nach artt vnnd aigenschaftt der astro-
nomischenn Rechnung Ein ganzes oder der Radius eines Circkelf (daf} ist die starcke Linie
aus dem Centro Inn die Circumferenz) vermachtt vind angenohmen wirdtt, vind zudem
gleich in die erste stadt der regull proportionum einfellt oder fornnen an In dieselben ge-
steldt wirdt (welchs den zum oftternmahl In der astronomischen Rechnung also vorfellett)
defRelbigenn proportionalitet mag algemach durch die Prosthaphaeresin gefundenn vnnd
auf3gebrachtt werdenn.

Darauffbesiehe difie nachgehende der Zallen tractation, vind zugleich IThre beygefugtte
augenscheinliche Demonstration. Vnnd das auff zweyerlej weifle vind In zwey vnder-
schiedenenn Exempeln. Vnd souiel von der Logistischen Zallung. Volgtt vom Canone Si-
nuum.

Gleich einleitend stellt Blirgi heraus, dass man zur Dreiecksberechnung zwar die
bekannte Proportionsrechnung (dhnliche Dreiecke) verwenden kénne, dies sei
aber «arbeitsam», weil man Multiplikationen und Divisionen verwenden muss.
Viel schneller gehe es bei Benutzung der Prosthapharese, durch die man nur Ad-
ditionen und Subtraktionen ausfithren misse.

Im folgenden ersten Beispiel stellt Blirgi «den ersten Fall» der sogenannte
Prosthaphaerese-Gleichung, die trigonometrische Formel sin a - sin B = % -
[sin(90°—a+p) — sin(90°—a—P)] dar, mit deren Hilfe man, dhnlich wie spater mit
den Logarithmen, Multiplikationen ersetzen kann durch Additionen und Sub-
traktionen, die ja sehr viel einfacher beim Rechnen sind. Ersetzt man in dieser
Formel 90°-a durch a und 90°-f durch B, dann geht die Formel in folgende Form
uber:

sin(90°-q) - sin(90°-B) = cos a - cos B = ¥ - [sin(a+P) — sin(a—P)]. Man kann also
zur Rechnung ein Produkt zweier Sinuswerte (oder Kosinuswerte) ersetzen durch
die Differenz zweier Sinuswerte.

Den sogenannten «ersten Fall der Prosthaphaerese» brachte 1584 der Breslauer
Paul Wittich nach Kassel an den Hof des Landgrafen Wilhelm IV, nachdem er ihn

40 6.Buch Satz 2 der Elemente des Euklid lautet in der Ubersetzung von Clemens Thaer gleichlautend:
«Zieht man in einem Dreieck parallel zu einer Seite eine gerade Linie, so teilt diese die Dreiecksseiten
proportional.»

41  Schreibfehler: es miisste heifen «e i».

42 Schreibfehler: es miisste heif3en «o u».

Abb.15: Blatt 17v. Strahlensatz.



bereits 1580 Tycho Brahe bei seinem Besuch auf dessen Insel Hven (Ven) mitge-
teilt hatte. Jost Burgi hatte hierzu den Beweis gefunden und den sogenannten
«zweiten Fall» gefunden und bewiesen. Die beiden Falle stellen dieselbe Formel
dar, Biirgi unterscheidet nur als ersten Fall a+B<90°, so dass der Winkel 90°-a—f
im zweiten Term der Formel positiv ist; und als zweiten Fall a+p>90°, so dass
90°-a-p negativ ist. Christoph Clavius hat im Astrolabium 1593 auf S.178ff noch
den «dritten Fall» ergdnzt, namlich fiir a+p=90°, wodurch die Prosthaphaerese-
Formel Gibergeht in die Doppelwinkelformel sin a - cos a = % - sin (2a).®3

Nicolaus Reimers Ursus weilte ja 1586/1587 in Kassel, hat sich dort mit Biirgi
angefreundet und von diesem das Wissen Uber Trigonometrie gezeigt bekom-
men, dabei auch diese Prosthaphidrese-Formel. In seinem Fundamentum Astro-
nomicum, 1588 in Straf3burg gedruckt, hat Ursus diese Formel im Abschnitt IV
«De solutione Triangulorum» des Kapitels III «De doctrina triangulorum», auf
den Bléttern D4r-Elr dargestellt. Die beiden Diagramme, die bei Ursus bis auf
die anderen Punktenamen fast identisch sind mit denen bei Blirgi, hat Ursus
gewidmet an Paul Wittich und Bartholomaus Scultetus.

Die Prosthaphirese-Formel tritt allerdings schon bei Johannes Werner (1468-
1528) in dessen nicht gedrucktem Lehrbuch der sphérischen Trigonometrie auf,
allerdings noch in wenig verstindlicher Form.** Die zunichst verschollene
Handschrift wurde 1902 wieder aufgefunden. Werner verwendet die Formel
sin a - sin B = % - [cos(a—B) — cos(a+B)].*> Man hat sie als erste abendldndische
Anwendung der Prosthaphirese erkannt. Jacob Christmann (1554-1630) berich-
tet an einer Stelle seiner Theoria lunae 1611 von Johannes Werners Trigono-
metrie. Als Valentin Otho starb, kam dessen Nachlass und der des Rheticus, der
Werners Arbeit besaf3, mit Einschluss der Originalhandschrift des Copernicus in
Christmanns Besitz.4°

In der Bibliothek des Chorherrenstifts Vorau gibt es ein Exemplar des Funda-
mentum Astronomicum von Ursus, in das zwei Blatter (vier Seiten) eingebun-
den sind, auf denen die beiden Diagramme gezeichnet und mit einem Rechen-
beispiel durchgefiihrt sind, wodurch das Verstindnis sehr erleichtert wird. Fir
den ersten Fall wird dort das Zahlenbeispiel a=30° und p=18° verwendet, fiir den
zweiten Fall a=60° und B=54°. Damit wird die Prosthaphareseformel erlautert
fur die Zahlenbeispiele
sin 30° - sin 18° = % - [sin 78° — sin 42°] und fiir
sin 60° - sin 54° = % - [sin 84° - sin(-24°)].%’

Diese vier Blatter hat entweder Ursus selbst angefertigt, oder der Besitzer des
Bandes, der Arzt Johann Wittich, vielleicht ein Verwandter des Paul Wittich.

[Blatt 18v]
Das Erste Exempell

43

44

45

46
47

Vorab mochte ich auf meine unterschiedliche Schreibweise von Winkel- und
Sinuswertangaben hinweisen. Mit 38° 41' bezeichne ich einen Winkel (38 Grad 41
Minuten), mit 37° 307 31 22/ 201 hingegen eine Sexagesimalzahl (37 Ganze, 30
Scrupula prima, 3 secunda, 22 tertia, 20 quarta), also zum Beispiel einen Sinuswert.

Siehe dazu ausfiihrlicher bei Launert 1999, S.49-54 und 311-317; und Launert 2010, S.50-55 und
212-222; und Launert 2012, S.90-95.

Johannes Werner, De triangulis per maximorum circulorum segmenta constructis libri V. Siehe
Cantor Bd. 2, S.454 und 597.

Tropfke 1923, Bd. 5, S.62.

Cantor Bd. 2, S.597 und 603.

Eine ausfiihrliche Darstellung der drei Posthaphidrese-Falle habe ich in Launert 2010 auf Seiten
212-224 gegeben, etwas kiirzer in Launert 2012 auf Seiten 90-95, und in Launert 1999 auf Seite 198.
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Weder Biirgi noch Ursus verwendeten eine Formelsprache, wie wir sie heute
kennen; diese kam erst mit dem Werk von Viéta auf. Wenn ich hier Formeln
nenne, wenn ich Biirgi Formeln zuschreibe, so ist dies stets zur besseren Ver-
standlichkeit eine Ubertragung in unsere heutige Formelsprache. Biirgi und Ur-
sus haben neben erlauternden Zeichnungen alles noch in Worten beschrieben.

Biirgis Beispiel zum ersten Fall der Prosthaphirese ist gut zu durchschauen.
Schon oben auf den Bléttern 17v/18r hatte Biirgi aus dem Strahlensatz abgeleitet,
dass AE : EI = AO : ON ist, also 1: sin B = sin a : ON, und damit ON = sin a - sin f.
Burgi wihlt zur Erklarung fiir die Formel sin a - sin B = % - [sin(90°-a+f) - sin(90°-
o—B)] (oberhalb des Trennstriches) das Zahlenbeispiel
a = « BAM = Bogen BM = 38° 41, damit 90°-a = 51° 19’ = ME (= BE - BM).

B = « EAC = Bogen EC = 23° 30, damit 90°-p = 66° 30’ (= DE = DC - EC).
(Siehe Zeichnung auf Blatt 18v.)
MC=EC+ME=BE-BM+EC=90°-a+p=74°49".
CS=EQ-QS-EC=90°-a-B=27°49"

Dazu nun sin MC = MV = sin(90°-a+p) = 579 54! 201 111 4011
und sinCS=TS=HV=MX= sin(90°-a-f) = 279 591 5511 511 A1
XV = MV - MX = sin(90°-a+p) — sin(90°-a—B) = 290 541 2411 56111 1 61T
RV = RX = ON = %[sin(90°~a+B) - sin(90°~a—B)] = 140 5711211 28111 1IN,

Unterhalb des Trennstriches steht die Rechnung zu sin a - sin § = sin EC - sin BM =
EI- MF48 — 230 551 2911 47HI 561111 . 370 30[ 311 221][ ZoHU — 14\ 570 121 2811 811[ 181111 49V
18130V 40V = sin 14° 25' 54",

Diesen Winkel findet Biirgi aus seiner Sinustafel. Unter Weglassung der klei-
neren Stellenwerte findet er (auf Blatt 48v) die beiden Nachbarwerte fiir sin 14°
26' =140 571181 431 01 ynd fiir sin 14° 25" = 149 56! 177 5211161 mit der Differenz
1701 511 41 Durch Interpolation errechnet er dann den angegebenen Winkel.
Die kleinen durchgestrichenen Zahlen iber dem Ergebnis sind die verrechneten
Ubertrige.

[Blatt 19r]
Das Ander Exempell

48

Biirgis Beispiel zum zweiten Fall der Prosthaphirese ist genauso aufgebaut. Auch
hier gilt wieder gemaf3 dem Strahlensatz, dass AE : EI = AO : ON ist,also1:sina =
sin B : ON, und damit ON = sin a - sin § (OA = BL = sin ). Biirgi wahlt hier ein sehr
ahnliches Zahlenbeispiel

a =« EAV = « SAR = Bogen EV = 66° 30, damit 90°-a = 23° 30" = ST = VY.

B =« BAS = Bogen BS = 38° 41, damit 90°-p = 51° 19".
BT=ST+BS=RT-RS+BS=90°-a+p=62"11.

DV=B-(90°-a)=15"11".

Dazu nun: sin BT = BP = sin(90°-a+p) = 530 41 01 101 4311

Und: sin DV = DH = CP = BX = sin[B-(90°~a)] = — sin(90°-a —B) = — 150 42! 5211 131 35111
XP = BP - BX = sin(90°-a+B) — sin(90°-a—p) = 1\ 80 46! 521 24111 1811

QP = ON = QX = %[sin(90°~a+B) — sin(90°—a—P)] = 340 237 264 1211 9HI,

Unterhalb des Trennstriches steht wieder die Rechnung zu sin a - sin f = sin EV -
sin BS = EI - BL = 559 1/ 2411 58111 34111 . 370 301 31 2211 Ol = 34\ 230 26! 1211 9HII 2111
33V 29V 59VII 20VII = gin 34° 58' 19", Diesen Winkel findet Birgi aus seiner Sinus-
tafel. Unter Weglassung der kleineren Stellenwerte findet er (auf Blatt 53r) die
beiden Nachbarwerte fiir sin 34° 59’ = 340 247 11 21110/ und fiir sin 34° 58’ = 349
231 9l 331 I mijt der Differenz 517 29MT 4 Durch Interpolation errechnet er

Das urspriinglich (in Zeile 11) geschriebene ME wurde radiert und zu MF korrigiert.
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Abb.16: Blatt 18v: Der erste Fall der Prosthaphirese.

dann wie oben den angegebenen Winkel. Die kleinen durchgestrichenen Zahlen
iiber dem Ergebnis sind die verrechneten Ubertrige.

Die Prosthaphidrese als Vereinfachung des Rechnens, zur Vermeidung von
Multiplikationen, hatte ja Paul Wittich 1584 nach Kassel gebracht. Auch Biirgi
hat diese Methode kennen gelernt und verwendet. Ein Beweis dafiir findet sich
in den Originalprotokollen zu Biirgis Beobachtungen der Marsopposition am
23. Dez. 1590 (alter Stil) um 5 Uhr morgens mit seiner Berechnung der aktuellen
Marsposition. Diese Marsbeobachtung Biirgis mit dem Sextanten ist auch ver-
zeichnet bei Willebrord Snellius.#® Dort wird die Winkeldifferenz von Mars zu
Spica als 17° 20" angegeben, und von Mars zu Lanx Borealis als 11° 35".

Auch John Flamsteed druckt den Kasseler Sternkatalog, und zusatzlich Tycho
Brahes Werte.*© Die Lange von Lanx Borealis Librae wird zu 13° 40" angegeben,
die Breite zu 8° 46". Tycho Brahes Werte 1587 sind | = 13° 36" und b = 8° 36'.
Spica selbst wird im Kasseler Katalog zu 1 =18° 10" und b = 1° 50" angegeben, bei
Brahe 1 =18° 4" und b = 1° 59', was die bekannte Langendifferenz von etwa 6’
bestatigt.>!

49 Observationes Hassiacae, Leiden 1618, S.16.
50 Historia Coelestis Britannica, Vol. I1I, London 1725, S.88/89.
51 Hamel 1998, S.57/58 und 65.

Abb.17: Blatt 191: Der zweite Fall der Prosthaphirese.

Spicavirginis 17 20
Mars, { Lanx = Boreal. "t 15 ob.obli.
¥ & fpica virginis 24 pes

Abb.18: Snellius Observationis Hassiacae,
S.16.
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Granada/Hamel/Mackensen zitieren dann aus Rothmanns Sternkatalog den
Winkelabstand von Spica und Lanx zu 27° 343, wie in Biirgis Beobachtung.>
Biirgi verwendet dabei (in heutiger Formelschreibweise) die Formel

cos a = {cos a — ¥-[cos(b—c) + cos(b+c)]} : ¥2[cos(b—c) — cos(b+c)].>?

L. von Mackensen bringt eine Darstellung dieser Rechnung Biirgis in der Interpre-
tation Rudolf Wolfs. Biirgi verwendet die Sterne Spica (a Vir) und Lanx (B Lib) und
bestimmt mit dem Sextanten die Position des Mars; er misst die Winkeldistanzen
Mars-Lanx zu 11° 33/, Spica-Mars zu 17° 18’ und Spica-Lanx zu 27° 34%'. Beide
Sterne, Spica und Lanx, finden sich im Hessischen Sternverzeichnis. Dieses wurde
1672 in Regensburg gedruckt von Lucius Barrettus (Albert Curtius) in der Historia
Coelestis auf Seiten 553-624 als Teil 4 «Catalogus Stellarum Fixarum ex Observa-
tis et Dimensionibus Hassiacis ad Annum 1593». Darin tritt «Lanx borealis» als
Fundamentalstern auf (Seiten 588-589), auch «Lanx australis».>* Darin wird
«Lanx £ borealis» mehrfach als Vergleichsstern benutzt, zum Beispiel fiir Syrma
Vir, fiir ¥ Vir und v Vir,”® und auch Spica und «Lanx £ australis».

Spica ist ja ein bekannter Stern im Sternbild Jungfrau mit der Helligkeit von
0,96™ (Rektaszension 201,25°, Deklination —-11,15°). Lanx ist kein bekannter Stern-
name; es bedeutet «Waagschale» und bezeichnet eine der beiden Schalen der
Waage, hier also B Lib = Lanx borealis = Zuben-el-Schemali, Helligkeit 2,6™ (Rekt.
229,25°, Dekl. -9,38°). Die Winkelentfernung der beiden misst Blrgi zu 27° 34%;’;
dies stimmt mit heutigen Tabellenwerten gut tiberein (Winkelabstand knapp
28°).°6

Granada/Hamel/Mackensen 2003, S.222.
Siehe dazu Mackensen 1979, S.38—40 und Staudacher 2013, S.222-223.

Siehe dazu Granada/Hamel/Mackensen 2003, S.221/222; im «Circuitus I», dem mittleren Aquator—
system, sind als Fundamentalsterne angegeben Spica und Lanx mit einer Winkeldifferenz von

27°34Y;'. Leopold 1986, S.28. Siehe im Kasseler Sternenverzeichnis 1672, Teil IV, Seiten 588-591.
Seite 589.

Astronomische Daten aus Roth, Bd. 2 1989, S.625; Meyers Handbuch 1984, S.257 und 259. Lanx

australis = a Lib = Zuben -el- Genubi = stidliche Waagschale.

Abb.19: Biirgis Prosthaphérese-
Rechnung. Aus Staudacher, S.223.
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AnschlieBend berechnet Biirgi aus den drei Seiten SSS des spharischen Dreiecks
abd” die Winkel.
Im ersten Rechenschritt ermittelt Blirgi den Winkel a bei Spica wie folgt:

a="78°27 (= 90° - 11°33)

b=17°18

C=62°25% (= 90° - 27° 341
cos(b+c) = cos 79° 43%' = 0,983.962.9
cos(b—c) = cos 45° 7%’ = 0,708.647.8
cos(b+c) — cos(b—c) = 0,275.315.1
Y+[cos(b+c) — cos(b—c)] = 0,137.657.55

cos(b+c) + cos(b—c)] =1,692.610.7
Y-[cos(b+c) + cos(b—c)] = 0,846.305.35

cos a — ¥%-[cos(b+c) + cos(b-c)] = 0,979.750.4
-0,846.305.35
0,133.445.05

Abb. 20: Ausschnitt

Abb. 21: Sternbild Libra-Waage,
mit B Lib = Lanx borealis.

Damit ist cos a = 0,133.445.1 : 0,137.657.55 = 0,969.399 .4, also der Winkel bei Spica
14° 47 38",

(Die Division ist in der obigen Abbildung als Uberwirtsdividieren gut zu erkennen.)
Berticksichtigt man, dass Biirgi eigentlich Komplemente verwendet, dann rech-

net er mit
a =11°33',90°-a = 78°27', cos(90°-a) =sin a
b =17°18

c=27°34Y%',90-c= 62°25%', cos(90°-c) = sin ¢

cos[b+(90°—c)] = sin(c-b)

cos[b—(90°—c)] = cos[90°~(b+c)] = sin(c+b)

Und damit cos a = sin(90°-a) = {sin a — %-[sin(c+b) + sin(c-b)]} : ¥2-[sin(c-b) —
sin(c+b)],

was die ausschlieRliche Verwendung des Sinus deutlicher macht!
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57
58
59

Im Grunde 16st Blirgi hier die Dreiecksaufgabe im sphérischen Dreieck SSS,
also aus den drei Seiten einen der Winkel zu berechnen. Dazu ist der Seitenkosi-
nussatz zu benutzen:
cosa-cosb-cosc=sinb-sinc-cos a(auch zyklische Vertauschung), also
cosa=(cosa—cosb-cosc):sinb-sinc=

{cos a - ¥%-[cos(c-b) + cos(c+b)]} : %5-[cos(c-b) — cos(c+b)].
Bemerkenswert ist auch, dass Biirgi hier 1590 deutlich Dezimalbriiche fir die
Sinus-/Kosinuswerte verwendet. Beispielsweise gibt er in seinem hier abgebilde-
ten Manuskript an (Zeile 8/9)
79° 43%' - 983.962.9, wobei cos (79° 43%') = 0,983.962.9,
und 45° 7%’ - 708.647.8, wobei cos (45° 7%) = 0,708.647.8 ist.

Auch beim Uberwirtsdividieren erkennt man Biirgis Schreibweise mit Dezimal-

briichen in der abgebildeten Aufgabe [0,]133445: [0,]1376575[555...] = [0,]9693994 =
cosa.
Allerdings benutzen auch die trigonometrischen Tabellen von Rheticus (Schritt-
weite 10°) 1551 bereits Dezimalzahlen; er gibt zum Beispiel sin 14° = 0,241.921.9
korrekt an; sin 14° 10" = 0,244.743.4; und sin 14° 20" = 0,247.562.8.°7 Und Regio-
montanus wihlte fiir den Radius (sin 90°) eine reine Zehnerpotenz.

Eine ausfiihrliche Darstellung bringt Ursus in seinem Fundamentum Astrono-
micum 1588 auf den Blattern E4v-Fir.>® Biirgi behandelt die Auflésung der sphéri-
schen Dreiecke ab dem 5. Kapitel des zweiten Buches.

Welche grofie Vereinfachung und Verkiirzung des Rechnens die Anwendung
der Prosthaphidreseformel fiir Biirgi bedeutete, kann man gar nicht genug her-
vorheben! Bei der Anwendung der Formel
sin a - sin B = %-[sin(90°-a+p) - sin(90°—-a-B)]
denkt man zuerst daran, dass die beiden Winkel a und B gegeben seien und dass
man sin a - sin B zu berechnen habe. Die Darstellung bei Biirgi (Blatter 18v und
191) oder bei Ursus®? ist etwa wie folgt, wobei ich die Sinuswerte aus Biirgis Sinus-
tafel entnommen habe:

Man hat also sin(26° 14') - sin(46° 43') berechnet zu 197187 25 wofir die Sinus-
tafel benutzt wurde und Additionen/Subtraktionen. Die Division durch 2 ist kein
grofier Rechenaufwand.

In Dezimalzahlen ist dies

0,442.027.782-0,727.972.224 = 0,321.783.947.

Winkel Kompl. Sinus

a 26°14'

B 46°43

a-p20°29 69° 31 561121 2311 111 19V

a+p72°57 17° 03’ 17! 354 3211 31111 24V
Differenz 38/ 36! 5011 39111 55V
Halfte 19118 51 19l 57V

Die Prosthaphireseformel gestattet jedoch auch das Ersetzen einer Multiplika-
tion von beliebigen (Sexagesimal-)zahlen durch Addition/Subtraktion. Um die
Verkiirzung des Rechenaufwandes zu demonstrieren, zeige ich zunéchst eine sol-
che Multiplikation zweier nur dreistelliger Sexagesimalzahlen, wozu man auch
die Multiplikationstafel von Biirgi verwenden kann.

digital.slub-dresden.de
Siehe dazu Launert 2012, S.110-114.
Siehe dazu Launert 2010, S.212-222.



591 38T 431 . 451091 23M =0,994.088 - 0,752.606]

[
16 29 [23-43 = 989 = 16! 297]]
14 34 [2338 = 874 = 147 3471]
22 37 [23:59 = 1357 = 22 371]]
6 27 [9-43]
5 42 [9-38]
8 51 [9-59]
32 15 [45-43]
28 30 [4538]
44 15 [45:59]
I 1 1

44 53 21 55 17 29 = 4475312211 [=0,748.157]

Diese sehr aufwindige Rechnung, insbesondere bei noch hoherer Stellenzahl
der Faktoren, vereinfacht sich stark. Man wahlt dazu die beiden im Sexagesi-
malsystem gegebenen Faktoren als sin a und sin f, ermittelt aus der Sinustafel
die zugehorigen Winkel a und f, berechnet die Komplemente ihrer Differenz
und Summe, sucht in der Tafel wiederum die Sinuswerte, deren Differenz man
halbiert. Das sieht dann bei dem soeben gerechneten Beispiel so aus:

Sinus Winkel Kompl. Sinus
5973811431 — 83° 46'
45109123 — 48° 49’

Differenz ~ 34°57 55°03" 497101 4411 53111 37V

Summe 132° 35’ —42°35 —40! 35! 5811 571 1oV
Differenz 89! 461 431 5 37V
Halfte 44! 531 911 55l gV

Also ist 597381 431 . 45T 09! 2311 = 447 531 M1,

Biirgi hat also folgendes Rechenschema entwickelt:

Sinus Winkel Komplement Sinus
A=sina a
B=sinf B
a-P 90°-(a—p) sin[90°—(a—B)] =X
a+B 90°—(a+B) sin[90°—(a+B)] =Y
Differenz X-Y
Hilfte=A-B

Divisionen sind im Sexagesimalsystem noch aufwandiger und fehleranfalliger
als Multiplikationen.®© Nun heifit es in der Literatur zumeist, dass man mit der
Prosthaphirese Multiplikationen und Divisionen ersetzen kénne durch Addi-
tion/Subtraktion. Dazu liefern Sher/Nataro ein schénes Beispiel.®!

487 :583 = 0,487 : 5,83 (-10) = 0,487 - 0,172 (-10) = sin a : cosec § = sin a - sin .

Aus 0,487 - 0,172 = sin a - sin f kann man den gesuchten Quotienten wie bisher
beschrieben ermitteln. Dazu wurde der Zahler so umgeformt, dass er einen Si-
nus ergibt (0,487 = sin a), der Nenner so, dass sein Kehrwert einen Sinus ergibt
(1:5,83 = 0,172 = sin B). Der Uberschussfaktor 10 kann zum Schluss einfach be-
rucksichtigt werden. Allerdings erfordert dieser Weg zuerst das Berechnen des
Kehrwertes, was einer Division gleichkommt, oder das Vorhandensein einer
Cosecans-Tabelle. Somit war dieser Weg flir Biirgi nicht machbar, er konnte nur
Multiplikationen durch Addition/Subtraktion ersetzen.

60 Siehe dazu bei Biirgi Kap. 2, Blatt 17r.

61

Sher/Natano 2004, S.38.
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[Blatt 19v]
Das Vierte Capitiill vom Canone Sinuum

Der Canon Sinuum ist eine Zallenn Taffell, welche anzeigt die verhaltung der Sinuum im
quadrante oder viertheile eines Circkelf3. Ein Jglicher Circkel aber wirdt In der astronomi-
schen Rechnung getheiltt In 360 gleiche theile, welche gemeinlich gerad [sic] genennet
werden. Ein Jglicher grad aber wirdt widerumb nach Logistischer Zallen eigenschaftt get-
heilett In 60 minuten oder Scrupula prima, ein Jglichs primum In 60%, ein Secundum In
60, Vnnd so fortan So weitt vonnottenn.

Der Diameter aber def3 Circkels wirdt vonn den astronomis Inn gemeiner Zall In Sester-
tijs oder gehaufttenn Zallen von etzlichenn 200.000, vonn andern 20.000.000, von vnns
aber In Logistischer Zall 2\ oder 1209, vnnd demnach der Radius Semidiameter oder halb
Diameter 1\ oder 60° ganze angenohmen. Welcher radius ist auch zugleich der ganze oder
grofRerster Sinus im quadrante, auff welcheres angenohmener grofie vnnd verhaltung alle
die andern Sinus accommodieret vnd gerechnet werden.

Ef3 ist aber der

[Blatt 20r] Sinus eine starcke Linie aufd dem Termino oder endtpuncto eines bogen im
quadrante gegen dem einen knewe®? de8 quadranten parallel lauffende ins ander knewe,
aber perpendicular herab hengende, vnnd seindt dieselben knewe def3 quadranten Radij
des ganzenn Circkels. Vnd derhalben auch die halben theile des Diameters gleich wie auch
alle seinus [sic] sein die halben Subtenf3en oder undergezogenn stracke Linien, welche ei-
nem halben Circkell undergespannen vnnd demselbenn (dem Diametro parallel lauf-
fende) eingeschriebenn werden. Derhalben ist auch gleiche verhalttung der Subtenflen
gegen die bogen des halben Circkels alf? ihrer halben theile, Nemblich der Sinuum, gegen
die bogen def? quadranten. Darumb werdenn auch vmb vermeidung grofler Zallenn Im
rechnen die Sinus vnd nicht die Subtenfien angenommen. Ef werden aber die Sinus auff
zweierley weifde bekant gemacht. Al erstlich die Subtenfen durch die Inscription oder
einschreibung, vnd nach bekantten Subtenflenn durch Ire bisection oder durchschnei-
dung Inn der mitte die Sinus selber. Vnnd solchs auff gemeine vnnd bekante weif3. Aber uf
eine viel kunstlichere subteiler vnnd behendere, auch bif$ anher vnerhortte

[Blatt 20v] vnnd vnbekante art werden die Sinus selber gefunden durch theilung eines
winckels in so viell theil als man wil, welchs Mathematisch Kunststuck®® durch unsere
gethane vielfelttigs nachgrunden von vnnf3 ist excogitiert vnd auf3gesinnett wordenn, wie
solchs hernach an seinem geburlichem ortt folgenn soll. Folgett aber erstlich vnnd zuuor
die gemeine weis vonn der extruction oder Zusammensetzung des Canonis Sinuum durch
die Inscription oder einschreibung.

Eine besondere Erwdhnung muss hier gemacht werden iiber Biirgis herausragen-
des Zahlenverstiandnis. Er bleibt nicht stehen bei der Tradition, den «Radius» fur
die Sinustafeln als 100.000 oder 10.000.000 zu wiahlen, diese Zahlen nennt er
selbst, sondern er wahlt den Radius ausdriicklich als 1 oder 60/60. Da er diesen
Radius als sin 90° bezeichnet, sagt Biirgi indirekt sin 90° = 1. Es folgt die kurze
Erwdhnung, dass der Sinus die halbe Sehne ist, und dass man nicht die Sehnen
(Subtensen) selbst verwendet, sondern die Sinus, auch weil die Zahlen dann nur
halb so grof? sind.

62 Knewe = Knie = Schenkel. Zu «knewe» siehe auch bei Biirgi auf Blatt 65r, wo dieser fiir «knewe»
das lateinische Wort crura = Schenkel benutzt. Im Schweizer Oberwallis heif3t das Knie « Chneww».
Biirgis «<knewe» leitet sich zweifellos von Knie ab. Ich danke Herrn Fritz Staudacher, Herrn Dr. Philipp
Schobi und Herrn Joerg Waldvogel fiir die Hilfe bei dieser Interpretation des Wortes.

63 Hier nennt Biirgi seinen «Kunstweg» ein Mathematisches Kunststiick.
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Auch in der Einleitung zu seiner Coss schreibt Blirgi deutlich, dass er «dem
Radius den Namen 1 gebe»; ebenso «weil der ganze Sinus 1 ist».* Unter Weg-
lassen des Nenners schreibe er zum Beispiel sin 45° = 07071 fiir 707!/, oder
07071068 fur 7071068/ oo Oder sin 1° = 00002909 und gibt diese Schreib-
weise als 2909/ o @an.®> Und Biirgi sagt ausdriicklich, dass er die davor ste-
hende O weglasse. Hier verwendet Biirgi also noch kein Dezimalkomma. Eine
Dezimalzahl tiiber 1 wiirde er mit einer kleinen untergestellten o schreiben, also
fiir 1352 1352

o

Bereits hier in seiner Coss verwendet Blirgi also eine Dezimalbruchschreibweise,
noch ohne Dezimalkomma. Sicher ist die Dezimalbruchschreibweise keine
spontane Erfindung, sondern bei Biirgi wie auch bei Zeitgenossen langsam ent-
standen. So verwendet Viéta (1540-1603) 1579 einen senkrechten Dezimalstrich,
Simon Stevin (1548-1620) 1585 noch schwerfallig kleine in einem Kreis tiefer-
gestellte Stellenwerte hinter die Ziffern, erst 1593 fiithrt Christoph Clavius
(1537-1612) einen Dezimalpunkt ein. Auch Pitiscus (1561-1613) benutzte ab 1608
Dezimalpunkte. Napier verwendete spiter ein Dezimalkomma.®®

Spater in seinen «Progref3-Tabulen», etwa zwischen 1600 und 1610, verwen-
det und beschreibt Biirgi dann deutlich, dass er Dezimalbriiche verwendet. Die
Anleitung zu seinen Logarithmen war ja nicht mit den Tabellen zusammen ge-
druckt worden und galt lange als verschollen. Erst 1855 wurde dieser «Grundli-
che Unterricht» in Danzig als nicht ganz vollstindiges und nicht korrigiertes
Manuskript entdeckt und 1856 von Gronau und Gieswald im Programm der Jo-
hannis-Schule in Danzig herausgegeben. Lutstorf/Walter interpretieren 1992
Biirgis Logarithmen-Tabellen nach der Erlduterung im «Griindlichen Unter-
richt» mit Dezimalzahlen wie etwa fiir das letzte Blatt «230000» als 230000,000
bis 230270,022, obwohl bei Biirgi noch kein Dezimalkomma explizit auftritt.

Stattdessen schreibt Biirgi eine kleine o iiber die Ziffer, nach der das Dezimal-
komma steht: siehe Abb. 22.

Auch bei Biirgis Beispiel zum Uberwartsdividieren auf Seite 30 im «Grindli-  ‘gpstages oper foll fo verflanben werben 2070”3'5"_1_"‘%%
chen Unterricht» sehen Lutstorf/Walter Biirgis Darstellung 154030185 : 205518112
= 0749472557 als 1,54030185 : 2,05518112 = 0,749472557.7 Abb. 22: Birgi, Griindlicher Unterricht,

Es sei bekannt, so Biirgi, dass man die Sehnen durch Einschreiben regelmafi- §.30: «20038,3982».
ger Vielecke in den Kreis finden konne, die Sinus durch deren Halbierung. Aber
er zeige hier eine bisher unbekannte Methode, die Sinus selber zu finden, ndm-
lich die «Teilung eines Winkels in so viele Teile, wie man will». Dieses «mathe-
matische Kunststiick» habe er selbst ersonnen. Doch zuvor schildert Biirgi die
traditionelle Methode der Inskription.

Dtan fel dividiern 155030185 turdy 205518112.. Abb. 23: Burgi, Griindlicher Unterricht,
ihre rofhe Zabl fein 2300 und 73010, sublrahiert man bes dinisoris vothe Bahl von der rothen, Seite 30
ved dividendi alf —y;.g von 43350, Dieweil aber weniger ift, fo addiert man bie gamge rothe Sahl erte SH.
Aus Lutstorf/Walter S.30.

Beispiel 154030185 : 205518112 =
0749472557

“bavon subtrire bed diisoris

rothe Rabl fud b:csrr vothen Babl ibr gebiivendt fdywarze Sabl ift T49472554 unp
foviel fombt fo man 15!&0301& vurd 205518112 diuidirt, welhed dody Teine ganze, fonbern fauter Bruch

CTA947255%
b 074957255%
om ganien alf obexr 0 ———

List/Bialas 1973, S.23/24. Biirgis Coss Blatt 104v: «Ich aber gib dem diametro den Namen zwey, oder
eigentlich gib ich dem halben Diametro ... den Namen Eins.» Siehe auch Lutstorf/Walter 1992, S.11.
List/Bialas 1973, S. 23-24. Lutstorf/Walter 1992, S.5-6.

Lutstorf/Walter 1992, S.4.

Lutstorf/Walter 1992, S.24.
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Das funfft Capiteil von der Inscription

Die Inscription oder einschreibung ist so eine ordinirte, daf} ist eine gleichseitige vnd
gleichwinckelige figur, einem Circkell dermafienn eingeschrieben vnnd einverleibett
wirdt, daf} aller winckel spitzen def3elben circumferenz oder vimbkreif3 vfs aller genawest
anrurenn. Vnnd daraufd werdenn alf3dann die seittenn derselbenn eingeschrieben ordi-
nierten figur bekantt gemachtt durch denn Sechseck, welcher Jgliche seitte Ist gleich dem
Radio def: vmbgeschriebenn Circkels. Darumb

[Blatt 21r] ist der geordinierte sechseck der furnehme anfang, grundt vnd fundament
aller eingeschrieben seitten der andernn ordinierten figurn. Darumb wir aufd demselben
den anfang der Inscription herfuren vnndt dieselben also setzenn wollenn.

Der Radius def3 CirckelB ist die seitte def? eingeschrieben sechsecks.

Die seitte def3 eingeschriebenn drejecks vermagk drejmall denn radium.

Def vierecks aber zwejmahll denselbenn.

Aber der Radius vnnd der halbe radius (Jglich besonder) vermugen zusammen die seit-

ten des eingeschriebenn zehenecks ohne denn halbenn Radium.

5. Der Radius aber vnnd dieselbe seitte def} zehenecks vermugen die eingeschriebenn
seittenn defd Funffecks.

Alles durch die penulttimam primj Euclidis.

N N

Weill nun aber der Raduf ist gesetztt viond angenohmenn wordenn Inn Logistischer Zall 1
oder 60 ganze, so wirdt demnach aus gemeltten gegeben die seitte defd eingeschriebenn

[Blatt 21v] \ O I I o Il Subtensa gradium
Dreyeckes 1 43 55 22 58 28 120

Viereckes 1 24 51 10 7 46 90

Funffecks 1 10 32 3 13 44 72

Zehennecks 37 4 55 20 30 36

Weil aber der Sinus im quadrante ist die helftte der eingeschrieben Subtenfien Im halbenn
Circkell, so werden die Sinus def3 eingeschrieben

O I 1 HoI HI  Subtensagradium
Dreyecks 51 57 41 29 14 60
Vierecks 42 25 35 3 53 45

Funffecks 35 16 1 36 52 36

Zehennecks 18 32 27 40 15 18
Vnnd also viell vonn der Inscription. Folgenn nun weitter ezliche behelffe, welche aus der-
selbenn herflief3en vnndt zur vollenkommen bereitung def Canonis ferner dienen.

Die in Sexagesimalzahlen angegebenen Sinuswerte aus der Einschreibung regel-
mafiger Vielecke in einen Kreis stimmen tberein mit den Werten in Biurgis
Sinustafel. In Dezimalzahlen umgerechnet sind dies

sin 60° = 0,866.025.403.|806

sin 45° = 0,707.106.781.1|21

sin 36° = 0,587.785.252.|067

sin 18° = 0,309.016.994.|598

Sibbef
D w145, 56.TE. 552 thioy
L P R P T ST P
N L N T O
PN T4 s5.me 5o 3o

W bl Jdvjmuf Hn -ilm&t anke ,1‘9 R -,% e g,
1v-ﬁu-ma.. ﬁnaw\}m e galinrn o T i, {.. Al AP
jwwf PUCIE '?""l J\‘r-.ﬂ‘-d., '

3% Vet 1. 9 7 4—al . —-‘:; . |”:;~_ g}:’z""‘
R T T i

Piffes 35 lb' . 5 §= 38
. egemertt 10 - BN TR O

ou.,,..v.-f" muqi.”m _'-}._ij JErosc .{.c‘,o....m: oy ke

fn_,w Cog wolrge mniy s [ollem wf.qhw{

\otca..-w»wnw uwr—.-lm e fvrwmvf’v v ABnin |

Abb. 24: Blatt 21v. Seiten und sinus
in regelméafiigen Vielecken.



Das Sechst Capitul von weitterer Perfection vnd ausmachung des
Canonis durch die peniiltimam Primi

1. Wenner man nun also durch die Itz gemelte Inscription vnd durch die penultimam
primij etzlicher graden ihrs Subtensen im halben Circkell erkundigtt hat, alRdan hat
man auch zugleich durch dieselbenn die vbrigenn Subtenf3en ihrer Complementen oder
erfullungen bif} auf denselben halben Circkel. Nachdem durch die 31. tertij Euclidis: «Im
halbenn Circkel ist ein rechtter winckell, darumb, vermug

[Blatt 22v] gemeltter penultimae primj, das quadrat bekantter Subtensen abgenom-
men vom quadrato def’ Diameters, lessett vbrig dafd quadrat der Subtenfien des Comple-
ments.»

Vnnd also werden durch gemeltter graden durch die Inscription Itzt erkundigte Sub-
tensen zugleich bekannt die Subtensen des 60, 90, 108, 144 grads Im halben Circkel, vnd
darnach durch die bisection oder entzweyschneidung derselben in der mitte die Sinus
def3 30, 45, 54, 72 grads im quadrante. Der Sinus aber defd 30 grads abgenommen von Sinu
des 54 grads lef3ett vbrig denn Sinum def3 18 grads, darnach aber:

18 vnd 30 36
Daf3 quadrat defd 18 vnd 54 } grads vermachen {60 } grads per randem [sic].
30 vnd 54J) dafd quadratdefy 72

Vnnd also nach bereitetem Canone bif} auff seine helftte, Nemblich auff 45 grad, wer-
denn auff dief3e weifle durch die Complementa erfunden vnd bekandt alle andere Sinus
der Nachstendigen graden der andernn helftte defd Quadranten bif3 auf 90 grad.

Radius den Sinum
vnnd auch vber daf} defRelben bogen Complements { Subtensen
Sinum

[Blatt 23r] Den der { Diameter} vermag {die Subtenﬁen} eines bogen

Das Diagramm soll das Einschreiben von regelméfiigen Vielecken in den Kreis darstellen,
hier fiir ein 3-, 4-, 5-, 6-, 10-Eck. Die Zentriwinkel der Sehnen (Subtensen) sind dafiir 120°,
90°,72°,%8 60°, 36°, woraus die Sinus von 60°,45°, 36°,30°, 18° sich ergeben. Hieraus kann
man sofort die Komplemente finden, also die Sehnen zu (60°), (90°), 108°, (120°), 144°, so-
mit die Sinus von 54° und 72°. Dafiir nennt Biirgi den sogenannten trigonometrischen
Pythagoras sin?(90°-a) = 1-sin? a. Spéter in Kapitel 12 benétigt Biirgi diese Komplement-
bildung, um eine vollstandige Sinustafel nur aus den Sinuswerten fiir Winkel zwischen
0° und 30° zu berechnen.

Dann gibt Birgi hier noch vier zusétzliche Gleichungen fiir besondere Winkel

an. Zuerst im Text:

sin 54° - sin 30° = sin 18°. Und dann weiterhin

sin?18° + sin?30° = sin%36°

sin?18° + sin254° = sin% 60°

sin%30° + sin?54° = sin272°.

Diese Formeln lassen sich aus dem regelméfigen Zehneck herleiten.?

68 Inder Zeichnung ist falschlich 75° angegeben, im Text richtig 72°.
69 Siehe bei Launert 2012, Seite 61.
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2. Weiter werdenn durch dieselben penultimam primj aufd der gemelten graden bekanten
Subtenflen auch weitter gefunden derselbenn halben anzall graden Ire Subtenfien, vnnd
fernner derselben halbenn anzall graden Subtenflen, bify auff vngerade minuten oder
Scrupula prima, weill der Canon sich nicht weitter den auff Minuten erstrecktt. Dan auf
dem Radio a e vnd der bekantten halben subtenfien u e ist bekannt das theil oder stuck
def’ radij a u, welchs abgenohmen vom ganzen radio bleibtt daf} vbrige stuck deflelben,
nemblich u i, durch welchs vnnd durch die bekanten halben Subtenf3en u e oder u o dar-
nach bekannt werdenn die Subtenflen i o vand i e, auch entlich durch derselbenn bisec-

tion die sinus der halbenn anzall graden im quadrant. Vnndt also werden auf3 den bekan- Abb. 26: Blatt 23r. Halbierung.
ten Subtenfienn def’
[Blatt 23v] 18 9°  4°30° 2°15

30\ gradusbekant die ) 15° 7°30"  3°45 \auch durchs vorhergehende

45| Subtenflenvonn | 22°30" 11°15’ Threr Complementen.

54 27°  13°30" 6°45.

Vnnd auff solche weiff werdenn durch dief3e zwo nachhengunge der Inscription auf der
penultima primj herflielende vieler bekanttenn gradenn Subtenfien Irer halben anzahl
graden Subtenflenn, vnnd gegeneinander Ire Complementa, vnnd darnach widderumb
derselbenn Complementtenn halber anzall graden Subtenf3enn, vnd aber Thre Comple-
menten vnndt also nachhengiger weifd Immer eins auf3 dem andern, vnnd entlich durch
der gefunden Subtenfienn bisection die Sinus im quadrantae bekandt. Vnd also daf? groste
theill def8 Cononis durch dieselben penultimam primj verfertigt.

Hier wird, siehe Zeichnung auf Blatt 23r, mit Hilfe des Satzes von Pythagoras aus
dem bekannten Radius AE und dem bekannten Sinus UE = UO zuerst AU berech-
net: AU = V(AE% - UE2). Danach ist UI = Al - AU, und somit die Sehne EI = OI = v(UI?
+ UE2). Damit hat man aus der Hilfte der Sehne EO berechnet die Sehne EI und
deren Halfte. Es wird also aus dem Sinus eines Winkels (a = EAO) der Sinus des
halben Winkels ermittelt, und jeweils deren Komplemente.

Somit kann man die Rechnung wie folgt nachvollziehen:

AU? = AE2 - UE? =1-sin?a = cos®a

Ul=AI-AU=1-cosa

EI2 = [2:sin(%/,)]? = UI? + UE% = (1 - cos a)? + sin? a = 1 - 2-cos a + cos? a + sin a =
2-(1-cosa)

Also 2 - sin%(%/,) = 1 - cos a; damit ergibt sich die Halbwinkelformel sin?(%/,) =
Y% - (1-cos a).

Das siebende Capitell von weitterer Perfection des Canonis
auf’ der bekanten bogen Ihrer Differentz vind Summa

Nun aber werdenn auch weiter auf? bekantter gradenn Subtenflenn, so durch die Inscrip-
tion vnnd Ire Itztgemelte anhenge erfundenn, derselben graden differenzen Ihre
[Blatt 24r] Subtenflenn bekantt gemacht. Zudem aber ist vonndttenn eines newenn grun-
des vnnd Elements, welchs aus dem Ptolomaeo dif3es ist:

«Die fleche auf? den Diagonallinien einef3 eingeschrieben quadranguls Ist gleich der
Summa der flechenn aufd dem Jegeneinander vbergesetzttenn seittenn.»”®

70 Dasist der bekannte Satz des Ptoleméus: In einem Sehnenviereck ist das Produkt der Diagonalen e-f
gleich der Summe der Produkte der gegeniiberliegenden Seiten a-c+b-d.



Diefies Elements Declaration vnd Demonstration besiehe bey dem Ptolomaeo. Wir wol-
lenn aber alhir nur allein defielbenn nutz vnd gebrauch In zwejjen Exempeln anzeigen.

1. Aufi zweyer bekantten gefunden Subtenfien die Subtens der Differenz gemeltter bo-
gen zu findenn.
Sein demnach in beygesetzter figur bekannt der Diameter a e, auch die gegeben Subten-
Ben a o vnd e i, aufl welchen auch zugleich durchs vorhergehende Capitul bekannt sein
die zwo Diagonallinien a i vind e o. Welche aber miteinander Multiplicirt ein planum
oder

[Blatt 24v] ein fleche vermachen, gleich den zwejen flechen, welche erwachfien aus
Multiplicirung der Jegeneinander vbergesetzttenn seiten def? Quadranguls, Nemblich a e
inoivnd a oin e i, durchs Itzgemelte Elementt. Demnach abgenohmen die eine fleche,
erwachflen aus der Multiplicirung a o in e i, von der fleche auf} Multiplicirung der Diago-
nallinien a i vnd o e” miteinander entsprungenn, pleibtt vber die ander fleche, welche
erwachfen wirdt aufl Multiplicirung def? Diameters a e In die seiten o i. Darumb dieselbe
vbergeblieben fleche getheilt In den Diametrum entspringt aufd solcher theilung die leng
der seitten o i, Nemblich die gesuchte Subtens der Differenz gemeltter bogen. Vnnd auf
gleiche weif} werden aller der bekanten bogen Differenz Ihre Subtenfien aus bekantten
zwo andern subtenflen gefunden. Vnd nach gefunden Subtenfien durch derselbenn bi-
section auch zugleich die sinus Im quadrante.

Gegeben sind also der Duchmesser AE = 25, die Sehnen AO = 7 und EI = 15. Damit
sind bekannt gemaf} den Sitzen des Thales und des Pythagoras die Sehnen
Al = V(25% - 15%) = 20 und EO = V(252 - 7%) = 24. Nun gilt nach dem Satz des Ptole-
maus AI'EO — AO-EI = 20-24 - 7-15 = 375 = AE-OI = 25-O], somit OI = 15.

Biirgis Gedanken kann man wie folgt interpretieren. In einem Sehnenvier-
eck im Halbkreis, eine Seite ist der Durchmesser, seien die Seiten der beiden
rechtwinkligen Dreiecke AOE und AIE bekannt mit AO = 2-sin f und EI = 2-sin q,
wobei die Winkel IME als 2a und OMA als 2 gewdhlt wurden. Der Winkel OMI ist
dann 180°-2a-2p und somit OI = 2:sin[90°—(a+p)] = 2-cos(a+p). Die beiden Dia-
gonalen des Sehnenvierecks sind dann OE? = 4-(1-sin? ) und AI® = 4-(1-sin? q),
also OE = 2-cos B und Al = 2-cos a. Biirgi wendet nun den Satz des Ptoleméaus im
Sehnenviereck an:

AI-OE = 2cos a - 2cos B = EI'AO + AE-OI = 2sin a - 2sinf + 2 - 2cos(a+p), woraus
das bekannte Additionstheorem folgt: cos(a+p) = cos a - cos f —sin a - sin B.

Dass Biirgi diesen trigonometrischen Satz tatsachlich im Auge hat, geht aus
seinen Worten im folgenden Abschnitt hervor.

2. Auf’ zweyer Bekantten bogen gefundenn Subtenfienn

[Blatt 25r] die Subtenf3enn der Summa gemeltter bogenn zu finden.

Werdenn demnach die Bekanten Subtenf3en vinnd sowoll Ihre bekanten bogen im halben
Circkel an Thren Terminis zusammen gefugt, vnd sein In beigefugter figur dieselben a e
vnd e i. Wil aber auf$ denselben findenn vnd in Zallen bekannt machen die Subtenfien ai,
Nemblich der Sum gemeltter bogen. Sein derhalbenn auf? vorhergehendenn zugleich be-
kannt a o vndt i u, den sie sein die Complementa der gegebenn zwo Subtenfienn. Ef sein
auch bekant die Diametri a o und e u. Derhalbenn auf? Itzgemeltten vnterricht wirdt aufd
abnehmung der fleche, welche erwachfenn aus Multiplicirung e i In u o, vonn der fleche
auf’ e o Im i u entsprungen, bekant gemacht. Die vber blieben fleche aufy dem Diametro
euinioerwachfBen, welche in den Diametrum e u getheilt, zeigt die leng der seitten i o,
aufd welcher auch zugleich bekandt Ire Complement a i, die gesuchte

71  Schreibfehler «a e».
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Abb. 27: Blatt 24r. Additionstheorem.

Abb. 28: Blatt 25r. Es handelt sich um
dieselbe Zeichnung wie auf Blatt 24r,
mit Ergdnzung eines Kreisdurch-
messers e u.



36

Das Erste Biich der Astronomischen Rechniing

[Blatt 25v] Subtenf3a der Summa gemeltter bogen.

Vnnd mag also durch dief3e gemeltte Lehre, Nemblich durch die Inscription vnnd aus der-

selben diefRenn vier Nachhengungen der ganze Canon perficiert vind auf3gemacht wer-

den. Vnnd so viell haben vnsere Vorfahren, die alten astronomi, von derselben geschrie-

ben vnd dadurch den Canonem zusammen gesetzt.
Die beigefiigte Zeichnung ist die gleiche wie auf Blatt 24r, erganzt durch einen
Durchmesser, allerdings mit geanderter Punktebezeichnung, die in Blirgis Zeich-
nung auf Blatt 25r fehlt. Ich habe des leichteren Verstandnisses wegen diese ein-
gezeichnet. Gegeben sind die Durchmesser AO = EU = 25, die Sehnen AE =7 =
UO und EI = 15. Berechnet werden im Sehnenviereck EIOU zuerst die Diagonalen
IU = 20 und EO = 24. Es gilt dann wieder EO-IU = EU-IO + EI-UO, also 24-20 =
2510 +15-7 und damit 25-10 = 24-20 —15-7 = 375, somit ist IO = 15, woraus sich sofort
Al = 20 ergibt.

Das Achte Capitiil von etzlichen andern vnd besondern vortheilen
zur bereittung des Canonis

Nun aber wollen wir noch vber diee vorhergehende der alten Commenta, ehe dan wir zu
vnsern algemeinenn vnnd zuuor verheiflenen Artificio’? schreitenn, etzliche besondere
kunststucklein vnnd vortheile samptt Thren grundtlichenn Demonstrationibus zur berei-
tung des Canonis sowoll lustig al8 nutzlich vermelden vnnd anzeigen, vnnd Erstlich

1. Inn einem rechtwingklichen Triangulo behendt die perpendicularlinien zu findenn,
welche alzeitt einen Sinum zwischen zwejen bekanttenn Subtenf3en anzeiget. Die perpen-
dicular ist eine starcke Linie aus einef3

[Blatt 261] Trianguls scheitelwinckel die aller kurzeste In dem Basin, vinnd wiewol aber
dieselbige auff viellerlej wege magk erfunden werden, alf gemeinlich durchs quadrieren
einer der kurzern seiten vnnd erfindung derselben bejgelegen stuck basis. Vnnd darnach
weitter durch die penultimam primj, wie solchs auf} beygefuigtter Demonstration augen-
scheinlich zu erkundenn.

So geschichtt dennoch solchs alhie Im rechtt winckelligen Triangulo auffs aller behen-
deste vnd leichtest durch die octauam sexti Euclidis.”® Den weill vermug derselben die Tri-
angula a 0 i vnnd a o e (durch die perpendicularem voneingescheiden) vnder einander
auch zugleich dem ganzen a e i gleichformig oder enlich sein, so werden auch sowoll

[Blatt 26v] alle Ihre seitenn gegen einander proportional sein. Vndt wirdt demnach wie
eigegenia,alsoeagegenna o, der perpendicularen, welche ist zugleich der Sinus def3 be-
kanttenn bogen a e. Vnnd also mugenn allenthalben auf3 dieRenn vnd zugleich auf? vor-
hergehender Lehr zwo bekantt gemachttenn Subtenflen drej andere Subtenf3en samptt
zween Sinibus bekannt werden.

Wie solchs Inn dief3er figur zu ersehen, Inn welcher die Subtenfien a o vind e i samptt
dem Diametro a e sein bekant. Vnnd auf denselben Ihre Complementa o e vand a i durchs
sechst, die Subtenfla o i (Nemblich die differenz) durchs siebend. Vnnd die Perpendicula-
renouvnd iy oder die Sinus der bogenn a o, e i durch dief8es Capitul vnnd Itz gemeltetten
vnterricht.

72 Biurgi verwendet selbst das Wort «artificio». Deshalb ist die Bezeichung «Kunstweg» fiir Blirgis Me-
thode berechtigt. Diesen Begriff verwenden unter anderen auch Rudolf Wolff 1890 in seinem Hand-
buch der Astronomie, 1. Band Seite 174, und List/Bialas 1973 in ihrer Die Coss von Biirgi auf Seiten 79,
100, 106, 117-123. Er wurde 1588 bekannt durch die Veroffentlichung des Fundamentum Astronomi-
cum von Nicolaus Reimers Ursus, der auf Blatt Clr von Biirgis «aureum artificium» spricht.

73  Satz 8, 6. Buch Euklids: «Fillt man in einem rechtwinkligen Dreieck das Lot aus dem rechten Winkel
auf die Grundlinie, so sind die Dreiecke am Lot sowohl dem ganzen als auch einander dhnlich.»
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Abb. 29: Blatt 26r. Gleichung
h-c=a-bzur Berechnung von h.

Abb.30:Blatt 26v. Berechnung der
Hohen, Sinus.



Die Zeichnung auf Blatt 26r zeigt einerseits den Satz des Pythagoras. Die Kathe-
ten des rechtwinkligen Dreiecks AIE sind angegeben zu 48! und 36/, die Hypote-
nuse zu 1° 0'; die Quadrate der Katheten sind (48/)% = (¥8/ )% = 204/, /=38 +
24/ 600 = 381 24" und (36/)2 =21/, + 35/, = 21! 36!/, wie angegeben. Somit ergibt
deren Summe 38247 + 211 36! = 597 60! = 19, die Hypotenuse.

Das von Biirgi verwendete Zahlenbeispiel 48/, 36/, 19 basiert auf dem bekann-
ten pythagoraischen Zahlentripel 4, 3, 5 beziehungsweise 48, 36, 60.

Biirgis Text nennt wie tiblich die Ahnlichkeit der beiden Teildreiecke AOI und
AOE untereinander und zum Gesamtdreieck AIE. Daraus zieht Buirgi die Propor-
tionalitat EI : IA = EA : AO, woraus man die Hohe AO berechnen kann zu AO =
IA-EA:El=48/36/:10=17281 = 287481 (= 28/ +48/ = 0,48 = sin <AIE). Dies
ist bei «normaler» Bezeichnung im rechtwinkligen Dreieck h = a-b:c, wobei hier
die beiden Katheten a, b und der Radius c gegeben sind.

In Birgis Figur auf Blatt 26v sind bekannt die Sehnen AO und EI, und der
Durchmesser AE, und als Komplemente OE und Al Daraus kann man nun die
gesuchte Sehne OI ermitteln, und die Lote OU und 1Y, also die Sinus der Bogen
AO und EL

Auf} demselbenn fundamento vnnd grunde, Nemblich der quadrierung einer bekantten
Subtenf3en, vnndt

[Blatt 27r] auch def} Diameters vnd abnehmung des kleinern quadrats zwejmal oder
dopeltt vom groflern, pleibtt alzeit ein parallelogrammum, welchs getheiltt In denn Dia-
metrum zeigt das gefunden theil an die lenge der vbrigen Subtenflenn, welche die gege-
ben Subtenflenn anrurendt dem Diametro parallellauffet, wie In beygesezter figur er-
scheinett.

Sei in der unbeschrifteten Figur auf Blatt 27r der Durchmesser des Kreises
gleich c. Die obere gesuchte Parallellinie des Trapezes sei d genannt, jeweils a die
beiden gleichen Seitenlinien des Trapezes und p die Basisteilstiicke der kleinen
Dreiecke. Dann gilt offensichtlich, dass d = ¢ — 2-p = ¢ - 2-a%:c = (c? — 2-a%):c, unter
Benutzung des Kathetensatzes a? = p-c. Somit kann Biirgi aus bekanntem Durch-
messer ¢ und den beiden gleichen Sehnen a die obere Sehne d berechnen.

Hinwidderumb aber das Parallellogrannum vonn derselbenn dem Diametro parallel
lauffendenn Linien vnnd dem Diametro genohmenn, vand vom quadrato def3 Diame-
ters, bleiben vbrig die andernn zwey denselben mittlern beyligende vnd Jegenn einander
gleiche parallelogramma, welcherer Jglichs eines ist gleich dem quadrato der einenn auf
den vbrigen zwejenn

[Blatt 27v] anrurenden Subtenfien. Welcherer Complement alfddan auch durch oben
gegeben vnterrichtt Im Sechsten Capitulo bekantt sein wirdt. Den aus bekanten quadrato
wirdt bekannt seine seitte durch aufdziehung der gevierten wurtzell. Vnnd also hatt mann
aus der gemeinen erfindung der perpendicularlinien ein Nachhengendes stucklein zube-
reitung des Canonis. Darauff folgt nun weiter ein anders aus der andern viel behendern
vnnd leichtern erfindung deflelben. Welchs geschicht durch auffsteigen einer bekantten
Subtenflen In die Hohe Inn zweyfacher oder doppelder proportion. Als so bekandt Ist die
Subtenfle von einem grad vnd zugleich durch vorhergehende lehr Thre Complement, als
dan ist auch zugleich durch gemeltte erfindung der perpendicularlinien bekandt der si-
nus derselben einen grads. Derselb Sinus doppelt ist weiter die Subtensa zwejjer graden.
Vnnd darnach also Immer fortan In auffsteigender zwejfeltiger proportion. Denn der Si-
nus eines bogen ist alzeitt die halb Subtensa defd doppelten bogenn oder defielbenn

[Blatt 28r] bogenn doppelt. Vnnd solchs zeigtt augenscheinlich dief3e Jegennwertige
figur.
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Abb. 31: Blatt 27r. Berechnung der
oberen Parallelsehne.
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Solche auffsteigung der Subtenfenn Inn zweyfacher proportion mag auch sowoll er-
fundenn werdenn durch die (obangesezte) secundam sexti Euclidis. Dann weil in
beygefugtter [Figur] die Linienn u r [nicht eingezeichnet] vind a ¢, auch sowoll 1 r vand c i
parallett sein, werdenn die Triangula u r 1 vand a t o dnlich vnnd gleichformig, auch alle
ihre seitenn gegenneinander proportinol sein durch die 4 vnnd 5 Sexti Euclidis. Darnach,

weil nun weitter a c ist halb ur, (denn so der Radius das knewe’* einefy winckels Im halben Abb. 32: Blatt 28r. Doppelwinkelformel.

Circkel In der mitte zertheilt, alBdan ist dafd stuck def’ Radij bif} ans gemelte knewe die Punktenamen fehlen hier, sie finden
sich in der Figur auf Blatt 28v.

[Blatt 28v] helftte des andern knewes) so ist auch durch gemeltte Ihre gemeine propor-
tionalitetichalblr.

Nun aber wirdt i ¢ bekandt aufl dem bekantten sinu t o durch dieselbenn Secundam
Sexti. Denn wie a t gegen t o, also a c gegen ci. Das ist wie Itztgesagt halb1r. Vnnd demnach
auch dieselbe ganz, welche wirdt sein der Sinus des doppelten bogenn e r. Darnach ist auch
gleich urtheil von den trianguln u m h vnd a r 1. Item wie auch a m zu m h, also auch der
Radiusarzurl Vnnd also viel sei gesagt vom auffsteigen durch die Secundam Sexti.

Biirgi beschreibt folgendermafien: Wegen der Parallelitdt von UR (nicht einge-
zeichnet) und AC und der Parallelitdt von LR und CI sind die Dreiecke URL und
ATO ahnlich. Und weil AC = %-UR ist, so ist auch CI = }-LR. TO sei als Sinus des
Bogens TE gegeben. Daraus ergibt sich CI aus der Proportion AT : TO = AC : CI, weil
AT als Radius, TO als Sinus und AC=%-UR bekannt sind. Da CI = %;.LR, ist auch
ganz LR bekannt, also der Sinus des doppelten Bogens.

Biuirgi beschreibt hier die bekannte Doppelwinkelformel, er berechnet ja den Si-
nus des doppelten Winkels aus dem Sinus des einfachen. Sei TAE = a, also RAE = 2a.
sin(2a) =RL=2-CLEsistferner AC=AO = cos a. Mit der Proportion CI: AC =TO : AT, also
CI:cosa=sina:1, folgt CI =sin a- cos a. Damit gilt sin(2a) = 2-CI = 2-sin a-cos a.

Dagegenn aber mag man auch widderumb herab steigen durch die nechst volgendenn M
tertiam Sexti. Denn durch dieselbenn mag Mann

[Blatt 29r] auf? der mitte auff vind absteigen vnd Jglichen winckel in zween vnnd wid-
derumb in zween theilen. Den die mitellinie, welche den winckell theilet, mag alzeit be-
kandt werden durch die 12 Secundi Euclidis,” viand mugen also durch dief3es auff vnd ab-
steigen die bekanten Sinus allenthalben dupellirt vnd halbiert werden. Abb.34: Blatt 29r, oben.

Das Netinte Capitull weiter etzliche vortheill
diirch der bekanten Sintiiim differentz vnd erstlich

1. Zwischenn 2 bekanttenn Sinibus die differenz zu finden.
Solchs mag leichtlich gescheen durch die (oftt gemeltten Penultimam Primj: Den so ein
Sinus bekandt ist, aldann ist auch zugleich durch dieselben Penultimam primj aufy dem
radio vnnd demselbenn bekantenn Sinu der

[Blatt 29v] Sinus defd Complements seines bogenn bekantt, viind darnach durch die
differenz zweyer Sinuum vnd der Differenz ihrer bogenn Complementenn Sinuum die
Subtensa def} bogenn zwischen denselben zween Sinibus, wie solchs aus dieler figur zu  Abb.35: Blatt 291, unten. Differenz.
erkundenn.

Vnnd also mag mann leichtlich durch zwo eingeschriebenn bekante Subtenfien zweier
ordinierten viellecktten figur findenn die lenge der seitenn einer solchen ordinierten viel-
eckttenn figur, welche aufd multiplicirung der anzall ihrer seitten In einander erwach-
Benn. Also findett man zwischenn dem eingeschrieben ordinierten drejecke vnd vierecke
die lenge der seitenn def} eingeschriebenn ordinierten zwolffecks, vind zwischen dem

74  knewe = Schenkel (eines Winkels).
75 Dasist der Kosinussatz.



vier vnd funffecke des zwanzigeckes, auch zwischenn den funff vnd sechsecke des dreif3i-
gecks, wie auch zwischenn dem drejecke vnd funffecke der funffzeheneck gefunden
wirdt (welche aber etzliche vngeburlich vnter die Inscription mischen)

[Blatt 30r] vnnd dergleichenn alle andere, ohn allein wenner die eine zall Inn der an-
dern behaltten oder beschloflen wirdt. Alfddann ist kein Differenz vnter denselben zu
uermutten, vnnd diefSes alle Im halbenn Cirkell zu uerstehenn. Denn die Differenz der
Sinuum vnnd die Differenz Ihrer Complementenn vermugenn die Subtenf3enn der diffe-
renz defd bogenn zwischen gemeltten Sinibus. Also auch aus einem Sinu vnnd seinem
Exces bif3 auff denn radium (welcher Exces sonst Sinus versus genandt) wirdt bekandt die
Subtensa def? bogenn des Complements defielben Sinus, welcher halber Subtensa dar-
nach wirdt sein der Sinus def3elbenn halbenn bogenn. Weitter:

Durch Verbinden benachbarter Eckpunkte zweier in den Kreis einbeschriebener
regelmaBiger Vielecke (Biirgi nennt nur teilerfremde Eckenzahlen) mit einer
Sehne erhdlt man die Seite des regelmafiigen Vielecks mit dem Produkt der
Eckenzahlen der zuerst genannten Vielecke. Biirgi nennt speziell:

aus dem 3eck und dem 4eck erhdlt man das 12eck

aus dem 4eck und dem 5eck erhdlt man das 20eck

aus dem 5eck und dem 6eck erhélt man das 30eck

aus dem 3eck und dem 5eck erhalt man das 15eck.

2. Zwischen zween bekantten Sinibus denn mittelnn zu findenn.
Solchs geschichtt durch die Secundam Sexti, denn Inn dieser Figur sein bekandt die zween
Sinus t r vnd s ¢, ist demnach auch zugleich durch die aequation derselbenn oder durch
halbirung Ihrer Differenz t b bekant

[Blatt 30v] die mittellinie zwischen denselben, Nemblich i u, auch sowoll auf§ dersel-
benn vnd dem stuck a u (welchs aber aus der halbenn differenz der Complementen der
Sinuum vnnd dem Complemento a r bekandt) def} Rady a o grofier segment a i, welchs
aber auch bekant wirdt durch abnehmung def? quadrats t i vom quadrato des Rady.

Nun aber durch gemeltte Secundam Sexti: wie a i gegenn i u, also der radius a o gegen
den Sinum o n. Vnnd also darnach widderumb zwischen dief3en anderen mittell Sinus.

Biirgi beschreibt hier die bekannte trigonometrische Formel

sin a + sin B = 2 - sin[(a+p):2] - cos[(a—P):2].

In seiner Figur auf Blatt 30v seien bekannt TR = sin a und SC = BR = sin .
Gesucht wird sin[(a+p):2].

Man findet sofort % - TB = % - (TR-BR) = % - (sin a — sin §) = VB.

Damit istIU=VB+BR =% (sina-sinB) +sin B =% - (sin a + sin p).

Ebenso fiir die Komplemente RU = % - RC = % - (AC-AR) = % - (cos B - cos a).

Im Dreieck ATI liefert der Satz des Pythagoras AI? = AT? - TI? = 1 - sin?[(0—f):2] =
cos?[(a—P):2], also Al = cos[(a—p):2]

Der Strahlensatz liefert nun AI': IU = AO : ON und damit das gesuchte ON.

Der Strahlensatz bedeutet nun aber cos[(a—B):2] : (sina + sin B):2 =1: sin[(a+p):2],
das ist die Formel sin a + sin p = 2 - sin[(a+p):2] - cos[(a—B):2].

Ef} sein aber auch noch vielle andere behelffe vnd mancherley vortheil zur bereitunge
def Canonis vbrig vnnd furhandenn, welcherer wir etzliche vimb vermeidung vieles
schreibens nur allein durch blofle Elementa ohn alle weittere erklerung anzeigenn
mochtten, als Nemblich diefie sein.
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Abb. 36: Blatt 30v. sin[(a+p):2].
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[Blatt 31r] 1. Wie eine Subtensa im halbenn Circkel gegen den Sinum ihres bogen, also der
Radius gegen den Sinum des halbenn bogen def3 Complements gemelter Subtenf3. Vnnd
ist auch zugleich derselbig Sinus daf3elbig halb Complement derselben Subtenf3en. Dar-
umb halbir nur daf} Complement, so hastu den Sinum def3 halben bogen def3elben.

Biirgis Zeichnung auf Blatt 31r ist nicht beschriftet. Ich habe Punktenamen, Win-
kel und Sinus nachgetragen. Biirgis Text bedeutet, dass BC : CD = ME : EF, also
2-sin(?/,) : sin a = 1: sin(90°-%/,), und somit sin a = 2 sin(%/,)-cos(?/,), oder auch
sin(2a) = 2 - sin a - cos a, die bekannte Doppelwinkelformel.
Der letzte Satz Biirgis bedeutet einfacher:
- «Halbier das Complement» von q, das ist ¥ - AEC = AE =90° - a/,.

EM halbiert den Bogen AEC.
- «so hast du den Sinus des halben Bogen», MF = sin(/,).
Es sind ndmlich die Dreiecke MHB und EFM kongruent.
Die gepunkteten Kreisbogen in Biirgis Figur deuten an, dass FM = AM - AF =1-[1-
sin(%/,)] = sin(?/,), weil ja AF = % - AG = %3 - (AB—-BG) = }4 - [2-2- sin(%/,)] = 1- sin(%/,).
Man konnte auch bei gleicher Argumentation den Winkel CAB = a nennen, den
Winkel CMB dann 2a, wodurch man die halben Winkel vermiede.

2. Itemder Sinus einefd bogenn ist in mittler proportion zwischen dem halbenn Radio vnnd
dem Sinuj verso defielben bogen doppeltt. Vnnd stehtt auch der Sinus alzeitt in mittler pro-
portion zwischen den segmenten oder stucken def} Diameters vermug der 8 Sexti Eucl. Vnnd
dergleichenn vnzellig viell andere. Weill aber dennoch dieselbenn alsampt zu vollenkom-
mener bereitung defd Canonis noch In keinem weg genugen leisten, wie aus nechst nachvol-
genden zu ersehen, wollen wir vielmehr dieselben anstehen vnnd efd hirbey wenden lafienn.

Die beiden Teildreiecke CDB und CDA sind dhnlich, deshalb gilt h:p = q:h, also h? =
p-q. Nimmt man wieder den Winkel CMB = q, dann ist dies die Aussage CD? = sin’a =
BD-AD = (1-cos a) - (1 + cos a) = 1-cos? a, der sogenannte Trigonometrische Py-
thagoras.

[Blatt 31v]
Das zehende Capitiill. Wie man denn Sinum eines grads,
Item einer minuten bekomptt

Wiewol vnnd vnangesehen aber wir bif$ anhero aller altten behelffe auch vber dafl sowoll
vnnsere Insonderheitt vortheile zur bereitung defd Canonis mitt allem vleif3 vermeldett
vnnd angezeigt habenn, So begibtt sichs dennoch nitt destoweniger, das man etzlicher
vntheilbarer graden bogen, vnnd sonderlich derer, so auch untheilbare minuten neben
den graden haben, Ihre Sinus auff keinen weg vnnd durch keines der vorhergehenden
vortheile haben oder vberkommen mag, ohn allein (vnd nur vngefehr) durch die differenz
der allernegst vnder vnnd vber denselben bekanter bogen Sinuum. Den durch obgemelte
lehr (Nemlich durch die differenz der Subtenf3en zwischen den eingeschrieben dreyecke
vnd funffecke) mag man die seiten des eingeschrieben funffzehenecks, welche ist die Sub-
tensa von 24 oder der Sinus vonn 12 graden

[Blatt 32r] habenn vnnd bekommen, vnd widderumb durchs sechst Capitull, Nemblich
durch halbirung solcher zwolff der Sinum von 6, darnach von 3, von 1% oder vonn 1 grad
30/, auch entlich von 45". Wie bekumptt mann aber nun dazwischen denn Sinum von ei-
nem grad zwar mit grofler muhe vnd arbeit, Nemblich auff solche weif} wie volget.

Man theilett denn bogen von 17 grad in sechs gleiche theile, wie In dieer figur er-
scheinett, In welcherer a e ist der bogen von 1% grad, vnd sein Sinus e u, welcher bekant
vnnd durch gemelten weg gefunden 1° 34714713 1511, der bogenn aber von 45’ ist a i viand
deflelben Sinus u t auch durch gemelts bekantt vinnd gefunden 47! 71 2111 9/l Aber der

Abb. 37: Blatt 31r, oben. Doppelwinkel-
formel.

Abb.38: Blatt 31r oben, erginzt.

Abb.39: Blatt 31r, unten. Trigonometri-
scher Pythagoras.

Abb.40: Blatt 32r. Aus sin 1%° ermit-
teln sin 1°.



bogenn eines grads ist a o, welchs Sinus u p gesucht wirdt. Darumb theill def8 bogenn a i
45' bekantten Sinum u t, Nemblich 47/ 711 211 9/l Ipy drey gleiche theil, kommen

[Blatt 32v] 15 42! 2711 311 welchs ist vngefehr ein sechs theil des ganzen Sinus e u.
Welchs gegeben zu der helftte defielben, Nemblich zu u t, erwechst daraus 1° 2! 49! 48!
1211 welchs ifit vngefehr die Summa defd Sinus u p, Nemblich def} bogenn a o einef
grads. Den so die sechs theile Im ganzen Sinu e u alle einander gleich waren, al}dan were
efd gar genaue vnd eigentlich also, vnd were darIn kein weitter fehll oder mangel.

Weil aber allenthalben die Sinus aufd den terminis oder endpuncten gleicher bogenn
schneiden Je neher dem Centro Je grof3er stucke defd Diameters, werdenn auch alhie aller-
seitz die sechs theille des ganzen Sinus e u Je neher dem u Je grofier, vind dagegen Je neher
dem e Je kleiner sein. Wirdt demnach u m grofler den mr, mr grofer denrt, r t grofier den
tp, t p grofler den p q, vnd endlich p q grofier den das aller kleinste sechstheil q e. Werden
derhalben die gefunden 1° 2149 481 12 gleichsam die vier grosten Sechstheilum, m,
rtvndt p def’ ganzenn

[Blatt 33r] Sinus e u etwaf} alzu grof sein vor dem Sinu u p. Darumb nimb dagegen die
helftte des ganzen Sinus u e, Nemlich u t, 47/ 71 2119/ den bekanten Sinum von 45’ vonn
denselben ganzen bekantten Sinu 1 grad 30, Nemblich u e 1° 34! 14 131 1511 a]1R3dan
pleibt vbrig die ander kleinere helfft defelben ganzen Sinus, Nemblich t e 477 67 5217 61111,
Welcher drittentheil ist 157 4277 1711 2211 gleichsam ein sechstheil de3 ganzen Sinus u e.
Aber gleich wie aus gemeltter ursach 157 427 271113 yor ein Sechstheile desselbenn etwas
zu grof} geweflenn, also ist dagegenn aus gleicher vrsach 15! 4217 171 221 yor ein Sechst-
heil desselben etwaf zu klein. Darumb so man nun gleich wie vorhin die 15! 421 171!
221 sleichsam ein Sechstheil des ganzen u e, gibtt zu der bekanten helftte deRelben,
Nemlich zu u t, erwechst darauf die Summa 1° 27 497 381 3111 welchs wirt sein vngefehr
der sinus e r aufd gemelter vrsach etwafd kleiner den der gesuchter Sinus eines grads u p,
welcher, wie er zuuor etwafd zu grofd geweflen, dagegen

[Blatt 33v] aber alhie ettwafl zu klein erscheinenn. Wirdt demnach der zwejer Sum-
men vormittelung oder die mittel Zall zwischenn denselben, Nemblich 10 2! 491 4311 211
vor dem gesuchttenn Sinu eines grads bestettigt vnd angenohmenn.

Vnnd auff gleiche weif$ komptt man auch hinvnter zu dem Sinu einer minuten. Denn
weil mann alhie den Sinum eines grads wg éyyiota’® bekommenn, Mag man nun fern-
ner mitt demselben durchs halbirenn nach gegebener Lehr Im Sechstenn Capitulo Im-
mer hinvnder steigen nach ausweifdung dief3er Zallen satzung:

1grad oder 60

30'

15'

7 — 30"

3 —45"

1'— 52" —30"
0'—56"—15"

Oder aber wiltu wie vorhin von 3 graden vnd dem Bekanttenn Sinu derselbenn bif3 auff
eine minuten herab steigen, so stehts also:

[Blatt 34r] 3 grad
1°— 30
45’
22'—30"
11'—15"
5 —37"—30"

2'— 48" —45"
1—24"—22"—30""
O 47— 11" — 15"

76  Ich danke Menso Folkerts fiir die Transkription und Ubersetzung der beiden griechischen Worte:
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Abb. 41: Blatt 33v: «hos éngista».
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Ist demnach die Differenz alhie zwischenn 1' 24" 22" 30" vnnd 42' 11" 15", alda aber
zwischenn 1' 52" 30" vnd 56" 15"". Machs vnnd propirs derhalbenn auff albeide artt vand
nach vorgemeltten vnterricht, kommen auffs nechst 1! 211 4917 5511 ynnd also nach gefun-
den Sinu eins grads vnnd auch einer minutenn, hatt man auch zugleich durch obgemeltte
Lehre die Sinus Ihrer Complementen. Auch widderumb Ihrer Dopelttenn bogenn vnnd
ihrer Compelementen. Auch widderumb der Complementen halbenn bogenn Sinus. Vnnd
also weitter nachfolgig Immer einf} aufd dem andern. Vnnd wirdt also auff solche weifie
mitt beschwerlicher muhe vnd arbeitt der ganze Canon vermachett, mitt welcherer weif3
sich die alttenn bif? auff diefSe vnsere Zeitt In soviell hundertt Jahrenn beholffenn.

Weil sie es nicht befier habenn

[Blatt 34v] erfindenn konnen, welchere weif3 aber eben so vngewify vnnd bauefellig,
also muheselig vnd arbeitsam, ist. Wollen derhalbenn die sache auf eine andere beflere
vnd richtiger, auch sowoll leichter vnd lustiger, weis numehr fur die handt nehmen. Vnd
wie man die Sinus allesamptt, einen sowoll alf den andern, Ohne die muhseligen Inscrip-
tion, vnd alle auf} derselben herflieBende vorhergehende Bauefellige behelffe artlich vnd
subteil aus dem rechten vnd lang Desiderierten fundamento vnd grunde, Nemblich durch
theilung einef? winckels Im so vielle theile, als man will, finden vnd bekommen soll, ent-
decken vnd anzeigen. Wie volgtt.

Im Manuskript zu seiner Coss schldgt Biirgi noch vor, den Startwert sin 2" cos-
sisch zu ermitteln durch Lésen entsprechender Gleichungen.”” Durch fiinfmalige
Halbierung komme man von 360° zu 180°,90°, 45°, 22°30', 11°15"; dann durch vier-
malige Drittelung zu 3°45',1°15', 25, 8'20"; schlieflich durch dreimaliges Fiinfteln
zu 140", 20", 4". Durch Halbieren dieser Subtensa zu 4" erhalte man sin 2" als
Startwert fiir die grof3e Sinustafel. Allerdings sind hierfiir einige cossische Glei-
chungen zu l6sen. Humorvoll schreibt Biirgi dazu: «Obwohl der richtige Weg, zu
den Sinibus zu kommen, hiermit aufgezeigt ist, sei er von Lust wegen auf3erhalb
der Landstrafle gegangen. Und so habe er gefunden, den Sinus auf mehrerlei Ar-
ten zu rechnen.»

Hier im Fundamentum Astronomiae zeigt Burgi elementar geometrisch, dass
man aus dem 15eck etwa den sin 12° ermitteln kann, durch Winkelhalbierung
dann sin 6°, sin 3°, sin 1%°, sin 45', aber man erhalt nicht, auch nicht aus anderen
regelmiBligen Vielecken, den sin 1° und sin 1'. Blrgi zeigt nun seinen Weg dazu
auf, namlich durch modifizierte oder gewichtete Interpolation.

Biirgi teilt den Bogen AE, also den Winkel von 1%4°, in 6 gleiche Teilbdgen von
je 15'. Er kennt

sin1%,° =EU=193411471311151178=0,026.176.948.30|24 statt 0,026.176.948.30|79

und sin 45" = UT = 47/ 71 2111 9179 = 9,013.089.594.|90 statt 0,013.089.594.57.

Gesucht wird der Sinus des Bogens AO, also sin 1° = UP.

Durch die Teilung des Winkels von 1%° in 6 gleiche Teilbégen sind die Abschnitte
auf EU nicht gleich lang, es ist UM > MR > RT > TP > PQ > QE. Dies beriicksichtigt
Burgi nun.

Er teilt zuerst UT, den Sinus des Bogens Al = 45 in drei gleiche 15-Teile und er-
halt fiir jedes Teil 157 4211 27111 31 2 1% . EU =} - sin 1%,° = 0,004.363.198.30 statt
0,004.363.198.52. Um ungefahr sinl® zu erhalten, addiert Burgi zum korrekten

«hos éngista» = «So nahe (genau) wie moglich», hier «mit einer beliebig groflen Genauigkeit». Biirgi
hat die griechischen Buchstaben nicht ganz korrekt und nicht deutlich geschrieben; so fehlen der
Akzent und die beiden Spiritus tiber den Vokalen. Die beiden «y» sehen aus wie «v», fiir das «o» im
zweiten Wort hat er nicht das normale sigma gewéhlt, sondern das Schluss-sigma, das im Innern ei-
nes Wortes nichts zu suchen hat. Aber Biirgi konnte eben kein Griechisch.

77  List/Bialas 1973, S.66-68.

78 Soauch in Biirgis beigefiigter Sinustafel auf Blatt 46v.

79  Soauch in Biirgis beigefiigter Sinustafel auf Blatt 47r.

Abb. 44: Zu Blatt 32r.

Vielleicht hat Blirgi die Punktenamen
APSIONE in Anlehnung an Apsis =
Bogen, Segment gewahlt.



Wert von UT = sin 45’ dieses % -EU, er erhilt UP = sin 1°< 19 2! 4917 4811 1711 -
0,017.452.793.209.88. Das wire genau, wenn die 6 Teile von UE gleich lang wa-
ren, was ja nicht der Fall ist; die Teile, die ndher an U liegen, sind grof3er als die
Teile ndher an E. Da der hier gefundene Naherungswert flr sinl® die vier grof3-
ten Teile von UE enthalt, ist er daher etwas zu grof3.

Also subtrahiert Blirgi zweitens vom bekannten sin 1%° = EU den ebenfalls
bekannten sin 45" = UT und erhalt 477 67 5211 6, Das ist nun mit TE die «kleinere
Halfte des ganzen Sinus». Hiervon der dritte Teil ist 15/ 427 1711 22111 < 12.EU. Die-
sen Wert addiert Burgi zu UT und erhilt mit ER sin 1° 2 19 21 49 3811 31/ ejnen
etwas zu kleinen Wert fiir sin 1°.

Die Mittelwertbildung mit diesen beiden Werten liefert sin 1° = 19 2/ 491 431
21T (30V). Dies ergibt den Dezimalwert 0,017.452.4|18 statt 0,017.452.406.12

In Burgis Sinustafel auf Blatt 46v wird jedoch sin 1° angegeben zu 10 27 491
43111 was dem genaueren Dezimalwert 0,017.452.406/.12 entspricht.

Auf gleichem Weg, gibt Burgi an, findet er fir sin 1' = 17 21 49T 5511 (=
0,000.290.888|.63 statt 0,000.290.888.204.563 = 1/ 211 4911 5411 40V 16"1). Hier-
von ausgehend kann man nun mit Winkelverdoppelung weiterarbeiten.

Zusammenfassung

Durch Winkelhalbierung, ausgehend von sin 12°, den man ja aus dem regelma-
Rigen 15-Eck erhilt, kann man UE = sin 1%° und UT = sin 45’ erhalten. Durch ge-
eignete Mittelwertbildung findet Biirgi daraus einen guten Ndaherungswert fir
sin 1°. Er berechnet im Endeffekt den Mittelwert aus UT + %-UT (was etwas zu
grofd ist) und UT + %-TE (was etwas zu klein ist), wobei TE = UE — UT ist.

Biirgis Darstellung dieses Weges erscheint mir jedoch unnétig kompliziert.
Biirgi berechnet die Naherung fiir
UP =sin1° = %-[(UT + % - UT) + (UT + % TE)] = UT + %- (UT + TE) = UT + % -UE =
sin 45" +sin 15"

Biirgi hatte also viel einfacher argumentieren kénnen, nidmlich dass % -UE
die Ungleichheiten der Sinus nahezu ausgleicht und ungefdhr dem fehlenden
sin 15" entspricht. Biirgi hétte einfacher so rechnen kénnen:

UT = 47" 07 211 09I = gin 45’

%-UE = 151 4211221 1311 . gin 15’

UT + % UE = 10 021491 4311 2211 + gin 1°

Das Eilffte Capitel von vermachunge des Canonis Sinuum
diirch Theiliing eines rechten winckels in soiiil theil als man will.

Postulatum desideratissimum Eine sehr ersehnte Aufgabe [Kunstgriff],
Sedula quod nobis aperit meditatio Burgi die uns die eifrige Uberlegung Biirgis offenbart,
Quale nec est visum quale nec antefuit. wie sie noch nie gesehen wurde und die es

vorher nicht gegeben hat.

In diesem Kapitel wird das grofie Réitsel um Biirgis «Kunstweg» gelost, das Rat-
sel um seine Methode, eine Sinustafel auf viel einfacherem Weg zu erstellen,
mit viel weniger Rechenaufwand. Was wir Nachfolgenden tiber das Zustande-
kommen von Biirgis herausragenden mathematischen Leistungen feststellen,
uber die Ursachen fir seine oft v6llig neuen Wege und Gedanken, warum er
standig nach neuen und anderen Wegen suchte und suchen musste, das sagt
Burgi selbst sehr treffend in der Einleitung zu seiner Coss:8° «Und weil mir aus

80 List/Bialas1973,S.7.
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Mangel der Sprachen die Tiir zu den Autoribus nicht allzeit offen gestanden wie
andern, hab ich etwas mehr als etwa die Gelehrten und Belesenen meinen eige-
nen Gedanken nachhidngen und neue Wege suchen missen.»

Biirgi hatte seine Gedanken zu seinem «Kunstweg» und seiner Sinustafel be-
reits 1586/87 fertig, als Ursus bei ihm in Kassel weilte, wo dieser von Biirgi dessen
Wissen uiber Trigonometrie lernte, insbesondere auch diesen «Kunstweg». Wahr-
scheinlich ist Blirgis Schrift in Zusammenarbeit mit Ursus entstanden, wofiir die
vielen lateinischen und auch einige griechische Passagen sprechen. Allerdings
hatte Biirgi seinen Freund versprechen lassen, diese Methode so lange geheim zu
halten, bis ein Druck erfolgt ware, wozu es allerdings nie kam. Ursus hielt sich an
dieses Gebot und veroffentlichte in seinem Fundamentum Astronomicum 1588
und in seinen Astronomischen Hypothesen 1597 nur ratselhafte Andeutungen,
die weder seine Zeitgenossen noch spatere Wissenschaftler interpretieren konn-
ten. Die Auflésung von Burgis Kunstweg-Ratsel in diesem Kapitel stellt also fiir
die «Geschichte der Trigonometrie einen Meilenstein» dar.8!

Die drei Seiten mit Blirgis Text zur Auflosung dieses Ritsels sollen deshalb
hier im Original wiedergegeben werden.

Einen rechten Winckell in also viel theile theilenn

[Blatt 35r] al3 man will, vnnd aus demselben den Canonen Sinuum vermachenn.
Anfenglich setze etzliche Zallen deines gefallens vber einander In die rege [Reihe] vnd der-
selbenn also viel, als In wieuiel theile du denn furgesetztten rechtwinckell theilen wildt.
Vnnd nim die letzten Zall derselben gesetzttenn Zallen halb unnd setz dieselben helftte
gegen dieselben letzte Zall zur linckenn. Doch etwaf vmb eine halbe Zall erhoben, also daf
sie stehe zwischen derselben letzten vnd der nechsten Zall oben ihr in form einer Diffe-
renz Zall. Zu derselben Helftte Summir oder gib die unter den anfenglich angenohmmen
Zallen ohn eine die lezte. Und zu dem daraus erwachf3ene producto®? widerumb die negs-
ten, vor Ihr vnter den angenohmen Zallen. Vnd abermal zu dief3en erwachf3en Producto
die nechst vorhergehenden der angenohmen Zallen. Vnnd also fort bif3 zur ersten an-
genohmen oder anfenglich gesetzten Zall. Alf3dann
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Abb. 45: Blatt 35r: Teilung eines rechten Winkels
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Abb. 46: Blatt 35v: Teilung eines rechten Winkels

in beliebig viele Teile. in beliebig viele Teile.

81 Menso Folkerts in einem Brief vom 23. Januar 2014.
82 «producto» = Ergebnis. Gemeint ist hier eine Summe.



[Blatt 35v] erwachBenn auf solche weif} die differenzen der zukommenden theilen
defd winckels oder die underscheide zwischen ihrer theiln verhaltung. Darumb Summier
dieselben Differenzen widderumb vonn obenherab, Jgliche mitt der negsten unter ihr
zusammen. So erwachf3en daraus etzlicher massenn die begerttenn theile des furgenoh-
men winckels, aber nicht so gar scharff.

Derhalben handell weitter mitt den—anfenglich-gesezten®® denselbenn gefunden
theiln wie zuuor mitt den anfenglich geseztenn vnd angenohmen Zallen. Vnd je lenger
vnnd mehr du solchs also vimb einander mitt denselben theiln vnnd Ihren Differenzen
vbest vand nach der linckenn wertz procedierest vnnd fortfurest, Je scherffer vnd gewi-
Rer daraus die verhaltung der theilen def? winckels erwachf3enn, bif} sie entlich nichtt
weitter oder mehr sich In Threr Proportione verendernn vnnd schier vhuerenderlich plei-
ben. Welchs den eine eigentliche vnnd gewif3e anzeigung wirdt geben, denselben furge-
setzten

[Blatt 36r] Rechten winckell nach begeren zertheilet zu sein. Volgt darauff ein Exem-
pell In Logistischer oder astronomischer Zall, Inn welchem Exemplo der rechte winckel
in neun theille zertheilett wirdt.

Exemplum:
Welchs Exemplum fur die geubten vmb etwaf} behenter zu addiren auch etwaf? weiter
vermachet vnd derhalben in scharffern Sinibus also stehett.
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83  Mit roter Tinte durchgestrichen.
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Abb. 47: Blatt 36r. Biirgis Kunstweg:
Zahlenbeispiel zur Teilung des rechten
Winkels in 9 Teile.

Abb. 48: Blatt 36v. Beispiel zur
Teilung des rechten Winkels in 9 Teile,
zu hoherer Stellenzahl weitergefiihrt.
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Erlduterungen zu Biirgis «Kunstweg»

Hier nun liefert Biirgi die Erklarung zu seiner bis heute unerklarlich gebliebenen
Methode der «Teilung eines (rechten) Winkels in einem beliebigen Verhaltnis»,
den sogenannten Kunstweg, das groRe Ritsel Burgis. Uber den «Kunstweg» zur
Berechnung der Sinustafeln erfuhren die Zeitgenossen 1588 erstmals etwas aus
einer gedruckten Schrift,8* dem Fundamentum Astronomicum von Nicolaus Rei-
mers Ursus, das grofle Beachtung fand. Reimers kannte Biirgis «Kunstweg» aus
der Zeit, als er in Kassel weilte und mit Biirgi zusammengearbeitet hatte. Doch
die Regel, diesen Kunstweg anzuwenden, ist von Ursus absichtlich derartig un-
durchsichtig gehalten, dass niemand der daran Interessierten das Ratsel um Biir-
gis Methode 16sen konnte.

Auf den «Kunstweg» war inzwischen auch Jacob Curtius, der am Prager Hof
das Amt des Vizekanzlers innehatte, aufmerksam geworden. Er informierte den
hochgelehrten und angesehenen pépstlichen Mathematiker, den spateren Kardi-
nal Christoph Clavius,? Mitglied des Jesuitenordens in Rom und hauptverant-
wortlich fiir die Gregorianische Kalenderreform von 1582. Clavius beauftragte
1593 den apostolischen Schildtrager Theodosius Rubeus (Rossi), bei Ursus Erkun-
digungen tber Biirgis Methode einzuholen.8® Ursus aber gab selbst diesem Wiir-
dentrager keine das Ritsel 16sende Erklarung. Clavius indessen interessierte sich
offensichtlich sehr fur Biirgis Methode. Ursus berichtet in seinen Astronomi-
schen Hypothesen aufierdem, dass auch Curtius sich fiir Biirgis Methode interes-
sierte: «[Curtius] war sehr begierig, diese Arbeit Blirgis kennenzulernen. Deshalb
erbat er sie zu seinen Lebzeiten einige Male von mir. Ich versprach ihm wenigs-
tens doch, seine Bitte irgendeinmal zu erfiillen. Ich lief3 den Bittenden mit Scher-
zen und mit irgendwelchen Vorwianden im Ungewissen. So hielt ich, reiflich iiber-
legt und zu meinem grofien Vorteil,¥” das Geliibde, die eingegangene Verpflichtung
betreffend, bis tiber den Tod des Bittenden hinaus.»®® Curtius starb 1594. Biirgi
war im Juni/Juli 1592 in Prag gewesen, um dem Kaiser einen Himmelsglobus mit
Antrieb zu ubergeben; dabei reichte er dem Kaiser die hier behandelte Schrift
Fundamentum Astronomiae dar. Da es jedoch nicht zum Druck kam, musste auch
Ursus sein Geliibde auf Schweigen weiterhin halten. So ging das Wissen um den
«Kunstweg» verloren und konnte erst mit dem Auffinden der Handschrift in Bres-
lau durch Menso Folkerts wiederentdeckt werden. Das Rétsel ist nun gelost!

Aber auch 1597, in seinen Astronomischen Hypothesen, gab Ursus die Auflo-
sung des Ratsels um Biirgis Methode nicht preis, sondern fiigte dem Ritsel wei-
tere hinzu.®? Er fihlte sich an sein Geliibde Biirgi gegentiber immer noch gebun-
den, dem er einen grof3en Teil seines trigonometrischen Wissens verdankte und
der ihm Schweigen geboten hatte. Die verschliisselten Angaben von Ursus®® auf-
zulésen und dadurch Biirgis «Kunstweg» zu rekonstruieren, haben Martha List
und Volker Bialas in ihrem Werk Die Coss von Jost Biirgi, erschienen 1973, ver-
sucht. Es heifdt bei ihnen (S.122): «Ursus kannte den Kunstweg von Biirgi. Seine
mehrmaligen Auflerungen dariiber bieten dem Unwissenden kaum eine Mog-

Fundamentum Astronomicum, Bl. 16v (Wittich) und Blétter 8v/9r (Kunstweg). Siehe List/Bialas 1973,
S.106.

1537-1612.

Brief von Rubeus an Ursus vom 1.1.1593; Astronomische Hypothesen, Bl. F2v/F3r.

Wahrscheinlich meint Ursus mit «zu seinem Vorteil» die Freundschaft mit Biirgi.

Astronomische Hypothesen, Bl. I3r: «ut et ipsum D. Curtium praesto, qui huius rei cognoscendae
erat avidissimus, ideoque vivus adhuc aliquoties a me petivit. Cui tamen petitioni me aliquando
satisfacturum semper spondens, petentemque iocando aliudque praetendendo suspendens, factae
sponsionis votum cum maximo meo commodo atque consulto, ultra mortem petentis detuli.»
Astronomische Hypothesen, Bl. H3r/H3v.

Fundamentum Astronomicum, Bl. 8v/9r.
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lichkeit, ihn in Erfahrung zu bringen, tragen im Gegenteil eher dazu bei, Verwir-
rung und Ratlosigkeit zu stiften. ... Der Kunstweg von Biirgi [ist] ein Interpolati-
onsverfahren, das sich hoherer Differenzen bedient. .. Das Verfahren war
dufierst einfach und dementsprechend leicht zu handhaben. Die Rechenarbei-
ten, wenige Divisionen neben vielen einfachen Additionen und Subtraktionen,
bendtigten im Vergleich zur Schreibarbeit eine denkbar geringe Zeitspanne.»
Das meint Ursus, wenn er in seinem Fundamentum Astronomicum sagt: «Und
so kann durch diesen goldenen Kunstgriff der ganze Canon sinuum duferst ein-
fach angelegt und vollendet werden in einem Zeitraum von 2 oder 3 oder hochs-
tens 4 Tagen.»?! Auch Burgis Hinweis in seiner «Coss» auf Blatt 93v, die ja List/
Bialas ediert hatten, dass der «ganze Canon sinuum durch seine Differenzen zu
ermitteln sei»,%2 half nicht wirklich weiter; einzig klar war, dass es sich um ho-
here Differenzen handeln miisse.

Am Ende von Kapitel 10 leitet Biirgi tiber zur Erlauterung seines Kunstweges,
nachdem er geschildert hat, wie man den Canon Sinuum auf traditionelle Weise
finden kann. Er schreibt dazu auf Blatt 34r/34v:

«Und so wird mit beschwerlicher Miithe und Arbeit der ganze Canon erstellt. Mit dieser
Art und Weise haben sich die Alten bis zu unserer Zeit in so vielen hundert Jahren behol-
fen, weil sie es nicht besser erfinden konnten. Diese Methode ist jedoch ebenso unsicher
und baufillig wie mithselig und arbeitssam. Wir wollen uns dies daher auf eine andere,
bessere und richtigere, leichtere und lustigere Weise vornehmen. Und wir wollen nun
aufzeigen, wie man die Sinus allesamt ohne das miihselige Einschreiben [von regelmaf3i-
gen Vielecken in den Kreis] aus dem Fundamentum finden und bekommen soll, namlich
durch Teilung eines rechten Winkels in beliebig viele Teile.»

Ursus hatte in seinem Fundamentum Astronomicum keine Erklirung gegeben, mj-_.q:_f"
sondern nur ein Ritsel aufgegeben fir diese «arithmetische Teilung des rechten dAhidil mvrrpen Bl v Rill pon Bl
Winkels in gegebenem Verhiltnis und in beliebig viele Teile». Es heif3t dort:%3 e
«Nachdem man ebenso viele Zahlen nach Belieben gesetzt hat, in wieviele (e |
Teile der rechte Winkel geteilt werden soll, so dass das entgegen gesetzte 5 er- -]

setzt wird durch die Differenz zwischen der letzten und vorletzten Portion oder
Teil, und eben dieser Unterschied zur nichstfolgend gesetzten vorangehenden
Zahl ersetzt wird durch die Differenz zwischen vorletztem und vorvorletztem
Teil, und so darauf folgend bis zur ersten gesetzten Zahl. Und nachdem auf die-
selbe Weise die Rechnung einige Male wiederholt wurde, wird die letzte oder
hochste Differenz der erste oder oberste Teil des geteilten Winkels sein. Und der-
selbe Teil der néchstfolgenden Differenz hinzugefiigt, wird der zweite Teil sein.
Und so darauf folgend bis zur letzten Differenz. Und je hdufiger diese Rechnung
wiederholt wird, desto genauer wird der Winkel geteilt sein, so lange bis endlich
die Rechnung der Teile fast unverandert bleiben wird.»

Diese Erklarung blieb den Zeitgenossen ratselhaft, sie konnten sie nicht ent-
ziffern. Auch Christoph Clavius hatte ja bei Ursus angefragt und um Erlauterung
gebeten. Anton von Braunmihl stellt 1900 in seinen Vorlesungen tiber Ge-
schichte der Trigonometrie Uiber Buirgis Kunstweg resignierend fest, «dass wir
gegenwadrtig uber ihn keine Aufkldrung besitzen. Auch wird sich das dariiber

Abb.49: Diagramm zum
«Kunstweg», Ursus Fundamentum
Astronomicum Blatt Clr.

91 Fundamentum Astronomicum, Bl. 9r: «Atque per hoc aureum artificium totus Canon sinuum
quam facillime extrui perficique potest, vel bidui, vel tridui, vel ad summum quatridui spatio.»
Nach List/Bialas 1973, S.113 betrug Biirgis Canon Sinuum 180 Manuskriptseiten mit insgesamt
162000 Sinus-Werten.

92 List/Bialas 1973, S.116.

93 Blatt B4v.
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schwebende Dunkel kaum mehr lichten lassen, da wir auch bei den Zeitgenossen
Biirgis keine ndheren Angaben finden.» Und List/Bialas kommen zu dem Schluss,
dass die Aufierungen von Ursus «dem Unwissenden kaum eine Mdglichkeit bie-
ten, [Biirgis Kunstweg] in Erfahrung zu bringen, tragen im Gegenteil eher dazu
bei, Verwirrung und Ratlosigkeit zu stiften.»?*

Die Entrditselung

— Der erste Teilsatz hierzu im Fundamentum Astronomicum von Ursus (siehe
oben) «Nachdem man ebenso viele Zahlen nach Belieben gesetzt hat» bezieht
sich auf die erste Spalte ganz rechts in Biirgis (im Ursus-Druck leerer) Tabelle.
Man setzt von oben nach unten zum Beispiel die Zahlen 0, 1, 2, 3, ..., 9, also aufler
der Null 9 Zahlen, weil man den Rechten Winkel in 9 Teile teilen will. Biirgi nahm
glnstigere Ausgangszahlen fir sein Beispiel. Er hatte ja schon die 9 Sinuswerte
und suchte fiir seine Darstellung die 9 Startzahlen ungefahr nach dem Verhaltnis
der 9 Sinuswerte. Er wihlte O, 2,4, 6,7, 8,9, 10, 11, 12. Dies ist zwar unwichtig, man
kann mit beliebigen Startzahlen beginnen, auch mit einer «unsinnigen» Reihen-
folge», aber mit einer «guten» Startzahlenfolge ergeben sich schneller genauere
Werte fiir die 9 Sinuszahlen. Entscheidend zur Losung des Ritsels ist, dass man
von rechts nach links beginnt, und die Startzahlen in die rechte Spalte eintragt.

- Der zweite Teilsatz des ersten Satzes bei Ursus «das entgegengesetzte 5» ist der
Kern des Rétsels. In den Astronomischen Hypothesen 1597 fligt Ursus diesem Satz
hinzu, dass die umgedrehte 5 die linke oder vordere Halfte des letzten Buchsta-
bens des griechischen Alphabets Q darstelle, was das allerletzte bedeuten soll,
«ultimum extremumque».®> Damit, so List/Bialas,”® wollte Ursus «die Halfte ei-
ner letzten Qualitdt» anzeigen, weiter konnten sie aber nichts damit anfangen.
Biirgi erlautert nun in der hier edierten Handschrift ganz einfach, dass man von
der zuletzt gesetzten Startzahl die Halfte zu nehmen habe und in die Spalte links
davor setzen solle, eine halbe Zeile hoher gezeichnet. Damit kann nun das Rech-
nen beginnen.

— Die Spalten werden von rechts nach links gezéhlt! In die unnummerierte Spalte
links von Spalte 1 werden nun schrittweise von unten nach oben die Summen der
halb unten stehenden Zahl der unnummerierten Spalte und der halb dariiber ste-
henden Zahl der Spalte 1 eingetragen, bis ganz nach oben, bis diese unnumme-
rierte Spalte voll ist. In die oberste Zeile der Spalte 2 kommt eine Null. Dann wer-
den wieder, jetzt von oben nach unten, halb versetzt, die Summen der Zahlen aus
dieser Spalte 2 und der ersten unnummerierten Spalte berechnet. Damit sind die
ersten Naherungswerte fiir die Sinuswerte, bei Burgi fiir 10°, 20°, ..., 80°, 90° be-
stimmbar. Es mag alle Forscher bisher irritiert oder auf eine falsche Fihrte ge-
lockt haben, dass in den Ursus-Texten stets von Differenzen die Rede ist. Wenn
man die fertige Tabelle aber von links nach rechts ansieht, so handelt es sich na-
tlirlich um Differenzen.

— Furden zweiten Ndaherungswert der Sinuswerte, der in Spalte 3 erscheinen wird,
wird zuerst wieder von der untersten Zahl in Spalte 2 die Hélfte genommen und
in das unterste Feld der unnummerierten Spalte links von Spalte 2 eingetragen.

94  Folkerts 2014, S.108. Braunmiihl 1900, S.248. List/Bialas 1973, S.115-122.

95 Blatt H3v: ubi obversum 5 sic positum 5 refert sinistrum seu anterius dimidium ultimi in ordine
Alphabeti Elementi Graeci Q. ... pars vero dimidia eiusdam Elementi designat ultimi dimidium.
Ponatur itaque loco (obversum 5) eoque deleto, ultimi (puta numeri positi) dimidium.

96 S.118.

Q O O)

Abb.50: «obversum 5», Halfte von Q.
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Dann werden wieder halbversetzt die Summen gebildet, zuerst aufwarts fiir die
unnummerierte Spalte links von Spalte 2, dann wieder abwarts fiir die Spalte 3,
wobei diese oben wieder eine Null erhalt. Damit kann man nun mit den Werten
der Spalte 3 die zweiten Naherungen der 9 Sinuswerte berechnen. Biirgis Bei-
spieltabelle fir eine Neunteilung des rechten Winkels liefert alle hier gegebe-
nen Erkldrungen.

Spalte 5 Spalte 4 Spalte 3 Sp.2 Spl

o.M e N o I | W vt T

0] 0.0 0 0 L1570 0.0 22 10.0.0 =0 0| 0
10.20.51. 0 18.51.52 | 34.24 1. 3

10 | 10.20.51. 0 0.18.51.52 1 0.34.24 1. 3 2
10. 1.59. 8 18.17.28 33.21 1. 1

20 | 20.22.50. 9 0.37. 9.20 1. 7.45 2.4 4
9.24.49.48 17. 943 | 31.17 0.57

30 | 29.47.39.56 0.54.19. 3 1.39. 2 3.1 6
8.30.30.45 15.30.41 28.16 0.51

40 | 38.18.10.41 1. 9.49.44 2. 7.18 3.52 T
7.2041. 1 13.23.23 24.24 0.44

S50 | 45.38.51.42 1.23.13. 7 2.31.42 4.36 8
5.57.27.54 10.51.41 19.48 0.36

60 | 51.36.19.36 1.34. 448 2.51.30 5.12 9
4.23.23. 6 8. 0.11 14.36 0.27

70 | 55.59.42.42 24118 7 1.42. 4.59 4545 3. 6.6 357 5.39 017 10

80 | 58.41. 0.49 0'54'19' 3 1.46.59. 4 | :'39' 2 3.15. 3 3' T 5.56 0' I3 11

90 59,_35‘19,52 —— _ 1.48.38. 6 | =2 =1 3.18. 4 - 6. 2 - 12

Biirgi hat in dieser seiner ersten Beispieltabelle (Blatt 36r) vier dieser Wiederho-
lungsschritte verwendet, alles gerechnet in Sexagesimalzahlen. Spalte 1 ist die
Spalte mit den vorgewdhlten Startzahlen, Spalten 2 bis 5 werden errechnet. Die
Zahlen in diesen Spalten stellen noch nicht direkt die gesuchten Sinuswerte dar,
man muss die Zahlen noch auf den «Radius» beziehen, der sich, jeweils unter-
schiedlich, in der letzten Zeile bei 90° ergibt. Die eigentlichen Sinuswerte muss
man also errechnen durch Division der Zahl in einer Sinuszeile durch die Zahl in
der 90°-Zeile. So muss man zum Beispiel fiir sin 10° den in Spalte 5 errechneten
Wert 109 20! 517 0" dijvidieren durch die errechnete Zahl fiir 90°, nimlich 599 35!
1911 521]1'
Fiir sin 10° erhielte Biirgi hier 100 207517 0 : 590351191 52111 = 101 251 11 11V (+Rest)
955 53 18 40 £0,173.648.23
24 57 41 20 0O statt0,173.648.18
24 49 43 16 40
7 58 3 20 00
756 42 38 56
120 41 4 0O
59 35 19 52

21 5 44 8 00
20 51 21 57 12

14 22 10 48

Der hier nur als Beispiel zur Erlauterung ermittelte Wert fir sin 10° ist also bis
zur dritten Sexagesimalstelle genau.”” Umgerechnet in eine Dezimalzahl ergibt
sich dafiir sin 10° = 0,173.648|23 statt 0,173.648.18. Seine Sinustafel auf Blattern
46v-64r gibt Blrgi mit hoherer Genauigkeit an, mit 5 Sexagesimalstellen, die
Werte fiir 88° und 89° gar auf 7 Sexagesimalstellen. So wird (Blatt 48v)

sin 10° = 10! 257 81 01V 23V 2 0, 173.648.177.7 und ist damit bis zur zehnten Dezi-
malstelle genau.

Biirgis «Kunstweg» zur Teilung eines (rechten) Winkels in beliebig viele Teile
wird flr uns, die wir an das Dezimalsystem gewohnt sind, ibersichtlicher, wenn
wir ihn mit Dezimalzahlen darstellen. Aus Spalte 5, also dem vierten Rechen-
schritt, erhalt man nach Biirgis Kunstweg, in Dezimaldarstellung

Fiir eine Erlduterung des Rechnens mit Sexagesimalzahlen siehe Launert 2007, S.16-31.
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Abb. 51: Biirgis Tabelle 1 zur Winkel-
teilung in 9 Teile. Nach Blatt 36r.
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sin 10° = 2.235.060 :12.871.192 = 0, 173648|25, statt sin 10° = 0, 17364818
sin 20° = 4.402.208 :12.871.192 = 0, 34202023, statt sin 20° = 0, 34202014
sin 30° = 6.435.596 :12.871.192 = 0, 500000000 exakt
sin 80° =12.675.649 :12.871.192 = 0, 984807701, statt sin 80° = 0, 984807753.

Das Verfahren liefert recht schnell brauchbare Ergebnisse, erst bei hoherer Ge-
nauigkeitsforderung wird der Rechenaufwand grofier. So erhilt man fiir sin 10°
bereits aus:

Spalte 5 Spalte 4 Spalte 3 Sp.2 Sp.1

0 0 0 0 0 0

10| 2235.060 |- 2222990 7015 | SL212 5 Geq |- 2:064 = 63 |—
2.167.148 65.848 2.001 61

20| 4.402.208 133.760 4.065 124 4
2.033.388 61.783 1877 57

30| 6.435.5% 195.543 5.942 |37 g 6
1.837.845 55.841 1.696 51

40| 8.273.441 251.384 7.638 232 7
1.586.461 48203 1.464 14

50| 0.850.902 299.587 9.102 276 8
1.286.874 39.101 1.188 36

60 [ 11.146.776 |20 117338 688 |20 10.290 312 9

70 [ 12.094.962 |——<g e 367.499 1" ea= 11,166 |—20 339 1 27 |y

80 [ 12.675.649 | o< cu51 385144 |—<'g o1 11.703 |—27 1356 | 17113

90| 12.871.192 ==>-1391.086 |——— 11.884 | 8L 5651 63

Biirgi hat die Zahlen fiir die Eingangsspalte ja «giinstig» gewahlt, er hat sie unge-
fahr nach den Sinuswerten dieser 9 Winkel verteilt, wenn man r = 1 setzt. Wahlt
man andere Eingangszahlen, so funktioniert Biirgis Verfahren genauso, nur die
Genauigkeit stellt sich unter Umstanden erst spater ein. Fiir das nachste Beispiel
wahle ich daher andere, ungiinstigere Startzahlen.

Spalte 5 Spalte 4 Spalte 3 Sp.2 | Sp.L |
0 0 0 0 0 0
1.748.058
10| 1.748.058 53.106 |22 100 e 1612 =751 49—
1.694.952 51.494 1.563 47
20| 3.443.010 104.600 3.175 9% 3
1.590.352 48.319 1.467 44
30| 5.033.362 152.919 4.642 || 140 4
1.437.433 43.677 1327 40
40| 6.470.795 196.596 5.969 180 5
1.240.837 37.708 L147 35
50| 7.711.632 234.304 7.116 215 6
1.006.533 30.592 032 29
60 | 8.718.165 264.896 8.048 244 7
741,637 22.544 638 2
70| 9.459.802 287.440 8.736 266 8
454.197 13.808 422 14
80| 9.913.999 157049 || 301248 |—3-eco0.158 |-—227280 | 0
90 | 10.066.948 305.898 |—=222 15300 285 10
Spalte 4 Spalte 3 Spalte 2 Sp.1
0 0 0 0 0
383
10| 618.883 |-018 18.804 |80 —m 131U
600.079 18.233 554
20 [ 1.218.962 37.037 1.125 34
563.042 17.108 520
30 | 1.782.004 54.145 1.645 50
508.897 15.463 470
40 [ 2.290.901 69.608 2.115 64
439.289 13.348 406
50 [2.730.190 82.956 2.521 77
356333 10.827 329
60 |3.086.523 |2 03.783 |—=eo 2,850 |52 87
70 | 3.349.073 101.760 |— 3.002 94
160.790 4.885 148
80 13.509.863 =7 106.645 [—pai| 3240 |5 98
90 | 3.564.008 108.290 |—= 3.290 100

Ob Biirgi den Gedanken «besserer» Startzahlen weiter verfolgt hat, kann ich aus
seinen Tabellen nicht entnehmen; die Startzahlen zur Berechnung seiner Sinus-
tafeln hat er ja nicht angegeben. Aber bei dem hohen Verstandnis Biirgis fiir Zah-
len kann man davon ausgehen, dass ihm diese Moglichkeit bewusst war. Wahlt
man etwa zweistellige Startzahlen, die den ersten zwei Dezimalstellen der Sinus-
werte entsprechen, so ergeben sich wesentlich schneller genaue Sinuswerte,

Spalte 2 0,174|0
Spalte 3 0,1736|79
Spalte 4 0,17365|0
Spalte 5 0,173648|2

Abb.52: Biirgis Tabelle 1 zur Winkel-
teilung in 9 Teile. Nach Blatt 36r in
Dezimalzahlen gerechnet.

Abb. 53: Biirgis Tabelle 1 zur Winkel-
teilung in 9 Teile. In Dezimalzahlen
gerechnet mit anderen Startzahlen.

Abb. 54: Burgis Tabelle 1 zur Winkel-
teilung in 9 Teile. In Dezimalzahlen
gerechnet mit sehr glinstigen Start-
zahlen.



allerdings erhélt man auch frither grolere Zahlen, in der folgenden Tabelle zum
Beispiel schon im dritten Rechenschritt in Spalte 4 fiir sin 10° = 618.883 :
3.564.008 = 0,173.648|.04, fiir sin 80° = 3.509.863 : 3.564.008 = 0,984.807|.83, also
jeweils schon 6 Dezimalstellen genau, was vorher erst in Spalte 5 nach 4 Rechen-
schritten der Fall war. Schon in Spalte 3 erhielte man hier 5 Dezimalstellen Ge-
nauigkeit.

Das Verfahren ist sogar resistent gegen «unsinnige» Startzahlen. Blirgi sagt
zwar einleitend, dass man «Zahlen nach Belieben setzt», er gibt aber keinen Hin-
weis darauf, ob er dies tiberpriift hat. Die Startzahlen sollten ja monoton zuneh-
mend sein, weil auch die Sinuswerte zunehmen. Setzt man jedoch als Startzah-
len etwa die «unsinnige» Folge O, 2, 4, 9, 10, 11, 12, 6, 7, 8, so ergibt Blrgis
Verfahren sehr schnell «verntinftige» Naherungswerte, allerdings muss man
mehr Schritte iterieren, um eine hinreichende Genauigkeit zu erhalten. Die hier
genannte Startzahlenfolge liefert in Spalte 5 folgende Werte: fiir 10° = 97 507 561
151V 2 0, 173.589 statt 0,173.648; und fiir 20° = 197 237 5417 17V 2 0,341.900 statt
0,342.020; fir 90° = 56! 44111311321,

Biirgi hat auf Blatt 36v (siehe oben) eine zweite Tabelle gezeichnet mit einer
Fortsetzung der Rechnung, indem er die Ergebnisse fiir die Spalten 6, 7, und 8
angibt. Die Spalte 5 stimmt {iberein mit Spalte 5 der ersten Tabelle Biirgis. Damit
zeigt er den Genauigkeitsgewinn beim Fortsetzen seines Rechenverfahrens.
Diese Tabelle enthidlt die folgenden Werte mit 7 Sexagesimalstellen, also bis
6077 (=10713). Zusitzlich gibt er in jeder Zeile die Differenz zur nichsten Zeile an;
diese Differenzen habe ich weggelassen. Wegen der interessanten Genauigkeits-
anforderungen gebe ich Biirgis Sinuswerte hier an:

sin 10° = 1.42.27.54.56.49.39 : 9.50.4.26.9.26.38 =

79.676.988.639 : 458.841.489.998 = 0,173.648.177.|80 statt 0,173.648.177.67;

auf 9 Stellen genau.

sin 20° = 3.21.49.1.48.56.16 : 9.50.4.26.9.26.38 =

156.933.032.176 : 458.841.489.998 = 0,342.020.143.3|32 statt 0,342.020.143.326;
10 Stellen genau.

sin 40° = 6.19.17.31.57.56.16 : 9.50.4.26.9.26.38 =

294.937.624.576 : 458.841.489.998 = 0,642.787.609.6|76 statt 0,642.787.609.686;
10 Stellen genau.

sin 50° = 7.32.1.22.17.7.57 : 9.50.4.26.9.26.38 =

351.492.973.677 : 458.841.489.998 = 0,766.044.443.1|01 statt 0,766.044.443.119;
10 Stellen genau.

sin 70° = 9.14.29.17.13.57.36 : 9.50.4.26.9.26.38 =

431.169.962.256 : 458.841.489.998 = 0,939.692.620.7|74 statt 0,939.692.620.786;
10 Stellen genau.

sin 80° = 9.41.6.33.46.52.32 : 9.50.4.26.9.26.38 =

451.870.656.752 : 458.841.489.998 = 0,984.807.753.0|08 statt 0,984.807.753.012
sin 89° 59’ = 59.59.59.59.27.6.5 = 0,999.999.957.692|12 statt

0,999.999.957.692|03;
12 Stellen genau.
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Spalte 8 Spalte 7 Spalte 6 Spalte 5

0. 1. 1I.HLIV.V.VI [.ITLILIV.V.VI II.IILIV. V. VI II. IV. V. VI
0/0.0.0.0.0.0.0/] 0.0.0.0.0.0] 0.0.0.0.0] 0.0.0.0
10 | 1.42.27.54.56.49.39 | 3. 6.48. 443. 2| 5.40.33. 6.30 | 10.20.51. 0
20| 3.21.49. 1.48.56.16 | 6. 7.55.36.19.34 | 11.10.45.22. 0 | 20.22.50. 8
30 | 4.55. 2.13. 4.43.19 | 8.57.52.22.34. 6 | 16.20.34.47.22 | 29.47.39.56
40 | 6.19.17.31.57.56.16 | 11.31.28.34. 1.16 | 21. 0.36.32.48 | 38.18.10.41
50| 7.32. 1.22.17. 7.57 | 13.44. 4. 8.55.38 | 25. 2.20. 7.33 | 45.38.51.42
60| 8.31. 1. 8.27.24. 0| 15.31.37.23.42.27 | 28.18.24.50.36 | 51.36.19.36
70 | 9.14.29.17.13.57.36 | 16.50.52.13.38.40 | 30.42.53.14. 3 | 55.59.42.42
80| 9.41. 6.33.46.52.32 | 17.39.24.10.20.50 | 32.11.21.54.48 | 58.41. 0.49
90 | 9.50. 4.26. 9.26.38 | 17.55.44.45. 8.12 | 32.41. 9.34.44 | 59.35.19.52

Es heif3t ja bei Biirgi, dass man so lange rechnen soll, also so viele Spalten berech-
nen muss, bis sich bis zur gewiinschten Genauigkeit an den zu ermittelnden
Sinuswerten nichts mehr dndert. Dazu gebe ich hier beispielhaft die von Biirgi
errechneten Sinuswerte an, die sich aus den Spalten 3 bis 8 ergeben, im Vergleich
zum genaueren Wert von

sin 10° = 0,173.648.177.67

sin 20° = 0,342.020.143.326

Abb.55 a: Burgis Tabelle 2 zur
Winkel-teilung in 9 Teile, zu héherer
Stellenzahl fortgefiihrt.

Nach Blatt 36v.

Abb.55 b: Erh6hung der Genauig-
keit durch weiteres Rechnen.

° Spalte 8 Spalte 7 Spalte 6 Spalte 5 Spalte 4 | Spalte 3

10 | 0,173.648.177.]80 0,173.648.177.185 | 0,173.648.1]81 0,173.648.125 0,173.65/0 | 0,173.6]8

20 | 0,342.020.143.3132 | 0,342.020.143.148 | 0,342.020.14|7.0 | 0,342.020.]23 0,342.022 | 0,342.06
Wenn man etwa mit einer Genauigkeit von 6 Dezimalstellen (entspricht etwa 4 11111111 ‘,'.,] [ 2) [ 63)
Sexagesimalstellen) zufrieden ist, dann geniigt Spalte 5; in Spalte 8 erreichte man [122222227°%,] | 4| | 124
schon ungefahr 9-10 Dezimalstellen (7 Sexagesimalstellen). [12333333 “,.:| | 6] [181]
Biirgis Verfahren zur Berechnung von Sinuswerten, sein sogenannter Kunst- [12344444 Ll 7| [232]
weg, die arithmetische Teilung des rechten Winkels in beliebig viele Teile, erkennt ~ |123455557,|« | 8| [276]
Andreas Thom?8 als Multiplikation einer quadratischen Matrix M mit dem Vek-  |12345666°,| | 9| [312]
tor s aus den «Startzahlen». Und er beweist, dass Buirgis Verfahren immer funkti- [12345677 "r'_~| [10] [339]
oniert, unabhéngig von der Wahl der (positiven) Startzahlen. Bei iterierter An- [12345678 VA [11] [356|
wendung der Abbildung M ergebe sich eine Folge von Vektoren, fiir die die (12345678 n) 12 [362)

Verhaltnisse der Koordinaten, wie sie Biirgi berechnet, zu (positiven reellen) Zah-
len konvergieren, den Sinuswerten.

Eine zweite Sensation

Bisher musste man davon ausgehen, dass Biirgis «Kunstweg» zur schnellen und
einfachen Berechnung einer Sinustafel (und seine Sinustafel selbst) verloren ge-
gangen waren, ohne dass jemand diesen «Kunstweg» entschliisseln konnte. Seit
der Veroffentlichung der absichtlich unverstdandlich gehaltenen Andeutungen
dazu im Fundamentum Astronomicum 1588 von Nicolaus Reimers Ursus und in
dessen Astronomischen Hypothesen 1597 gab es Niemanden, der diese Hinweise
derart verwerten konnte, dass er Burgis Rechnung hitte nachvollziehen kdnnen.
So war auch der berithmte Jesuit Christoph Clavius in Rom zwar sehr daran inte-
ressiert, konnte das Verfahren aber selbst nicht verstehen. Auch List/Bialas haben
1973 mit Hilfe von Biirgis «Coss» nur das Verwenden von hoheren Differenzen
erkennen kénnen, was Biirgi ja in seiner «Coss» selbst erwahnt.

98 Prof. Dr. Andreas Thom, TU Dresden, Institut fiir Geometrie.

Abb. 55 c: Matrix M - Startvektor s =
Vektor s'. Biirgis erster Rechenschritt.



Eine erste Sensation flr die Wissenschaftsgeschichte der frithen Neuzeit be-
deutet das Auffinden von Biirgis Fundamentum Astronomiae durch Menso Fol-
kerts in der Universitatsbibliothek Breslau (Wroctaw), wodurch das Ritsel um
Biirgis «Kunstweg» geliiftet werden konnte, denn Biirgi hat in dieser Schrift das
Verfahren im Text beschrieben.

Biirgi iibergab das Manuskript seines Fundamentum Astronomiae am 4. Juli
1592 Kaiser Rudolph II. Wahrscheinlich erwartete er, der vorher das Geheimnis
so sehr gehtitet hatte, dass der Kaiser die Schrift drucken lassen wiirde. Viel-
leicht hat sie Rudolph II. gar nicht gelesen, vielleicht hat er die Bedeutung nicht
erkannt. Jedenfalls verschwand die Schrift und das Wissen um sie in der Versen-
kung, ohne dass heute Spuren der Kenntnis um den Kunstweg bekannt sind. Ein
solches Geschenk legt aber der Kaiser nicht einfach in eine Schublade und ver-
gisst es dann dort, es miissen mehrere Personen am Hofe mit dem Manuskript
in Beriihrung gekommen sein. Wahrscheinlich haben auch sie die Bedeutung
des Inhaltes nicht erkannt. Mathematisch interessierte und begabte Personlich-
keiten gab es am Hofe sicherlich, so zum Beispiel den Leibarzt Rudolphs II. und
Astronomen Thaddaeus Hagecius ab Hayek (1525-1600), oder den Arzt Jan Jesse-
nius (Jan Jesensky, 1566-1621), der allerdings erst 1600 nach Prag kam. Kepler,
der Anfang 1600 in Prag eintraf, wird von diesem Manuskript nichts gewusst
haben, denn das wire in die Redaktion von Biirgis Coss eingeflossen.

Als eine zweite Sensation mochte ich es bezeichnen, dass dennoch offesicht-
lich ein Zeitgenosse Biirgis dessen «Kunstweg» entschliisselt oder gekannt hat.
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Abb.56: Titelblatt des Leidener
Exemplars von Ursus' Fundamentum
Astronomicum 1588. Besitzereintrag
«Daniel Moller aus Mollenberg» und
«Isaac Vossius».
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Auf ein Exemplar des Fundamentum Astronomicum von Ursus in der Universi-
tatsbibliothek Leiden,?® in dem auf vielen eingehefteten Blattern sehr viele An-
merkungen stehen, hat mich Hans van de Velde in Leiden aufmerksam gemacht.
Er hat mir auch dankenswerterweise Ablichtungen des Buches mit den Anmer-
kungen zukommen lassen. Auf dem Einlageblatt vor Seite 9r = Clr ist in fliichtig
geschriebenen Zahlen Biirgis Schema, wie es bei Ursus auf Blatt Clr abgedruckt
ist, durchgerechnet. Dazu weiter unten.

Der (wahrscheinlich) erste Besitzer dieses Exemplars des Fundamentum Ast-
ronomicum ist nach einem Besitzereintrag auf dem Titelblatt!®® Daniel Moller
aus Mollenberg (1544-1600). Zedlers Universallexikon beschreibt ihn (Band 21,
Spalte 781) wie folgt: «Moller (Daniel) gebiirtig von Braunschweig, war beyder
Rechten Doctor, wie auch Chursachsischer Rath und Schoppe zu Leipzig, allwo er
1600 den 14. Mertz in dem 56. Jahre seines Alters gestorben. Man hat von ihm or-
dinationes Augusti Saxonias, semestria etc. Witte diar.»!0! Claudia Zontal®? hin-
gegen nennt «Daniel Moller von Mollenberg Vratislaviensis Silesius» als Studen-
ten 1593 in Padua. 1591 sei er in der Matrikel der Jesuitenakademie in Olmiitz
aufgefiihrt gewesen, mit dem Hinweis, dass er vorher in Leipzig studiert hatte.
Somit diirfte Zedlers Angabe von Braunschweig als Geburtsort falsch sein. Einen
«Miihlenberg» (Mollenberg) hat es wohl in vielen Orten gegeben haben.

Dieses Exemplar des Fundamentum Astronomicum in der UB Leiden stammt
aus dem Biicherbesitz von Isaac Vossius, wie Hans van de Velde mir mitteilte und
wie man aus dem Aufkleber auf dem Titelblatt ersehen kann. Die UB Leiden habe
1690 diesen Band als Teil einer ganzen Sammlung von Handschriften und ge-
druckten Biichern von den Erben gekauft. Vossius selbst habe es wahrscheinlich
in England erworben, denn der Autor der meisten Anmerkungen ist sicherlich
Englander gewesen, da diese oft englisch sind, so etwa auf der ersten Seite des
Widmungsschreibens, wo ein medizinisches Rezept geschrieben ist. Es beginnt
mit «3 hard sugar beaten very small and searsed. Licoras, .., into it put ¥ pint of
hot water [?], until it be as stiff as any past, then wett it with hotwater and put it
into a skillet and let it boyle till it come top of skillet. ... Evening and morninge.»
Die Anmerkungen datiert van de Velde wegen des Inhaltes auf spéter als 1618,
wahrscheinlich nach 1621, vielleicht stammen die meisten von John Bainbridge
(1582-1643), der ja als Arzt in Ashby und London praktizierte, bevor er Astronomie
studierte; darauf weise die am oberen Seitenrand genannte «Apothecarian poul-
try» und «Oyle of Capena» (Olivenél) hin.193 Isaac Vossius (1618 Leiden—1689
Windsor) war niederlandischer Altphilologe, war von 1648 bis 1655 Hofbibliothe-
kar der Konigin Christina von Schweden und siedelte 1670 nach England uber.
Von ihm kénnten teilweise Anmerkungen auch stammen. Der Hauptverfasser
der Anmerkungen hat neben den Anmerkungen zum Inhalt von Ursus’ Text die
Einlageblitter auch fir Berechnungen, Zitate und Anmerkungen zu anderen Bii-
chern benutzt.

Von Biirgi selbst stammt die Rechentabelle auf den Einlageblatt nicht, er
schreibt die Zahlen etwas anders, deutlich bei der 3 und der 2, etwas weniger auf-
fallig bei der 5. Interessant ist auch der Hinweis, dass in den Rechnungen «sin»
fir Sinus und «cosin» fiir Kosinus verwendet wird (zum Beispiel Einlageblatt
nach Blatt 22v).

Signatur 538 E 2.

«Ex libris Danielij Molleri a Mollenberg, [15]95 Pragae.»

Dabei handelt es sich um Semestrium Libri Quinque, Leipzig 1594. Weitere Auflagen 1595, 1598, post-
hum 1610, 1611, 1631, 1664.

Zonta, S.21 und 317.

Ich danke Herrn Hans van de Velde in Leiden fiir die Informationen zum Exemplar des Fundamen-
tum Astronomicum in Leiden.
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Martha List hatte in einem Schreiben vom 25. November 1964 an die Rijks-
universiteit Leiden im Namen der Kepler-Kommission der Bayerischen Akade-
mie der Wissenschaften, Forschungsstelle Weil der Stadt, die Frage beantwortet,
ob dieses Exemplar des Fundamentum Astronomicum in Leiden vielleicht aus
dem Besitz Keplers stammen konne. Sie verneint diese Moglichkeit, die Eintrage
stammen nach ihrer Aussage nicht von Keplers Hand, und sie seien nach Marz
1618 gemacht worden.

Der Autor des Einlageblattes vor Blatt 9r = Clr rechnet im oberen Drittel sei-
nes Blattes Blrgis «Kunstweg»-Tabelle mit den Startzahlen 0,1,2,3,..,8,9, auch
wenn er wegen der ungeraden letzten Zahl 9 mit deren Halfte 4,5 weiter rechnen
muss. Die zunehmende Stellenzahl bricht er wegen Platzmangels nach Spalte 4
ab, er rundet die Zahlen von 9 Stellen auf 5 Stellen ab. Im mittleren Drittel seines
Blattes stellt er seine Rechnung noch einmal dar, indem er Biirgis Tabelle zeich-
net und seine soeben berechneten Zahlenwerte einsetzt. Im unteren Drittel sei-
nes Blattes gibt er dann allerdings die Zahlen fiir Spalte 5 mit voller Stellenzahl
an. Jedoch treten bei ihm in den Rechnungen zu Spalte 4 Rechen- oder Schreib-
fehler auf, die sich dann in der Rechnung zu Spalte 5 verstarkt auswirken. Uber-
haupt sind dieses Einlageblatt und die Rechnungen recht fliichtig erstellt, die
heutige historische Bedeutung scheint der Autor nicht erkannt zu haben.

Der Autor gibt dann prinzipiell richtig sin 40° an. Er schreibt in der Mitte des
Blattes:

«5514894000 dat sinus 40° sic». 5514894000 : 85801165625 =

«[0,]64275 facit sinus 40° fere».

Allerdings verwendet der Autor seine (leicht) falschen Zahlenwerte aus Spalte 5.
Mit den richtigen Werten 55.154.880.000 : 85.809.555.625 erhielte man sin 40° =
0,642.759 statt 0,642.788.

5 Spalte {5} Spalte 4 Spalte 3 Sp. 2 Spl
0 0 0 0
10 | 1899595625 | 14899999608 |7 5 45253135 | {137,008 |- [0 |—H 85
20 | 29.346.660.000 447.064.375 43.882.875 : 132.975 395 75
2100 13.555.704.375 |—52:136.000 | 270.000 800 2
30 | 42.902.364.375 e AA AL 41.182.875 | 124.975 375 65
: 12.252.515.625 || 130.318.875 394.975 | 13505 11175 [543 3 5
40 | 55.154.880.000 =0 Se| 167.552.000 37.233.125 ™ 508.200 : 1520 4
50 | 65.731.875.625 270792, 32.151.125 > 98.025 305 45
' 8.579.964.375 |129.703.125 606.225 1.825 5
60 | 74.311.840.000 =2 79.763. 26.088.875 - 79775 255 35
e 6.322.044.375 |225.792.000 686.000 2.080 6
70 | 80.633.884.375 222088, 19.228.875 58.975 195 25
3.871.835.625 || 243.020.875 744.975 2275 7
80 | 84.505.720.000 0/1.99). 11.779.125 36.225 125 15
1.303.835.62,5 ||-220:800.000 781.200 [—=>22=2.400 = 8 :
90 | 85.809.555.625 |- = 260.767.125 3.967.12,5 793425 225 =775 5 9

Eine weitere Besonderheit ist zu erwdhnen, die der Autor auch nur nebensdch-  Abb.57: Rechnung auf dem Einlage-
lich zeigt, und die von Biirgi selbst nicht genannt worden ist. Der Autor schreibt ~ blatt vor Blatt 9r = Clr zum «Kunst-
rechts neben der Tabelle in die Zwischenzeilen fiir die Zwischenspalten die Win- ~ W€8”» Von Bﬁrgi. Die Rechen- o@er
kelwerte 85,75, 65, ..., 15, 5. Er hat also erkannt, dass zum Beispiel in der Zwischen- lifl}i'is\lrbff:t}:lsitinusrﬂzl:set:i?l?:s }1;::;_
spalte vor Spalte 5 die letzte Zahl 1.303.835.625 dividiert durch die erste Zahl ' L . .

; N o o vorgehoben. Sie wirken sich auf die
14.899.595.625 einen Naherungswert fiir sin 5° darstellt, ndmlich 0,0875 statt weitere Rechnung zu Spalte 5 aus.
0,0872.

Ebenso ist sin 45° = 10.576.995.625 : 14.899.595.625 = 0,7079 statt 0,7071.
In der Mitte des Blattes (siehe unten) ist der Name «H. Briggs» eingetragen,'°* wo-
mit wohl die Person gemeint sein wird, die die Idee zur Berechnung der Tabelle

104 Der Name «H. Briggs» tritt auch auf dem Einlageblatt nach dem zweiten Blatt (fol. 2v) des Wid-
mungsschreibens auf.
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gehabt hat. Das passt gut auf Henry Briggs (1561-1630), der ja als Miterfinder der
Logarithmen gilt; die Zehner-Logarithmen werden nach ihm auch Briggsche Log-
arithmen genannt. Auerdem verdffentlichte Henry Gellibrand!©®> 1633 nach
Briggs Tod in der Trigonometria Britannica dessen Tafel der Logarithmen der Si-
nus und Tangens, und eine Tafel der Sinus, Tangens und Sekans. Dort heifit es,
und das interessiert in unserem Zusammenhang, dass der Canon der Subtensen
damit leicht und genau erstellt werden kann.1°¢ Erwdhnenswert ist auch, dass
Briggs in diesem Werk Winkel in einer Dezimalteilung angibt, also etwa 3,125°.

Ich sagte, dass der Name «Briggs» gut zu Biirgis Rechentabelle zu seinem
Kunstweg passe. Briggs rechnet fiir seine Tafeln ndmlich viel mit mehrfachen Dif-
ferenzen und Winkelteilungen, so dass ihm Biirgis Verfahren bekannt vorgekom-
men sein konnte. Im Vorwort zu der Trigonometria Britannica sagt Gellibrand,
dass die Briggsche Sinustafel «mit 15 Stellen vor etwa 30 Jahren durch algebrai-
sche Gleichungen und Differenzen» erstellt worden war, und durch «Differenzen
von Differenzen».l%7 Auch in Briggs Arithmetica Logarithmica'®® ersieht man die
Verwendung von Differenzen.

Dass der Schreiber vieler Anmerkungen im Leidener Exemplar des Fundamen-
tum Astronomicum den Biirgischen Kunstweg und die Teilung eines Winkels in
gegebenem Verhiltnis tatsdchlich zur Kenntnis genommen hatte, beweist der
Eintrag auf dem hinteren Einbanddeckel: «Astronomia regia Raimari Ursi pag 9»
und «Sectio anguli data ratione pag. 25».

%‘,’9 B8 panis el 5 ;/ SHllar ok 21
Anl\‘nﬂ! e a \'-“?vﬂ‘-Rm s-n‘\.’l /\;t/’ ’m{t} ;J\/‘}“r,f«,-g;{ff lg/

crho wbah ~ahow pag. 25°- ?j’tnf)‘-"f"’ 33/ A& 5"?'5‘({5&;'0

"‘%14;;" FI3 (g 3/ domsd 3 7485 s
h?o

] Terras

Wenn die Vermutung zutrifft, dass die Schrift auf dem Einlageblatt vor Blatt 9r
von John Bainbridge stammt, dann ist der Hinweis auf Henry Briggs mehr als ver-
standlich. Bainbridge und Briggs haben sich ndmlich gut gekannt, beide waren
viele Jahre gemeinsam am Merton-College in Oxford. Sie wurden dort beide 1619
zu Professoren ernannt, Bainbridge fiir Astronomie und Briggs fiir Geometrie. In
den 11 Jahren bis zu Briggs Tod 1630 werden sie vielfaltig Kontakte gehabt haben,
so dass es verniinftig erscheint zu vermuten, dass Henry Briggs die Biirgische Dif-
ferenzen-Methode erkannt und dies John Bainbridge mitgeteilt hatte, wahr-
scheinlich ohne die heutige Bedeutung zu erkennen.

Da weder John Bainbridge (1582-1643) noch Henry Briggs (1561-1630) meines
Wissens Grof3britannien verlieen, will ich vermuten, dass einer von beiden selb-
standig auf die Losung des Biirgischen «Kunstweges» gekommen ist. Kontakte
zum Kontinent sind mir ebenfalls nicht bekannt.

Henry Gellibrand, 1597-1637, englischer Astronom, 1627 Professor fiir Astronomie am Gresham
College in London.

Auf Blatt 3 in Kap. III (De Triplatione, Dreiteilung eines Bogens/einer Sehne): «per quae integer
Canon Subtensarum facillime et accuratissime poterit construi».

«Cum enim annos plus minus triginta, Canonem hunc Sinuum, ad quindecim loca, per aequationes
Algebraicas et Differentias, ... extructum absolvisset». Etwas spater auch «per Differentiarum Diffe-
rentias».

Ausgabe 1628 durch Adrian Vlacq, z.B. S.49 und 56.

Abb.58: Leidener Exemplar des
Fundamentum Astronomicum,
hinterer Einbanddeckel.

Abb. 59, rechte Seite:

Einlageblatt vor Blatt 9r = Clr des
Fundamentum Astronomicum in
Leiden, Sign. 538 E2. In der Mitte des
Blattes steht der Name «H. Briggs».
Foto dankenswerterweise von der
Universeit in Leiden zur Verfiigung
gestellt.
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Das 11. Kapitel wird wie folgt fortgesetzt.

[Blatt 36v]
Folgen etzliche Probationes vnd bewariing

Weil aber dif? artificium aufd einem Arithmetischen vnd nicht aufd einem Geometrischen
grunde herfleuflet, so mag daelbig nicht augenscheinlich Demonstrierett, sondern auff
etzliche wege genugsam probiert werden, wie folgtt.109

[Blatt 371]

1. Der Sinus def3 30 gradus ist der halbe Radius.!°

2. Daf quadrat def? Radij i3t gleich den quadratis eines bogenn sinus vnd defielben bogen
Complements Sinus.!!

3. Die Sinus der bogenn gleicher Differenz vnter vnd vber 60, der kleiner vom grofern abge-
nohmen, lafett vbrig den Sinum derselben differenz anzall graden vnd minuten,'? von
welchem samptt def3elben Demonstrations im negst volgendem Capitulo weitter gesagt wirdt.

4. Gleicher gradenn allerley vnterscheiden art Sinus stehen gegen einander wg £éyyotal®
In einerley Proportione, wie auch sowoll gleicher graden Differenzen. Je Inn grofiern Je
scherfer.

5. Letztlich mag mans auch Propiren durch die Inscription vnnd durch dieselben ver-
macht Sinus vnd derselben Proportion, aufd welchenn Proben alsamptt vnd sowoll aus
einer Jglichen derselbenn In sonderheitt genugsam vnd klerlich erscheinett die gewif3-
heitt diefier dinge. Vnd also viell auffs kurtzest von der theilung defd winckels. Volgtt
darauff nun weitter, wie man aufl derselben den Canonem vermachet.

Theill den rechtten winckell nach Itzt gegebenen unterrichtt
[Blatt 37v] wie itzt in neun, also auch gleich in Neunzig theile. Alfddann wirstu bekommen
die Proportion oder verhalttung der Sinuum der Neunzig graden im Canone oder quad-
rante jegeneinander. Aber solchs in einem vnbequemen vnd nichtt genugsam geschickli-
chen radio (welcher Nemblich aus der verbrachtenn addition erwachfen ist). Den densel-
benn radium zu erlangen vnd zu bekommen, (wie oder in waf} zallen man will), ist nicht
vnsers vermugens oder nicht In vnserer wahl. Aber auf} derselben gefunden verhaltung
mag man nun weiter leichtlich durch die regul der Proportion oder Detrj denn erwachfien
radium oder letztte erlangtte Zall auf eine viell geschickter Zall vnd auff einen Radium
rediciren vnnd pringen. Nemlich also: wie der erwachfien radius gegen den begerten
radium, also die andernn erwachf3enn Sinus (vernim gleicher graden gegen gleicher gra-
den) gegen die Sinus defd begerttenn radij In ihrer verhalttung. Vnd auf solche weifle magk
mag man die Sinus oder derselben Canonem reduciren vnnd ziehenn auff waf3 fur einenn
geschicklichenn Zall

[Blatt 38r] man will, vind stehen alfdan die Sinus In gleicher verhaltung gegen ihren
begerten radium, alf3 die erstmals durch die theilung des winckels entsprungen Sinus ge-
gen Thren entsprungen radium oder grof3esten Sinum.

109 Hier verwendet Biirgi selbst den Begriff «artificium», der zumeist mit «Kunstweg» iibersetzt wurde.
Aus dieser Bemerkung wird aber auch deutlich, wie stark Euklids Geometrie wirkte und wie wenig
arithmetische Methoden geldufig und anerkannt waren. Biirgi weist namlich ausdriicklich und auf-
fallig auf die Verwendung arithmetischer Verfahren hin und meint, er musse fiir einen anerkannten
Beweis den ublichen geometrischen Weg anfiihren, da nur dieser als Begriindung gelten wiirde.
Selbst fiir Kepler waren die arithmetischen (ndherungsweisen) Lésungen von Gleichungen héheren
Grades inakzeptabel, da sie nicht geometrisch durchgefiihrt waren. Auch die Mehrdeutigkeit der
Losung einer Gleichung war fiir Kepler ein Grund, die algebraischen Methoden der Coss abzulehnen,
sie als «nicht kunstgerecht» zu bezeichnen. Siehe dazu Launert 2011, S. 97-111.

110 sin30°=%.

111  1=sin?a+ sin?(90°-q).

112 sin(60°+a) - sin(60°—a) = sin a . Siehe hierzu Launert 2012, S.43 und 59-61.

113 Transkription: «hos éngista». «So nahe (genau) wie moglich», hier «mit einer beliebig grofen Ge-
nauigkeit». Siehe auf Blatt 33v.



Vnnd auff gleiche weify mochte man auch die Sinus aller minuten zwischem Jglichem
zwen graden bekommen, Nemblich durch theilung def? rechtenn winckels in 5400 theil
(denn soviel minuten sein im Canone oder quadrante vorhanden). Weil aber operatio Jtzt
gemeltter reduction durch so viller minuten proportion, auch vber das vnd sowoll In der
auf vnnd nieder steigenden addition etwan zimblich schwer furfallen mocht, so mag
man vielleichter vnd behender aus der graden Sinuum Ihre differenzen vnd verglei-
chung derselben auf vngleichliche steigung der Sinuum In der runde die Sinus aller mi-
nuten zwischen Jglichen zwen graden suchenn. Aber solcher suchung anfang vnnd grund
steht In erforschung def waren Sinus der ersten minuten Im Canone, welche auff eine
geschwinde vnd behende art durch folgenden

[Blatt 38v] Procef3 auffs aller scherffest mag gefundenn werden. Nemblich also.

I Erstlich ist aus volbrachter theilung des winckels Inn 90 theile sowoll alf? aller gra-
den Sinus auch zugleich bekandt der Sinus def ersten grads, welcher getheiltt in sechzig
theile (Nemblich In die anzall der minuten eins grads) entspringtt bejnahe der Sinus der
ersten minuten im Canone. Aber wegen vngleicher steigung der Sinuum In der runde
vmb ettwaf? alzu klein, aber dennoch vnnd vnangesehen sodannes zu folgenden ge-
nugthuung.

I Nunweiter dafd quadrat defRelben Sinus der ersten minuten abgenohmen vom qua-
drat der ohn eine radij" lefett vbrig daf quadrat der ohn eine letzte minuten, wiewoll
aber gleich wie auch der Ersten, nur allein beynach. Dann gleich wie der Sinus der ersten
minuten etwaf’ alzu grof? erscheinenn, aber dennoch nicht defito weniger hir zu ge-
nugthuung.

III  Auf? also beynach bekanten Sinu der ohne eine Lezttenn

[Blatt 39r] minutenn, Nemlich dem radio wirdt auch zugleich bekant sein die Differenz
zwischen denselben zwen Sinibus, welcher differenz helftte wirdt sein (nach art gegebe-
ner lehr der theilung def winckels der radius oder aller letzter vnnd grofiester Sinus) der
andern vorhergehenden art oder vnterscheidt Sinuum.!®

IIII  Wie nun der radius der rechten oder ersten art Sinuum gegen denselben Itzgemel-
ten der andernn, Nemblich der vorhergehendenn ardt Sinuum Iren radium, also der Si-
nus def erstenn grads def3 Ersten art Sinuum, gegen den Sinum des ersten grads der an-
dernn oder vorhergehendenn art Sinuum, auf! welcher gefundenn wirt ein sechzigtheil
defRelben, sein die Differenz der Differenzen zwischen den Sinibus der erstenn vnnd an-
dern minuten im Canone. Aufd welcherer darnach weitter erforschett vnd gefunden wirt
die geburliche vinnd wahre grofie def? Sinus der Erstenn minuten durch zwey vnderschei-
den Additamenta,"'® wie folgtt:

[Blatt 39v]

V  Zufindenn daf? Erste addamentum [sic]: die Itzt gefundenn Differenz der Differen-
zen multiplicir in 30, aus dem erwachfien Producto ein viertheil, wirdt sein das Erste ad-
ditamentum.

VI Zufindenn das ander Additamentum. Such die Sum gemeiner natturlichen Progref}
Zalln vonn ein bif} auff 29, wegenn der 29 Differenzen zwischen 1 vnd 30 minuten, kom-
men 77157017 Zum andernn such die Sum der Progre der quadrat Zallenn also.!'® Gib die
erste Zall der Progref zu ihrer Sum, alf} 1 zu 30, wirdt 31, die theil In 3, kommen 10! 20"
Damitt Multiplicir die vorigen 7 15!, erwachf3en daraus 1! 14/ 55, Damitt Multiplicir
abermalf die gemeltten Differenz der Differenzen, dafy auflkommen Product dupelir,

114 Es miisste heiflen «abgenohmen vom quadrat des radij»: 12 - sin?1’ = sin? 89° 59".

115 sin2(%/,) = Y% -[1-cos a] = % [1-sin(90°-a)].

116 Additamentum = Zugabe, Zusatz.

17 14204 |+ 2810+ 291 = 4351 = 711511,

118 Siehe weiter unten bei der Erklarung zu Punkt VI, warum Biirgi die Summe von Quadratzahlen er-
wiahnt.

59
Fortsetzung Elftes Kapitel
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wirdt sein daf} ander Additamentum, zuzugeben samptt dem erstenn Additamento dem
Erstmalf3 gleichsam vor angenohmen Sinuj der ersten minuten, Nemblich dem sechzigt-
heile def3 erstenn grads Sinus. Aufl welchenn

[Blatt 40r] dreyen alf}dann erwechst der rechte vnnd wahre Sinus der ersten minuten im
Canone. Aufd welcherm mugen nu weitter leichtlich aller nachfolgenden minuten Sinus
auffs aller scherffest erforschett werden. Vnd solchs von graden zu graden oder zwischen
Jglichen zwen benachbarttenn graden, allein durch die Prosthaphieresin [sic] vhnd ohnn
alle weitter opperation der proportion. Nemlich also: Der gefunden Sinus der Ersten minu-
ten ist auch zugleich die Differenz zwischen den Sinibus derselben Erstenn vnnd keiner
minuten, von welcher Differenz einmahle abgenohmen die gefunden vnd angenohmen
Differenz der Differenzen lef3ett vbrig die Differenz zwischen den Sinibus der erstenn
vnnd andern minuten. Von welcherer abermalf} abgenohmen gemeltter Differenzen Diffe-
renz zweymal, bleibtt vbrig die Differenz zwischen den Sinibus der andern vnnd der drit-
tenn minutenn. Vnnd also Immer forthan abgenommen der Differenzen Differenz von
der Sinuum Differenz drey, vier, funff, sechs, sieben p. mahl nach ordentlicher vnd nach-
foliger

[Blatt 40v] anzall der minuten. Pleibtt alzeit die gepurliche Differenz zwischen den
Sinibus Jglicher zwe benachbartten minuten. Darumb dieselb pleibend Differenz allent-
halben zum Sinu einer minuten hinzu gegeben, erwechf3t daraus der Sinus der negst nach-
volgenden minuten. Vnd solchs bis zum end def3 Canonis. Vnangesehen In allen Nachfol-
genden graden der Differenzen Differenz wegen vngleichlicher steigung der Sinuum im
quadrante zweymahl oder mehr mugen verendert werden, Nach ardt vnd gelegenheitt der
Differenzen der Sinuum zwischen Jglichen zween graden. Stehen demnach also der Diffe-
renzen Differenz In Zalln vnd steigung naturlicher progression, aus welcher sie auch
leichtlich am end aller graden oder halben graden mugen propirt werden. Vnd also wirt
perficirt vind vermachet omnibus ignotus noster in arte Canon.1

Ludwig Oechslin erkennt den Grundgedanken von Biirgis Ermittlung der Sinus-
tafel und legt ihm folgende Worte in den Mund: «Wie wire es, wenn man statt der
aufwandigen Rechenmethoden fiir jeden einzelnen Sinuswert ein Interpolati-
onsverfahren zwischen aufeinanderfolgenden Sinuswerten finden konnte, das
an genugend gute Zwischenresultate heranfiihrte? Damit wire es moglich, zwi-
schen eine bestimmte Anzahl von prizise errechneten Werten ein Vielfaches an
Zwischenwerten zu ermitteln.»2°

Biirgi nennt hier zuerst fiinf Sdtze und Regeln, davon drei trigonometrische.
Dabei bezeichnet er selbst seine Methode zur Berechnung der Sinustafel als «ar-
tificium», woftr die verwendete Ubersetzung «Kunstgriff» sich eingebtirgert hat
und berechtigt ist. Diesen Begriff verwenden unter anderen auch Rudolf Wolff
1890 in seinem Handbuch der Astronomie, Band 1, Seite 174, und List/Bialas 1973
in ihrer Die Coss von Biirgi auf Seiten 79,100, 106, 117-123; er wurde 1588 durch die
Veroffentlichung des Fundamentum Astronomicum von Nicolaus Reimers Ursus
bekannt, der auf Blatt Clr von Biirgis «aureum artificium» spricht.

Keplers Wissen um den Kunstweg

Auch Kepler, der ja Buirgis Coss redigierte, hat nichts Naheres tiber den Kunstweg
gewusst, weder von Biirgi selbst noch von Ursus. David Fabricius (1564-1617)
bittet ndmlich Kepler in einem Brief!?! um ein erklirendes Beispiel; Blrgi habe

119 Alles Unbekannte in unser Kunst Kanon.

120 Oechslin 2000, S.82.

121 Brief von Fabricius an Kepler vom 12. Februar 1603 a.St., Kepler Gesammelte Werke, Bd. X1V, S.378:
«Birgius artificium quoddam novum constituendi canonis sinuum invenit, cuius Raymarus Ursus
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ja einen neuen «Kunstweg» zum Aufstellen der Sinustafel erfunden, von dem
Raymarus Ursus in seinem Fundamentum Astronomicum berichte; er zweifele
nicht, dass Kepler davon Kenntnis habe. Keplers Antwort ldsst jedoch erkennen,
wie wenig auch er vom Kunstweg wusste: «Ich glaube, mich mit dem Biirgischen
Kunstgriff am eingehendsten befasst zu haben. Schreib die Sinus-Werte der gan-
zen Graden oder von je 2 oder 3 Graden auf, stell dazwischen auf die Seite ihre
Differenzen, diesen wiederum auf die Seite die zweiten Differenzen; ebenso die
dritten, vierten, solange -wie bei Lansberg- Ungleichheit besteht. Hierauf tiber-
leg, was mit den ersten und zweiten Differenzen geschehen konnte. Dasselbe
muss ndmlich mit den dritten und vierten Differenzen gemacht werden. Nach-
dem Biirgi so uberlegt hat, hat er sich vielleicht irgendeine Regel ausgedacht,
mit irgendwelchen Zahlen zu beginnen.»'?2

Kepler weif3 zum Beispiel nicht,

dass das Eintragen von Zahlen und das Rechnen von rechts nach links zu
geschehen habe;

dass der erste Schritt das Halbieren der zuletzt gesetzten Zahl ist;

dass immer zwei Spalten zu einem Rechenschritt gehoren;

was in den Spalten gerechnet werden soll;

wie die Sinuswerte aus der Tabelle zu erhalten sind.

Kepler weif3 also nichts vom «Kunstweg».

Hingegen vermutet Fritz Staudacher,'?® dass Kepler genauso wie Ursus von
Burgi zur Verschwiegenheit verpflichtet worden war; er schreibt namlich:
«Demnach hatte Johannes Kepler geheim zu halten, was er iiber Biirgis noch
unverdffentlichte mathematische Methoden und Algorithmen wusste.» Und
«Angesichts des Vertrauensverhiltnisses von Kepler zu Biirgi kann es als gesi-
chert gelten, dass der kaiserliche Mathematiker ... iber die Sinus-Tabelle ver-
fuigte.» Es erscheint mir durchaus moglich, dass Biirgi auch Kepler zur Ver-
schwiegenheit verpflichtet hatte und ihm Kunstweg und Sinustafel iiberlief3.
Ich kenne jedoch keinen Hinweis auf ein solches Geheimhalteversprechen
durch Kepler, anders als bei Ursus. Ich gehe davon aus, dass Kepler den Kunst-
weg jedenfalls nicht kannte.

Auch List/Bialas urteilen, dass Kepler «nichts Naheres iiber den Kunstweg ge-
wusst habe»,?4 und auf den Brief von Fabricius «nur mit einer Mutmafiung ant-
worten konnte».1?® Sie stellen fest, dass ja das Schlusskapitel in Biirgis Coss un-
vollstindig geblieben sei. Kepler schreibt ndmlich in seiner Redigierung
«Caetera desiderantur», das Ubrige wird vermisst. Der Grund sei wahrschein-
lich, dass Biirgis Differenzenverfahren, sein sogenannter «Kunstweg», auch
nicht tiber Kepler an die Offentlichkeit gelangen sollte, ehe der Druck der Coss
gesichert war, und dass Biirgi daher auch Kepler nicht informierte.126

Biirgi weist ausdriicklich darauf hin, dass sein Weg nicht der tibliche geome-
trische ist, sondern ein arithmetischer: «Weil aber dif3 artificium aufd einem
Arithmetischen vnd nicht aufd einem Geometrischen grunde herfleuet». Er
verwendet, insbesondere in seiner Coss, Ndherungslosungen von Gleichungen

mentionem facit in fundamento astronomico. Non dubito te eius cognitionem habere. Quare ut
mihi unico exemplo rationem constructionis declares et ostendes peto, inque uno saltem sinu.»
Brief von Kepler an David Fabricius vom 4. Juli 1603, Kepler Gesammelte Werke, Bd. X1V, S.413. Deut-
sche Ubersetzung aus List/Bialas 1973, S.117.

Staudacher 2013, S.17, 179, 240 und ofters.

List/Bialas 1973, S.117.

List/Bialas 1973, S.109.

List/Bialas 1973, S.43.
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hoheren Grades. Obwohl Birgi in der Einleitung zu seiner Coss'?’ deutlich sagt,
dass die grofite Kunst nicht in der Coss stecke, sondern dass die Geometrie der
Coss den Weg zu weisen und den Fortgang vorzuschreiben habe, ibt Johannes
Kepler vehement Kritik. Er hatte ja die Coss von Blrgi redigiert und fiir eine Ver-
offentlichung vorbereitet, da Biirgi kein Latein beherrschte. Fiir Kepler waren je-
doch algebraisch ermittelte Naherungslosungen aus Gleichungen grundsatzlich
inakzeptabel. In seiner humorvollen Art kritisiert Kepler, dass «der arme Rech-
ner, von allen [geometrischen] Hilfsmitteln verlassen, in dem Zahlengestriipp
hinge und umsonst nach seiner Coss ausschaue». Auch ist es fiir ihn nicht zu ak-
zeptieren, dass geometrische Probleme bei einer Bearbeitung durch Gleichungen
mehrere Losungen haben kdnnen, obwohl Buirgi ausfihrlich erlautert, warum es
bei der Losung der cossischen Gleichungen zur Mehrdeutigkeit kommt. Kepler
urteilt abschlief3end, dass die Methode der Coss «nicht kunstgerecht» sei. Biirgis
algebraische Methode zur Winkelteilung fihrt ndmlich auf die Lésung folgender
Gleichungen:!28
zur Zweiteilung 4x? - x* = a2 wobei a jeweils die zu teilende Sehne

im Kreis darstellt,
zur Dreiteilung 3x-x3=a
zur Funfteilung 5x-5x3+x°=a

Biirgis drei Satze (Beweise) sind folgende:

1. sin30° =Y. (Eigentlich sin30° =}/,

2. 12 =sin?a + sin?(90°-a). Das ist der sogenannte trigonometrische Pythagoras
sina + cos?a =1

3. sin(60°+a) - sin(60°-a) = sin a.
Dieses Additionstheorem entsteht aus sin(a+f) — sin(a—p) = 2-cos a-sin p fiir a =
60°. Eine Darstellung dieser Formel mit einem Zahlenbeispiel liefert Ursus in
seinem Fundamentum Astronomicum 1588 auf Blatt B4r.12°

4. Birgi weist hierin auf seine oben beschriebene Rechentabelle und deren Ge-
nauigkeit hin, in der er die Teilung eines rechten Winkels in einem beliebigen
Verhaltnis beschreibt, das grof3e Rétsel Biirgis. In Spalte 1 wahlt man namlich
Startwerte zu den verschiedenen Winkelgraden; die weiteren Spalten enthal-
ten wie hier von Biirgi genannt Differenzen; die Werte kann man in der Ta-
belle «mit einer beliebig groflen Genauigkeit» erhalten, «hos éngista» wie
Biirgi sagt; je weiter man rechnet, je grofler also die Stellenzahl wird, desto
genauer sind die zu erhaltenen Sinuswerte. Die Sinuswerte gleicher Winkel,
aber unterschiedlicher Genauigkeit, erhdlt man aus der Tabelle, indem man
aus verschiedenen Spalten in der oben beschriebenen Rechentabelle das Ver-
haltnis aus dem Wert in der Winkelzeile zum Wert in der letzten 90°-Zeile
nimmt.

5. Man konne schlief8lich auch, so Biirgi, durch Einschreiben von regelmafiigen
Vielecken in einen Kreis die hier erhaltenen Sinuswerte iberpriifen, woraus
man Gewissheit erlangt, dass sein Verfahren richtige Ergebnisse liefere.

Dann nennt Biirgi sechs Punkte zum Erstellen der Sinustafel. Zuerst schildert er
noch einmal kurz die Teilung des rechten Winkels in beliebig viele Teile, wie oben
in Kapitel 11 auf Blattern 35r-36v dargestellt in 9 Teile. Man konne nun auch den
90°-Winkel in 90 gleiche Teile teilen, um so sin 1° zu erhalten. Den «Radius»,
Biirgi meint damit die in den Spalten jeweilige letzte Zahl fiir 90° in der Tabellen-

127 List/Bialas 1973, S.23.
128 Siehe dazu ausfuhrlich Launert 2011, S.97-111.
129 Siehe dazu Launert 2012, S.59-61.
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rechnung, konne man leider nicht nach eigenem Ermessen giinstig herstellen,
er ergebe sich aus der Rechnung, er «erwdchst». Durch die Verhéltnisse erhalte
man dann ja die Sinuswerte und konne so (Dreisatz) einen glinstigen «Radius»
errechnen. In Dezimalzahlen sind das dann Zehnerpotenzen.

Um den Sinus von 1’ zu ermitteln, den Startwert von Biirgis Sinustafel, kdnne
man zwar auch eine Teilung in 5400 (90-60) Teile vornehmen. Aber da dies
ziemlich schwer falle, auch wenn es sich in der Rechentabelle nur um Additio-
nen, auf- und niedersteigend, handele, folgte nun sein Weg, um auf schnelle Art
und genau genug sin 1' zu finden.

sin1' finden

I. Aus der Teilung des rechten Winkels in 90 Teile hat man die Sinuswerte aller
ganzen Grade, auch sin 1°. Diesen durch 60 geteilt, ergibt ungefahr sin 1, we-
gen der «ungleichen Steigung» des Sinus im Kreis jedoch etwas zu klein.
sinl =sin1°: 60 =102149143M 1111130 . 60 = 112114911 43111111V (= 0,000.290.873;
statt 0,000.290.888).

II. Aus1-sin?1 erhilt man sin% 89°59' = 599 597 581 5411 1211 34V ynd damit sin
89°59' = 590 591 591 5911 27T (6V 18VT') = (0,999.999.957.696), jedoch etwas zu
grof3.

Biirgi gibt in seiner Sinustafel nach den Verbesserungen schlie8lich an
sin 89°59" = 599 591 5911 5911 271 6V 5VI = 0,999.999.957.692.

.Aus der Halbwinkelformel sin?(%/,) = % -[1- cos a] = %5 -[1-sin(90°-a)] erhalt
man dann (mit a=2") sin?1' = % [1-sin 89° 58'], also sin 89° 58'.

IV. Zur Verbesserung des ersten ungefahren Wertes fiir sin 1’ wird die «Differenz
der Differenzen» bestimmt (siehe unten, ich nenne sie «dd»). Aus dem unge-
fahren Wert fiir sin 1’ findet man dann eine Verbesserung dafiir durch zwei
Additamenta, die zu diesem ungefahren Wert also addiert werden.

V. Daserste Additamentum wird berechnet als dd - 30 : 4. Buirgi gibt keine Erkla-
rung warum. Mit dd = 111 8V 45VI 38Vl 27Vl = 0,000.000.000.024.563 ist
dd-30:4 = 81V35V 42V 18V 20VII = 81 36V das erste Additamentum.

VL Fir das zweite Additamentum sucht man zuerst die Summe der ersten
29 natirlichen Zahlen, weil es 29 Differenzen zwischen 1 und 30 gibt:
142+3+... +29 = 29:15 = 435 = 7/ 157; ebenso die Summe der Quadratzahlen
124224, +292 = 8555 = 20 221 351; warum siehe unten. Dann nimmt man die
Summe der ersten und der dreifligsten Zahl 1+30=31, geteilt durch 3 also
31:3=10 % =10!20". Man multipliziert diese Zahl 10/ 20" mit den vorigen 7/
157, ergibt 4495 = 11147 551, Diesen Wert schlieBlich noch multiplizieren mit
der oben genannten «Differenz der Differenzen» dd und verdoppeln, das ist
das zweite Additamentum 211 51V 42VI 38VIl = 2HII 57V Beide Additamenta
werden zum ersten Naherungsswert sin1' = sin1°: 60 addiert, dies ergibt den
verbesserten Wert fur sin 1" = 17 27 491 54111 (39V) = 0,000.290.887.3, wie er
auch in Burgis Sinustafel steht, statt 0,000.290.888.20.

II

—

Aus sin 1' kann man aufwarts die Sinuswerte aller weiteren Minuten ermitteln,
und das jeweils von Grad zu Grad, allein durch die Prosthaphidrese und ohne
Proportionalitdten. Burgis nun folgende Erlduterungen sind leichter zu durch-
schauen, wenn wir seine Rechnung in Dezimalzahlen darstellen. Es geht zu-
nachst um die «Differenzen der Sinuswerte» benachbarter Minuten, und dann
um die «Differenzen dieser Differenzen»:

130 Wert aus Biirgis Sinustafel auf Blatt 46v.
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Differenzen von Sinuswerten Differenzen der Differenzen k-dd
sin1 -sin O’ = 0,000.290.888.204.6

0,000.000.000.024.6 =1-0,000.000.000.024.6
sin2'—sin1 = 0,000.290.888.180.0

0,000.000.000.049.3 = 2-0,000.000.000.024.6
sin 3'—sin 2" = 0,000.290.888.130.7

0,000.000.000.073.8 =3-0,000.000.000.024.6
sin 4’ —sin 3’ = 0,000.290.888.056.9

0,000.000.000.098.5 = 4-0,000.000.000.024.6
sin 5'—sin 4’ = 0,000.290.887.958.4

0,000.000.000.123.0 = 5-:0,000.000.000.024.6
sin 6'—sin 5" = 0,000.290.887.835.4

[sini-sin(i-1)] - [sin(i+1) - sini] =i-dd <> [sini-sin(i-1)] - [sin(i+1) —sini] :i=dd

Zwischen den ersten Sinuswertdifferenzen bildet man die jeweiligen zweiten Dif-
ferenzen, also die bei Biirgi erwdhnten «Differenzen der Differenzen». Die Diffe-
renzen der Sinuswerte werden erwartungsgemaf immer kleiner, da die Steigung
der Sinusfunktion mit zunehmendem Winkel abnimmt (0° bis 90°). Die Differen-
zen der Differenzen nehmen jedoch zu, und zwar regelmifiig. Diese sind der
Reihe nach oben angegeben und betragen jeweils das 1-, 2-, 3-, 4-, 5-fache der «ge-
fundenen und angenommenen Differenz», hier von dd = 0,000.000.000.024.6.

Also findet man aus sin 1' die Sinuswerte der weiteren Minuten durch mehr-
faches Addieren von sin 1 = 0,000.290.888.204.6 und subtrahieren von Viel-
fachen von dd:

sinl’ =0,000.290.888.204.6 mit dd = 0,000.000.000.024.6

sin 2’ = 0,000.581.776.384.5 = 2-sin 1' - 1-dd = 0,000.581.776.409.1 - 0,000.000.000.024.6
sin3’" =0,000.872.664.515.2 = 3-sin 1' - 4-dd = 0,000.872.664.613.7 - 0,000.000.000.098.4
sin4’ =0,001.163.552.572.1 = 4-sin1'—10-dd = 0,001.163.552.818.2 — 0,000.000.000.246.1
sin5 =0,001.454.440.530.4 = 5-sin 1'— 20-dd = 0,001.454.441.022.8 — 0,000.000.000.492.4
sin 6’ =0,001.745.328.365.9 = 6-sin 1' - 35-dd = 0,001.745.329.227.4 - 0,000.000.000.861.5
sini’ =1i-sin1 - (i-1)-i-(i+1):6-dd.

Die Faktoren vor dd entstehen namlich wie folgt:
- farsin2":1

— fuarsin3":(1+2) +1(aussin2’) =4

- firsin4': (142+3) + 4 (aus sin 3') = 10

— firsin5: (1+2+3+4) + 10 (aus sin4') = 20

- flrsin 6': (1+2+3+4+5) + 20 (aus sin 5') = 35

Diese Zahlen stellen die vierte Diagonale im Pascalschen Dreieck dar; sie sind
also die Binomialkoeffizienten «n tiber 3» fiir n>3, die sogenannten Tetraederzah-
len. Diese entstehen wie folgt:

1; 1+(142); 1+(142)+(1+2+3); 1+(1+2)+(1+2+3)+(1+2+3+4) usw. Oder auch als Zk-(k+1):2.
Sie lassen sich der Reihe nach aus dem Term n-(n+1)-(n+2):6 fiir die natiirlichen
Zahlen n ermitteln.

Der Beweis fiir die Formel Zk-(k+1):2 = n-(n+1)-(n+2):6 lasst erkennen, warum
Biirgi auf Blatt 39v die Summe von natiirlichen Zahlen und die Summe von Qua-
dratzahlen erwihnt. Es ist ndmlich, jeweils von k = 1 bis n, Zk-(k+1):2 = %5 Z(k?+k) =
Y2 2k?+ Y, Xk = Yo n-(n+1)-(2n+1):6 + /5, n-(n+1):2 =1/ ,-(2n3+6n2+4n) = n-(n+1)-(n+2):6.
Hierbei treten namlich die von Biirgi genannten Summen der nattrlichen und
der Quadratzahlen auf.
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Biirgis Erklarung ist die folgende:

sin1'-sin 0" = sin1' (- 0-dd)

sin2'-sin1 =sin 1 -1-dd sin 2’ = sin1'+(sinl'- 1-dd) = 2-sin1’ - 1-dd
sin3'-sin 2' = (sin 2'-sin 1) - 2-dd = sin 1" - 3-dd sin 3' = sin2'+(sin1'- 3-dd) = 3-sinl’ — 4-dd
sin4'-sin3' = (sin3'-sin2')-3-:dd =sin1'-6-dd  sin 4’ =sin3'+(sinl'- 6-dd) = 4-sin1'-10-dd
sin 5'-sin 4’ = (sin4' —sin 3')—4-dd =sin1' -10-dd  sin 5’ = sin4'+(sin1'-10-dd) = 5-sin1'-20-dd
sin 6'=sin 5" = (sin 5’ —sin4) - 5-dd =sin1'-15-dd  sin 6" = sin5'+(sin1'-15-dd) = 6-sin1'-35-dd
Hierbei sieht man auch sehr schon das Entstehen der Dreieckszahlen 1, 3, 6, 10, 15, ...

und der Tetraederzahlen 1, 4, 10, 20, 35, ...

Wegen «ungleicher Steigung des Sinus» im Kreis muss gegebenenfalls bei nach-
folgenden Graden die «Differenz der Differenz» verandert werden. Und damit
hat Biirgi alles Unbekannte in seinem kunstvollen Kanon erklart.

Biirgis Weg zum Erstellen seiner Sinustafel will ich abschlief3end kurz und
zusammenhingend schildern. Zuerst teilt man den rechten Winkel durch den
«Kunstweg» in 90 Teile®! und erhilt die Sinuswerte aller ganzen Grade, also die
Werte sin 1°, sin 2°, ... sin 89°, sin 90°. Den rechten Winkel auf diesem Wege in
5400 Teile zu teilen, um die Sinus aller Minuten des ersten Grades zu errechnen,
falle ziemlich schwer.'®2 Daher wihlt Biirgi eine Interpolation der einzelnen Mi-
nutenwerte innerhalb eines jeden Grades.3® Dazu muss Biirgi sin 1' méglichst
genau finden. Er teilt den bekannten Wert fiir sin 1° : 60 und erhdlt ndherungs-
weise sin 1134 Diesen verbessert er durch zwei Korrekturzusitze'® und erhilt
den hinreichend genauen Wert sin 1' = 11 27 49 5511 = 0,000.290.888.63 statt
0,000.290.888.20. Nun kann Biirgi iiber Komplementbildung und Halbwinkel-
formel sin 2’ berechnen, und so fort einige weitere.3® Das muss nun nicht bis sin
59’ fortgesetzt werden: Differenzbildung zwischen diesen benachbarten Sinus-
werten und Differenz der Differenzen liefert ein einfaches Bildungsgesetz.1”

Es fehlt noch ein Wort zu den von Biirgi angesprochenen Summen der ersten
29 natiirlichen Zahlen Yk und der Summe der ersten 29 Quadratzahlen Yk?, de-
ren Wert Burgi korrekt angibt mit 77 157 (435) beziehungsweise 20 227 357 (8555).
Wenn man die Rechentabelle aus meinen «Erlduterungen zu Biirgis Kunstweg»
in Kapitel 11 in der Eingangsspalte 1 mit den Zahlen 1 bis 30 belegt, dann ergibt
sich ndmlich folgende Tabelle fiir Spalten 1 und 2:

Manrechnet ja, wie oben erldutert, in der Zwischenspalte von unten nach oben.
Zuerst wird der letzte gewahlte Wert in Spalte 1 halbiert (d30 = %-30), dann werden
jeweils die eine halbe Zeile dariiber in Spalte 1 stehenden Zahlen dazu addiert, es
istd, =15+ Xk (fiir k=i...29). Das ergibt schliefflich d, = 15 + Xk (fiir k=1..29) = 15 + 435
=450. Dann geht man Uber zu Spalte 2 und addiert jetzt abwarts wieder je Zeile die
halb dariiber stehende Zahl rechts; dies ergibt als letzte Summe 2d, (fiir i=1...30).

131 Blatt 37r/37v: «Theill den rechtten winckell ... in Neunzig theile.»

132 Blatt 38r: Vnnd auff gleiche weiff mochte man auch die Sinus aller minuten zwischem Jglichem
zwen graden bekommen, Nemblich durch theilung def? rechtenn winckels in 5400 theil. ... Weil
aber operatio ... etwan zimblich schwer furfallen mocht, so mag man viel leichter vnd behender ...»

133 Blatt 38r: «so mag man viel leichter vnd behender aus der graden Sinuum ... die Sinus aller minu-
ten zwischen Jglichen zwen graden suchenn.»

134 Blatt 38v: Es ist «bekandt der Sinus def3 ersten grads, welcher getheiltt in sechzig theile entspringtt
beynahe der Sinus der ersten minuten im Canone. Aber wegen vngleicher steigung der Sinuum In
der runde vib ettwaf? alzu klein.»

135 Blatt 39v/40r: «daf ander Additamentum, zuzugeben samptt dem erstenn Additamento dem Erst-
malf} gleichsam vor angenohmen Sinuj der ersten minuten. ... Aufl welchenn dre§jen alf3dann er-
wechst der rechte vinnd wahre Sinus der ersten minuten im Canone.»

136 Blatt 38v/39r: Aus sin 1' folgt (Komplement/trigonometrischer Pythagoras) sin 89°59". Die Halb-
winkelformel liefert sin 2. Durch Wiederholen auch sin 3', sin 4', usw.

137 Blatt 39r/39v: «die Differenz der Differenzen zwischen den Sinibus der erstenn vnnd andern minu-
ten im Canone.»
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Fiir d, gilt nun: d, = 15 + 2k (fiir k=1..29). Dazu ist die Summe natiirlicher Zah-
len zu berechnen, wie Biirgi vorgibt. Er gibt korrekt fiir die Summe allein 77157 an
(siehe sein Punkt VI).

Fir die letzte ermittelte Zahl gilt Xd, = d+d,+.+d,, = [15+(1+..+29)] +
[15+(2+...4+29)] + [15+(3+..+29)] + .. + [15+(28+29)] + [15+(29)] = 30-15 + 11 + 2:2 +
33 + ..+ 2828 +29-29 = 15-30 + Xk? (fiir k=1..29) = 450 + 8555 = 9005.

Ein Rechenschritt wie hier ist fiir eine brauchbare Genauigkeit nattrlich zu
wenig. Aber man erhielte hier aus d, : 2d, = 450 : 9005 = 0,05 = sin 3°, denn es
wiirde ja der rechte Winkel in 30 Teile geteilt.

Spalte 2 Spalte 1
3 d; = 15+(29+28+...+1) -—?———
d'+d d; = 15+(29+28+...42) 0
1742 —

dy+dytds d; = 15+(29+28+...+3) 3

di+dytdst ... +d; di = 15+(29+28+.-.+1) :

dys = 15+(29+28

dy+dot ... +dsg dj: - ]5+f29 ) 28

d1+d2+ e +d23+d29 d - ~ 1530 29
_d|+d2+ +d29+d30 S0l - = 30

Biirgi zeigt in seiner Arbeit zuerst bis dato bekannte Wege zur Berechnung von
Sinuswerten, von den regelmifligen Vielecken ausgehend, einschliefilich ver-
wendeter trigonometrischer Formeln. Dann aber schildert er mit seinem «Kunst-
weg» einen vollig anderen Ansatz als alles bisher verwendete. Er nennt die bishe-
rigen Verfahren geometrisch, seinen Weg algebraisch. Alle Sinuswerte jedoch mit
seinem «Kunstweg» zu berechnen, das heif3t alle 5400 Werte (90°-60 Minuten)
durch Teilung des rechten Winkels in 5400 Teile, ist viel zu rechenaufwandig.
Biirgi ermittelt daher zuerst nur die Sinuswerte fiir die ganzen Grade von O° bis
90° durch Teilung des rechten Winkels in 90 Teile. Dann interpoliert er zwischen
je zwei ganzen Graden die Werte fiir die jeweils 60 Minuten. Fiir den Wert von sin
1' zeigt er in dieser Arbeit seinen Weg auf. Sin 1° : 60 ist ihm ein erster Ndherungs-
wert fiir sin 1, jedoch etwas zu klein. Mit zwei Korrekturen verbessert er diesen zu
sin 1 = 0,000.290.888.63. Wegen der unterschiedlichen Steigung der Sinusfunk-
tion berechnet Biirgi die Werte fiir die Minuten mit einem Differenzenverfahren

sini' = i-sinl - (i-1)-i-(i+1):6-dd,

wobei er dd fiir den ersten Gradbereich zu 0,000.000.000.024.6 ermittelt.!38
Fir die nachfolgenden Gradbereiche muss er dann den Wert fiir dd erneut be-
rechnen und der unterschiedlichen Steigung anpassen. Schliefilich sei noch er-
wahnt, dass Burgi sagt, er miisse nur die Sinuswerte von O° bis 30° berechnen, da
er damit tiber die Ergdnzungswinkel auch die fiir 60° bis 90° habe, und mittels
der Formel sin(60°+a) — sin(60°-a) = sina auch den mittleren Trienten von 30°
bis 60°.

138 dd nennt Biirgi «Differenz der Differenzen».

Abb. 60: Differenzen.



[Blatt 41r]
Das Zwolffte Capitull.

Weitter etzliche Compendia zur bereitiing des Canonis durch die prosthaphaeresin.
Bifther habenn wir genugsam anzeigung vnd vnterricht zu der bereitung defd ganzen Co-
nonis gegeben vnd sodannes auff zween weg, alf? erstlich den algemeinen vnd meniglich
bekanten. Darnach aber auch durch einen viel kunstlichern vnd zuuor menniglich vnbe-
kanten weg. Nun aber ist behalbenn dem noch fernner zu wif3en, das nach vollen berei-
tung defd Canonis bif} auff 30 grad, das ist bif3 auff sein dritten theil, der andern vbrigen
sechzigk nachuolgenden graden vinnd minuten Thre Sinus aus den bekantten Sinibus der
Ersten dreiflig graden vnnd Iren minuten mugen gefunden werden. Ist demnach nicht
fast nottwendig, den ganzen Canonem durch die Inscriptio, sonder nur die ersten dreifdig
grad zuuermachen. Denn daoben Im sechsten Capitulo ist angezeigtt worden, daf’ der
radius vermag den Sinum eines bogen vnd uber daf} defielbenn bogenn seines Comple-
ments Sinum.

[Blatt 41v] Derhalbenn nach bereitetenn Canone bif3 auff drej8igk grad werdenn aufd
denn Sinibus derselbenn drejf3igk gradenn die Sinus Ihrer Complementen von Sechzigk
bi3 auff Neunzigk grad bekantt. Vnnd darnach weitter die Sinus der mittlernn dreiflig
gradenn zwischenn 30 vnnd 60 durch die prosthapheresin. Dan mann mag allenthal-
benn aus Je zween vermachttenn Trienten oder drittentheilen des Canonis def3 drittenn
vbrigenn Trientis oder drittentheils Sinus haben vinnd bekommen. Nemblich

Erstenn die leztenn durchs Addirn
Aufd den zween § Lezten die Ersten

Euflersten die mittlern } durchs Subtrahirm.

Welchs wir Jglichs insonderheit durch ein Exempel anzeigen vnd bedeuten wollen, vnd
entlich seine algemeine Demonstration, grund vnnd vrsache, warumb ef3 also sey, herzu
setzenn.

Exempel der Ersten art.

Alf3 zu suchenn den Sinum def} bogen von 67 grad, min[us] 7 welche vber 60, von 60 plei-
ben 53 min[us] auch dieselben 7 vber 60

[Blatt 42r] besonder. Nun gib denn Sinum von 53 gradenn zum Sinu vonn 7 graden, al3-
dann hastu denn Sinum vonn 67 graden.

Exempel der andern Ardt.

Zu findenn den Sinum def’ bogenn von 27 grad. Nim 27 vber vnnd vnter 60, Nemblich 87
vnd 33. Dan nim den Sinum 33 graden vom Sinu 87 graden, so pleibt der Sinus vonn 27
gradenn.

Exempel der dritten ardt.
Zu erforschenn denn Sinum def3 bogenn von 54 grad. Nim den grad der differenz bif? auff
60 oder zwischen 54 vinnd 60, welche ist 6. Gib auch dieselben Differenz 6 zu 60, werden
66. Nun nim ab den Sinum def? sechstenn grades vom Sinu 66 graden. Alf3dan bleibt der
Sinus vonn 27 gradenn.!3?

Biirgi bemerkt nun, dass man eigentlich nur die Sinuswerte fiir O° bis 30° er-
rechnen misse, die anderen finde man wie folgt. Zuerst kann man tber den so-
genannten trigonometrischen Pythagoras die Kosinuswerte dieser Winkel er-
rechnen, das sind die Sinuswerte der Winkel zwischen 60° und 90°. Danach

139 Fehler: Es miisste 54° heiflen, wie auch im geschriebenen Beispiel gerechnet.
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Abb. 61: Blatt 42r, oben. Gesucht ist
sin 67°.
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Abb. 62: Blatt 42r, mitte. Gesucht ist
sin 27°.
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Abb. 63: Blatt 42r, unten. Gesucht ist
sin 54°.
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kann man aus diesen beiden die fehlenden Sinuswerte zwischen 30° und 60° fin-

den. Die Formel dahinter ist sin(60°+a) - sin(60°-a) = sina. Buirgi erkennt auch,

dass man allgemeiner aus den Sinuswerten je zweier Trienten die Sinuswerte des

fehlenden Trienten findet.

Biirgi spaltet also die Formel auf fiir die drei Fille, dass

- der gesuchte Winkel im dritten Drittel (Trienten) von 90° liegt, also 60°<Win-
kel<90°; bekannt sind hier die Sinuswerte im ersten und zweiten Drittel

— der gesuchte Winkel im ersten Drittel liegt, Winkel < 30°; bekannt sind hier die
Sinuswerte im zweiten und dritten Drittel

- der gesuchte Winkel im mittleren Drittel des rechten Winkels liegt, also 30°<
Winkel<60°; bekannt sind hier die Sinuswerte im ersten und im dritten Drittel.

Dazu gibt er jeweils ein Zahlenbeispiel.

Im ersten Beispiel ist a = 7°, gesucht sin 67° = sin(60°+7°) = sin(60°-7°) + sin 7°. Es
werden also die gegebenen Sinuswerte addiert, so dass sich fiir sin 67° ergibt 55°
131491 21 54111 = 0,920.504.853.

Im zweiten Beispiel ist a = 27°, gesucht sin 27° = sin(60°+27°) — sin(60°-27°), die
gegebenen Sinuswerte werden subtrahiert. Es ergibt sich fur sin 27° = 270 141 2117
56! 5211 = 0,453.990.499.

Im dritten Beispiel ist a = 6°, gesucht sin 54° = sin(60°-6°) = sin(60°+6°) — sin 6°;
die gegebenen Sinuswerte werden wieder subtrahiert. Es ergibt sich sin 54° = 48°
321 27T 401 151 = 0,809.016.995.

In der folgenden Demonstration wird diese Formel sin(60°+a) - sin(60°-a) = sina
an einem Beispiel erldutert. Der Winkel ABI und damit der Bogen Al sei 60°; der
Winkel ABN und damit der Bogen AN sei zum Beispiel 66°, also 60°+6°; der Winkel
ABC und damit der Bogen AC sei dann 54°, also 60°-6°. Den Radius BA =BQ =BI =
BE wihlen wir heute zu 1. (Die Radien BN und BC sind bei Biirgi nicht eingezeichnet.)

Es ist dann ND = sin 66°, CF = sin 54°. Da QG = %-QB, ist ABE = 30°, das Dreieck
EBQ gleichseitig, ebenso wie das Dreieck CMN, da deren Seiten alle parallel zu-
einander sind. Nun ist auch NL = %-NM = }:NC = OC = NO = sin 6°.

Q

sin5¥

Abb. 64: Korrigierte Zeichnung zu
Biirgis Blatt 42v.



Schliefllich ergibt sich das dritte obige Beispiel wie folgt:
ND —-NL = sin 66° —sin 6° = LD = CF = sin 54°, also das gesuchte dritte Formelbei-
spiel sin 66° —sin 6° = sin 54°. Oder NL + CF = NL + LD = sin 6° + sin 54° = sin 66°
- ND.MO

Biirgis Zeichnung hierzu auf Blatt 42v ist allerdings nicht korrekt, der Punkt
M kann dort nicht auf GE liegen, sondern oberhalb dieser Strecke. Der Zeich-
nungs-Fehler entstand, weil das Dreieck CMN vergrof3ert gezeichnet wurde, da
die Winkel NBI und IBE nicht 6°, sondern etwa 14° gezeichnet wurden.

Nun volget die Demonstration
Inn welcher zu mercken, daf} die Differenz zweyer Sinuum der bogenn in gleicher Distanz
von 60 stehend, Ist alzeitt gleich dem Sinuj derselben Differenz anzall 14!

AlR in dief3er bejgefugten figur, In welcher sej (zum Exempell) ai der bogen von 60
graden, von welchers termino oder endpunct i In gleicher Distanz vnd weite stehen n
[und] c, die terminj Nemblich der bogenn von 66 vnnd 54 gradenn. Welcher bogen Sinus
sei nd von 66, cf aber von 54 graden. Welcher Sinuum Differenz sey nl, welche ich sag
gleich sein no, Nemblich dem Sinuj oder der halben Subtenfien des bogenn der Distanz
nc. Den weil der gleichschrittigenn Trianguln ebq vnd cmn alle seitten gegenn einander
parallel lauffen, alf? nc dem qe, nm dem gb vnd cm dem eb, so werdenn auch dieselbenn
Trianguln gleich formig sein, auch sowoll

[Blatt 43r] Ire seittenn gegenn einander proportionall durch die 4 vnnd 5 Sexti Eucli-
dis. Vnnd weil nun qg ist halb gb, so ist auch nl halb nm, welche gleich nc. Letzlich weil no
ist halb nc, so ist auch no gleich nl, welchs demnach ist der Sinus von 6 graden. Derselbig
abgenohmmen vom Sinuj def} 66 grads, Nemblich nd, lef3ett vbrig denn sinum von 54
graden, Nemblich 1d oder cf.

Dagegenn aber vnnd hinwiddervmb dafielbig stuck In, der Sinus Nemblich von 6 gra-
den, zugesetzett dem Sinuj von 54 graden, Nemlich cf oder 1d, bestettigenn zusammen
den Sinum von 66 graden, Nemlich nd.

Welchs also auff beide seittenn gnugfRamblich hiemitt Demonstrirett sey. Vnnd ha-
benn also bif3 anher eine vberfluBige reiche materi von der bereittung def3 Canonis ange-
zeigt vnnd beschrieben. Folgett darauff nun weitter, wie mann denselbenn verstehenn
vnnd gebrauchen soll. Vnnd baldt darnach der Canon selber.

[Blatt 43v]

Das Dreyzehend Capitul von bedeutiing vand
gebrauch des Canonis

Ef? hatt ein Jglicher Sinus im Conone die anzall der graden seines bogenn grad obenn
sich, vnd seiner (behalben den ganzen graden) minuten gestracks zur lincken neben sich
verzeichnett. Darumb wenner dir ein Sinus Inn der rechnung furfeltt vnd wildt die anzall
der gradenn vnd minuten seines bogen oder seines bogen grosse wifenn, so hastu oben
im die grad, vnd zur linckenwerz In seiner Rege neben Ihm die minuten seines bogen,
welchern bogenn der Sinus subtendieret vnd vntergezogenn ist. Hinwidderumb aber
wenner du einef bogen Sinum wildt wien vnd In der rechnung gebrauchen (weil alles
In der runde durch die Sinus gerechnet wirdt, von aller bogen proportion haben vnnd
wifen, stehet In den Sinibus, weill nemlich die bogenn wegen Threr krume keine

140 Ursus stellt die Verwendung der Formel im Fundamentum Astronomicum 1588 dar. Siehe dazu
Launert 2012, S.43 und 59-61.
141 Dies besagt gerade die Formel sin(60°+a) - sin(60°-a) = sina.
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Abb. 65: Blatt 42v: sin(60°+a) —
sin(60°-a) = sina. Zeichnung
fehlerhaft: Punkt m kann nicht auf
GE liegen.
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[Blatt 44r] proportion Jegeneinander haben, vmb welcher vrsachen auch alzeitt die Sinus
an stadt der bogen gebraucht werden), so such deelbenn bogenn seine gegeben grad zu-
oben nach Natturlicher Ordnung vnnd furttschreitt der zallen vnd seine zugefugte Minu-
ten gegen der lincken im Canone. Alf3dan siehestu in ihren gemeinen winckel, welchen die
grad vnnd minuten mitteinander vermachen oder In welchernn sie zusammen lauffenn,
ihren Subtendierenden oder vntergezogen Sinum verzeichnett. Im fall aber eines bogen
gegebener Sinus nicht austrucklich im Canone vorhandenn ist, alf3dan wirdt aus der diffe-
renz der Ihm negsten benachebartten zwen Sinuum gegen die differenz Ihren bogen vnnd
der Differenz des gegeben Sinus vnnd defd ihm nechst vorhergehenden durch die regul
Detrj bekandt gemacht. Die Differenz derselbenn Sinuum bogen, welche darnach dem
nechst vorhergehenden Sinuj zugeben, bestettiget denn bogenn def? gegebenn Sinus. Al
zum Exempel. Es sey gegeben der Sinus 210 0f 441 24/11 39111142 welcher aber Im Canone
nicht furhanden. Aber der negst kleiner ist 219 07 447 47 40/ Nemblich der Sinus von 20
grad 30’, vnnd der negst grofBer ist 210 17437381 38111 der Sinus vonn 20 grad 31143 Ist dem-
nach die Differenz der

[Blatt 44v] bogenn (wie auch allenhalbenn Im Canone) 1! oder 60", die differenz aber
Threr Sinuum ist 587 50" 58711 Die differenz aber def} gegebenn vnnd Im negst vorherge-
hendenn Sinus ist 19736/ 59 stehtt demnach die ganze operatio also

e - Siwsis v B A !
o ] ’ ) dpous i e iid ; dp o~
=11 #% 9% Fe——=b5l— =0\ 5 T4 39 A9 By 59 *F
a0t Gy o T0.FO.m— T 0v ke Y o Qitodris 2o
« i N I T
DI_'QH:»Q{S.,":». § g ] 0% §3 e 19. ‘33-_;:};- Divior. 8 gp §4

Jy e AP AP
' 15 19

Ist die differenz der bogen defl gegeben vnd defy im negst vorhergehenden kleinen
Sinus. Darumb gibtt man dieselben zum bogen des vorhergehenden Sinus, Nemlich
20° 30, kompt 20° 30" 20", def gegeben Sinus geburender boge.

[Blatt 45r] Hinwidderumb aber weil der Canon nicht weiter den auff grad und minuten
oder Scrupula prima gerechnet ist, vind mann aber dennoch einf gegebenn bogenn, wel-
cher nebenn dem graden vnd minuten auch Scrupula Secunda hatt, seinen geburlichen
Sinum gern wissen vnd haben woltte, so mag solchs leichtlich durch dief3es Itzt gemeltten
procefBus vmbwendung oder verkerung auf vorige weif} gefunden werden. Stehett dem-
nach Im selben Exemplo, aber nur vmbgewandt, also:

Arei Sine /5':? F g . ¥
ey "”"‘.r . .2 S ., . . '«
<O ?i - .19 ! 4_I." Lo rred ’ﬁ:m;‘ —_ /g : /g
1. 3. F8. ‘38——‘:0.30. o 19 36. $9 ~zo
=e- 30 21 0. 44 47, 4o Zo. Jo. Dofer 3
i 0&‘»2!;3'
x §8. ga. '
R L s T X ze — -
WK’ ] 4 T 19- =zo

6.
"9'- o . 4_',

‘L?* 35/? ._l.,_)‘ ";(f.

142 Schreibfehler. Es miisste 219 1 41 2411 39/l hejRen. Der hier genannte falsche Wert wire namlich klei-
ner als der kleinere Nachbarwert. Der richtige Wert steht auf Blatt 44v in der Rechnung. Siehe in der
Abbildung zu Blatt 44v, oben.

143 Im Canon auf Blatt 51r.

Abb. 66: Blatt 44v, oben.
Interpolieren.

Abb. 67: Blatt 44v, unten.

ADbb. 68: Blatt 45r, oben.
Interpolieren.

Abb. 69: Blatt 45r, unten.



[Blatt 45v] Welche gefundenne 197 367 59T (Nach abschneidung der 20", weill im Ca-
none die vnderscheidt der quintenn nichtt furhanden) zugegebenn dem negst vorherge-
henndenn Sinuj, Nemblich 21° Of 44! 471 40MT wirt die Summa 219 17 47 24117 39111 ey
geburende Sinus deft bogenn 20° 30! 20", welcher zu suchenn furgenohmenn.

Vnnd so viell alhie vohm vorstandt def? Canonis, welchers gebrauch aber nach dem-
selbenn weitleufttig vnnd vberfluflig in nachfolgender Lehr der Triangulnn angezeigtt
wirdt. Volgtt demnach der Canon selbst.

Birgi erldutert kurz die Benutzung seiner folgenden Sinustafel. Die ganzen
Grade stehen jeweils in der obersten Zeile (in schon gezeichneten Halbkreisbo-
gen), die Minuten in der ersten und letzten Spalte jeder Seite, also rechts und
links auf3en. Beispiele siehe unten.

Wenn man umgekehrt einen Sinuswert hat und sucht den zugehoérigen Win-
kel (Bogen), so muss man interpolieren, da der gegebene Sinuswert zumeist ja
nicht genau in der Tabelle steht.

Auf Blatt 44v erldutert Biirgi hier das bekannte Interpolieren in Tabellen. Er
wahlt dazu als Beispiel den Sinuswert
210 17 41 2411 39111 dessen zugehoriger Winkel gesucht wird. Dieser Sinuswert
steht jedoch (erwartungsgemaf) nicht in der Sinustafel. Die Nachbarwerte sind
2101143113811 3811 35 Sinus von 20° 31'

210 01 4411 4711 40 3]s Sinus von 20° 30'.

Deren Differenz ist 58" 50" 58/ fiir 1' = 60".

Die Differenz von Zielwert und kleinerem Nachbarwert ist 210 1 41 24111 39111
— 210 O 4411 4711 40T — 1911 36111 5QIIIT

Der Quotient aus dieser Zielwertdifferenz und der Differenz fur 1 ist 197 36!
59MIL; 581 501 581 = 14 = 20" (genauer ist 1977 36! 59111 . 3 = 581 5011 5711),
Diese 20" miissen nun zu 20° 30" hinzugefiigt werden zu 20° 30’ 20" und erge-
ben den Winkel zum Zielwert, wie angegeben.

Biirgi gibt noch an, dass die Zielwertdifferenz genauer 19 36! 5971 20V sein
musste.

Auf Blatt 45r zeigt Biirgi nun umgekehrt die Interpolation zwischen den Win-
keln 20° 31" und 20° 30, wenn der Sinuswert zum Winkel 20° 30’ 20" gesucht ist.
Hier wird die Differenz zu 1' durch 3 dividiert, 60":20" = 3, namlich 587 50 58I
0V:3=191361 99l 20V Djeser Wert wird zu 210 0! 441 4711 4011 3ddiert, es er-
gibt sich sin(20°30'20") = 219 11 41 2411 391111,

Ende def’ Erstenn Buchs
CANON SINVVM

[Blatt 461 leer]
[Blatt 46v—64r: Sinustafel]
[Blatt 64v leer]
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Der Canon Sinuum

Die vorhergehenden Kapitel zeigten die Methode Biirgis, mit recht wenigen Rech-
nungen die Sinuswerte von O° bis 90° zu erhalten. Das Ergebnis ist seine Sinus-
tafel mit einer Schrittweite von 1 Minute und Werten auf 5 bis 7 Sexa-
gesimalstellen genau.
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Abb. 71: Blatt 50r:
Biirgis Sinustafel fiir die Minuten
30-60 fiir 15° bis 19°.
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Von Benjamin Bramer (1588-1652) stammt die immer wieder zitierte Informa-
tion, Biirgis (verschollene) Sinustafel habe Werte von 2 zu 2" aufgefiihrt. Benja-
min Bramer war der jiingere Bruder von Biirgis erster Frau und wurde von Burgi
1591 als dreijahriges Kind als Waise aufgenommen.!44

So etwa schreibt Késtner:*> «Die Sinustafeln hat er von 2 zu 2 Sekunden be-
rechnet, das meldet sein Schiiler und Schwager Benjamin Bramer.» Auch Ger-
linde Faustmann stellt 1999 fest: «Die Coss von Blirgi ... enthilt die von Biirgi ent-
wickelte Methode zur Berechnung seiner Sinustafel, in der achtstellige Sinuswerte
von 2 zu 2" enthalten sein sollen. Diese Tafeln sind allerdings nie gedruckt
worden und es ist auch kein Manuskript vorhanden.»“® Und Wufing konstatiert
2008: «Eine 2" zu 2" fortschreitende Sinustafel ging verloren.» Benjamin Bra-
mers Bemerkung hierzu steht in seiner Bedienungsanleitung von 1648 zu Blirgis
Triangulierinstrument:¥” «Es hat mein lieber Praeceptor und Schwager Jobst
Burgi ... vor ungefahr 56 Jahren zum Bericht seines inventierten Triangulier-Inst-
ruments ... gegenwartige Figuren schneiden lassen. Es ist aber kein Bericht dabei
verfertigt worden, nur dass ich anno 1609, als ich bei ihm mich aufhielt, einige
Figuren zum Messen entworfen habe. Weil er aber endlich willens gewesen, die-
sen Bericht ginzlich verfertigen zu lassen und demselben also auch seine scho-
nen Progress-Tabulen und die Tabulas Sinuum [anzufiigen], so er in Grad, Minu-
ten und von 2 zu 2 Sekunden mit unséglicher Arbeit kalkuliert hatte, so ist er auf
vieler [Leute] Anhalten willens gewesen, ihn in Druck kommen zu lassen. ... Weil
aber die in ganz Deutschland noch anhaltende grof3e Unruhe sich damals in
Bohmen entsponnen und einen Anfang genommen habe, ist solches alles liegen
geblieben.»

Zu dieser Sinustafel mit einer Schrittweite von 2" gibt Blirgi selbst Informati-
onen in der Einleitung zu seiner Coss, die Kepler redigierte. Die Sinustafel war
also spatestens 1603 fertig. Biirgi beginnt bescheiden und zuriickhaltend: «Guns-
tiger Leser, es mochte dich vielleicht wundern, warum unter einer so grof3en Zahl
Gelehrter und in der Geometrie Erfahrener gerade ich mir vorgenommen habe,
diesen Canonem Sinuum zu errechnen und jetzt in Druck zu geben, da ich doch
in griechischer und lateinischer Sprache unerfahren bin.» Weil aber ihm der fir
R = 100 aufgelegte Canon Operis Palatini (des Georg Joachim Rheticus, dort nur
fiir R = 107), von Valentin Otho errichtet (und erst 1596 gedruckt) sehr mangelhaft
sei, '8 habe er es fiir niitzlich erachtet, die Mittel zur vollkommenen Errichtung
des Canonis Sinuum selbst herauszufinden, um den erwahnten Canon zu verbes-
sern und zu korrigieren. Weil er aber 30-mal so viele Sinus zu suchen habe als in
den gewohnlichen Canonibus,'*° damit er auf alle geraden Sekunden den Sinus
in seinem Canon habe,*° und damit er diesen auf 8 Stellen erstrecken kénne,
konnte er keine Rechenvorteile auslassen. Und Biirgi weist in seiner Einleitung
zur Coss bereits dadurch auf seinen «Kunstweg» hin, dass er mit Hilfe der Coss
«einen jeden Winkel ... in so viele Teile als man will zu teilen vermag».152

Cantor Bd. 2, S.691.

Bd. I, S.375.

Faustmann 1977, S.173.

Benjamin Bramer, Bericht zu M. Jobsten Burgi seligen Geometrischen Triangulier Instruments, Cassel
1648, Blatt A3r «An den giinstigen Leser».

Er enthélt nicht weniger als 465 Fehler. Siehe List/Bialas 1973, S.80.

Biirgis Sinustafel mit einer Schrittweite von 2" enthielt 90-60-30 = 162.000 Sinuswerte, solche mit 1’
Schrittweite nur 5.400 Werte.

Als Kapiteluberschrift (siehe List/Bialas 1973, S. 66) verwendet Biirgi: «Wie der ganze Canon Sinuum
auf alle geraden Sekunden aufs Kiirzeste und Genaueste zu rechnen sei.»

List/Bialas 1973, S.7-8. Lutstorf/Walter 1992, S.9.

List/Bialas 1973, S.9.
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Die hier in Biirgis Manuskript Fundamentum Astronomiae vorliegende
Sinustafel von O° bis 90° mit einer Schrittweite von 1" enthalt somit nur 90-60 =
5400 Sinuswerte. Eine Tabelle mit einer Schrittweite von 2", wie sie Bramer mel-
det, muss dann 162.000 Sinuswerte enthalten, auch bei Verwendung aller Re-
chenvereinfachungen, die Biirgi kannte, eine enorme Zahl.

Benjamin Bramer hatte bereits 1614, er war 26 Jahre alt und 1609 von Biirgi in
Prag nach Kassel zuriickgekehrt, eine kleine 30-seitige Schrift in Marburg dru-
cken lassen mit dem zutreffenden Titel Wie auf$ Bekanntgegebenem Sinu eines
Grades, Minuten oder Secunden alle folgenden Sinus auffs leichteste zu finden
und der Canon Sinuum zu absolviren seye.> Damit behandelt er zwar nicht den
sogenannten «Kunstweg» seines Pflegevaters und Lehrers Jost Blrgi, aber die
einfache Berechnung von Sinuswerten aus einem kleinsten, zum Beispiel aus
sin 1° oder sin 1', aufsteigend durch Vervielfachung, also durch das 2-, 3-, 4-,
5-fache usw. des Startwertes. Zu dem Startwert sagt Bramer, dass dies bereits
Pitiscus in seiner Trigonometria und Jost Buirgi gezeigt haben, letzterer in seiner
Coss, die noch gedruckt werden solle, was allerdings nicht geschah.

Er selbst, Bramer, habe angefangen, einen Canon Sinuum mit 20 Stellen (!) zu
errechnen, mit einer Schrittweite von 1'. Dabei benutze er, wie Biirgi, Komple-
mentbildung und Winkelverdoppelung, aber auch Winkelverdreifachung, Ver-
vierfachung usw. Zur Erlduterung in dieser Schrift verwendet Bramer einen
Radius zu100.000.000.000.000, also 14 Dezimalstellen, und beginnt bei sin 1° =
0,017.452.406.437.28, und sin 89° = 0,999.847.695.156.39. Ich erldutere hier Bra-
mers Methode zur Winkelverdoppelung bis zur Versechsfachung (Seiten 20 bis 27).

Die von Bramer gelieferte Zeichnung ist die iibliche, wie auch bei Biirgi oder
bei Ursus. Zur Berechnung von sin 2° gilt:

FA:AD =EG:GC, also1:sin 89° = 2:sin 1° : sin 2°, somit
sin 2° = sin 89° - 2-sin 1° = 0,034.899.496.702.50.

Das ist allgemein die Verwendung der bekannten Doppelwinkelformel
sin(2a) = sin(90°-a) - 2sin a. Es muss also sin 89° mit 2-sin 1° multipliziert wer-
den. Um ein Produkt zweier 14-stelligen Zahlen zu vereinfachen, bietet Bramer
folgende methodisch gut durchdachte Anleitung. Zuerst werden die Vielfachen

von 2-sin 1° ermittelt (Tab. 1), die er fiir weitere Rechnungen immer wieder
braucht. In der ersten Spalte sind die Faktoren von 1 bis 9 aufgelistet, die erste
Zeile ist EG, die Subtensa von 2°, also 2-sin 1° = 0,034.904.812.874.57.

Um nun die Multiplikation von sin 89° mit 2-sin 1° iibersichtlich durchzufiih-
ren, werden (Tabelle 2) die sich aus sin 89° ergebenden Ziffern links untereinan-
der geschrieben und die entsprechenden Vielfachen von 2:sin 1°, um je eine
Stelle eingeriickt, untereinander addiert. Die erste Zeile in Tabelle 1 ist also
9-2sin 1°. Insgesamt ergibt sich als Summe sin 2°. Im Grunde ist dies nur eine
ubersichtliche Schreibweise der normalen Multiplikation, allgemein gespro-
chen von sin(90°-a) mit 2-sin a, um sin(2a) zu erhalten.

Abb.72: Benjamin Bramer, S.11.
Zeichnung zur Winkelverdoppelung.

- Abb. 73: Bramer S. 16, Tabelle 1:
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Um Komplemente zu ermitteln, miisste man mit dem sogenannten trigonome-
trischen Pythagoras quadrieren und wurzeln, was sehr aufwandig ist. Um dies zu
vermeiden, verwendet Bramer wieder die Doppelwinkelformel, diesmal fiir den
Kosinus,
1-cos(2a) = 2-sin%a = sin a-2sin a.
Er leitet sie her (siehe Zeichnung zu S.11) aus AF : FD = GEP* : EC,
alsoaus1:sin1°=2-1°: (1-cos 2°), und somit EC = 1-cos 2° = sin 1° - 2sin 1°.
2-5in 1° steht wiederum in Tabelle 1, und es muss nun 2-sin 1° multipliziert werden
mit sin 1°, wie in Tabelle 3 gezeigt. Schlief3lich wird dies Zwischenergebnis subtra-
hiert von 1, um das gewiinschte Komplement cos 2° = sin 88° zu erhalten.

Die schone Darstellung des Multiplizierens von 2-sin 1° mit zuerst sin 89°, jetzt
hier mit sin 88°, wird konsequent fortgesetzt, um sin 3° usw. zu erhalten, also um
aus sin 1° zu erhalten sin 2°, sin 3°, sin 4°, sin 5°, sin 6°, usw.

Fur die Winkelverdreifachung gilt:

In der Zeichnung zu S.11 gilt nun wieder FD = sin 1°, AD = FN = cos 1° = sin 89°,
GC = sin 2°, CA = cos 2° = sin 88°, alles vorher schon ermittelte Werte. HF = Sub-
tensa 2° = 2-sin 1° steht wieder in Tabelle 1. HB = sin 3° ist gesucht. Es gilt wieder
GA : AC =FH : HM, also 1 : cos 2° = 2sin 1° : HM. Damit ist HM = cos 2° - 2sin 1° =
sin 88° - 2sin 1° = HB — BM = sin 3° —sin 1°. So erhilt Bramer

HB =sin 3° = BM (FD) + HM = sin 1° + sin 88° - 2sin 1°.

In Tabelle 4 wird nun sin 88° - 2 sin 1° errechnet, zu sin 1° addiert, ergibt sin 3° =
0,052.335.956.242.94.

Bramer hat hier rekursiv eine Formel zur schrittweisen Berechnung von
sin(na) fiir beliebige natiirliche n entwickelt. Da ich einen solchen Weg nicht bei
Biirgi und nicht bei Ursus fand, scheint ihn Bramer selbst gefunden zu haben. Er
sagt auch nicht, dass dieser Weg von seinem Pflegevater und Lehrer Biurgi
stamme, bei dem er kurz vorher in Prag war. Bramer errechnet, wie schon mehr-
fach erwahnt, nacheinander sin 2° und cos 2°, sin 3° und cos 3° usw. Dabei tritt
immer ein Produkt mit 2-sin 1° auf, wofiir Bramer die Multiplikationstabelle auf
S.16 vorangestellt hatte. Im Uberblick dargestellt ist dies:
sin 2° = sin O° + sin 89°-2sin 1° cos 2° = sin 88° = sin 90° —sin 1°-2sin 1°
sin 3° = sin 1° + sin 88°-2sin 1° cos 3° = sin 87° = sin 89° - sin 2°-2sin 1°
sin 4° = sin 2° + sin 87°-2sin 1° cos 4° = sin 86° = sin 88° —sin 3°-2sin 1°
sin 5° = sin 3° + sin 86°-2sin 1° cos 5° = sin 85° = sin 87° - sin 4°-2sin 1°
sin 6° = sin 4° + sin 85°-2sin 1° cos 6° = sin 84° = sin 86° - sin 5°-2sin 1°

Allgemein:

sin k° = sin(k-2)° + sin[90°—(k-1)°]-2sin 1°

cos k° = sin(90°-k°) = sin[90°—(k-2)°] - sin(k-1)°-2sin 1°
sin(na) = sin(n-2)a + cos(n-1)a-2sin a

cos(na) = sin(90°-na) = cos(n-2)a — sin(n-1)a-2sin a

Als Ergebnisse erhdlt Bramer zusammengefasst:

sin 1° = 0,017.452.406.437.28 sin 89° = 0,999.847.695.156.39
sin 2° = 0,034.899.496.702.50 sin 88° = 0,999.390.827.019.09
sin 3° = 0,052.335.956.242.94 sin 87° = 0,998.629.534.754.57
sin4° = 0,069.756.473.744.13 sin 86° = 0,997.564.050.259.82
sin 5° = 0,087.155.742.747.66 sin 85° = 0,996.194.698.091.74
sin 6° = 0,104.528.463.267.65 sin 84° = 0,994.521.895.368.27

154 In Bramers Text auf Seite 19 steht falschlich FE statt GE.

Ll I T I R . |

QU e ST R ITEIR TR

Qo o

TR
S 8
[E R I
[ R |

(P
R T - T
T Y

o T - e L,
3T
[ - S P R
C 3 owS
- hh e B
1 NP oo D M By o

- 0 &

P - I

u

-

E ol I T I - R T

5435994067

Q2 $0 13

Abb.74: Bramer S.18, Tabelle 2:
2-sin 1° multiplizieren mit sin 89°.
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Diese Beispiele, findet Bramer, seien nun genug, damit ein jeder die Regel er-
kenne.

Schlief3lich bemerkt Bramer noch, wie es auch Biirgi und Ursus tun, dass
man nur die Sinus von O° bis 30° und ihre Komplemente, also die Sinus von 60°
bis 90° zu berechnen brauche, die mittleren 30° kénne man wie allgemein be-
kannt, durch blofles Subtrahieren finden. Dies ist Biirgis 3. Beispiel in seinem
Kapitel 12, namlich die Formel sin(60°-a) = sin(60°+a) — sin a.

Zusammengefasst

Ausgehend von einem Startwert,

— etwa sin 1° und seinem Komplement sin 89°, oder

- von sin 1 und seinem Komplement sin 89° 59°

wie hier in Biirgis Fundamentum Astronomiae, oder

— von sin 2" und seinem Komplement sin 89° 59' 58"

wie in Blrgis grofler Sinustafel,

werden mit Hilfe der Doppelwinkelformel sin 2a = sin(90°-a) - 2sin a und des
Komplementes sin(90°-2a) weitere Sinuswerte berechnet. Dieser Vorgang, Win-
kelvervielfachung und Komplement, kann beliebig wiederholt werden.

Die Sinustafel in Blirgis Fundamentum Astronomiae nimmt insgesamt 36
Seiten ein (46v-64r), also etwa ein Fiinftel der gesamten Schrift.!>® Die Sinus-
Tabelle von O° bis 90° mit einer Schrittweite von 1" ist folgender mafien zu lesen.
sin 15° 30’ = 160 2] 31] 29111 211111 — 16/6O + 2/602 + 3/603 + 29/604 + 21/605 —
0,267.238.375.8 statt 0,267.238.37|6.1, also auf 8 Dezimalstellen genau.

sin 15° 31' = 169 3741 2 oMl = 0,267.518.67|2.8 statt 0,267.518.67|3.5 ot m TR VT 89
sin 15° 32" = 160 47 471 3411 22111 = 0,267.798.948|05 statt 0,267.798.948|29 T e s S % e

Der Wert fiir sin 1' = 00 1/ 2/ 491 55/11l = 0,000.290.888|63 statt A T
0,000.290.888|20 ist also auf 9 Dezimalstellen genau (Blatt 46v). 2 :: ‘ «:.‘ :; "1 S R

Die Werte in der Sinus-Tabelle sind bis 88° auf 5 Sexagesimalstellen angegeben,  [i: w3 i o ¥3

von 88° bis 89° auf 6 Sexagesimalstellen, und von 89° bis 90° auf 7 Sexagesi- T A N A

s T

malstellen (siehe Blatt 64r). So ist etwa 1 e
sin 88° 30’ = 5990 587 4511 5811 55III 53V _ 59/60 + 58/602 + 45/603 + 58/604 + 55/605 + had il ‘;‘:!:.'.’
53/_.6 = 0,999.657.324.9|53 statt 0,999.657.324.9|76, also eine Genauigkeit auf i
10 Dezimalstellen.

sin 89° 30" = 599 597 5117 46! 31111 22V 29VI = 0,999.961.923.064.|21 statt
0,999.961.923.064.|17

sin 89° 59’ = 590 591 59/ 591l 771l gV 5VI = 0,999.999.957.692|12 statt
0,999.999.957.692|03

Durch den Fund von Menso Folkerts in Breslau konnte die Liicke geschlossen SRR
werden, zumindest das grofe Rétsel um Biirgis «Kunstweg» entziffert werden. = i #H—wi i
Biirgis Sinustafel in dieser Handschrift hat hingegen eine Schrittweite von 1, die |2l 2% 757

Stellenzahl der Sinuswerte steigert sich je nach Genauigkeitsanforderung von 5 R A e A A
Sexagesimalstellen auf deren 7, was etwa bis zu 12 Dezimalstellen Genauigkeit

ergibt (bei sin 89° 59'). Es ist also zu vermuten, dass Blirgi spater noch eine  Abb. 77: Blatt 64r. Biirgis Sinustafel

zweite Sinustafel mit geringerer Schrittweite berechnete, die nun allerdings fiir die Minuten 30°-60" fiir 85° bis 90°.

74 734
[y it

T
TiaLe

weiterhin verschollen ist.

155 Folkerts 2014, S.111.
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Formeln, die Biirgi verwendet oder beschreibt

Vorab ist zu sagen, dass Biirgi nattrlich noch keine Formelsprache benutzte, wie wir
sie heute kennen. Er beschreibt den Sachverhalt wie damals tiblich in Worten, oft
mit einer Zeichnung zur Erlauterung. Eine Formelsprache kam erst nach Viéta auf.

Strahlensatz und elementare Formeln:

[Kap. 3; Blatt 17v - 181] a:e=c:f;

b:e=d:f
Satz des Ptolemaus [Kap. 7, Blatt 24r] a-b+cd=ef
Satzgruppe des Pythagoras a?+b%=¢? b
[Kap. 8, 9; Blatt 26r — 28v, 31r] h?=pq a’=cp h=abuc
Trigonometrischer Pythagoras und Einzelformeln &
[Kap. 6, 9, 11; Blatt 22r — 23v, 29v, 31r, 37r] a

sin?(90°-a) = 1-sin%a

sin 54° — sin 30° = sin 18°
sin218° + sin%30° = sin%36°
sin218° + sin?54° = sin% 60°
sin230° + sin?54° = sin%72°

Halbwinkel- und Doppelwinkelformel

[Kap. 6, 9; Blatt 23r — 23v, | sin%(%/,) =%, - (1-cos a) Abb.78a,b: zu Strahlensatz etc.
[Kap. 8, 9; Blatt 261 — 28v, 31r] sin(2a) = 2-sin a - cos a
sina =2 -sin(%/,) - cos(%/,)
Summenformeln
[Kap. 7; Blatt 24r-25r] cos(a+p) = cosa- cos f—sina-sin
[Kap. 9; Blatt 29r-30v] sin a + sin B = 2 - sin[(a+p):2] - cos[(a—P):2]
[Kap. 11, 12; Blatt 37r, 41r-43r] sin(60°+a) — sin(60°-a) = sin a

Prosthaphéirese

[Kap. 3; Blatt 18v-19r] sina-sin B =% [sin(90°-a+p) — sin(90°-a—p)]

Spezielle Sinuswerte

[Blatt 56V] sin1°=1021491 431111 = 0,017.452.406.|12

[Blatt 46v] sin1 = 11211491 551 = 9, 000.290.888.|63

[Blatt 64v] sin 89° 59" = 599 597 5911 5911 771l gV 5VI = 0 999.999.957.6(92
Summen

[Kap. 11; Blatt 39v] 2k (fiir k = 1 bis 29) = 435

>k2 (fur k = 1 bis 29) = 8555

Im zweiten Buch, das sich dem Berechnen der sphéarischen Dreiecke widmet, ver-
wendet Burgi zusatzlich folgende Formeln:

Sinus

[Kap. 1; Blatt 65v] 1:sin a = Hypotenuse : Gegenkathete
[Kap. 4; Blatt 72v] l:sina=b:h

[Kap. 1; Blatt 65v] sin(180°-a) = sin a

Kosinussatz

[Kap. 4; Blatt 72r] a?=b%+c2-2-b-ccosa
Seitenkosinussatz

[Kap. 7, 8; Blatt 80r-86r] cosa=cosb-cosc+sinb-sinc-cosa
[Kassel, Beob.protokoll 1590] cos a = {cos a - ¥5[cos(b-c) + cos(b+c)]} :

Y[cos(b-c) — cos(b+c)]
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[Blatt 65r]

Das Ander Biich der Astronomischen,
von der Doctrina Triangulorim oder Lehr
der Trianguln

Das Erste Capitiil von den Trianguln vnd
Thren Eigenschafften in Gemein

Ein Triangul ist eine fleche vonn Drejenn Linienn begrieffenn, der ein vonn dreyenn
stracken Linien alf} ein Plan triangul, oder von dreienn der Sphaerae uvmbgeschrieben
grofiesten Circklinien als ein sphaerischer Triangul. Vnnd sein Inn jglicher art zu be-
trachttenn die seitten vnnd die winckell. Seiten sein die drey euf3erste Linienn def3 Tri-
anguls, welche denselben be[e]nden, aus welchern die lengste (oder auch den andern
zwen gleichen ungleiche) wirdt der basis, die andern zwo aber die crura'®® oder knewe
genenett. Winckell sein die drey euflerste orter defd Trianguls, In welchernn seine seit-
tenn miteinander zusammen stof’enn. Ef} ist aber die Mensur oder Weite einef} win-
ckelf? In der grofie des bogen, welcher demselben winckell zwischenn gleichenn knewen
vntergetzogenn ist, die grofle aber gemeltts bogenn Jegen die angenohmene mensur
defd ganzen

[Blatt 65v] Circkelkreifes zu rechnenn. Darumb nach gegeben oder bekanten win-
ckelnn werdenn auch zugleich gegebenn die weite der bogenn, so denselben gegeben
winckeln vntergetzogenn sein, auch sowoll denselben bogenn vntergezogenn Sinus auf3
vorgesetztem Canone. Derhalbenn beschreiben auch gleiche bogen Im umbkreifie def’
Circkels gleiche winckell im Centro, vind hinwidderumb gleiche winckell im Centro
auch gleiche bogen Im vmbkreifie. Ef? werden aber die winckel vnterscheidenn in rechte,
welche einen ganzen quadranten oder 90 grad einhalttenn, vnnd in schlimme,' welche
so sie grofier dann ein quadrant, werdenn sie stumpfe, wie aber kleinere alf3 ein quadrant
scharpffe genennet.

Vnnd so viell kurzlich von Trianguln in gemein. Volgett nun die theilung derselben
nach ihren mannigerley vnterscheidenn. Vnd baldt darauff in den nachfolgenden Capi-
tuln nach diefler gesazten Ordnung Ihre auf} allerhandt auffgebung solution vnd auf-
loffung durch nachuolgende algemeine Elementa vnd postulatum, aber angenohmen an
stadt der winckeln vnd bogen ihre untergezogen Sinus.

In diesem zweiten Teil seines Fundamentum Astronomiae beschiftigt sich Biirgi
mit dem Berechnen von Seiten und Winkeln in Dreiecken, insbesondere in
spharischen Dreiecken. Zuerst gibt er dazu eine Ubersicht, wie er die Dreiecke
unterteilt, zuerst in ebene und sphédrische Dreiecke, wobei die Worte noch latei-
nisch gesetzt sind: Triangula Plana, Triangula Sphaerica. Dann werden sowohl
die ebenen wie auch die spharischen Dreiecke jeweils unterschieden in recht-
und in schiefwinklige, und diese jeweils in gleichschenklige und ungleich-
schenklige. Biirgi verwendet hier den begriff «knewe» fiir Schenkel, «<knewig»
flr -schenklig. Bei ihm heifen die spitzwinkligen Dreiecke «scharfe», weil das
Gegenteil von stumpf eben scharf ist. Die gleiche Auflistung der Dreiecke liefert
1588 auch Nicolaus Reimers Ursus in seinem Fundamentum Astronomicum, nur
mit zum Teil anderen Bezeichnungen.

156 Crus, cruris = Unterschenkel, Bein. Plural crura auch Stiitzen, Pfeiler, hier also «Schenkel». Buirgi
verwendet also «crura» und «knewe» synonym fiir Schenkel.
157 Spitze oder stumpfe Winkel.
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Vorab die Grundlage, die jeder Mathematiker des 16. Jahrhunderts kannte und
benutzte: In einen Kreis ist die Sehne (Subtensa, Chorda)!®® AB gezeichnet. Ge-
sprochen wird dies: Die Sehne ist dem Bogen untergezogen. Uber der Sehne ist
der Mittelpunktswinkel 2a doppelt so grof wie der Umfangswinkel a. Die Halfte
der Sehne ist der Sinus des Umfangswinkels: sin a = %5-AB. Ist die Sehne A'B’ ein
Durchmesser, so ist offensichtlich sin 90° =R =1, da der Umfangswinkel dann 90°
ist (Satz des Thales). Der Radius wird bei Biirgi bereits zu 1 gewdhlt.

Die Grof3e eines spharischen Winkels wird gemessen durch die Linge des dem
Winkel gegeniiberliegenden Grof3kreisbogens, wenn die dem zu messenden Win-
kel anliegenden Seiten auf 90° verlangert worden sind. Der Eckpunkt A des Win-
kels a ist dann der Pol des Grofikreisbogens DE, die Bogen AD und AE fallen auf
dem Bogen DE rechtwinklig ein.

Dann folgen einige Grundregeln fiir die Dreiecksberechnungen. Auch wenn
die beigefiigten Zeichnungen ebene Dreiecke darstellen, sind die Satze (auch) fir
sphaérische Dreiecke gemeint, wie aus dem Postulatum auf Seite 67v hervorgeht.

1. Im ebenen rechtwinkligen Dreieck wird der Strahlensatz angedeutet.

2. Die Seiten eines Dreiecks sind proportional zu den Sinus der gegeniiberlie-
genden Winkel.

3. Schneiden sich zwei Grof3kreise zu einem sphdrischen Zweieck, so sind die
gegenuberliegenden Innen- wie auch Aufienwinkel gleich. Wechselwinkel
sind zusammen 180°.

4. Der Sinus eines Winkels ist gleich dem Sinus des Ergdnzungswinkels, sina =
sin(180°-a).

5. Die Hohe in einem Dreieck zerteilt das Dreieck in zwei rechtwinklige Dreiecke.
Ein gleichschenkliges Dreieck wird in zwei gleiche Teildreiecke geteilt.

6. Ausdem Strahlensatz folgt als Proportion 1: sin a = Hypotenuse : Gegenkathete.

7. Féllt bei einem stumpfwinkligen Dreieck die Hohe auferhalb desselben, so
nimmt man das Ergdnzungsdreieck zum Rechnen.

8. Im rechtwinkligen Dreieck konnen nicht alle drei Seiten vorgegeben werden,
weil dann vier Stiicke gegeben waren.

9. Aus drei gegebenen Stiicken kann man die tibrigen Stiicke des Dreiecks mit
Hilfe des Sinus berechnen.

158 Subtendo, lat. unterspannen, darunter sich ausdehnen.

Abb.79: Sinus als halbe Sehne.

Abb. 80: Das Maf} des sphdrischen
Winkels a ist DE.



[Blatt 66r]
Tabiila. Ordo et Distinctio Triangulorum
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Abb. 81: Blatt 66r1: Einteilung der
ebenen und sphiarischen Dreiecke.

[Blatt 66V]
Algemeine Elementa der Trianguln

1. Eine rechte Linie im triangulo, dem basi parallell aufstende, zertheilet die knewe
[Schenkel] proportionalitr nach verhaltung der Parallellauffenden.

2. Die seiten einef Trianguls sein proportional gegen die Sinus der Jegenvber gesezten
winckeln.

3. Die gegeneinander vbergesezten winckel sein gleich, sie werden gleich einwendig
oder aufiwendig opponiert. Auch sein je zwen winckel auf einer rechten Linien stehend
gleich zween rechten oder 180 grad.

4. Wenner ein winckel oder boge 90 grad vbertrifft, alRdan wirt fur def}elbenn Sinum
seines Complements Sinus bif auff einen halben Circkel oder 180 grad angenohmen.
Den der Sinus einefd bogen ist auch zugleich def} Sinus des Complements def3elben bo-
gen bifd auff ein halben Circkel.

[Blatt 67r] 5. Eine perpendicularlinie aufd dem scheitel winckel eines trianguls in seinen
basin herab gesenckett zertheilt denselbenn Triangul in zwen rechtwinkelige Triangula,
auch sowoll einenn gleichknewigen [gleichschenkligen] in zwen gleiche.

6. Wie der radius gegen den Sinum eines gegeben winckels, also die gegeben seite gegen
die perpendicularlinien def Trianguls vnd hinwidderumb.

7. Wenner die perpendicularlinie auBerhalb def3 Trianguls fellett, alffdan muf3 die basis
bif3 auff deRelben einfellung erstrecktt, vind der auflerer triangul vom ganzen abgenoh-
men werden, vnnd also pleibenn vbrig die dinge def? vorgesezten Trianguls.

Abb.82a, b: Blatt 66v, zu 1und 2.

-~
/

S

Abb. 83 a, b: Blatt 66v, zu 3 und 4.

Abb. 84 a, b, c: Blatt 67r; zu 5, 6, 7.
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8. Im rechtwinckeligen Triangulo ist alzeitt der rechte winckell bekannt. Darumb wer-
denn im selben nichtt zugleich alle seiten aufgegebenn. Den also hette man vier Data oder
aufgegebene, wider folgendes postulatum.

[Blatt 67v]

Postulatum

Auf auffgegebenn (oder bekanttenn) drejen Datis werdenn die andernn vbrigen drey er-
forschtt vnnd bekant gemachtt durch hulff der Sinuum vnnd dief3e Itz gemeltte Elementa.
Inn diefSenn Postulato bestehtt die ganze Calculatio oder rechnung der Trianguln, welche
hernach folgett. Vnnd sein diefie Elementa samptt dief3em postulato allen Trianguln ge-
mein. Volgenn darauf nun weiter etzliche, alleine den planen Trianguln gemein.

Das ander Capitull von den Planen Trianguln.
Elementum

1. Einefd planen Trianguls alle drejy winckell zusammen thun so viell alf} zweenn rechte,
Nemlich 180 grad, denn ein rechter ist 90 grad. Darumb werdenn Im selbenn nie zwen
winckell zugleich oder mitteinander gegeben, auch sowoll kein ander neben einem rech-
ten, denn aufd bekanten zwen ist auch zugleich der vbrig dritte, vnd also alle drey bekannt.
Ist demnach algleich, ob man zwen oder alle drey winckel auffgibt.

[Blatt 68r]

Postulatum

1. Aufd gegebenn allen Winckeln die verhalttung der seiten gegenneinander zu erforschenn.
Denn aufd gegebenen winckeln eines planen Trianguls wirdt nur allein die verhaltung der
seiten gegen einander in der angenohmen mensur des Diameters gegeben, nicht aber
auch zugleich die grofie einer seiten gegeben, auf’ welcherer den die andern zwo leichtlich
mugen erforschet vnd bekant gemacht werden in ihrer grof3e, durch Ihre vorhin auf denn
winckeln bekant gemachten verhalttung, alf3 zum Exempel.

Ef} seyj im bejverzeichneten Triangulo a e u gegebenn der winckell a 48, e 72, vand u
60 grad. Nun sein aufl dem Canone Sinuum bekandt gemeltter winckeln Sinus, Nemblich
def

zu a 449 351191 161 56111, [sin 48° = 0,743.144.825.477.394 = 449 351191 16111 56111 17V]

zu e 570 31481121 271 [sin 72° = 0,951.056.516.295.154 = 570 31481 1211 2711 4V]

zu u 510 571411 291 14111 [sin 60° = 0,866.025.403.784.439 = 510 571 41 291111311 59V]
Vnangesehen aber Im vmbgeschrieben Circkell die eingeschriebenn Subtenflen mugenn
verstanden werden.

[Blatt 68v] Ist aber dennoch nicht destoweniger durch gemelts im vierten Capitulo def3
erstenn Buchs einerley vnd gleiche verhalttung der Subtenf3enn gegenn die bogen des hal-
ben Circkels, alf3 der Sinuum gegenn die bogen defd quadrantz, zeigenn demnach gemelte
Sinus die verhalttung gemeltter seittenn def} gegebenn Trianguls In solcher Mensur, Inn
welcherer der radius ist angenohmen °60. Auf3 welcher proportion oder verhalttung in mas-
sen eine der seittenn In ihrer eigentlichen grof3e wirdt gegeben oder bekandt sein. Mugen
darauf? die grof8e der andern zwo seitten leichtlich durch die regul Detrj erforschtt werden.

Das aber die ganze Circumferenz oder vimkreif3 des Circkels, welcher sonst allenthalben
in 360 grad getheilet, alhie aber in nur 180, alf? in die helftte getheilet ist, solchs hatt seine
vrsach aus der 20 Proposition def$ drittenn buchs Euclidis.’®® Weil nemlich der winckel In
der Circumferenz nur halb so grof3 ist

159 Im Kreis ist der Mittelpunktswinkel doppelt so grofd wie der Umfangswinkel tiber demselben Bogen.



[Blatt 69r] alB der winckell im Centro, wie solchs augenscheinlich In der figur zu erse-
henn. Vnnd so viell von dem Planen Trianguln In gemein. Folgett nun weiter Inn sonder-
heitt von den rechtwinckligenn vnnd darnach von denn schlimwinckligen.

Fur ebene Dreiecke erwdhnt Biirgi zuerst die bekannte Tatsache der Winkel-
summe im Dreieck zu 180°. Aus den drei bekannten Winkeln kénne man dann
ja auch nicht die absolute Grofie der Seiten bestimmen, sondern nur deren Ver-
haltnis.

Seien etwa im Dreieck AEU die Winkel bei A gleich 48°, bei E gleich 72° und bei
U gleich 60°, zusammen 180°, dann sind deren Sinus bekannt, zum Beispiel aus
Biirgis Sinustafel oder aus der Einschreibung von Vielecken in den Kreis. Diese
Sinuswerte zeigen demnach auch das Verhiltnis der drei Seiten des Dreiecks
AEU, namlich
UE : AU : AE = 5in 48° : sin 72° : sin 60° = 0,743 : 0,951: 0,866 = 0,78 : 1: 0,91.

Es ist allerdings etwas verwirrend, wenn Blrgi die zu den Umfangswinkeln
gehorenden Kreisbdgen mit den Winkeln gleichsetzt und nicht mit den Mittel-
punktswinkeln, und daher als Kreisumfang nur 180° erhalt. Biirgi will damit
wohl ausdriicken, dass zum Beispiel zum Bogen UE der Umfangswinkel 48° ge-
hort; deshalb wird dieser Bogen mit 48° beschriftet. Ebenso ist der Bogen AU,
mit 72° beschriftet, zum Umfangswinkel 72° gehorig. Ebenso ist der Bogen AE
zum Umfangswinkel 60° zuzuordnen.

Der Umkreismittelpunkt O befindet sich im Schnittpunkt der Mittelsenk-
rechten der drei Seiten des Dreiecks. Die halben Mittelpunktswinkel sind 48°,
60°,72°.

Das Dritte Capitul von den Planen
rechtwinckligen Trianguln

Inn denn Planenn Rechtwinckeligenn Trianguln fallenn fur zu betrachttenn zwey Ex-
empel auff zweyerley dato gerichtett, derenn Jglichs auf! seinem sonderlichen gesezten
Elemento herfleuflett vnnd aufgelof3ett wirdt, wie folgtt:

Primi Exempli Elementum

[1.] Im rechtwinckeligen Triangulo steht die perpendicularlinie, welche aufl dem rechten
winckel In den basin herabfellett, In mitler proportion der stuckenn defielbenn basis.
Welcher basis ist der Diameter defd dem Triangulo vngeschrieben [sic] Circkels.

Postulatum ejusdem

2. Auf} zwejenn dem rechten winckel beygefugten bekantenn

[Blatt 69v] seitenn, alle die andern erforschenn. Solchs geschicht durchs Iztgemeltte Ele-
ment, durch welchs erstlich werde gefunden daBl vbrig stuck def§ Diameters (Nemblich
die erstreckung defd Knewef a c), welchs ist c o.

Dan wie a c gegen die perpendicularlinien e ¢, also widderumb e c gegenn c o, welchs
gefunden, wirdt bekant sein der ganze Diameter a o. Darumb wie der Diameter In an-
genohmener Mensur defs Canonis oder der Sinuum (Nemlich 120° oder 2\) gegen dief3er
Jegenwertigen Diameter In bekanter Mensur, also das bekantte Knewe (def} gegebenn
Trianguls) e c gegenn den doppeltten winckell (defelbenn Trianguls) e a c oder zu seinem
Sinuj e c. Den sodan e c ist der vntergezogenn Sinus des bogen e o oder defd winckelser o
im Centro, welchers halbe theill ist der winckel e a o oder e a r in der Circumferenz, durch
die im vorigen Capitulo gemelten 20 proposition def} drittenn buchs Fuclidis.!®® Darnach

160 Im Kreis ist der Mittelpunktswinkel doppelt so grofd wie der Umfangswinkel iiber demselben Bogen.
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Abb. 85 : Blatt 68v. Kreisumfang 180°!

§in 727 Ein 72°

Abb. 86: Die Sinus der Winkel zeigen
das Verhaltnis der Seiten.
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sind weitter die seitten a e durchs ander algemeine Element, den durch dafielbige wirdt
sein: wie der Iztgefunden winckell

[Blatt 70r] (e a r oder def3elbenn Sinus e c) Jegen die Im gegennvber gesezten seiten er,
also der rechte winckell a c e gegen die im gegenvbergesezten seiten a e, welche aber auch
durch die penultimam primj Euclidis, aber etwafd schwerer, Nemblich durchs quadrieren
der Knewe vnnd aufiziehung der wurtzel magk gefundenn vnnd bekandt gemacht wer-
denn.!'®! Den das quadrat def} basis eines rechtwinckeligen Trianguls Ist gleich denn zween
quadraten der Knewe. Vnd so viel vom erstenn exemplo. Volgett daf ander [exemplum
secundum].

Im 1. Beispiel sind im rechtwinkligen Dreieck ACE gegeben die beiden Katheten,
also die beiden Schenkel des rechten Winkels. Im rechtwinkligen Dreieck AOE
steht die Hohe h = EC in mittlerer Proportion zu den Hypotenusenabschnitten
p = COund q = AC. Das heifdt, es gilt die Proportion AC:h=h:CO,oderq:h=h:p,
also der Hoéhensatz h? = p-q. Und damit ist p = CO = h?: q und AO = AC + p.

Im gegebenen Dreieck ACE sind bekannt die beiden Katheten (Schenkel,
Knewe) q = AC und h = EC und der rechte Winkel a = ACE bei C. Die gegebenen
Stiicke sind in der Zeichnung mit einem kleinen Querstrich markiert. Es wird q =
CO gefunden und damit AO.

Es konnte AE mit dem Satz des Pythagoras berechnet werden, einfacher aber
geht es Uiber den Sinus. Es ist ja sin ERC = sin 2a =EC, und sin a = sin EAC = EC:AE,
somit sind a, 2a und AE berechenbar.

Man koénnte zwar ganz einfach den Winkel a iiber tan a = h:q ermitteln. Aber
Biirgi will ja ganz bewusst nur eine Sinustafel erstellen und aufzeigen, dass man
alle Dreiecksberechnungen mit Hilfe des Sinus bewerkstelligen kann, dass die tib-
rigen trigonometrischen Funktionen hierfir tberflissig sind.

Elementum exempli secundi

So der basis def? rechtenn winckels Im rechtwinckligenn Triangulo wirdt vermachett der
radius, alf3dan sein die Knewe die Sinus der gegenvbergesezten winckeln.

Postulatum ejusdem

[Blatt 70v]

3. Auf? zweyen gegeben seiten, welcherer die eine dem rechtenn winckel gegebvber ge-
sezt, alle die andern erforschenn. Solchs wirdt verbracht durchs Itzgemelte Element. Den
weil alhir der basis a e def’ rechtwinckligen Trianguls a e c ist der radius vermachet, so
wirdt durchs selbig Element das bekante Knew e ¢ sein der Sinus mensur oder weite des
Ihm Jegenvber geseztenn winckels e a ¢, oder def3 bogen e i, welch er Ist durch gemeltte im
erstenn Capitulo die Mensur oder weite def3elbenn winckels. Derhalben nach bekanttenn
zwen winckeln wirdt auch durchs allgemeine Element der planen zugleich bekandt der
vbrig dritte winckell, vind darnach auf’ bekanttenn allenn winckelln auch sowoll die vb-
rige dritte seitte durchs ander allgemeine Element.

Durch welchere auch ohnne daf? anfenglich vinnd ohne vermachung def radij der win-
ckell e a c mag gefunden werden, vinnd darnach sowoll die andernn nach Izgemelten vn-
terricht

[Blatt 71r] Auf eine andere art: Nemlich durchs sechst allgemeine Ellement, werde die
gegeben seite a e erstreckt bif3 auf den radium in i. Vnd alf3dan wirdt sein durchs Erste al-
gemeine Element: wie a e gegen e c, also der vermachter radius a i (welcher im Canone alf3
der grof3ester Sinus ist angenohmen 60) Jegenn den winckel a oder deelbenn sinum i u.

161 Satz des Pythagoras.

Abb. 87: Blatt 70r, oben.
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Abb. 88: Blatt 70r, unten.
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Abb.90: Blatt 71r: zu 3.
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Also auch gleichermassenn durch erstreckung der seiten e c bif3 in n vnd der vorge-
melten seiten e a bif3 gegen die andern halb bif3 Inn r, wirdt sein wie a e gegen e c, also der
radius e r gegen e n, welchs gleich dem Sinuj i n vorgemeltt. Vnd so viell vom rechtwin-
ckeligenn. Folgett vom schlimwinckeligen.

Im zweiten Beispiel sind im Dreieck ACE neben dem rechten Winkel bei C gege-
ben die Hypotenuse AE und ein Schenkel EC (siehe kleine Querstriche) .

Zur Zeichnung auf Blatt 70r unten sagt Biirgi erklarend, dass die Schenkel
des rechtwinkligen Dreiecks die Sinus der diesen gegeniiberliegenden Winkel
sind, wenn die Basis, die Hypotenuse, R = 1ist. Deshalb hat Biirgi auch die zu den
Sinus gehdrenden Kreisbogen eingezeichnet.

In der Zeichnung auf Blatt 70v soll also die Hypotenuse AC = R =1 sein. Es
heifdt dann, dass man aus einem Schenkel EC (mit der Hypotenuse AC = 1) im
rechtwinkligen Dreieck sofort den Winkel a bei A, der dem Schenkel gegentiber-
liegt, kennt, da der Schenkel EC ja sin a ist. Somit ist dann auch der dritte Winkel
bei E bekannt, und als dessen Sinus der fehlende Schenkel AC.

Auf eine andere Art (Zeichnung Blatt 71r): Die Hypotenuse AE werde iiber E
hinaus verlangert bis I, und tber A hinaus bis R, so dass Al und ER gleich dem
Radius 1 sind. Die Lote IU und RN sind dann die Sinus der ihnen gegeniiberlie-
genden Winkel bei A und E. Der Strahlensatz liefert nun AE: EC=Al:IU=1:
sin a, oder ebenso AE: EC=ER:EN=ER:IN=1:sina. EN =IU =sin a.

In den Zeichnungen sind, wie immer, die gegebenen Stiicke mit einem klei-
nen Querstrich markiert.

Das Virtte Capitull von den Planen
schlimwinckeligen Triangulln

Inn den planen schlimwinckligen Trianguln sein drey unterscheidenn Exempla auff
dreyerley aufgebunge

[Blatt 71v] vind vimbweschelung der Datenn gerichttet, wie derselbenn postulata nachei-
nander folgenn.

4. Aufd gegebenn oder Bekanttenn allenn seittenn die winckell erforschenn.

Solchs geschichtt durch Erfindung der stuckenn oder theilenn def? basis nach verhalt-
tung der knew. Denn nach dennselbenn gefunden, ist der Schlimwinckellige Triangul in
zwen rechtwinckelige voneingespalttenn vnnd zertheillett, Mitt welchernn zwen rechtt-
winckeligen darnach weitter zu handelnn, Nach gegebenn vnterricht In vorhergehenden
Capitulo vnd nach den gemeltten zwen Exempeln alda gesezt. Die stucke oder theille ba-
sis aber findett mann also: Multiplicir Jgliche seittenn def3 Trianguls Inn sich, das ist qua-
drate, vind nim daf} quadrat def3 einen Knewes vnd def? basis, die halbe rest getheilett
Inn denn Basin, zeigtt defd abgenohmmenn Knewes beygefugts Stuck bafis.

[Blatt 72r]

Exemplum operationis

Nach also gefundenn stuckenn basis wirdt der schlimwinckelige Tryjangul gleich ober
Inn zwenn Rechtwincklige zertheilett vind entscheiden were imaginieret, oder dem ge-
muetten eingebildett. In welchern Jglichen Insonderheitt alRdann difle mitt dem durch-
gezogenn strichlein verzeichnetten Data bekannt sein werdenn. Aufd welchernn darnach
die andernn zu findenn, wie gesagt.
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Das vierte Kapitel handelt von den ebenen schiefwinkligen Deiecken. Biirgi un-
terscheidet die drei Félle SSS, SWS und SSW. Die Fille WSW und WWS werden
nicht behandelt; es ist dann ja auch der dritte Winkel bekannt, der Sinussatz
16st diese Fille sofort.

Zuerst sollen aus allen drei Seiten die drei Winkel gefunden werden, Fall SSS. Dazu
fallt man die Hohe auf die Basis und ermittelt die so entstehenden Basisab-
schnitte. Man findet sie so: «Addiere zum Quadrat der Basis das Quadrat des ei-
nen Schenkels und subtrahiere davon das Quadrat des anderen Schenkels; die
Halfte dividiert durch die Basis liefert jeweils den Basisabschnitt.» Mit der Stan-
dardbenennung fiir ein Dreieck heift das:

(c+a%-b?):2:c=p und (c2+b%-a?):2:c=q.

Mit q = b-cos a und p = a-cos B bedeutet dies den bekannten Kosinussatz

c? +a?-b?=2pc, also b2 =a?+c?-2pc=a’+c?-2accosB

c?+b%-a%=2qc, also a?=b%+c?-2qc=b%+c?-2b-ccosa

Das dazu gerechnete Zahlenbeispiel bringt a = 6/ und b = 8/ und ¢ = 121

Die Quadrate sind auf Blatt 72r eingezeichnet und berechnet zu a? = 36/ und b? =
64/ =104/ und % = 1441 = 20 24,

c? +a%2-b?=20241 +10 41 - 36! = 20 52I; die Hailfte ist 19 26/; dividiert durch 127 ist

q="7"101
2 +b2-a%=2924 + 36/ - 19 4! = 19 56/; die Hilfte ist 58/; dividiert durch 12! ist
p=4l500,
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5. Aufd bekantenn zwo seittenn vnd den zwischen ligenden winckel
[Blatt 72v] die andernn vnbekantten erforschenn.
Gleichermassenn also auch Inn denn lezttenn zwejenn vbrigenn Exempeln, Inn welchern
man aber die stuck basis (weil ihre seiten nichtt zugleich alsamptt, wie im vorigenn be-
kandt) nicht finden mag. Darumb mufd man alhie durchs sechst algemeine Element die
perpendicularlinienn findenn. Vnnd durch dieselben den schlimwinckligen Triangul
nicht wie den vorigen Imaginative, sondern re vera Inn zwenn rechtwincklige entschei-
denn vnnd von einander spaltten. Darumb durchs Izgemeltte Element wirdt sein: wie der
radus [sic] a o Jegen den gegeben winckell o a u (oder defielben Sinum o u), also die gege-
benn seite a e gegen die perpendicularlinien e i. Nach welcherer gefunden, stehtt der ent-
scheidenn Triangul In zwen stuckenn, vnd Jglichs derselbenn mit seinen Datis also. Nun
such durchs ander algemeine Element die lenge der seiten a i, welche gefunden vnd abge-
nohmen von der ganzen gegeben seitten a n, le3et vbrig daf} ander theil derselben

[Blatt 73r] Nemlich i n. Vnd alf3dann hastu in Jglichen rechtwinckeligen Triangulo drej
Data, aufd welchern 16f3e Jglichen Insonderheit auf nach vorgemeltem bericht.

Abb. 91: Blatt 72r. Beispiel zur
Berechnung der Winkel, wenn
alle drei Seiten gegeben sind.

Abb.92 a, b: Blatt 72v, oben und
unten.



Das zweite Beispiel zum Fall SWS behandelt die Dreiecksberechnung, bei der
zwei Seiten und der eingeschlossene Winkel gegeben sind, hier beispielhaft die
Seiten AE und AN und der eingeschlossene Winkel a = EAN. Zuerst wird die Hohe
h = EI bestimmt, durch die das Dreieck AEN in zwei rechtwinklige Teildreiecke
zerteilt wird. Die Seite b = AE wird wie im vorigen Beispiel verlangert, bis AO =R
=1ist. OU ist dann sin a. Der Strahlensatz liefert AO : OU = AE: E], also1:sina =
b:h,und damit h = b- sin a. Nun berechnet man den Basisabschnitt Al = q [durch
den Satz des Pythagoras oder besser tiber q = b-sin(90°-a)], und IN=p =c—q.
Damit hat man auch im rechten Teildreieck EIN drei Stiicke bekannt, namlich h
= EI, p = IN und den rechten Winkel. Dies alles gilt ebenso fiir ein gleichschenk-
liges Dreieck.

Im dritten Beispiel SSW bemerkt Biirgi sogleich die Zweideutigkeit einer Lo-
sung, «<wenn die dem gegebenen Winkel gegentiiberliegende Seite kiirzer ist als
die ihm anliegende». Die beiden moéglichen Losungsdreiecke AEO und AEI gibt
Biirgi in seiner Zeichnung auf Blatt 73r. Die Unterscheidung der beiden Lésun-
gen geschieht durch den zweiten Basiswinkel. Ist er wie bei O stumpf, so ist AEO
das Losungsdreieck; ist er wie bei I spitz, so ist AEI das Losungsdreieck. Man be-
rechnet zuerst wieder die Hohe h = EN, dann ermittelt man in den beiden Teil-
dreiecken die restlichen Stiicke, wie im vorigen Beispiel gezeigt.

6. Aufl bekantenn zwo seiten vnnd der einenn derselben einen Jegenvber geseztenn
winckel die andernn vnbekantten erforschen. Also auch ebenermafien in diefRem Exem-
plo, In welchen aber dennoch behalben dem Insonderheitt mit vleif3 zu merckenn, das,
wenner dieselbige gegen denn bekantenn winckel vbergesezte seite kurzer ist dan die
Ihm beygefugte gegebenn seite, alidan so mag der selbig Triangul zweifelhaftt getheilt
vnd aus seinem Datis die quaesita mitt gnugthunigem grunde auf zweierlej vnder-
scheidene vnd albeide rechtte weg beantwortett vind der frag gnugen geleistett wer-
den. Den weil weder der winckel e oder die gegen denselben vbergeseztte seite bekannt
oder gegebenn ist, so mag die Jegen denn gegeben winckel vberstehende gegeben seite
auf zweyerley weifd In die vnbekantten seiten fallen, wie solchs in der figur augenschein-
lich zu sehenn.

Darumb nach gefundener perpendicularlinien vberkomptt

[Blatt 73v] Man alhie wie zuuor durch entscheidung def} schlimwinckligen Trianguls
zwenn rechtwincklige, welcher Jglichs Data besonderlich durch obenn angezeigttenn
vnterricht gefunden werden. Aber nach denselben gefunden ist gleiche viel, ob mann
die gefundene theile oder dinge def} kleinern Trianguls zu dem gefundenn def? gro-
Rernn Trianguls zugibtt, oder dauonn abnimptt. Vnnd also kumptt derein der ganze
Triangull a e i oder pleibtt vbrig das theil defielbenn a e o. Ist beide recht, sofernn nicht
zugleich nebenn den Datis oder der aufgab austrucklich ist angezeigtt vnnd erklerett
worden, ob der Winkel zu i scharff oder stumpf sey. Vnnd in mafienn aber solchs ge-
scheen, so mag der Triangul leichtlich durchs ander algemeine Element, Nemlich
aufd bekantter proportion der gegebenn seitenn gegen ihre gegenvbergetzte winckel
aufgelofiet vnd bekandt gemachtt werden. Aber im falle, alfddan derselbig winckel
stumpf gegeben werde, so mufd man vermug def} vierten algemeinen Elements seines
bogen Complements Sinum (bif} auf ein halben Circkell) fur seine Mensur oder weitte
annehmenn. Vnnd so viell vonn denn Planenn. Volgett vonn denn sphaerischenn Tri-
anguln.
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[Blatt 74r]

Das Fiinfft Capitull vonn den Sperischen Triangiiln:
Elementa

1. Ein sphaerischer Triangul ist beschriebenn von drejenn groflesten Circkelnn der Spae-
rae [sic], welche sich Jegenn einander durchschneidenn. Wirdt derhalbenn auf der Erden
gegenn dafd Firmament gleichsam ein plan Triangul, unnd seine Circularische seittenn
gleichsam stracke Linien angesehenn, denn alle grof3este Circkell der Sphaerae gleichsam
starcke Linienn auf? der Erdenn angeschawett werdenn.

2. Einef} sphaerischen Trianguls winckels Mensur oder weitte ist ein bogenn einef3 gros-
tenn Circkels der Sphaerae, welcher aufl demselbenn vntergezogen ist. Derhalben ist des-
selben vntergezoegen winckels verhalttung gegen vier rechte, wie dieselbe Mensur oder
vntergezogenner boge defd winckels gegenn einen ganzen grofiestenn Circkel.

[Blatt 74v]

3. So einef sphaerischenn winkels knewe erstrecket zusammenn lauffen, vermachen sie
einen winckell, denn gemelten gegenvbergeseztenn gleich. Vnnd ist alf3dann der knewenn
grofBeste distanz gegeneinander in der mitte derselbenn, vnndt sein auch die also er-
streckttenn knewe halbe grof3este Circkell der Sphaerae vimbgeschriebenn.

4. Die sphaerischenn Triangula werdenn durch die vntergezogenn Subtenfienn oder
durch die Sinus (alB die halben Subtenfien) zu planenn Trianguln, vnnd ihre bogenn oder
Circularische seitenn zu starckenn linienn gemachett, damit man Ihre proportion ha-
benn muge. Welche man sonst in den bogenn nicht hatt, dan die bogenn, wegen vnglei-
cher steigung Ihrer runde, keine proportion gegen einander habenn. Wirdt demnach also
die ganze Rechnung der sphaerischen Trianguln verbracht durch der bogenn vntergezo-
gen Sinus.

[Blatt 751]

5. So einefd Sphaerischenn Trianguls zwo oder alle drey seitten grofler sein dann ein qua-
drant oder 90 grad, all3dann mag der gegenvber geseztter Triangul gerechnett vnnd
seine gefundenne quaesita dem gemelttenn abgenohmmen werden. Vnnd pleibenn also
defRelbenn quaesita vbrig. Gildt demnach Inn Sphaerischenn Triangulnn gleich, ob der
Triangul selbst oder sein gegenvber geseztter gerechnett vinnd von selbstenn abgenoh-
men werde.

Weill sich aber die Sinus nichtt weitter den auf 90 grad erstreckenn,!®2 muf} mann In sol-
chenn gemelttenn fellen die Complementa annehmen. Wenner aber nur eine seitte len-
ger ist denn ein quadrant, so muf; man den Sinum Ihres Complements annehmen. Wie
solchs weitter darunden an seinem geburenden orthe durch sonderliche Exempla soll er-
klertt werdenn, welchs auch sowoll vom Winckell so grofler denn ein rechter zu verste-
henn.

[Blatt 75v]

6. So einef’ sphaerischen Trianguls alle drey seittenn sein quadranten, alf3dan sein auch
zugleich alle seine drey winckel recht. Den einen rechten winckel ist also alzeitt ein quad-
rant, Im bogenn aber in Sinibus der Radius vntergezogenn. Vnnd welche gleiche seitten
habenn, dieselbe habenn auch gleiche winckell. Vnnd alles hinwidderumb per antistro-
phon 163

162 Gemeint ist: In der Sinustafel.
163 Als Gegenstiick, entsprechend.

Abb.94: Blatt 74r: Zu 1. und 2.

Abb.95: Blatt 74v: Zu 3.

Abb.97: Blatt 75r: Zu 5.

Abb. 98: Blatt 75v: Zu 6.



7. Soeinef’ Sphaerischen Trianguls albeide Knewe quadranten sein, alf}dann seind seine
zwenn winckell (durchs nechst vorhergehende) im basi recht. Aber die Mensur oder
weitte des drittenn vbrigen winckels ist (durchs ander Element) der basis, welcherer dem-
nach eines aufd dem andernn bekantt. Sonst aber mag man alhie in dieRem Triangulo
aufd vier datis (wielweniger auf} drejenn) dieselbenn nichtt erforschenn, welches ist wid-
der daf3 algemeine postulatum.

8. Andere gleich knewige Sphaerische Triangula werden erstlich durch die perpendicu-
larlinien In zwen gleiche Rechttwincklige getheillett, viand darnach gerechnett wie an-
dere Rechtwincklige Triangula. Welcherer Rechnung Jzt volgett.

In diesem flinften Kapitel nennt Biirgi grundlegende Eigenschaften der sphéri-
schen Dreiecke, teilweise in Wiederholung.

1

Ein sphérisches Dreieck wird durch drei sich gegeneinander schneidende

Grof3kreise begrenzt.

Ein sphédrischer Winkel wird gemessen durch den dem Winkel gegentiberlie-
genden Grof3kreisbogen im Verhiltnis zu 360°, wenn die Schenkel des Win-
kels auf 90° verldngert werden.1%4
Wenn sich zwei Grof3kreise zu einem spharischen Zweieck schneiden, so
sind die beiden gegentiberliegenden Winkel gleich. Der gréfite Abstand der
beiden Schenkel ist in der Mitte des Zweiecks. Die Seiten des Zweiecks sind
180° grof3.

Die sphirischen Dreiecke werden durch die eingezogenen Subtensen (gerad-
linige Verbindung der Ecken) quasi zu ebenen Dreiecken gemacht, wodurch
man mit den Sinus (halbe Subtensen) rechnen kann.

Sind in einem spharischen Dreieck zwei oder alle drei Seiten grofier als 90°,
so nimmt man zum Rechnen das Erganzungsdreieck. Da die Sinustafel nur
bis 90° reicht, muss man bei Seiten oder Winkeln tiber 90° das Komplement
nehmen.

Sind in einem sphérischen Dreieck alle drei Seiten 90°, so sind auch alle drei
Winkel rechte. Gleichseitige Dreiecke sind namlich auch gleichwinklig. Und
umgekehrt.

Wenn bei einem gleichschenkligen sphirischen Dreieck die beiden Schenkel
90° sind, so sind seine beiden Basiswinkel auch 90°. Und der Winkel zwi-
schen den beiden Schenkeln hat das gleiche Maf wie die Basis.1®®

. Andere gleichschenklige spharische Dreiecke werden zuerst durch das Lot

auf die Basis in zwei rechtwinklige Teildreiecke geteilt, in denen danach ge-
rechnet wird.

164 Siehe dazu das erste Kapitel dieses zweiten Buches.
165 Siehe dazu das erste Kapitel dieses zweiten Buches.
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[Blatt 76r]

Das Sechst Capitul von Rechnung der Rechtwinckligen
Sphaerischen Trianguln

Rechtwincklige Sphaerische Triangula Nennen wir alhie, welche nur einenn rechtenn win-
ckell habenn. Den von den auch gleichseitigenn vnnd gleichknewigenn Ist Izt gesagtt.
Vnnd dieselbenn werdenn gerechnett vnnd auffgeloRett durch hulff ihrer Complementen
oder durch Ihrer seitten Continuation (daf ist durch erstreckung oder verlengerung der-
selbenn bif3 auf einenn quadranten) vnnd aufl der Mensur IThrer Winckeln. Wie solchs
durch sechs vnterschiedene Exempla erkleret, hernach volgett.

1. Auf? auffgegebenn oder bekanttenn allen winckeln die seittenn erforschenn.
DefR gegebenn oder bekanten winckels ¢ a e Mensur oder weitte ist (durchs ander Ele-
mentt) o n, welche demnach bekandt. Derhalben auch sowoll deelben Complement n t.
Ef ist auch daneben durchs sechst Element bekandtt der rechtte winckel e n t.166

[Blatt 76v] Ist derhalbenn durchs ander algemeine Element: Wie der gegebenn winckel
a e ¢ (oder durchs dritte t e n) gegenn die Ihm gegenvber geseztte seittenn t n, also der
rechtte winckell e n t gegen seine gegenvber gesezten seiten e t. Auf? welcher gefunden
vnnd bekandt, wirdt auch zugleich bekandt sein Thre Complement e c. Welchs wirdt sein
die eine gesuchte seite def? Trianguls. Vnnd also ist nun bekant eine seitte def? Trianguls
mitt samptt einem Ihr gegenvbergeseztenn winckels. Daraus suchett mann nun weitter
die andernn zwo seittenn durchs Izgemeltte algemeine Element. Nemblich wie der win-
ckell e a c'®7 gegen die Thm gegenvbergeseztte seiten e ¢,'® vnnd also auch der Rechte win-
ckell a c e gegenn die Thm gegenvbergesezttenn seitenn a e.

In diesem 6. Kapitel wird das Berechnen der rechtwinkligen spharischen Drei-
ecke vorgestellt. Jedoch beschriankt sich Biirgi auf diejenigen Dreiecke, die nur
einen rechten Winkel haben. Bei zwei rechten Winkeln, was ja im sphéarischen
Dreieck durchaus auftreten kann, ist das Dreieck gleichschenklig, der dritte Eck-
punkt ist der Pol der Basis. Dieses einfachere Dreieck wurde schon vorher behan-
delt, ebenso bei einem gleichseitigen Dreieck mit drei rechten Winkeln. Diese ein-
rechtwinkligen Dreiecke werden berechnet durch zweifache Verlingerung der
Seiten auf 90°, und somit durch Komplemente. Dadurch sind die Winkel zwi-
schen zwei auf 90° verldngerten Seiten und die dem Winkel nun gegeniiberlie-
gende neue Seite gleich grof3.

Hier gibt es 6 Fille zu unterscheiden: WWW, SWS, SSW, WWS, WWS, WSW. Die
beiden gleich lautenden Falle WWS unterscheidet Biirgi dadurch, dass einmal die
dem gegebenen Winkel gegeniiberliegende Kathete und das andere Mal die Hy-
potenuse gegeben ist, zusétzlich zu einem Winkel und dem Rechten.

Das erste Beispiel 16st die Aufgabe WWW, also in einem bei C rechtwinkligen
Dreieck aus allen drei gegebenen Winkeln die drei Seiten zu ermitteln. Zuerst ver-
langert man die Seiten AC bis AO und AE bis AN, bis auf 90°; und CE bis CT und ON
bis OT, bis auf 90°. Dadurch a = CAE = ON und der Winkel CTO = CO. Dann geht
man vom gegebenen Dreieck ACE iiber zum Dreieck ENT, bei dem zusitzlich der
Winkel TEN als Scheitelwinkel gleich ist mit AEC, die Seite NT ist bekannt als Kom-
plement zu ON, der Winkel ENT ist ein Rechter. Somit gilt: TEN : TN = ENT : ET.
Damit ldsst sich ET berechnen, und als Komplement EC, womit man die erste

166 Die dicken kurzen Striche in den Ecken bei A, C, E zeigen an, dass diese Winkel bekannt oder gegeben
sind. Ebenso zeigen die Striche quer durch die Seiten ON und NT bekannte Stiicke an; ON weil dies
die Grofie des Winkels bei A anzeigt; UT weil dies die Ergdnzung von ON zu 90° ist.

167 Schreibfehler. Biirgi schreibt e e cstateac.

168 Schreibfehler. Biirgi schreibt a c statt e c.
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Abb.99: Blatt 76r: Zu 1.



Seite im Dreieck ACE hat. Weiter in diesem Dreieck. AEC : AC = ACE : AE, woraus
AE berechnet werden kann. Ebenso fiir die dritte Seite AC.

Auch hier sind wieder die gegebenen oder bekannten Stiicke mit kleinen
Querstrichen markiert.

2. Aufd dem Rechttenn winckell mitt samptt seinem gegebenn Knewenn oder bejdenn
beyliegennden seitten die andernn vbrigenn erforschenn.
[Blatt 77r] Aufl denn aufgegebenn vnd bekanten seiten a c vnd c e sein auch zugleich be-
kannt ihre Complementa c o vnnd e t. Nun ist durchs Erst algemeine Element: Wie das
ganz tc gegen c o, also t e gegen e n, welchs ist das Complement der seitenn a e. Vnd aus
welchen gefunden, ist auch zugleich bekannt dieselbige seite a e. Aus welcherer werden
darnach die zwenn vnbekantenn winkel gesucht durchs ander allgemeine Element.
Nachuolgende Data aber mugen alle auff zweyerley weifle angewendet werdenn. Dar-
umb ist mitt vleif’ achttung zu gebenn, daf? solchs mit bestenn vortheile geschehe. Nem-
lich auf solche weif’e wie volgtt.

In diesem zweiten Beispiel behandelt Biirgi die Berechnung des bei C rechtwink-
ligen Dreiecks, in dem die dem rechten Winkel anliegenden Seiten AC und CE
gegeben sind, also SWS. Mit den Seiten AC und CE sind auch deren Komplemente
CO und ET bekannt. Somit gilt: TC : CO = TE : EN; und mit der hierbei gefundenen
Seite EN hat man auch ihr Komplement AE. Danach kann man nun auch die bei-
den fehlenden Winkel errechnen.

3. Aufd dem rechten winkel mit samptt einer Ihm beygefugtten vinnd auch einer Ihm ge-
gennvber geseztenn seitten die andernn vbrigenn erfinden.
Erstlich werde durchs erste algemeine Element gesucht die seite a ¢, Nemlich also: Wie te
gegenn e n, also das ganze t c gegen c o, das

[Blatt 77v] Complement nemlich gemelter seiten a c. Welchs gefunden wirdt auch zu-
gleich auf? demselben bekandt sein die seite a c. Darnach such auf den bekanten seitten
die Thnen gegenvbergesezten winckel durchs ander algemeine Element. Vnnd so viell
von auffgebung def rechtenn winckels mit samptt zwo seiten. Volgtt nun weitter von
auffgebung defielbenn mit sampt einemm andern winckell vnnd einer seiten.

Im dritten Beispiel 16st Buirgi das bei C rechtwinklige Dreieck, in dem gegeben
sind eine dem rechten Winkel anliegende Seite EC und die gegeniiberliegende
Seite AE, also SSW. Als Komplemente sind wieder bekannt die Seiten TE und EN.
Somit gilt: TE : EN = TC : CO, womit CO berechnet wird. Damit ist AC als Komple-
ment bekannt. Danach findet die beiden fehlenden Winkel.

4. Erstlich aufl der dem rechtenn winckel beygefugten seittenn alhie ist durchs ander
Element bekant n o (Nemlich die Mensur oder weite def3 bekanten winckels c a e). Der-
halben auch def3elben Complement n t, aufl welchem werde gesucht durchs ander alge-
meine Element der winckel t e n. Welcher ist durchs drittte allgemeine Element der
winckel

[Blatt 78r] a e c. Denn wie daf bekante Complement t e gegen den ihm gegenvberge-
sezten Rechten winckel e n t, also das ander bekante Complement t n gegen den IThm
gegenvber gesezten winckel t e n oder (wie gemelt) a e c. Durch welchs gemelte Element
werdenn darnach weiter gesuchtt die zwo andern vnbekantenn seiten, Nemblich a c
vndae.
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Abb.100: Blatt 77r: Zu 2.

Abb.101: Blatt 77v: Zu 3.
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Das vierte Beispiel behandelt die Losung des bei C rechtwinkligen Dreiecks, bei
dem eine dem rechten Winkel anliegende Seite EC und der dieser Seite gegeniiber-
liegende Winkel a = EAC gegeben sind, also WWS.Bekannt sind mit dem Winkel
EAC auch NO und dessen Komplement NT; bekannt ist auch TE als Komplement
von EC. Nun gilt: TE : ENT = TN : TEN.!%° Damit kann man den Winkel TEN = AEC bei
E berechnen. Anschliefiend die beiden unbekannten Seiten AC und AE.

5. Darnach aufl der dem rechtenn winckell gegenvber geseztenn seitenn.
Alhie wirdt erstlich durchs erste algemeine Element bekantt die seite e c. Den wie das
ganze a n gegen n o, also a e zu e c. Wirdt demnach auch zugleich bekant def3elbenn Com-
plement e t. Vnd wie nun def3elbig Complement e t gegen den Im gegenvber gesezten rech-
ten winckell e n t, also das ander, Nemlich des gegeben winckels Complement t n gegen
dem ihm gegenvber gesezten winckell t e n,170 das ist durchs dritte algemeine Element der
winckel a e c. Nun werdenn auf} demselben bekanten winckel durchs ander alge-
[Blatt 78v] meine Element weitter gefunden die zwo vnbekanttenn seittenna cvnnd a e.
Eff mag auch nach gefunden t e die seite a c also gefundenn werdenn: wie t e gegen e n,
also t c gegen c o. Welch gefundenn vnnd abgenohmmen vom ganzen a o bleibt vbrig daf3
Complement a c. Darnach weiter zu handeln wie gemelt.

Im fiinften Beispiel ist neben dem rechten Winkel bei C noch gegeben die ihm
gegeniiber liegende Seite AE und der Winkel bei A, also WWS. Bekannt ist ferner
die Seite EN als Komplement zu AE, die Seite NO als Maf§ des Winkels bei A, und
die Seite TN als Komplement zu NO; ferner der Winkel ENT als Rechter. Blrgi
rechnet nun AN : NO = AE : EC, woraus sich EC ergibt und sein Komplement ET.
Zweitens ist ET : ENT = TN : TEN. Damit hat man auch den Winkel TEN = AEC.

Alternativ ist TE : EN = TC : CO, woraus sich CO ergibt und AC als Komplement dazu.

Die beiden Beispiele zum 4. und 5. Fall, beide WWS, unterscheiden sich da-
durch, dass beim 4. Fall die am rechten Winkel y anliegende Seite a gegeben ist,
beim 5. Fall jedoch die dem rechten Winkel gegentiberliegende Seite c.

6. Lezlich auf der dem rechtenn vnnd dem andern gegebenn winckel zwischenligendenn
seitten.

Alhie: wie der rechtte winckel e n t gegenn die Ihm gegenvber gesezten seiten e t, also der
winckel a e ¢ (oder durchs dritte allgemeine Element t e n) gegen die im gegenvber geszte
seiten t n. Auf’ welcherer gefunden, ist auch zugleich bekandt ihre Complement n o, welchs
ist durchs ander Element die Mensur oder weite des winckels c a e. Darnach findet man die
zwo seiten a c vnd a e durchs ander allgemeine Element. Vnd so viell von den rechtwinck-
ligen Sphaerischen Trianguln.

Im letzten Beispiel ist gegeben der rechte Winkel bei C, die anliegende Seite EC
und der Winkel AEC, so dass die Aufgabe WSW geldst wird. Bekannt ist ferner die
Seite TE als Komplement und der rechte Winkel bei N. Es gilt wieder ENT : ET =
AEC : TN. Mit TN hat man dann auch dessen Komplment NO und damit den Win-
kel bei A.

169 Bei diesem «Strahlensatz» ist zu beachten, dass man Seite und den dieser Seite gegentiberliegenden
Winkel benutzt.
170 Hier bemerkt Biirgi deutlich die in der vorigen Fufinote angemahnte Vorsicht.

Abb.103: Blatt 78r: Zu 5.
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Abb.104: Blatt 78v: Zu 6.



[Blatt 79r]

Folgt Niin Weitter vnnsere Dilemma Sphaericum vnnd aus denselben etz-
licher Daten furnehme proportionis Derselbenn Trianguln, in volgender
Tabula. Nach welcherer wirdt folgenn vonn denn schlimwinckligenn.

Dilemma Sphaericum

Das Pentagramm:
Biirgi geht nach der Losung der sechs Falle des rechtwinklig-spharischen Drei-
ecks liber zu einer humorvoll-mythischen Darstellung. Er zeichnet ein sphari-
sches Pentagramm. Dieses stellt einen fiinfzackigen Stern dar; griechisch «mit
finf Linien».

Dazu beginne ich mit dem ebenen Pentagramm, das diesem zu Grunde liegt.
Bei ihm werden die fiinf Diagonalen eines regelméafligen Fiinfecks verbunden.
Es entsteht eine Figur, die man «mit einem Zug» zeichnen kann, ohne abzuset-
zen. Beginnt man bei Punkt 1 und 1413t jeweils einen Eckpunkt aus, so durchlauft
man auf den Diagonalen der Reihe nach die Punkte 1, 3, 5, 2, 4, 1. Man kommt
also immer wieder zum Anfangspunkt zurtick.

1

Abb.105: Ebenes Pentagramm. Abb.106: Blumenmuster im Fiinfeck.

Das Pentagramm galt als Symbol der Venus, und bereits um 3000 v.Chr. als Sym-
bol der sumerischen Goéttin Ishtar. Da man es in einem Zug zeichnen kann und
wieder zum Anfang zuriickkommt, symbolisierte es auch den Kreislauf des Le-
bens.

Zeichnet man in die Pentagrammfigur Kreisbogen ein, deren Radien die
Funfeckseite und deren Mittelpunkte die Ecken des Fiinfecks sind, und die also
jeweils die zwei dem Bogenmittelpunkt benachbarten Ecken verbinden, so ent-
steht das bekannte Blumenmuster, das hier allerdings nicht gemeint ist, das
Biirgi nicht als Dilemma Sphéricum bezeichnet. Biirgis Begriff Dilemma kann
man hier vielleicht mit «Zwickmiihle» Ubersetzen. Ein Dilemma wird durch
Ausweglosigkeit als paradox empfunden. Und Biirgis «Dilemma Sphaericum»
hat keinen Ausweg, kein Ende.

Biirgis Figur entsteht folgendermafien: Als Mittelpunkte fiir die fiinf Halb-
kreisbogen nimmt man die im ebenen Pentagramm bezeichneten Mittelpunkte
der Diagonalen, also M,;, M,,, M,,, M, und M,,; die Radien der Halbkreisbogen
sind die halben Diagonalen. So entsteht ebenfalls eine Dilemmafigur. Beginnt
man bei Eckpunkt 1, so kommt man auf dem Halbkreisbogen zu Eckpunkt 4,
unter Auslassen zweier Ecken; dann zu Ecke 2, zu Ecke 5, zu Ecke 3, und wieder
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Abb.107: Blatt 79 r: Biirgis sphérisches Abb.108: Biirgis sphirisches Dilemma. Abb. 109: Sphérisches Dreieck ACE.
Pentagramm. Nachzeichnung.

zurlick zu Ecke 1. Teile von drei dieser Grof3kreisbdgen bilden die Seiten des spha-
rischen Dreiecks ACE.

Burgi gibt zu seinem «Dilemma» keine Erklirung. Eine Ndhe zu seinen
Berechnungen der rechtwinkligen sphérischen Dreiecke entsteht durch das be-
nannte spharische Dreieck ACE. Allerdings: Wenn man Punkt 1 als «Nordpol» an-
sieht, dann kénnen von ihm nur Grof3kreise durch den «Stidpol» ausgehen, also
«Langenkreise», und nicht durch die Punkte 3 oder 4. Biirgi hat hier wohl nur eine
humorvoll gemeinte Beziehung zu den Grof3kreisen aufzeigen wollen.

[Blatt 79v] In der «Tabula Proportionum» kniipft Biirgi dann an die soeben be-
schriebenen 6 Beispiele an. Ich benutze fiir die Beschreibung die Namen der Eck-
punkte A, C, E; die Winkel sollen a bei A, € bei E und y bei C sein, wobeiy = 90° ist;
die drei Seiten seien ¢ = AE, a = CE, e = AC; c ist die Hypotenuse; entsprechend der
Benennung von Burgi.

Diese «Tabula Proportionum» listet nun zwar erneut dieselben 6 Fille zur Lo-
sung der rechtwinklig-spharischen Dreiecke auf, allerdings in unterschiedlicher
Reihenfolge und in einem Fall mit einem anderen Beispiel. Au3erdem ist das Ziel
der Tabelle nicht die tabellarische Auflistung der 6 Fille selbst, sondern wie der
Name schon sagt Proportionen in diesen Dreiecken zu nennen. Der Fall SSS fehlt
hier, weil ja der rechte Winkel gegeben sein soll.

Losungen [761-78v] Tabula Proportionum [79v] Ursus [E1v-E3v]
I. | www |aye |a 1. WWW | Y€ WWW | 0Ly €
2. | sws aye c 2. SWS aye SWS aye
3. | ssw acy |e | 3.statt4. wws |aya SSW acyundecy
4. | wws oya |¢€ 4. statt 6. WSW aevystatteay | wws eyeundavya
5. | wws oyc |a | 5. statt3. SSW acy WWS aycundegyc
6. | wsw |yae | a | 6. statt5. WWS ayc wWsw | yae




In dieser Tabula Proportionum stellt Biirgi Beispiele zum (sphérischen) Sinus-
satz dar. Das ergibt sich einerseits aus der Vierzahl der Spalten, andererseits da-
raus, dass der Radius R verwendet wird fiir sin 90°. Es bedeuten einfache Buch-
staben die Ecken des Dreiecks, oder hier den Sinus des Winkels in der Ecke, zwei
Buchstaben zusammen bezeichnen die Seite zwischen den genannten Eckpunk-
ten. So bedeutet A = sin q, E = sin € und C = sin y = sin 90° = 1; die Seiten sind
AC = e, AE = c und EC = a. Zusitzlich ist zu jedem Fall eine kleine Zeichnung ge-
geben, in der wieder die drei gegebenen Stiicke mit einem kleinen Querstrich
markiert sind.

Biirgi gibt zu dieser Tabula Proportionum wiederum keine Information, was
er mit ihr bezweckt. Nicolaus Reimers Ursus hingegen, der ja dieselben sechs
Falle behandelt, formuliert den Sinussatz im Fundamentum Astronomicum
1588 auf Blatt D3r als Regel 9: «In einem ebenen Dreieck sind die Seiten den Si-
nus der gegeniiberliegenden Winkel proportional. Aber im sphérischen Dreieck
sind die den zirkularischen Seiten oder Bégen untergezogenen Sinus proportio-
nal zu den Sinus der entgegengesetzten Winkel. Denn hier sind die Sinus der
untergezogenen Seiten statt der Seiten selbst zu nehmen.»

Zu jedem Fall liefert die Tabula Proportionum vier Zeilen, vier Beispiele; der
letzte Fall wsw hat nur drei Beispiele. Fiir jeden Fall sind zwei Beispiele «falsch»,
in ihnen sind zwei oder drei der angegebenen Grofien durchgestrichen, diese
Beispiele ergeben keine giiltige Anwendung des Sinussatzes. Allerdings kann
man mit den angegebenen «richtigen» Sinussitzen das Dreieck oft nicht be-
rechnen. Die «richtigen» Sinussdtze laufen immer auf die zwei gleichen hinaus
und sind: (Im sphérischen Dreieck muss man statt der einfachen Seiten deren
Sinus nehmen.)
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Abb.110: Blatt 79v:
Tabula Proportionum.

Nr. | Fall geg. Sinussatz AT . Dot S A ' -
1. WWW | 0y€ |[sino:siny=a:c PN SSRIT NN TT O‘N\T\I
sing:siny=e:c 2 ‘_‘ _ :
2. SWS aye c:a=siny:sina 571 Rrdmi iR 2 - : E
c:e=siny:sing E R 4 e~ A
3. SSW acy |sina:siny=a:c A R CE AR 5 e
siny:sing=c:e E R AC AE \__;t
. . %% 7T 5 s AL ;\_
4. wws |aya |sing:siny=e:c R AL FE AF - PN
sing:e=sina:a AE  EC R A _- WG
5. WWs |[ayc |c:a=siny:sina AE AC R E Kw_{___vc
c:e=siny:sing N7 3 7 T E
6. wsw |yag |siny:sinoa=c:a A R - CE AEEZ: /
[sin y : sin € = ¢ : €] €E "R 4E A - - A i
| T e e SR
B A 5
E R Ac TAE .- 52\
E O I oo ] Sy vt
I Aco 4 EC . Q*J
AE L EC . K 4~ T
LE  HE R Ag o &
El AC R Wit ittt
26 4 R E - e il
R A AL EC=, £
LE 4 R JE- o)
CE A R Brr Afz= T
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[Blatt 80r]

Das Siebend Capitull von aufflofiung des Ersten
schlimwinckligen Sphaerischen Trianguls

Schlimwincklige Sphaerische Triangul sein, welche drey schlime winckel habenn. Vnnd
derselben Data werden auch gleich wie in der rechtwinckligenn auff sechserley weif3 ver-
endert vind umb gewechfeltt. Vnter welchen aber In aller handt obseruiren furnemblich
zweyerley artt exempla gebrauchlich. Auch behalbenn denselbenn keinerley ardt mehr
nottwendig furfellett. Dennoch aber vnnd nichtt desto weniger wollenn wir sie nach Ihrer
rechttmefligenn vnnd gebuhrlichenn ordnung nacheinander folgend alle auflof3enn.
Weill aber die gemelttenn zwen Inn allenn obseruationibus zum oftternmahl aufzuloflen
furfallenn, auch stetts vnnd teglich gebrauchtt werdenn muflenn, aber auff gewonlich art
von den gemeinen astronomis durch zwar einenn gar schwerenn vnd genugsam verwor-
ren weg auffgelofiett werden, hatt vnf3 demnach solchs auf andere leichtere vnd richtigere
wege zu trachten vnd nachzudenken bewogen, auch anleitung vnnd vrsach gegebenn. Ge-
ben derhalben

[Blatt 80v] denn Studiosis Astronomiae himitt zu erkennenn vnnd zu bedenken, waf3
schwerer muhe vnnd verdriefilicher arbeitt sie durch vnnsernn angewanttenn vleif3 Inn
dieflem theille abermahll entfreyett, erledigett vnd enthobenn sein. Wie solchs hernach
im andern theile der astronomiae, Nemblich in der obseruation, alf3 in gebrauche, dief3er
zweenn Trianguln zu seiner zeitt, wilf3 Gott, weitter erscheinen vnnd dargethan werden
soll. Wollenn demnach dieselben zwen gebreuchliche Triangulo auff eine besonder gar
leichtte, grundtliche vnd Naturliche, auch zugleich von Natur Demonstrierliche, ardt viand
weif} auffloflenn. Nemlich wie volgtt auf3 bekantten allen seiten die winckel erforschen.

1. Solchs wollen wir durch ezliche vnderscheidene Exempla erkleren vnd furbilden. Sey
demnach erstlich Inn diefer figur der auffgegebenn Triangul a o e, welchers seiten samptt
ihren Complementen, auch zugleich derselben Sinus auf? dem Canone bekandt, sey aber
zu suchenn furgesezt der winckell
[Blatt 81r] e a o, welchs Mensur oder weite durchs ander Element ist s k, vind demnach de-
Belben Complement i a s, welchs anfenglich muf$ erforschet werden. Vnd daf3elbig gefun-
den, werde dem zu suchen furgenohmen winckel, wenner derselbig (wie alhie) kleiner dan
ein rechter, abgenohmen. In fall aber derselbig (wie In Nachfolgendenn

[Blatt 81v] Exempeln) groBer den ein rechter, werde es den rechten zugegeben. Def3el-
big Complement aber findett man also. Erstlich suchett mann daf} stuck n m also: Wie der
radiusia gegenat,alsoin (gleich e u) gegen n m. Nun sein gleich n m [die Linien] d x, p v
zwischen den parallellauffendenn linien m v, n p. Darumb n m oder d x abgenohmenn von
e x, pleibtt e d, aul welchem darnach gesuchtt werde n e, Nemblich die weitte defd win-
ckelf3ia s.Denn wie der Radius i k zu seinenn segmenten oder stuckenis vnnd s k, also der
vermachte vnnd in derselbenn proportion abgenohmenn radius n c gegen sein stuck n e
vnd e ¢, durch die eigenschaftt der Circkeln der Sphaerae, denn ef} stehenn allenthalbenn
solcher Linienn oder bogen Segmanta Inn der proportion oder verhalttung der winckeln
Im polo vnnd ihrer basen Im Diametro. Vnnd alle kleinere Circkell der Sphaerae sein ann
Ihrer gradenn anzall gleichformig vnnd anlich denn grofiesten Circkeln derselbenn durch
die 14 des andern buchs Theodosij,'* unangesehen sie an ihrer grofie kleiner sein (Inn wel-
cherer sie sich aber Jegeneinander verhalttenn nach verhalttung der Sinuum Ihrer graden
In einem

171 Theodosius von Bithynien, griechischer Mathematiker und Astronom des 1. Jahrhunderts v.Chr.:
Sphaerica (Kugellehre), gedruckte lateinische Ausgaben, aus dem Arabischen tbersetzt, 1518 in Vene-
dig, 1529 in Wien, 1558 in Paris, 1572 in Straf8burg, usw. Buch II, Proposition 14: «Es ist ein grofiter Kreis
zu beschreiben, der einen gegebenen Kugelkreis, welcher kein grofiter Kreis ist, in einem gegebenen
Punkte bertiihrt.» Siehe Arthur Czwalina, Leipzig 1931.

Abb.111: Blatt 81r. Aus den drei Seiten
die Winkel errechnen: SSS.Diagramm I,
Winkel a < 90°; a, 0, e < 90°.



[Blatt 82r] grofiestenn Circkell der Sphaerae). Darumb wie c p gegenn denn radium c
n, also das vbergebliebenne stuck e d gegenn e n oder i s, Nemblich die weitte des gesuch-
ten winckelf3 i a s, die abzunehmende prosthaphaeresis vom rechtenn winckell i a k,
bleibtt der zu suchenn furgenohmenn winckell e a 0. Nach welchenn also gefunden, wer-
den weiter auf3 demselbenn vnnd dem bekanttenn seiten die andernn zwen winckel
durchs ander algemeine Element, oder auch durch vmbwendung des Trianguls auff Izt
angezeigttenn weg erforschtt vand bekandt gemachtt.

Biirgi benennt, wie Ursus auch, zwei der sechs moglichen Fille zur Berechnung

eines schiefwinkligen spharischen Dreiecks als «gebrdauchlich», ndmlich SSS

und SWS. Diese zwei Félle fielen bei den Beobachtungen sehr oft an, so dass man

sie taglich benotige, so Biirgi. Offensichtlich hat man bei den Beobachtungen in

Kassel mindestens zwei Seiten der Dreiecke gemessen. Biirgi sagt weiterhin,

dass die Astronomen bisher zu deren Berechnung oft einen «verworrenen» Weg

benutzt, also unnotig kompliziert gerechnet hitten. Er habe daher dariiber

nachgedacht und zeige hier einen einfacheren Weg. Biirgi fithrt dazu je zwei Bei-

spiele an, fiira < 90° und a > 90°. Die Auflésungen laufen auf die Benutzung des

Seitenkosinussatzes hinaus. Ihn benutzte schon Johannes Werner (1468-1528) in

seinem De triangulis sphaericis.

Im ersten Beispiel fir a < 90° sind im Dreieck AOE gegeben die drei Seiten

a=0E=56°0=AE=70°unde = AO = 63°. Damit ist ES = 20° als Komplement zu

AE bekannt (und auch EF = 34° und OK = 27°). Gesucht wird zuerst der Winkel

a = EAO liber 90°—a = IAS.

Aus dem Diagramm I auf Blatt 81r ersieht man:

AT = sin AG = sin(90°-e) = sin 27° = cos e = cos 63°

EU = sin ES = sin(90°-0) = sin 20° = cos o = cos 70°

EX = sin EF = sin(90°-a) = sin 34° = cos a = cos 56°

Bogen CK = Bogen ES = 90°-0 = 20°

Bogen CH = 90°-o+e = 83°; Bogen OC = 7°.

CV =sin CH = cos(o-e) = cos 7° = cos 0 - cos e + sino - sin e

Der Strahlensatz in den Dreiecken IAT und INM liefert

IA:AT=IN:NM=EU:NM,d.h.1:sin(90°-e) = sin 20°: NM,d.h.1: cos e = cos 0 : NM,

also NM = DX = PV = cos e - cos 0 = cos 63° - cos 70°. Somit ist

CP=CV-PV=(coso-cose+sino-sine)—cose-coso=sino-sine=sin70°-sin 63°.

Der Strahlensatz in den Dreiecken CPN und EDN liefert

CP:CN =ED: EN, also mit CN =1 und EN = cos a

ED =CP-EN = (sin 0 - sin e) - cos a. Schlief3lich

EX=sinEF=cosa=ED+ DX =sino-sine-cosa+ coso-cose.

Das ist der sphérische Seitenkosinussatz cosa = cos 0-cos e + sino-sine- cos q,

woraus sich cos a und damit a ergibt, wie gewtinscht:

€0s 56° = cos 70° - cos 63° + sin 70° - sin 63° - cos a, also cos a = 0,4824225; a = 61°

9'23".

Biirgis Rechnung, die er in seinem Text nicht vorgefiihrt hat, werde ich hier mit

den Zahlen aus seiner Sinustafel nachvollziehen.

Gegeben waren a = 56°,90°-a = 34°; 0 =70°,90°~0 = 20°; e = 63°,90° —e = 27°.

Zuerst ist cos a = sin 34° = 330 33/ 511401 21 (= 0,559.192.903) und

cos 0 - cos e = sin 20° - sin 27° = 200 31116/ 21111 31111 . 270 141 211 5611 5311 = 90 18T 591

936118V (= 0,155.273.889). Damit ist cos a —cos 0 - cos e = 249 14! 67301 251 42V
Weiterhin ist sin o - sin e = 569 22! 537361 22111 . 530 271 3711 41T 33111 — 500 141

10174811 261111V = 0,837.272.256 und somit schlief3lich

(cosa—coso-cose):(sino-sine)=cosa=28956/431161121118V(=0,482.422.547).

Damit ist a = 61° 9" 22" 32"".
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Biirgi hat, wie schon oben erwédhnt, diese Rechnung nicht durchgefiihrt, je-
denfalls nicht verdffentlicht. Man vergleiche hiermit das Diagramm V von Blatt
84r, auf dem mit gleichen Zahlen fiir o = 70° und e = 63° auch a gegeben und dann
a berechnet wird.

Nicolaus Reimers Ursus hat die gleichen Beispiele I und II fiir a<90° und
a>90° mit anderen Bezeichnungen in seinem Fundamentum Astronomicum 1588
bearbeitet. Eine ausfiihrliche Darstellung findet man bei Launert 2012, Seiten
110-114.

Vnnd so viell vom erstenn Exemplo, Inn welchernn die prosthaphaeresis oder erst gefun-
denn winckell Ist Innerhalb def} rechtenn winckels gefallenn vnd deselben vom selbenn
abgenohmen ist wordenn. Folgenn nun andere Exempla, In welcherer dieselbig auf3erhalb
des rechten winckels fallenn wirdt vnd demnach vom selben abgenohmen werden muf.
In welchen auch etwa die eine bekante seite lenger wirdt sein den ein quadrant oder 90
grad.

[Blatt 82v]

Alhie gleich wie obenn werde erstlich gesucht m n. Also wie der radius i a gegenn a d'?,
also i m oder e u gegen m n. Von welchenn gefunden werde abgenohmen t n oder e r,
bleibtt m t oder p S.Darnach wie pc gegen den radium ¢ m oder k i, also p s oder m t gegen
m e oder i g, welchs ist die weite def winckelf3 i a g, zuzugebende dem rechten winckell i a
k, kompt der winckel g a k des Trianguls e a o, welcher zu suchen were. (Es sind in der Zeich-
nung m und n vertauscht.)

Im zweiten Beispiel des ersten Falles SSS fiir a > 90° sind im Dreieck AOE wieder
gegeben die drei Seiten a = OE, o = AE und e = AO, hier ohne Beispielszahlenwerte.
Damit ist EG als Komplement zu AE bekannt. Gesucht wird wieder zuerst der Win-
kel a = EAO uiber a-90° = IAG.

In diesem Diagramm II sind die Punktenamen gegeniiber dem Diagramm I
stark verandert. Zwischen dem Text und der Zeichnung sind die Namen N und M
leider vertauscht; ich nehme die Zeichnung als falsch und vertausche darin die
Punktenamen N und M.

Aus dem Diagramm II auf Blatt 83r ersieht man dann wieder:

AD = sin AX = sin(90°-e) = cos e Bogen CK = Bogen EG = 90°- o0

EU = sin EG = sin(90°-0) = cos o Bogen CH = 90°-o+e.

ER = sin EL = sin(a—90°) = —cos a

CV =sin CH = sin(90°-o+e€) = cos(o—€) = cos 0 - cos e + sin 0 - sin e

Der Strahlensatz in den Dreiecken IAD und INM liefert

IA:AD=IM:NM =EU:NM,d.h.1:cos e =coso:NM,also NM = PV = cos 0-cos e.
Somit ist

CP=CV-PV=(coso-cose+sino-sine)—coso-cose=sino-sine.

Der Strahlensatz in den Dreiecken CPM und MTE liefert

CP :CM = MT : ME, also mit CM = 1und ME = sin(a—-90°) = —cos a

MT = CP - ME = —(sin 0 - sin e) - cos a. Schlief3lich
ER=-cosa=NT=MT-NM=-sino-sine-cosa-coso:-cose.

Das ist wieder der spharische Seitenkosinussatz cosa=coso-cose+sino-sine-
cosa,

woraus sich cos a und damit a ergibt, wie gewiinscht.

Auch dieses Beispiel findet sich bei Ursus im Fundamentum Astronomicum, eine
ausfihrliche Darstellung wieder bei Launert 2012, Seiten 110-114.

172 Schreibfehler ax.

Abb.112: Blatt 82v. Aus den drei
Seiten die Winkel errechnen:
§SS.Diagramm II,

Winkel a > 90°; 0,e < 90°,a > 90°.
Biirgi hat in der Zeichnung n und m
vertauscht.

Abb.113: Blatt 83r. Diagramm III,
SSS.Winkel a > 90°; a, 0, e < 90°.
Biirgi hat in der Zeichnung n und m
vertauscht.
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[Blatt 83r] Alhie abermal3: Wie der radius i a gegen a d'3, also i n oder e u gegen n m.

Welchs gefunden, werde zugegebem m t oder e r (Nemlich dem Sinuj def} excessus der sei-

ten o e vber einen quadranten), erwechst daraus n t. Derhalben wie p ¢ Jegenn denn ra-
dium cnoder ki, al nt gegenn n e oder i g, Nemlich die Mensur oder weite des winckels :
g a i, zuzugeben dem rechten winckel i a k, kumpt der winckel g a k defd Trianguls a e o.

Aus dem Diagramm III auf Blatt 83r ersieht man wiederum: K- 1"[ —
AX =sin AD =sin(90°-€) = cos e Bogen CK = Bogen EG = 90°-0 \
EU = sin EG = sin(90°-0) = cos o Bogen CH = 90°-o+e. \

ER = sin(90°-a) = cos a
CV = sin CH = sin(90°-o+e) = cos(o—-e) = cos 0 - cos e + sin o - sin e
Der Strahlensatz in den Dreiecken IAX und INM liefert '
IA:AX=IN:NM=EU:NM,d.h.1:cose =coso:NM,also

NM = PV = cos e - oS O. Abb.114: Blatt 83v. Diagramm IV,

Der Strahlensatz in den Dreiecken CPN und NTE liefert §5S.Winkel a < 90°%; a, e < 90°, 0 > 90°.
CP:CN = NT : NE, also mit CN = 1und NE = IU = sin(a-90°) = —cos a

NT = CP - NE =—(sin o - sin e) - cos a. Schlief3lich

PV=coso-cose=NM=NT+TM =NT + ER =-sino-sine-cosa+ cosa

Das ist wieder der spharische Seitenkosinussatz

cOsa=Ccos0-cose+sino-sine-cosa.

[Blatt 83v] Gleich also auch alhie: Wie der Radius i a oder i q gegenn ad oder q g, alsoin
oder e r (Nemlich der Sinus def Excessus der seitenn a e vber einenn quadrantenn) gegen
n m. Welchs gefundenn, werde zugegebenn e t, erwechst daraus e u. Demnach wie p ¢
gegen den radium c n oder k i, also e u gegen e n oder i s, Nemlich die weite def3 winckels
ias.Abzunehmenn vom rechten winckel i a k, bleibt der winckel s a k def? Trianguls a e o.
Vnd so viel von diefen ersten gebreuchlichen Triangulo. Folgtt nun weitter vonn andernn.

Auch im Diagramm IV auf Blatt 83v erkennt man wieder:

AD = sin AX = sin(90°-e) = cos e

ER = sin ES = sin(0-90°) = —cos o

ET = sin EV = sin(90°-a) = cos a

Bogen CH = 90°-o-e.

Der Strahlensatz in den Dreiecken IAD und INM liefert
IA:AD=IN:NM=ER:NM,d.h.1:cose=-coso:NM,also

NM = —cos e - cos 0. Und daraus

EU =NM + ET =-cos e - cos 0 + cos a.

Der Strahlensatz in den Dreiecken CPN und EUN liefert

CP:CN = EU : EN, also mit CN = 1 und EN = IR = sin(90°-a) = cos a

EU =CP-EN = (sin 0 - sin e) - cos a. SchlieRlich

NM =-coso-cose=TU=EU-ET =sino-sine-cosa—-cosa

Das ist wieder der spharische Seitenkosinussatz
COsa=Ccos0-cose+sino-sine-cosa.

Biirgis vier Diagramme unterscheiden sich wie folgt:

In Diagramm [ ist a < 90° und alle drei Seiten auch, also a, o0, e < 90°.

In Diagramm IT ist a > 90°, die beiden anliegenden Seiten o, e < 90°, die gegen-
uberliegende a > 90°.

In Diagramm III ist a > 90° und alle drei Seiten a, o, e < 90°. Das ist durchaus
moglich!

In Diagramm IV ist a < 90°, e und a < 90°, eine anliegende Seite 0 > 90°.

173 Bessera x.
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[Blatt 84r]
Das Acht Capitul aufflosung des Andern gebretichlichenn
Schlimwinckligen Sphaerischen Trianguls

2174 Auf’ bekanttenn zwo seitenn vnnd denn zwischenligenden winckell die andern vn-
bekanten erforschenn.

Erstlich werde nach obgemelttenn vnterricht vnd auf gleichen

[Blatt 84v] weg wie zuuor gesucht dafd stuck n m oder d x Item p v (zwischenn parallellini-
enn), Nemlich also: wie der radius i a gegen a t, denn Sinum vonn 27 graden, alsonioder e
u, der Sinus von 20 graden, gegen n m oder p v. Aufd welchenn gefunden, wirdt auch zu-
gleich aul demselben bekandt p c, Nemlich das vberbleibend def Sinus von 83 grad [Bo-
gen ch, Strecke cv]. Welchs p caber auch viel leichter durch unser prosthaphaeresin ohn die
operation proportionis also bekandt wirdt. r q der Sinus von 43 graden gegebenn zu c v, den
Sinus von 83 gradenn, vermachen miteinander c b,!”> welche halb ist ¢ p oder p b. Vonn
welchen p b genohmen v b oder r g, bleibtt vbrig gemeltts stuck p v oder n m. Oder noch
leichter v b genohmen vonn c v, pleibtt v w,17® welchs halb ist w p oder p v oder n m.1”’
Welchs auch sowoll Inn ersuchung der erstenn proportion Im vorigenn Triangulo zu mer-
ckenn. Nach also gefunden p c wirdt sein: wie der radius n c gegen def3elbig p c, also des
gegeben winckels s a k sein Complement n e oder i s gegen e d, welchs auch durch gemeltte
prosthaphaeresin gefunden werde. Gegeben dem vorhin gefunden stuck n m oder d x er-
wechst daraus e x, der Sinus Nemlich def? bogen e f. Welchs Complement e o ist die ge-
suchte seitte. Darnach werden die zwen vnbekantten winckell gefundenn durchs ander
algemeine Element, aus

[Blatt 85r] der proportion, Nemblich Ihrer gegenvber stehenden bekanten seiten.

Die beiden Beispiele auf Blattern 84r und 85r behandeln den «zweiten gebrauch-
lichen» Fall SWS, wenn also zwei Seiten und der eingeschlossene Winkel gegeben
sind, zuerst fir a<90° und dann fiir a>90°. Das erste Beispiel (Diagramm V) ist
gleich dem Diagramm I auf Blatt 81r; es fehlt lediglich der Punktename «b». Es ist
gegeben:

e = AO = 63° und damit OK = 90° —e = 27°, und

0 =AE =70° und damit ES = CK = 20°; damit OC = o —e = 7°; wie auch in Diagramm
I auf Blatt 81r.

Der ebenfalls gegebene Winkel a ist ohne Zahlenwertangabe. Es ist IS = EN = cos a
und KU = sin a, die Angabe KS = 54° 23’ 24" steht fiir den Winkel a, auch wegen der
Angabe von nur 3 Stellen. Damit ist nach Biirgis Sinustafel sin a = 48° 46! 471124/
521, yerwunderlich ist der krumme Zahlenwert fir a, und auch, dass er hier ei-
nen anderen Wert wahlt als in Diagramm I sich ergibt. Aber wahrscheinlich hat
Biirgi die Rechnung zum Diagramm I gar nicht durchgefiihrt.

Im Diagramm V auf Blatt 84r sind diese drei Stiicke wie Uiblich mit einem kleinen
Querstrich als gegeben gekennzeichnet. In der Zeichnung fehlt der Buchstabe Bam
Ende der Strecke CWPVB. Aus diesem Diagramm ersieht man auch wieder:

AT = sin AG = sin 27° = sin(90°-e) = cos e

EU = NI = sin ES = sin 20° = sin(90°-0) = cos o

EX = sin EF = sin(90°-a) = cos a

RQ = VB = sin[e—(90°-0)] = sin 43° = —cos(e+0)

174 Punkt 1. steht auf Blatt 80v fiir den Fall SSS, in dem alle drei Seiten gegeben sind.

175 Der Punktname «b» fehlt in der Zeichnung. Er liegt unten rechts am Ende der beiden gepunkteten
Linien cvb und gb.

176 Der Punktname oberhalb von p ist w, unterhalb von p ist v.

177 Da N die Mitte von CQ ist, ist auch P die Mitte von CB. Und da WP = PV, ist auch CW = VW.

Abb.115: Blatt 84r. Diagramm V,
SWS mit a < 90°.



Zuerst ist gesucht NM = DX = PV. Der Strahlensatz in den Dreiecken IAT und INM

liefert

IA : AT = NI : NM, und mit IA =1ist NM = NI - AT = cos o0 - cos e = sin 27°- sin 20°.
Somit ist

CP =CV-PV =sin CH- NM = sin(90°-o0+e) — cos 0 - cos e = cos(0—e) — cos 0 - cos e
=sino-sine.

Stattdessen bietet Biirgi auch ohne Proportionen an:

RQ = VB = sin 43° = sin[e—(90°-0)] = -cos(o+e) und CV = cos(o-e) = sin 83°,

also CB = RQ + CV = cos(o-€) — cos(o+e) = 2:sin 0 - sin e;

damit ist CP = PB = %-CB = sin 0 - sin e, und CV - VB = PV = NM wie oben.

Oder noch leichter, sagt Biirgi, sei CV - VB = VW und }3-VW = WP = PV = NM.

Da man CP = sin o - sin e gefunden hat, gilt in den Dreiecken CPN und EDN wie-

der der Strahlensatz

CP : CN = ED : DN, und mit CN = 1 und NE = sin(90°-a) = cos a = IS ist ED = CP -

NE =sin o - sin e - cos a. Schliefilich ist dies wieder

EX =NM + ED, also wieder cosa =coso-cose +sino-sine-cosa.

Wie in Diagramm I hat Biirgi auch hier fiir Diagramm V Zahlen als Beispiel ge-

geben. Allerdings hat er auch hier wohl das Zahlenbeispiel nicht durchgerech-

net, jedenfalls gibt er weder Zwischenergebnisse noch das Ergebnis fiir cos a

oder fiir a. Ich fihre daher die Rechnung mit den Zahlen- und Sinuswerten aus

Biirgis Tabelle durch. Demnach ist

cos o = sin 20° = 209 311 162 2141 31 ynd sin o = sin 70° = 56° 22! 531 3611 2211

cos e = sin 27° = 279 14! 2111567 53/ ynd sin e = sin 63° = 539 27! 37/ 2411 33111

cos a = cos 54° 23’ 24" = sin 35° 36" 36" = 349 56! 91 12T 46111

Damit ist cos o - cos e = 200 317 161 2117 31T . 270 141 211 5611 53111
= 9018l 59l gl g1l (ISV).

sino-sine-cos a= 56922153136 22111 . 530 p71 371 2411l 33111 . 340 561 9l 1T 461
— 290 151 3114111 ZIHH.

cosa=Ccos0-cose+sino-sine-cosa= 9918/ 5979l 411 1 290 151 31 4HT > I
=380 341 2114/ 21T = gin 40° 0’ 0" = cos 50°. Also a = 50°.

Aber gleiche cationes!’® oder versehung, welche wir Im vorhergehendenn Triangulo ver-
meldett vnnd angezeigtt habenn, sein auch zum theil Inn dieflenn zu merckenn. Als
wenner die seite, so dem gegebenn winckel subtendieret oder vntergezogen ist, lenger
wirdt sein denn ein quadrant, alf3dan ist der Sinus e r Nemlich def excessus vber 90 auf
dief3e weif3 zu finden.

[Blatt 85v] Erstlich (gleich alf? allenthalbenn) wie der radius i a gegen a g, also i n oder
e x gegenn n m. Welchs gefunden vnnd dem zu suchen furgenohmen Sinuj e r zugesezt,
vermachen mitteinander e s. Darnach weiter: Wie der radius n q gegen q e,/ also e n (die
weite de winckels e a n) gegen e s, welchs prosthaphaeresis ist dafl vorhin gefunden n m
oder r s.Demnach furfallender gelegenheit nach daf? kleiner vom grof3ern abgenohmen,
bleibtt allerseitz der Sinus def bogenn dem quadranti zuzugeben. Vnd so viell vonn die-
Benn zwenn gebreuchlichen Trianguln auf vnsere besonderliche artt vnnd weif3.

Vber welche aber auch sowoll diefer alf? alle andere nachfolgende Triangula durch
Niddersenckung der perpendicularlinien vermuge def3 achttenn Elements vnd nach
gegeben bericht der planen Trianguln auff gemeine weif3 auffgelofiett werdenn. Denn
wie der radius a n gegen n o, den Sinum def3 Bekanten n a t, also die bekante seite a e
gegen die nidergesencktten perpendicularlinien e c, durch welche der ganze schlim-
winckell triangul a e i Inn zwen rechtwincklige Triangula, Nemblichaecvndeic,

178 Es soll wohl cautiones heifien, wobei Biirgi aus Unkenntnis des Lateinischen das u weggelassen hat.
Cautio, cautionis = Vorsicht(smafinahme).
179 Es miusste QL heifSen.
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Abb. 116: Blatt 85r. Diagramm VI,
SWS fiir a > 90°.

Abb.117: Blatt 85v. SWS durch
Fillen der Hohe.
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[Blatt 86r] entscheiden vnd voneinander zerspalttenn ist. Welche zwen rechttwinck-
linge Triangula darnach auffzulofien sein nach oben gemelttenn bericht. Vnd mag also die
eine rechnung durch die ander probieret vnd beweret werden.

Auch dieses Beispiel SWS zu Diagramm VI 16st die Aufgabe, wie schon in den vo-
rigen Beispielen, auf einem Weg, der den Seitenkosinussatz darstellt. Es wird nun
a>90° (a>90°) gewahlt. Auch hier beginnt Biirgi wieder mit der Proportion IA :
AG = IN (EX) : NM, woraus sich wieder NM = EX - AG = cos o - cos e ergibt; und
aus NQ: QL = EN : ES folgt wieder ES = EN- QL = sin o - sin e - cos a. Und so fort wie
vorher.

Schliefdlich bemerkt Biirgi noch (Blatt 85v), dass man bei dem Fall SWS die
Hohe (Fufipunkt C) auf eine der gegebenen Seiten féllen kdnne, die man leicht
berechnen kénne. Unter Verlangerung der Seiten AE und Al bis auf 90° erhilt
man die Punkte N und T, und es gilt:

AN :NO = AE : EC, und somit h = NO - AE =i - sin a mit gegebener Seite i = AE.

[Blatt 86r]
Das Neunte Capitul von Zwen Zweiffelhafftigen Trianguln
Auff dieflenn itzgemelttenn weg, Nemblich durch niedersenckung der perpendicularli-

nien, mugenn nun weiter die andern vbrigen vier gegebenn vnterscheide der Trianguln
aufgelofiett werden. Als Erstlich

3180 Aufd bekantenn zwen winckeln vnd der zwischen ligenden seiten die andernn vnbe- ~ Abb.118: Blatt 86r.
kanten erforschen.
Alhie nach niedergesencktten Perpendicula e c!® vnnd durch def3elben spaltung des gan-
zenn schlimwinckligen Trianguls a e i In zween rechtwincklige a e c vnd i e c werden erst-
lich gesucht die quaesita def? Trianguls a e c nach lehr vnd vnterweiflung def? rechtwinck-
ligenn vnd darnach welche beiden rechtwinckligen

[Blatt 86v] mitteinander In gemein bekant oder gegeben sein. In denselben werde di-
Bes Trianguls Insonderheitt gefundens vom bekanttenn ganzenn abgenohmenn. Vnnd
al3dan bleiben die vbrigenn stucke der vorhin bekanttenn ganzenn dingen des ganzenn
furgeseztenn Trianguls dem andern rechtwinckligen Triangulo, Nemlich i e c, aufd wel-
chernn darnach die andern nochmalfl vnbekantenn dinge weitter zu suchenn durchs vn-
der [sic] algemeine Element.

Biirgi hatte ja in Kapitel 7 den Fall SSS und in Kapitel 8 den Fall SWS als «gebrauch-
liche» Falle des schiefwinkligen sphédrischen Dreiecks behandelt. Jetzt folgen die
«ungebrduchlichen» Fille, zuerst hier WSW, wenn also zu zwei Winkeln die dazwi-
schen liegende Seite bekannt ist. Diesen Fall und die folgenden 16st Biirgi durch
Fallen der Hohe.

Gegeben sind die Winkel a bei A und € bei E und die dazwischen liegende Seite
i = AE. Diese drei Stiicke sind in der Zeichnung wieder mit einem kleinen Quer-
strich als gegeben markiert. Zuerst wird die Hohe h = EC bestimmt, wie am Ende
des vorigen Kapitels erkldrt: h = AE - NO = AE - sin a, mit gegebenen a und i = AE.
Dann wird im linken rechtwinkligen Teildreieck AEC gerechnet und die linken
Teilwinkel bei E und C und die Strecke AC gefunden. Im rechten ebenfalls recht-
winkligen Teildreieck ECI sind dadurch bekannt die Teilwinkel bei E und C und
die Hohe, so dass auch hier alle restlichen Stiicke gefunden werden.

180 Punkt 1. steht auf Blatt 80v, Punkt 2. steht auf Blatt 84r.
181 Der obere Eckpunkt des Dreiecks heif3t «e», obwohl wie «p» aussehend.



Vnnd so viel bif} anher von einem denn andern zwen zwischenligenden bekantenn dinge.
Volgtt nun weitter darauff von dem einen gegenvber gesezttenn bekanttenn dinge, Nem-
lich seiten oder winckel. In welchernn aber fur andern In sonderheitt zu merken, daf3
dieselbenn mugenn biflweilen zweyerley auffloffung oder vielmehr zwejfache beantwor-
tung der auffgabe oder der aufgegeben frage leidenn. Darumb dieselbenn zween Trian-
gula genentt werdenn alf Erstlich diefier:

4. Aufd bekanten zwei seitenn vnd der einen derselben einen gegenvbergesezttenn win-
ckell die andern vnbekantten erforschen.
[Blatt 87r] Wenner die dem Bekanttenn winckell gegenvbergesezte bekante seite kurzer
ist denn die bekantte beygefugte (welchs dan etwa gescheenn kann, wenner der gegeben
winckel scharff ist), alRdann ist diefier Triangul zweifelhafttig, welcher zweiffel auch zu-
gleich diefier form planenn Trianguln gemein ist, wie wir dauon an seinem orte gesagt
vnnd meldung gethan habenn. Aufl welchem vnterrichte diefies zweifels vrsache auch
zugleich alhie in dieflem genugsam klar sein wirdt. Denn weil alhie die seitte a i vand
sowoll derselbenn gegen vbergeseztter winckell a e i vnbekandt vnnd vnhefttet ist, so
mag eben sowoll die bekantte seitte e i in die vnbekanttenn seitten a i im Puncto o also
im i einfallenn, wie auch oben angezeigtt. Ist demnach also dief8er Sphaerischer eben
gleich wie seiner form planer Triangul, Nemlich der letzte zu rechnen vnd auffzulofien,
welchers an seinem orte gegeben berichte man sich derhalbenn alhie gnuglich zu erho-
len. Volgtt demnach

[Blatt 87v] der ander zweiffeler, welcher allein den Sphaerischen vnd nichtt denn pla-
nen zutriftt.

Nun folgen die zwei Fille der zweideutigen Losungen, zuerst unter Punkt 4. SSW,
also wenn zwei Seiten und ein einer Seite gegentiiberliegender Winkel gegeben
sind, hier zum Beispiel a, o, a. Die Losung kann in diesem Fall zweideutig wer-
den, wenn die dem gegebenen Winkel gegeniibergesetzte Seite, hier also a, kiir-
zer ist als die dem Winkel anliegende Seite o, beziehungsweise wenn der gege-
bene Winkel spitz ist. Die dem Winkel gegeniiber liegende Seite a kann dann im
Punkt O oder in I einfallen und so die Zweideutigkeit erzeugen. Gerechnet wird
wieder uiber die Héhe h = EC.

Im Punkt 5. folgt WWS, also wenn zwei Winkel und eine einem Winkeln ge-
genuberliegende Seite gegeben werden. Auch dieser Fall ist zweideutig. Gegeben
seien zum Beispiel die Winkel a bei A und ¢ bei E und die Seite a = EI, die dem
Winkel a gegentiber liegt.

Um die Zweideutigkeit zu erkennen, verldngert Burgi die Seiten AE und Al
des gegebenen Dreiecks AEI bis auf 180°, so dass sie sich in S treffen, dem Gegen-
punkt zu A. Die Seite EI kann nun, unter Beibehaltung des Winkels AEI (= NEU),
verschoben werden auf OM, wobei die Winkel AEI und AOM gleich sind, natiir-
lich auch EI = OM und die Winkel bei A und S.Birgi formuliert dazu, «es sei
zweifelhaft, ob das Dreieck AEI oder AOM gegeben sei.»

Das Dreieck AEI wird wieder berechnet durch Fillen der Hohe h = IU (siehe
Zeichnung auf Blatt 88v). Ist jedoch der Winkel (hier €) stumpf, dann geht man
zum Erganzungsdreieck ERT iiber, in dem ER und ET gleich 90° sind, die Hohe ist
dann RC. Es gilt dann ER : RC = EI : IU, also 1:sin(90°-¢) =a: h,alsoh =a-cose.

5. Auf} bekanttenn zween winckeln vnnd dem einen derselbenn einer gegenvbergesez-
ten seiten die andern vnbekantten erforschen.

Alhie sein vermug des Erstenn Elements des Sphaerischenn die zwen bogenaesvndais
zwen halben Circkell, zwischenn welchernn die bekante seite e i mit vnuorruckter Mensur
oder weite defd bekantenn winckels n e u mag verruckett werden bif3 in die Puncta o m.

C
Abb.119: Blatt 87r.
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Ist demnach in solcher auffgebung vngewif vind zweifelhaftt, ob der Triangul a e i oder a
o m auffgegeben sej worden. Den die gegebenn dinge pleiben in solcher verruckung alle
gleich,

[Blatt 88r] auch einerlej grofte vnnd weite, wie solchs die Epharmosis'®? oder augen-
scheinliche gestaltt vnnd furbildung Inn der figur vernunfttiglich verstendigtt. Darumb
wenner In sodannen aufgegeben Triangulo Jglicher der seitenn winckel (wie alhie e vnd i)
weiter ist denn der ortwinckel a, aldann ist derselbig Triangul zweifelhaftt vnnd mag auf
zwo vnderscheiden weis nach gefallen glimplich beantwortett vand aufgelofiett werdenn.
Es sej denn nebenn der auffgab zugleich austrucklich angezeigtt vand vermeldett wor-
den, ob die sonst vnbekantte seite a e grof3er oder kleiner sey denn ein quadrant oder 90
grad.

Vnd sofernn solchs geschehen, mag der Triangul durch niedersenckung der Perpendi-
cularlinien gleich wie anders auffgelofRett werdenn. Vnnd in mafien der gegeben winckel,
aus welchem mit sampt bejgefugttenn seitenn dieselbig perpendicularlinie muf gefun-
denn werden, stumpf ist, al8dan mufd mann sein Complement annehmen. Welchs auch
sowohl Inn allen andernn vorhergehendenn zu mercken, den wenner eine seite lenger den
ein quadrant, oder ein winckell weiter

[Blatt 88v] denn ein rechter ist, aldann mufl man vermug des vierttenn algemeinenn
Elements den Sinum des Complements derselbenn annehmen, vnnd nach defielbenn ge-
fundenn bogenn oder winckell denselbenn zu einem quadrante oder rechttenn winckell
geben, wie solchs auf? beygefugtenn Exemplo zu uernehmen. Inn welchenn wie der radius
er gegenn den Sinum defd Complements defd winckels a e i (welcher Sinus ist r c), also die
seitte e i gegenn die perpendicularlinienniu.

Vnd also viell vonn den zwen zweifelern, welcher mancherlej andere Speculationes
vnd eigenschafft die fleifige Nachdenckung vnd die anschaung derselben auf der Kugel
lehren vnd anzeigen wirdt mugen, mitt alsampt alhie in der kurze angezogen oder entde-
cket werden. Den wie alhie nichts anders den nur Ihre Rechnung vnd auflolung gehandelt
vnnd angezeigt haben wollen.

[Blatt 89r]

Das Zehende Capitul von Aufflofdung eines andern
besondern Postulati zur aufflof3ung des letztenn Trianguls
Notwendigtt.

Bifd anhero habenn wir die funfferlej vnderscheidenne ardte der schlimwinckligenn Spha-
erischenn Trianguln nach vielfeltiger vmbwechselung Ihrer Datorum durch hulff vnn-
serer vorhin gesetztenn algemeinenn, auch sowoll Ihrer sonderlichen Elementen vermug
gethaner erheischung vnd erforderung def? algemeinen Postulati aufzulofienn vnnd zu
rechnenn gelehrtt vinnd angetzeigtt. Nun aber ist nochmals Nachstendig vnnd aufzulo-
Renn vbrig ein sonderlicher vindt wunderbarer Gordianus nodus oder schier vnaufflofili-
cher Knopf,!8 nemlich der sechst vnnd letzte Triangul, In welchernn aufl bekanten allen
winckeln die seitten erforschett werden. Zu welcherer aufloffung wir nun fernner gleich-
sam die letzte vnd aller eufierste Zuflucht ein newes vnd besonderlich postulatum anneh-
men vnd zuhulff ruffen mufien, den ohne Erkantnus vnd vollbringung def3elben mag sol-
cher letzter Triangull in keinem weg soluieret oder aufgelof3ett

[ Blatt 89v] werdenn. Wollenn demnach erstlich sodan postulatum erklerenn vnnd dar-
nach aus genugsamer vnterrichtung vnd durch hulff def3elbenn den letztenn Triangul
aufloBBen lehren. Ist demnach dief3es das postulatum.

182 Griechisch ¢dpappdlw = anpassen; mathematisch «auf etwas passend legen», «einander deckend».
183 Biirgi Uibersetzt hier unkorrekt nodus durch Knopf, statt durch Knoten.
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Abb.121: Blatt 88v. WWS.

Abb.122: Blatt 90r, oben.



Einen gegebenn winckell proportionaliter In zwey vngleiche theile vermuge einer Jgli-
chen furfallendenn proportion zertheilen. Solchs wollenn wir Erstlich in einem planen
Triangulo furbilden. Welcher sey a e o, Inn welchernn bekant der winckell a vnd gege-
benn 79 grad 23". Thun derhalben die andern zwen winckell, Nemlich e und o, zusammen
miteinander vermug des allgemeinen Elements der planen 100 grad 37'. Dieselben will
man proportionaliter nach verhaltung der bekanten seitenn a e 43 vnd a o 33 zertheilen.
Werde demnach furbildung volgender andernn figur derselbe plane Triangul auff solche
weifd Inn

[Blatt 90r] Einem halben Circkell zerlegt vnnd auf3gebreitet, das der

[Blatt 90v] bekante winckel in der mitte von ein zerspalttenn werde, an den Diamet-
rum vnd denselben auf beide halbe angrenzend angefugtt. Vnd sein in der figur diesel-
ben halben theile des bekanten winckels aib vnd e i d Jglichs 39 grad 41' 30" vnd Jglichs
Sinus aufy dem Canone 38° 197 97 40 2711 ynd bleiben also die zwen andern winckell
zusammen bekandt im vbrigen mitteln theile des halben Circkels zerspreitet. Welche
sein mitteinander der vbrig mittelwinckel b i d, welcher aber soll zerspalttenn werdenn
nach anzall vnnd verhaltung der zwo vnterscheidenn bekanten seiten, Nemlich 43
vnd 33.

Werde demnach defelbenn mittelwinckels b i d seine subtenflen b d oder derselben
beide halbe theile b1vnd 1 d, Nemlich die Sinus der bekanten bogen b s vnd s d, welcher
Jglichs Sinus ist 46° 107 107 2217 3 ynnd demnach albeider 1.32.20.20.44.6'8 auf ge-
meltte weif3 zerspalttet. Welcherer Zerspaltung operation stehet In verhalttung Ihrer
gemeltten zallenn in der Regul detri also:

[Blatt 91r]

dt
bsd bld 43 520141 40" 9l d m
1M169 — 11320 201 201 44111 { } {

33 400 51401351 pm

bt diff
[Differenz 129 8! 591 34/M)
halb Im [Halbe Differenz 6° 47297 471]

Dief3er gefundenn zallen halbe Differenz oder die kleiner zall vonn der halbenn Subten-
Ren oder dieselbe halbe Subtensa von der grofern zall abgenommen, ist oder pleibtt 6°
41291 471 welchs ist das stuck I m. Sein demnach also Im rechtwinckligen Triangulo lim
bekant die Izgefunden seite | m vnd die seite i1 (welche ist gleich b c oder d f) vand auch
der rechte winckell i1 m, auf? welchen drejen bekantenn darnach gefunden werde (nach
gegebenn vnterricht des ersten rechtwinckligen planen Trianguls Im drittenn Capitulo)
der winckell 1 i m, welcher ist die Prosthaphaeresis, dem rechten winckell zuzugeben,
komptt daf3 grofier theil ti d, oder abzunehmen, bleibtt das kleiner theil t i b des gemelt-
ten mittell winckels b i d. Vnnd ist also auf solche weif derselbig gethaner erheischung
nach vnnd nach gegebener zallen verhaltung proportionaliter zerspalttenn, auf} welchen
al3dan auch zugleich bekandt vnd entscheiden

[Blatt 91v] sein die andern zween winckell def? aufgegebenn Trianguls a e o, Jglicher in
sonderheit, Nemlich e 41 grad 18' vnd o 59 grad 19'.18> Au welchem auch entlich mag ge-
funden werden die dritte vnbekantte seitte e o durchs ander algemeine Element. Vnnd
mag also zugleich durch difies derselbig schlimwincklige plan Triangul auf eine andere
vnndt vnd mehr kunstige den leichte ardt auffgelof3ett werdenn.

Es mag auch sowoll dieselbige Prosthaphaeresis oder der winckell sitaufein ander art
also gefunden werden. Erstlich werde durch die penultimam primj Euclidis aus bekant-

184 Biirgi hat hier als Schreibfehler «69».
185 Der Winkel bei a war gegeben zu 79° 23".
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tennlivnd 1 m gesucht die Hypotenusae i m. Welche gefunden wirdt darnach sein durchs
erste allgemeine Element: wie dieselbige i m gegen m |, also der radius i t gegen t r, den
Sinum Nemlich des bogen t s oder defy winckels s i t. Vnnd so viell vonn dief3en postulato.
Volgt nun darauff defelben weiter gebrauch In dem Nachstendigen letzten Sphaerischenn
Triangulo.

Zum Schluss bleibt noch als sechster Fall ein besonderer «Gordischer Knoten, ein
schier unauflésbarer Knoten», namlich ein sphéarisches Dreieck mit WWW, in
dem also die drei Winkel gegeben und die drei Seiten gesucht sind. Dazu muss
Biirgi zuerst einen Hilfssatz erldutern. Es soll ndmlich ein beliebiger Winkel in
zwei Teile geteilt werden, nach Vorgabe eines beliebigen Verhiltnisses.

Das soll zuerst am ebenen Dreieck vorgefithrt werden. Im Dreieck AEO (siehe
Zeichnung auf Blatt 90r, oben) sei der Winkel bei A gegeben zu a=79°23". Die bei-
den anderen Winkel sind dann zusammen € + o = 100°37', der im Verhaltnis der
Seiten 43 zu 33 geteilt werden soll. Hier ist allerdings nicht gemeint, dass man
einfach den Winkel teilt im Verhaltnis 43 : 33, also in 56°55'40" : 43°41'20". In der
Zeichnung auf Blatt 90r unten sei im Halbkreis der zu teilende Winkel BID =
100°37'. Jeweils die Halfte des gegebenen Winkels a = 79°23, also jeweils 39°41'30",
seien rechts und links davon als AIB und EID gezeichnet, so dass ACIFE ein ge-
streckter Winkel ist. Geteilt werden soll also der Winkel BID durch die gesuchte
Linie IT im Verhaltnis der Strecken BV und DN (33:43).

Nun ist sin AB = sin DE = sin 39°41'30" = BC = DF = 389 19! 9/f 40 2711l (=
0,638656; gemafd Blatt 54r der Sinustafel Biirgis, Interpolation auf 30").

Die Subtensa von 100°37 ist BD, ihre Hilften sind BL = DL = sin 50°18'30"'= 469
107107 2211 3111 (= 0,769.492), deshalb BD = 1\ 320 207 207 44 6! (= 1,538.985).

Diese Strecke BD soll im Punkte M so geteilt werden, dass fiir die Bégen gilt BT
:DT =33:43,also BV : DN =33:43.

Biirgi teilt also BLD = 1\ 320 20! 20" 44! (6"") in 43/, _und 33/, zu DM = 520 14/
40" 9Mynd BM = 400 5 40 35/, Die Hilfte der Differenz von 129 8 59! 34 jst LM
= 6941291 4711

Dann sind im rechtwinkligen Dreieck LIM bekannt LM und LI = BC = DF und
damit der Winkel LIM, wozu mit dem Satz des Pythagoras IM berechnet wird zu
IM = 389471521 31T und damit der Winkel LIM = 9°0'30". Also ist der Winkel TID
=50°18'30" + 9°0'30" = 59°19" und der Winkel TIB = 50°18 30" - 9°0'30" = 41°18".
Man kann auch die Proportion IM : LM = IT : TR mit IT = 1 und TR = sin (SIT) ver-
wenden, um den Winkel SIT zu finden.

Warum wahlt Biirgi fiir dieses Beispiel gerade den Winkel a = BID =100°37"? Ex
hat wahrscheinlich die beiden Teilwinkel a, = 41°18" und a, = 59°19 so gesucht,
dass diese «moglichst glatte» Sinuswerte haben: sin a, = 399 36! (07 21¥) =
0,660.001.7 = 0,66; sin a, = 510 36! (0 9M) = 0,860.000.7 = 0,86. Damit hat er
dann auch den Prosthaphdrese-Winkel 1t = (a, — a,):2 = 9° 0" 30".



[Blatt 92r]
Das Eilffte Capitiill von aufflof3ung des letztenn Schlimwinckligenn

Sphaerischenn Trianguls

Auf die Auflosung dieses spharischen Dreiecks, der Losung der Aufgabe WWW,
also aus den drei gegebenen Winkeln die drei Seiten zu berechnen, ist Biirgi of-
fensichtlich sehr stolz. Er beschreibt die Losungsidee denn auch als «mathema-
tisches Meisterstiick», das bisher nur von Wenigen korrekt vollbracht worden
sei, und in dem die «wahre Meisterschaft» stecke. Es ist auch tatsidchlich die
komplizierteste und umfangreichste Aufgabe zur Dreiecksberechnung.

6.18¢  Aufd bekanttenn allenn winckeln die seitenn erforschenn.

Denn diefBes ist furwar das rechte Mathematisch Magisterium vnd probstuck, In wel-
chernn die rechte vnd wahre Meisterschaftt verborgen stecktt. Derhalben auch von weni-
gen bify anhero aufgeloflett worden. Aber noch von viell wenigern Rechtt, wie wir aber
mitt Gottes hulff zu thun vermeinenn.

Sey demnach der Triangul a e 0,'87 welchers bekanttenn winckeln Complementa sein
m s des e, viand s t des u. Nun aber muf} alhie gleich wie in den vorhergehendenn der
schlimwincklige Triangul In zwen rechttwinckliche durch niedersenckung der perpendi-
cularlinien

[Blatt 92v] von eingespalttenn vnd zertheiltt werden. Aber weill alhie keine der seiten
bekandt ist viind demnach die lenge der perpendicularlinien aus der proportion der vn-
bekantenn seiten nicht mag gehabtt oder bekommen werden, Muf3 derhalben solche nie-
derlaBung der perpendicularlinien auf ettwa einen sonderlichenn vnd arbeittsamen weg
vollenfurtt vind zuwege gebrachtt werdenn, Nemblich also wie volgtt. Erstlich sein be-
kandt die bogen d t vind m b, Nemlich die Mensur oder weite, durchs ander Element, der
gegeben winckeln e vnd u (weilld u,tu,d s, sb,em, e b, a p, a q sein alzusammen quad-
ranten). Demnach sein auch zugleich bekandt derselben Complementa t s, sm, auch
sowoll auf} dem Canone ihrer Sinus t r, m n. Nach welcherer Sinuum proportion vnnd
verhalttung muf zerspaltten oder voneingetheiltt werdenn, durch die nidergesencktten
perpendicularlinien, der bekante winckell a. Welchers Mensur oder weite ist der vnderst
bogen p q durchs ander Element. In welcherer zerspalttung aber

[Blatt 93r] wirdt die niedergelafien perpendicularlinien orthogonaliter, daf} ist nach
rechtenn winckeln, durch des Trianguls pasin e u fallen vnnd zerspalttet. Demnach also
denselben schlimwinckligen Triangul In zwen rechtwincklige a e c vand a u c, Ist auch
zugleich der winckell a durch niedergelaf3en perpendicularlinien entscheidenn. Vnd der-
halben in Jglichenn der beidenn rechtwinckligenn Trianguln alle drey winckel bekandt,
vnnd demnach gleich wie der erste Rechtwincklige Sphaerische triangul nach gegeben
berichte Im Sechstenn Capitulo aufzuléfienn.

Die gemeltte Zerspaltung aber def? winckels a geschicht also: wie die Summa der Si-
nuum t r vd m n gegen die Subtenfen p q (welche der Mensur des winckels a vntergezo-
gen ist), also opposité oder vberlings der Sinus t r gegen das stuck der Subtenflen i g, also
auch zugleich transversé oder vbereckig der ander

[Blatt 93v] Sinus m n gegen daf ander stuck der Subtenen i p. Vnd nach also gefunden
vnd bekantten Jglichen stuck besonder wirdt auch zugleich daraufl gefunden vnd bekant
sein [hre differenz i ] auf} gemeltten vnterrichte Im vorhergehenden Postulato gegeben.
Aufl welchem postulato darnach auch weiter gefunden wirdt die prosthaphaeresis oder

186 Punkt 1. steht auf Blatt 80v, Punkt 2. auf Blatt 84r, Punkt 3. auf Blatt 86r, Punkt 4 auf Blatt 86v, Punkt
5.auf Blatt 87v.

187 Schreibfehler: Es miisste «a e u» heiflen. In der Zeichnung auf Blatt 93v fehlt der Punktename «a»
am Schnittpunkt der Bégen TU und ME und SC.
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der winckell fa g, zuzugeben dem halben winckel a. Darauf3 zu haben den grof3ern winckel
p a g oder abzunehmen vom

[Blatt 94r] selben halben winckel, auf das daraus erwachfie der kleiner winckell g a q.

Dieselbenn prosthaphaeresie aber, oder denn gemeltten winckel f a g findet man also.
Weil alhie bekant ist die Subtensa p q, vntergezogen der Mensur des winckels a, so ist auch
auf} eigenschaftt gemelts postulati bekant der Sinus des Complements derselben bekan-
tenn Subtenfen. Den so die gleichen knewe [Schenkel] eines Trianguls werden quadran-
ten Im Sphaerischenn oder Radij Im planen vermachtt, alidan wirdt die perpendicularli-
nie sein dafl Complement des Sinus def3 Scheittelwinckels gemelts Trianguls, wie solchs
auf? diefer figur zu ersehen, In welcherer der zu entscheidender winckell sey a def? fur-
genohmen trianguls a e u, welchers knewe aber bif auf quadranten erstrecket sein a p
vnnd a q. Demnach die

[Blatt 94v] Mensur oder weite des winckels a ist der bogen p f q, welchs Subtensa p q.
Vnnd weill dieselbige aus der weite def winckels bekant ist, auch sowoll derselben halben-
theile die Sinus 1 p vnd 1 q, wirdt auch zugleich bekantt sein Ihres bogen Complements
(welchs ist p t) sein Sinus p n oder q r oder 1a . Daf ist die gefunden perpendicularlinie In
voriger Hauptfigur des Trianguls. Nach welcherer gefunden differenz der stucken dersel-
ben zertheiltenn Subtenfien, nemlich i ], vnd aus dem rechten winckell a 1i gefunden der
winckelll aioder fa g die gemeltte prosthaphaeresis nach gegeben vnterrichtt defd ersten
rechtwinckligen planen Trianguls im dritten Capitulo, wie auch Im vorgeseztten postulat
solchs auf zweyerley art Ist gemeldet worden, durch welchs also der winckel a entscheiden.
Vnd der ganze schlimwinckeliger triangul In zween Rechtwincklige zerspalttenn. Auch
erstlich dief3er verwirreter

[Blatt 95r] vnnd verwickeltter knopff auffgelofRett Ist. Nun aber erforschtt man weiter
vnd entlich aus den bekantten winckeln derselben zwen Rechtwincklig Triangul Ihre sei-
tenn nach gegeben berichte def3 Ersten Rechtwinckligen Sphaerischen Trianguls Im Sechs-
tenn Capitulo.

Abb.124: Blatt 93v. Fall WWW.
Der Punktename «a» fehlt am Schnitt
der Bogen TU und ME.



Ef3 ist vnns aber auch vnuerborgen, daf} dief3e auffléf3unge dief3es leztenn Trianguls
etwas leichter durch hulff defy Canonis foecundi mag verrichtett werden. Weil wir
aber die ganze astronomische Calculation oder Rechnung bifhero vnnd nun genzlich
ohne desselben hulff augefurt vinnd vollenbracht haben, So haben wir auch In diefem
Einigen vnd vngebreuchlichen Triangulo den Canonem foecundum nicht annehmen
oder gebrauchen wollen, viell weniger aber vmb desselben willen einen sonderlichen
Canonem setzen oder vermachen. Vnangesehen vns nicht weniger In denselben

[Blatt 95v] wen in andern vnzelig viele Compendia vnd verborgene kunstliche
grieffe vnd vortheile wissenlich vnd bewust sein. Von welchen aber zu seiner Zeitt. Ha-
ben derhalben also die ganze astronomische Rechnung ohne Jnige hulff der foecunden
vnnd nur allein durch hulff der Sinuum auffgelofRett vnd vollenfuert. Sey demnach
dem Canoni foecundo vrlaub vnnd hirmitt der astronomischenn rechnung Ihr ende
gegeben.

Im Dreieck AEU sind die drei Winkel a bei A, gemessen durch den Bogen PQ,
(a=PQ); ebei E (e = MB); v bei U (v = DT) gegeben. Es werden die Dreiecksseiten
in beide Richtungen jeweils auf 90° verlangert:

AE bis zu M und bis zu P, so dass AP und EM 90° sind;

AU bis zu T und bis zu Q, so dass UT und AQ 90° sind;

EU bis zu B und bis zu D, so dass EB und DU 90° sind.

Auch die Bégen SB und SD sind jeweils 90°.
Neben den drei Winkeln bei A, bei E und bei U sind auch bekannt deren Kom-
plemente SM = 90°—¢, ST = 90°-v. Ebenso deren Sinus TR = sin TS und MN =
sin MS.

Dieses Dreieck AEU soll nun durch Féllen der Héhe h = AC, deren riickwartige
Verlangerung durch S geht, in zwei rechtwinklige Dreiecke zerteilt werden, in
AEC und AUC, damit in diesen dann gerechnet werden kann. Dieses Fillen der
Hohe kann nur «auf einem sonderlichen und arbeitssamem Weg» vollbracht
werden, da ja in dem Dreieck keine Seiten bekannt sind. Der bekannte Winkel a
muss nun nach dem Verhaltnis der beiden Sinus TR und MN geteilt werden, wie
es im 10. Kapitel gezeigt wurde; die Hohe durchschneidet die Basiss EU selbst-
verstandlich in rechten Winkeln. In den beiden rechtwinkligen Teildreiecken
sind wieder alle drei Winkel bekannt, welche nach Kapitel 6 Fall 1 berechnet wer-
den konnen.

Es gilt dazu nun zuerst:

(TR + MN) : PQ = TR : IQ, woraus IQ berechnet werden kann.

(TR + MN) : PQ = MN : IP, woraus IP berechnet werden kann.

Damit ist auch IP-IQ : IL bekannt, woraus der Winkel FAG bekannt ist, der als
Prosthaphirese zu %/, hinzugegeben wird, wodurch der gréfiere Teilwinkel PAG
bekannt ist; oder der Winkel FAG wird von ¢/, subtrahiert, wodurch man den
kleineren Teilwinkel GAQ erhalt.

Biirgi erklart nun, dass man den Winkel FAG wie folgt finde: Aus bekanntem
Winkel a = EAU kennt man den Bogen PFGQ, da die Schenkel des Dreiecks AP
und AQ 90° sind; und man kennt dessen Subtensa PQ und als deren Hilfte die
Sinus LP und LQ als sin(%/,). Somit ist auch bekannt (siehe jetzt Diagramm auf
Blatt 94r) ihres Bogens Komplement als PT und damit dessen Sinus PN = QR =
LA. Letzteres ist die Hohe in der vorhergehenden Hauptfigur des Dreiecks. Nach-
dem man nun die Differenz der Stiicke als IL gefunden hat und den Winkel LAI
= FAG, hat man die gesuchte Prosthaphaeresis, wodurch den Winkel a wie ge-
wiinscht geteilt wurde.

Zum Schluss erwdhnt Blrgi, so ganz nebenbei, einen ganz wesentlichen
Sachverhalt seiner Arbeit. Er bemerkt, dass man einfacher den «Canon

109
Das Elfte Kapitel

t

Abb.125: Blatt 94r.




110

Das Ander Biich der Astronomischen, von der Doctrina Trianguloriim

foecundum»!8 hitte benutzen kénnen. Er meint damit Tafeln, die mehrere trigo-
nometrische Funktionen auffithren, so etwa auch den Kosinus. Biirgi hat jedoch
seine Arbeit und seine Tafel ganz auf den Sinus reduziert und aufgezeigt, dass
man alles allein mit einer Sinustafel bewerkstelligen konne, eine zur damaligen
Zeit sicherlich bahnbrechende Verbesserung. Er schreibt zufrieden und stolz,
dass er «die ganze astronomische Rechnung ohne Hilfe des Foecundus, und nur
allein mit dem Sinus vollfithrt» habe. Demnach sei der «Foecundus» nun in «Ur-
laub».

Ende def’ andernn Buchs vnnd
der ganzen astronomischen
Rechnung. ~
\v Q 72 Abb. 126: Ende von Biirgis
,’—\g"\m%ﬂ‘fs iaacd g%} Fundamentum Astronomiae. Blatt 95v.
{ A pxorrmyon Qr ; E Mit den Siegeln der Universitits-

\ -~ - RAr@uomg + - bibliotheken Breslau und Wratislaw
_— P (Wroctaw).

Biirgi hatte vor, einen weiteren (dritten) Teil zu seiner Astronomie zu schreiben.
Im 7. Kapitel des zweiten Buches schreibt er namlich, dass «die zwei gebrauchli-
chen sphérischen Dreiecke in allen Beobachtungen sehr oft auftreten, ... und dass
er in einem anderen Teil der Astronomie, namlich in der Observation, diese wei-
ter erscheinen lassen will.» Dazu ist es aber nicht gekommen.

188 Canon foecundus heifden die trigonometrischen Tafeln bei Erasmus Reinhold (1511-1553) in dessen
Primus liber tabularum directionum, accedunt canon foecundus, posthum Tibingen 1554, Pruteni-
sche Tafeln.



Vergleich

Biirgi Fundamentum Astronomiae — Ursus Fundamentum Astronomicum

Bei dem Vergleich der beiden Werke werden als Quellen benutzt

— Justus Biirgi, Fundamentum Astronomiae, Handschrift 1592

— Nicolaus Reimers Ursus, Fundamentum Astronomicum, Strafiburg 1588

- Caspar Thierfelder, Astronomischer Grund [Dt. Ubersetzung 1594 des Fundamentum

Astronomicum]'®?

Auf den ersten Blick unterscheiden sich die beiden Werke von Jost Biirgi und von Nico-
laus Reimers Ursus. Biirgis Manuskript ist in deutscher Sprache erstellt, das Buch von
Ursus in lateinischer. Aber auf den ersten Blick ergeben sich auch groe Ahnlichkeiten
und Ubereinstimmungen im Inhalt und im Aufbau. Allerdings unterscheiden sie sich
auch wiederum in der Darstellung, die bei Ursus weitaus durchgearbeiteter und metho-
disch verbessert erscheint. Fiir den weitergehenden Vergleich soll nicht die in lateini-
scher Sprache gedruckte Fassung des Fundamentum von Ursus verwendet werden, son-
dern die in frithneuhochdeutscher Sprache als Handschrift erfolgte Ubersetzung dieses
Werkes durch Caspar Thierfelder, weil dadurch der Umfang vergleichbarer wird.

Ein erster formaler Vergleich zeigt die Unterschiede. Wahrend Biirgis Manuskript des
ersten Buches 78 Textseiten umfasst, zusdtzlich 12 Seiten Multiplikationstafel und 36 Sei-
ten Sinustafel, so enthalt die Handschrift von Caspar Thierfelder hierzu, die das Werk von
Ursus in deutscher Sprache bringt, 110 Seiten; auf die Multiplikationstafel wird als sinnvol-
les Instrument nur hingewiesen, die Sinustafel ist natiirlich nicht vorhanden. Das zweite
Buch von Biirgis Manuskript, die Dreieckslehre, enthilt 62 Seiten, Thierfelders Handschrift
zum gleichen Thema umfasst 168 Seiten und ist damit fast dreimal so umfangreich. Bereits
dieser erste Vergleich zeigt die weitergehende Vertiefung der Darstellung durch Ursus,
auch wenn man unterschiedliche Handschriftgrof3en berticksichtigen wollte.

Ein zweiter Vergleich gilt dem Aufbau und den Kapitelinhalten. Im ersten Buch unter-
scheidet Biirgi 13 Kapitel, Ursus 2 Kapitel, deren Inhalte weitgehend gleich sind; Ursus
bringt zusatzlich die Quadratur des Kreises von Simon van der Eyck. Im 2. Buch hat Biirgi
11 Kapitel, die bei Ursus ein Kapitel zu 16 Teilen ausmachen. Das 3. Buch Biirgis ist wohl
nicht geschrieben oder nicht sorgfiltig genug verfasst worden, um es dem Kaiser 1592 zu
iiberreichen; bei Ursus ist die «Beobachtung» als 4. Kapitel vorhanden. Ein 5. Kapitel be-
schreibt, unabhédngig von Biirgi, das geoheliozentrische Weltbild, das Ursus in Kassel
1586 Landgraf Wilhelm IV. vorgestellt hatte und das zum Plagiatstreit mit Tycho Brahe
gefiihrt hatte.1?0

Diese Gegentiberstellung zeigt, dass die Inhalte beider Arbeiten weitgehend tiberein-
stimmen, Ursus hat das Kapitel tiber die Beobachtung hinzugefiigt, welches bei Biirgi
noch fehlt. Aulerdem erscheint sein geoheliozentrisches Weltbild. Die methodische Zu-
sammenstellung ist jedoch recht unterschiedlich, so dass man auf keinen Fall sagen
kann, dass Ursus die Arbeit von Biirgi iibernommen hat, obwohl er diesen als seinen
Lehrmeister nennt, von dem er fast alles in der Trigonometrie gelernt habe.

Biirgis Arbeit ist in Kassel nach meiner Einschdtzung in Zusammenarbeit mit Ursus
entstanden. Biirgi beherrschte ja, wie er selbst sagt, kaum oder kein Latein und noch we-
niger Griechisch; in seiner Arbeit gibt es jedoch auf3er den lateinisch benutzten Fachwor-
ten langere und kiirzere Passagen auf Latein und Griechisch, die wohl eher von Ursus
eingestreut wurden als von Biirgi selbst stammen diirften, zum Beispiel schon im Wid-
mungsschreiben, das Burgi ja 1592 in Prag wahrscheinlich mit Ursus zusammen verfasst
hat.®! Auch einige lateinische oder griechische Worte, die wohl nicht zum Allgemein-

189 Launert 2012.

190 Siehe dazu Launert 1999 und Launert 2010.

191 Zum Beispiel auf Blatt 3r (unter anderem «Iudicium melius posteritatis erit»); Blatt 3v («vnd den-
selben iacto hoc fundamento, magis artificiosa, et hoc fundamento superstructa zu offerieren vnd
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vokabular gehérten, mégen von Ursus stammen: «hos éngista» (1. Buch, Kap. 10, Blatt 33v
und Kap. 11, Blatt 36v); «knewe» = «crura» (2. Buch, Kap. 1, Blatt 65r und 6fter); «per anti-
strophon» (2. Buch, Kap. 5, Blatt 75v); «epharmosis» (2. Buch, Kap. 9, Blatt 88r).

Dass Ursus nicht nur ein Schiiler Biirgis war und nicht nur von dessen Erkenntnissen
profitierte, geht unter anderem hervor aus seinem Beweis, dass Brahes Transversaltei-
lung mit geraden Linien falsch ist und dass man Kreisbdgen benutzen miisse.l*? Und
Biirgi sagt selbst, dass der Landgraf «gelehrte personen bey dero Hoff gehalten, wolliche
neben irer verrichtung im observiren vnd calculiren auch mir zu verfertigung etlicher
werckhe mit vnderricht in astronomia vnd verdolmitschung der authorum die Hand
gereicht.»193 Diese Textstelle Biirgis wurde bisher dahingehend ausgewertet, dass Ursus,
der hier als «gelehrte Person» in Kassel am Hofe weilte, die Biicher des Copernicus fiir
Biirgi ins Deutsche tibersetzte, was allein schon eine Leistung ersten Ranges ist; Biirgi
sagt aber dariiber hinaus, dass Ursus ihm «Unterricht in Astronomie» gab und bei den
Beobachtungen und Auswertungsrechnungen mitarbeitete. Dies bedeutet, dass ein Teil
des Astronomiewissens Biirgis von Ursus stammt und dass Ursus das Rechnen im Sexa-
gesimalsystem zur Auswertung der Beobachtungen perfekt beherrschte. Man muss somit
die Kapitel tiber die Auflosung der Dreiecke und iiber das Rechnen wohl eher Ursus zu-
sprechen, insbesondere wegen ihrer systematischen Bearbeitung.

Aber auch ein inhaltlicher Vergleich einiger behandelter Themen zeigt, wie eigenstan-
dig die Arbeit von Ursus ist, auch wenn er die trigonometrischen Kenntnisse von Burgi
gelernt hat.

- Eines der beiden Kernthemen ist die Prosthaphéresegleichung. Der Beweis der Formel
sin a-sin B = %-[sin(90°-a+p)-sin(90°—a—P)] ist bei Biirgi und Ursus inhaltlich gleich, si-
cherlich weil Ursus diese Herleitung von Biirgi in Kassel gezeigt bekommen und gelernt
hat. Auch behandeln beide erwartungsgemaf den sogenannten 1. Fall (a < 90°) und den 2.
Fall (a > 90°) getrennt, Biirgi gibt sogar je ein Zahlenbeispiel an. Dann wiederum gibt es
Unterschiede in der Darstellung. Biirgi hat ein eigenes Kapitel zur Prosthaphéreseglei-
chung (1. Buch, Kapitel 3, Blatter 17v-191) und getrennt davon die Berechnung der sphéri-
schen Dreiecke, insbesondere die «gebrdauchlichen» Falle SSS und SWS (2. Buch Kapitel 7
und 8, Blatter 80r-85v); Ursus hingegen integriert beides in sein 3. Kapitel (Teil IV Prost-
hapharese, Teile VII und VIII Falle SSS und SWS). Die entsprechenden Zeichnungen zur
Erklarung der Prosthaphdrese sind dann wie auch die Zeichnungen zur Dreiecksauflo-
sung (Falle SSS und SWS) gleich; nur kleine Unterschiede und verschiedene Punktebenen-
nungen treten auf. Auch die Zeichnungen zur Auflésung der Dreiecke sind gleich, die bei
Biirgi fehlerhaften Punktebezeichnungen treten bei Ursus nicht auf. AbschliefRend kann
man feststellen, dass Prosthaphdrese und Auflésung der Dreiecke durch Burgi geprigt
sind.

Auch solch eine Kleinigkeit, wie die Kennzeichnung der gegebenen Stiicke in einem
Dreieck durch einen kleinen Querstrich in der Zeichnung sind bei beiden Autoren gleich.
Allerdings war diese Kennzeichnung der gegebenen Stiicke iiblich gewesen. Auch im
Buch 2 (De triangulis) der Trigonometria Britannica, in der 1633 Henry Gellibrand'?* neben

zu communicieren»); Blatt 33v und 37r hos éngista (mit Buchstabenfehlern); Blatt 34v «Postulatum
desideratissimum, Sedula quod nobis aperit meditatio Burgi, Quale nec est visum quale nec ante-
fuit»; Blatt 39r und 39v Additamenta und additamentum und additamento; Blatt 40v omnibus ig-
notus noster in arte Canon; Blatt 65r und weitere crura, crus, cruris = Schenkel, im Dictionarium
Latinogermanicum 1536 von Petrus Dasypodius ist auf Seite 44 und 280 «Crus» aufgefiihrt als «Das
teyl am schenckel under dem kniiw»; Blatt 75v per antistrophon; Blatt 79r Dilemma Sphaericum;
Blatt 88r Epharmosis; Blatt 89r nodus falsch mit Knopf iibersetzt.

192 Siehe dazu Launert 2014, Seiten 142 — 160.

193 List/Bialas S.7.

194 Henry Gellibrand, englischer Astronom und Professor am Gresham College in London, 1597-1637. Er
gab 1633 nach dem Tod von Henry Briggs (1630) die Trigonometria Britannica heraus, darin (Buch 1)
die Briggsche Logarithmentafel.



Biirgis Fundamentum Astronomiae, 1. Buch Ursus’ Fundamentum, Thierfelders Ubersetzung
Kap. 1-2 | Rechnen im Sexagesimalsystem: 1. Kap. | Rechnen im Sexagesimalsystem:
Benennungen und Umrechnungen, Benennungen und Umrechnungen,
Addieren/ Subtrahieren/ Mutiplizieren/ Addieren/ Subtrahieren/ Mutiplizie-
Dividieren/ Wurzeln. ren/ Dividieren/ Wurzeln.
Multiplikationstafel (Canon Hexacontadon). Hinweis auf Canon Hexacontadon.
Kap. 3 Prosthaphiresegleichung 2.Kap. | Sinustafel.
sin o-sinf = %-[sin(90°—0+P)—sin(90°—a—P)] Einschreiben regelméBiger Vielecke.
Kap. 4 Canon Sinuum, allgemein. Doppelwinkel-, Halbwinkelformel,
Kap. 5-6 | Einschreiben regelméBiger Vielecke. Trigonometrischer Pythagoras,
Kap. 7 Additionstheorem Erstellen der Sinustafel.
cos(a+p) = cos a-cos B — sin a-sin f. sin(60°+a) — sin(60°~a) = sin a.
Kap. 8 Satz des Pythagoras. Teilung des rechten Winkels in gege-
Doppelwinkelformel sin 2a = 2-sin a-cos a. benemVerhiltnis, Ritsel um Biirgis
Kunstweg.
Quadratur des Kreises.
Kap. 9 sin o + sin B = 2-sin[(o+p):2]-cos[(a—P):2].
Kap. 10 sin 1° und sin 1’ finden.
Kap. 11 Teilung des rechten Winkels in gegebenem
Verhiltnis: Biirgis Kunstweg.
Berechnung von Sk und Sk>.
Kap. 12 Formel sin(60°+a) — sin(60°—q) = sin a.
Kap. 13 Gebrauch der Sinustafel, Interpolieren.
Biirgis Fundamentum Astronomiae, 2. Buch Ursus’ Fundamentum, Thierfelders Ubersetzung
Kap. 1-2 | Sphirische Dreiecke allgemein. 3. Kap. | Sphérische Dreiecke allgemein.
Ebene Dreiecke allgemein. 1-111
Kap. 3 Ebene rechtwinklige Dreiecke; Hohe. v Auflosung durch Sinussatz.
Prinzip: Verldangerung der Seiten auf 90°.
Prosthaphérese.
Kap. 4 Ebene schiefwinklige Dreiecke; Hohe.
p= (c2+a27b2):2:c; q= (cz+bzfaz):2:c,
Kosinussatz.
Fille SSS, SWS, SSW.
Kap. 5 Sphirische Dreiecke, Grundlagen.
Kap. 6 Sphirische rechtwinklige Dreiecke, v Sphirische rechtwinklige Dreiecke,
6 Fille WWW, SWS, SSW, WWS, 6 Fille WWW, SWS, SSW, SWW, WWS,
WWS, WSW. WSW.
Losg. mit Proportionen (Strahlensétze).
Sphirisches Pentagramm (Dilemma).
Kap. 7 Sphirisches schiefwinkliges Dreieck, V-VIII | Sphiérische schiefwinklige Dreiecke,
Fall SSS fiir 0<90° und o>90°. Fille SSS und SWS fiir 0<90° und a>90°.
Losung mit Seitenkosinussatz Losung durch Seitenkosinussatz.
COS a = cos 0°cos € + sin 0°sin e-cos a. Prosthaphiresegleichung.
Kap. 8 Sphirisches schiefwinkliges Dreieck,
Fall SWS fiir a<90° und a>90°.
Losung mit Seitenkosinussatz.
Kap. 9 Sphiérisches schiefwinkliges Dreieck, IX-XII | Sphérische schiefwinklige Dreiecke,
Fille SSW und WWS, Zweideutigkeit. Fille SSW, WWS, WSW.
Zweideutigkeit bei SSW und WWS.
Kap. 10 Hilfssatz: Winkel in gegebenem Ver- XIIT Sphirisches schiefwinkliges Dreieck WWW.
héltnis der Sinus teilen. Winkel in gegebenem Verhéltnis der Sinus
Kap. 11 Sphiérisches schiefwinkliges Dreieck, teilen.
Fall WWW.
X1V Ebene Dreiecke allgemein.
XV Ebene rechtwinklige Dreiecke; Kosinussatz.
XVI Ebene schiefwinklige Dreiecke,
Fille SSW, SWS, SSS.
(Biirgi, 3. Buch) Ursus” Fundamentum, Thierfelders Ubersetzung
Biirgi hatte vor, ein drittes Buch ,,Von | 4. Kap. | Beobachtung der Orter der Fixsterne.
der Observation zu schreiben. Ein | I. Das Friithlingsdquinoktium finden.
solches ist jedoch nicht liberliefert. 1I. Aus Héhe und Deklination der Sonne deren
Ort in der Ekliptik finden.
111. Rektaszension eines Fixsternes finden.
1v. Aus Rektaszension [und Deklination] eines
Fixsternes dessen Breite und Linge finden.
V. Aus Liange und Breite eines Sternes dessen
Deklination und Rektaszension finden.
5. Kap. | Die Planeten.
Beobachtung des Laufs der Planeten.
Die neuen Hypothesen [Geoheliozentrisches
Weltbild].

Abb. 127: Vergleich
Biirgi-Ursus, 1. Buch

Abb. 128: Vergleich
Biirgi-Ursus, 2. Buch

Abb. 129: Vergleich
Burgi-Ursus, 3.Buch
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seiner Dreieckslehre nach dem Tod von Henry Briggs (1630) dessen Logarithmentafel her-
ausgab, wird diese Bezeichnung verwendet.

— Das zweite Kernthema, Biirgis «Kunstweg» kann natiirlich nicht wesentlich {iberein-
stimmen, da Ursus dazu ja nur ritselhafte Andeutungen machen wollte, die aber zeigen,
dass er diesen «Kunstweg» kannte.

— Die Darstellung des Rechnens im Sexagesimalsystem bei Biirgi ist der von Ursus wiede-
rum sehr dhnlich; sie konnte eher von Ursus stammen, denn dieser hatte bereits 1583 in
seiner Geodaesia Ranzoviana gezeigt, dass er dieses Rechnen perfekt beherrscht. Wahrend
bei Biirgi dieses Kapitel nur wie eine Einleitung wirkt, ist es bei Ursus viel mehr erldutert.
Bei Biirgi nimmt einzig die Darstellung der Sexagesimalzahlen und deren Umrechnung in
Dezimalzahlen einen breiteren Raum ein, was ich als Hinweis darauf werten mochte, dass
dieser Teil doch eher von Ursus in die gemeinsame Arbeit eingebracht worden ist, obwohl
Biirgi in Kassel selbstverstdndlich ohne «logistische Zahlen» nicht auskommen konnte.
Bei Biirgi kommen dann die Rechnungen Multiplizieren, Dividieren und Wurzeln ausge-
sprochen kurz weg und beschranken sich eigentlich auf je ein Beispiel. Dafiir hat Biirgi
handschriftlich die Multiplikationstafel im Sexagesimalsystem (12 Seiten) hinzugefiigt,
weil sie sehr praktisch ist.

Abschlief?end will ich sagen, dass auch die Arbeit von Ursus eine selbstdndige ist, wobei er
die trigonometrischen Inhalte von Blirgi gelernt hat.
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Personenregister Sachregister

Amman, Jost 16 Additamentum 59-65, 112

Bainbridge, John 54-56 Canon foecundus 109-110

Barrettus 26 Canon Hexacontadon 19-20, 113

Brahe, Tycho 7,16, 23, 25, 111-112 Coss 31,36,42-43,46-47, 52-53, 58-62, 74-75
Bramer, Benjamin 6-7, 74-77 Dilemma Sphaericum 93-94, 112-113

Briggs, Henry 55-56,112-114 Dreieckszahlen 65

Christina v. Schweden 54 Ishtar 93

Christmann, Jacob 23 Kleinuhrmacher 13-14

Clavius, Christoph 23, 31,4647, 52 Kosinussatz 39,78, 86, 97-99, 102, 113
Copernicus 23,112 Kunstweg 6-8,11, 30, 36, 43-49, 52-61, 65-66, 74-77,
Curtius (Kurz), Jacob 6, 26,46 113-114

Dasypodius, Conrad 15,112 Lanx 25-27

Fabricius, David 60, 61 Multiplikationstafel 10, 20, 28, 111, 113-114
Flamsteed, John 25 Pascalsches Dreieck 64

Gellibrand, Henry 56,112 Pentagramm 93-94, 113

Hagecius, Thaddaus 53 Prosthaphiarese 5,710, 18, 22-29, 60, 63, 67,78,
Jessenius, Jan 53 97-101, 105-109, 112-113

Kepler, Johannes 7-8, 53,55, 58, 60-62, 74 Scrupula 17-18, 23, 30, 34, 70

Lansberg, Philip 61 Sehnenviereck 34-36

Ludwig VI. (Pfalz) 7 Seitenkosinussatz 28,78, 97-99, 102, 113
Moller, Daniel 53-54 Sexagena 17-18

Napier, John 31 Sexagesimalsystem 8, 10, 18, 20, 29, 113-114
Otho, Valentin 23,74 Sexagesimalzahl 18, 23, 28, 32, 49, 51-52, 77, 114
Pitiscus, Bartholomaus 31, 75 sin1 42-43, 59, 63-66, 75-78, 113
Regiomontanus 28 sin1° 18, 21, 31, 4243, 62-66, 75-78, 113
Reinhold, Erasmus 20, 110 Sinus versus 39

Rheticus, Georg Joachim 23, 28,74 Sinussatz 86, 95,113
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Rubeus, Theodosius 46 60-65, 70-77, 83-84, 88-89, 97,100, 106, 110-111, 113
Rudolph II. (Kaiser) 5-6,10-16, 53 Spharischer Winkel 89

Sachs, Hans 16 Spica 25-27

Schmalholz, Christen 15 Tetraederzahlen 64-65

Scultetus, Bartholoméus 23 Trient 66-68

Snellius, Willebrord 25 Vektor 52

Stevin, Simon 31 Zweideutigkeit 5, 87,103,113

Theodosius v. Bithynien 96

Thierfelder, Caspar 111-113

Ursus, Nicolaus Reimers 5, 7-8, 15, 18, 23-24, 28, 36,
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van der Eyck, Simon 111
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Vossius, Isaac 53-54
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