
üeber

die eogredienten Transformationen

einer bilinearen Form

in sich selbst.

Von

A. Voss.

Abb. d. II. Cl. d. k. Ak. d. Wiss. XVII. Bd. II. Abth. 31

© Biodiversity Heritage Library, http://www.biodiversitylibrary.org/; www.biologiezentrum.at



© Biodiversity Heritage Library, http://www.biodiversitylibrary.org/; www.biologiezentrum.at



In der vorliegenden Arbeit habe ich versucht, die cogrediente

(congruente) Transformation der bilinearen Formen in sich

selbst, die für die symmetrischen und alternirenden Formen

von Herrn Frobenius zum Abschluss gebracht ist, auf den allgemein-

sten Fall einer beliebigen bilinearen Form auszudehnen.

Im § I findet man die nothwendigsten Definitionen und Bezeich-

nungen zusammengestellt, von denen im iVnschluss an den von Herrn

Frobenius entwickelten Algorithmus der bilinearen Formen')

Gebrauch gemacht wird, sowie einige andere einfache Folgerungen aus

bekannten Theoremen erwähnt.

Daran schliesst sich in § II die Entwicklung der allgemeinen Eigen-

schaften der charakteristischen Function der Substitutionen (7, sowie

solcher Relationen, denen die Coefficienten derselben genügen müssen.

Dabei ergeben sich einerseits die Theoreme, welche schon Herr Frobenius

aufgestellt hat, doch schien es mir nicht überflüssig, dieselben von der-

jenigen Grundlage aus zu entwickeln, die ich bereits in meiner Arbeit

über orthogonale Substitutionen^) benutzt habe. Andrerseits aber erhält

man, indem man unter der Substitution eine solche versteht, welche die

Form in eine beigeordnete — die conjugirte der reciproken — ver-

wandelt, Relationen, welche in besonders ausgeprägtem Sinne eine Ver-

1) Vgl. Frobe nius, Ueber lineare Substitutionen und bilineare Formen, Borchard t's .Journ.

Bd. 84, S. 1. Diese Arbeit werde ich im Folgenden mit V citiren. Vgl. ferner: Ueber die schiele

Invariante einer bilinearen oder quadratischen Form, Daselbst Bd. 86, S. 44; sowie Kronecker,
Ueber die congruenten Transformationen der bilinearen Formen, Berl. Monatsb. April 1874. Oiese

letztere Arbeit werde ich mit K citiren.

2) Voss, Zur Theorie der orthogonalen Substitutionen, Math. Annalen, Bd. XIIl, S. 326,

Ueber bilineare Formen, Göttinger Nachrichten, August 1887.

31*
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allgemeinerung der bekannten Eigenschaften der orthogonalen Substi-

tutionen^) bilden. Bei der Untersuchung der reellen Transformation

einer reellen Form habe ich versucht, dem Satze des Herrn Wei er-

stras s^) über die Elementartheiler der characteristischen Function der-

jenigen Substitutionen, welche eine definite quadratische Form in

sich transformiren, eine weitere Ausdehnung zu geben.

In § IV gehe ich zur Herleitung der Christoffel-Kronecker'schen

Transform ation"^) vermöge einer reciproken Resolvente w*™ Grades über,

jedoch mit der Erweiterung auf den Fall, dass die letztere lauter ein-

fache Elementartheiler enthält.

Sodann zeige ich, dass die Transformations-Coefficienten aller nicht

singulären Substitutionen in vollständigster Analogie mit den Cayley-

H er mite 'sehen Formeln, insbesondere in der von Herrn Frobenius

gegebenen Gestalt, sich darstellen lassen. Dabei ergiebt sich ein System

linearer Gleichungen zur Bestimmung dieser Coefficienten,

das in der symbolischen Form Sl'-{-S^T^ = o zusammengefasst werden

kann"^). Nach einer ausführlichen Erörterung der Eigenschaften der

Formen T gehe ich zur Ermittelung dieser Formen selbst über, die sich

leicht mittelst des bei allen ähnlichen Fragen dieser Art als erledigt

anzusehenden Problems der vertauschbaren Formen bewerk-

stelligen lässt.

1) Vofl. .Jacobi, Crelle's .Tourn. Bd. 12 S. 7; Baltzer, Determinanten, S. 173.

2) Weierstrass, Zur Theorie der bilinearen und quadratischen Formen, Berl. Monatsb.

1868. S. 336.

3) Christoffel, Theorie der bilinearen Functionen. Bovcbardt's Journal. Bd. 68, S. 253:

Kronecker, üeber bilineare Formen, ebenda, S. 273.

4) Die Möglichkeit, überhaupt rationale Transformationen einer Form in sich anzugeben,

ist, worauf mich Herr Klein bei dem Erscheinen meiner Note in den Göttinger Nachrichten auf-

merksam zu machen die Güte hatte, bereits 1858 durch Cayley (On the automorphic transfor-

mation of a bipartite quadric function. Phil. Transactions 148, S. 39— 46) gewissermassen dargethan,

der mittelst der H er mi te'schen Methode (Crelle's Journal Bd. 47, S. 309) rationale zunächst nicht

cogrediente Transformationen einer bilinearen Form in sich angiebt.

Indessen hat Herr Cayley dabei übersehen, dass seine Formeln — die mit denen des Herrn

Frobenius übereinstimmen — nur für den Fall einer symmetrischen oder alternirenden Form

ohne das Hinzutreten der im Texte angezogenen Gleichung eine cogrediente Substitution liefern,

und auch die Frage, bei welcher besonderen Beschränkung des Characters der Substitution diese

Transformationen die einzigen sind, gar nicht aufgeworfen.
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Herr Frobenius hat zuerst die wichtige Frage nach der Irredu-

cibilität der eigentlichen Transformationen einer symmetrischen oder alter-

nirenden Form von nicht verschwindender Determinante') in bejahendem

Sinne entschieden. Eine ähnliche Untersuchung lässt sich auch in dem

allgemeinen Falle führen, doch muss es weiteren Untersuchungen vorbe-

halten bleiben, diese schwierige Frage in ihrem ganzen Umfange zu er-

ledigen, da auch bei anderen Voraussetzungen solche Substitutionen durch

ein einziges rationales System dargestellt werden können.^) Die Unter-

suchung der Anzahl der willkürlichen Parameter, von denen überhaupt

die Coefficienten der Transformation einer Form in sich abhängen, bildet

den Inhalt des § XII, und es scheint mir bemerkenswerth, dass dieselbe

stets durch lineare Operationen gefunden werden kann.

§ I.

Einleitung.

In diesem Paragraphen werde ich kurz die wesentlichsten Bezeich-

nungen und Definitionen, sowie einige einfache Theoreme zusammenstellen,

die im Folgenden zur Anwendung kommen werden.

1. Unter dem Produkte"^)

1) C=äB
der beiden bilinearen Formen von n Variabeinpaaren x und y

B = Zh,^Xiy^,

sei der Ausdruck

„ ^dA dB „

verstanden, so dass

2) C.^ = ^%&i;

für e,Ä; = 1, 2, . . »I

1) Ueber die Transformation von Formen mit verschwindender Determinante, die in den

übrigen §§ der Arbeit ausgeschlossen sind, handelt § V.

2) Vgl. 2. B. § V, S.

3) F. S. 2.
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wird. Bei dieser Definition wird die Multiplication associativ und

distributiv, dagegen im allgemeinen nicht commutativ. Die

Determinante der Coefficienten des Productes C wird nach 2) gleich dem

Producte der Determinanten der Factoren A und B.^) Bezeichnet man

die Determinante der Coefficienten c,^, einer Form C allgemein durch

|(7|, so zieht demnach die Gleichung 1) auch die folgende

|C'| = !^||ß|

nach sich.

Zwei Formen Ä und B heissen vertauschbar, wenn ihr Product

commutativ ist, d. h. wenn

AB= BA,

welche Gleichung also die n^ in den Coefficienten von A und B linearen

Gleichungen

i i

^, li — 1 , w , . . . fi
^

repräsentirt.

2. Unter der conjugirten Form von A^) versteht man die Form

A' = 2:a,,iX,y„

welche sich durch gleichzeitige Vertauschung der sämmtlichen Variabein

Xi mit den y^ aus A ergibt. Alsdann gilt der Satz:

(AB..Dy = D\. B'A\

3. Die mit jeder beliebigen Form vertauschbare Form"^)

i

werde durch E bezeichnet. Demnach ist AE ^= EA^ A. Formen,

welche nach dem Typus von E gebildet sind, aber weniger als n Vari-

abelnpaare enthalten, sollen durch £',, ÜJ, . . bezeichnet werden, so dass

allgemein
• e= 2:e,

ist, sobald die Formen E,^ unter sich kein Variabeinpaar gemein haben.

Die Form

1) F. S 5. 2) F. S. 4. 3) F. S. 5, ff.
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enthält also nur die Variabein x welche in Ea, die Variabein y welche

in Eß vorkommen.^)

4. Wenn die Determinante der Form A nicht verschwindet, so giebt

es eine einzige vollkommen bestimmte Form X, welche der Gleichung"^)

3) AX= B

genügt, und wenn die Determinante von B nicht verschwindet, so ist auch

die von X nicht Null. Ist B = o, so muss auch X = o sein. Es giebt

daher auch eine Form Y, welche der Gleichung •

AY = E

genügt. Aus der hieraus folgenden Gleichung

YAY^Y,
oder {YA—E)Y=o,
folgt aber YA = E.

Diese Form Y heisst die reciproke Form von A und wird durch

A~^ bezeichnet, so dass also

AA-' = A-' A = E
wird. Führt man für die ünterdeterminanten des Coefficientensystems

der a,„, dividirt durch \A\ die Bezeichnung «,j. ein, so ist

wobei dann die Gleichungen

-^«,&«ü = ^a^i »u = (k l)

i i

gelten, in denen {kl) das bekannte, für ä; = ^ gleich Eins, sonst aber

gleich Null zu setzende Symbol bedeutet.

Zugleich folgt aus 3) durch Multiplication mit A~^

X=A-'B,
und für die reciproke Form eines Productes gilt der Satz

1) F. S. 17. 2) Vgl. F. S. 6.
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{AB D)-' =D-' B~'A-\^)

Aus AA-'^E,
(^-')' A' = E,

{A')-'A' = E,

folgt daher noch

{{A-y-{AY')A^ = o,

oder (^-i)' — {AY'-

5. Wird die Form A durch die beiden Substitutionen

4) X, = Sp,li'^i

i

Vk -^ 9.km 'im
in

in die Form B transformirt, so ist

5) ß = ^aikPHqknJi'lm-

Ordnet man den beiden Substitutionen 4) die Formen

J^ — ^PiiXiyi,

Q ^^ -^ Imk ^m Vk J

ZU, so lässt sich die Gleichung 5) in der symbolischen Form'^)

6) B = FAQ
schreiben, falls man rechterhand noch die x und y durch die | und >]

ersetzt.

Die Transformation heisst eine contragrediente, wenn die p.„,,. die

durch 1^1 dividirten ersten Unterdeterminanten nach den Elementen g',„„

sind, d. h., wenn Q~^ — P, dagegen cogredient, wenn qr„k^=Pkm oder

P =z Q^ ist. Die Transformation P—Q heisse nach Herrn Kronecker
eine conjugirte Transformation von A in B.

6. Unter der characteristischen Function"^) einer bilinearen

Form A versteht man die Determinante der Form

A—rE
in welcher r einen variabeln Parameter bedeutet. Zwei Formen A und

B heissen ähnlich, wenn ihre characteristischen Functionen dieselben

1) F. S. 8. 2) F. S. 19. 3) F. S. 10.
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Elem entartheiler haben, und unter dieser Voraussetzung gibt es eine

contragrediente Substitution P, welche A in B überführt, so dass die

Gleichung

besteht. Nach Herrn Weierstrass heissen zwei For menschaaren

A— rB und A^— rB^

äquivalent, wenn die Elementartheiler der als nicht identisch ver-

schwindend vorausgesetzten Determinanten \A— r B\ und \Aj — *" -Bi 1

,

welche ebenfalls als characteristische Functionen bezeichnet werden mögen,

übereinstimmen. Nach Herrn Kronecker können zwei äquivalente

Schaaren aus conjugirten Grundformen immer durch cogrediente Sub-

stitutionen in einander transformirt werden M, d. h. sie sind einander

congruent.

7. Nach dem Verfahren des Herrn Weierstrass findet man unter

der eben genannten Voraussetzung der Aequivalenz zwei Formen P
und Q von nicht verschwindender Determinante, welche die Gleichungen

PAQ= A,,

FBQ= B,,

befriedigen. Giebt es nun auch noch irgend zwei andere Formen P,

und ^, dieser Art, und wird die Determinante von B als nicht ver-

schwindend vorausgesetzt, was sich immer erreichen lässt, so nmss

PAQ = P,AQ„
PBQ^P.BQ,,

sein. Hieraus folgt aber

Q,^B-'Pr'PBQ,
oder

PAQ==P,AB''P,-'PBQ;

also, wenn der Factor Q beiderseits fortgelassen wird

Pr'PÄB-' = AB'Pr'P.

1) K. S. 436.

Abh. d. II. Gl. d. k. Ak. d. Wiss. XVII. Bd. IL Abth. 32
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Setzt man aber

so ist

AB-' = W,

BW= WE.

Und ist umgekehrt B eine mit W ertauschbare Form von nicht

verschwindender Determinante, so sind

F, = FB-\
Q, = B-'EBQ,

zwei Formen, welche die Gleichungen

P,BQ,=B,,

befriedigen. Es giebt daher genau so viel linear von einander

unabhängige Substitutionen von nicht verschwindender

Determinante, welche die Schaar A— rB in A^ — rB^ trans-

formiren, als es linear von einander unabhängige Formen
von nicht verschwindender Determinante giebt, die mit

W^AB~^ vertauschbar sind.^)

8. Wird eine Form A von nicht verschwindender Determinante durch

zwei Substitutionen F und Q in sich transformirt, so ist

PAQ = A.

Alle Formen B, welche gleichfalls durch P und Q in sich

transformirt werden, ergeben sich aus der Gleichung

B = SA,
falls

SP=PS
genommen wird. Ist nämlich

PBQ=:B,
so ist auch

PBA-'P-'A = B,

1) Alle Substitutionen P, Q, welche die Schaar A — rB in sich selbst transformiren , sind

daher in den Formen P=J5^-'ii-', Q = B-^RA enthalten, wo R eine mit AB—^ vertausch-

bare Form ist.
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oder

PBA-'= BA-'P.
Setzt man aber

BA''= S,

so ist PS=SP und B= SA. Umgekehrt ist dann aber auch

PBQ= PSAQ^SPAQ= SA= B.

wie zu zeigen war ^).

9. Wenn die Gleichung

besteht, in welcher P,, ^,; P.2, Q., Formen sind, die nur die in

E,; E.2 vorkommenden Variabeinpaare enthalten (also in der-

selben Weise zerlegbar''^) sind) und die characteristischen

Functionen von P, und Q^ sowie von P, und Q^ keinen ge-

meinsamen Theiler haben, so ist auch U in derselben Weise
in zwei Formen C/i-j-üg zerlegbar.

Man hat nämlich durch Multiplication mit -E, und E^

E, UP,= Q, UE, E, UP, = Q, UE, ,

oder wenn

gesetzt wird

E, UP,= Q, UE, ; E, UP,= Q,UE,,

E,ÜE, = u,; E,UE,= w
E,ÜE,= u,; E,UE,=w,

1

)

u., P.,= Qo u,
;

M^9 P, = (>2 ^2

Aus der letzten Gleichung geht aber unter der genannten Bedingung

hervor ''^)

so dass

U={E, + E.2)U{E,-^E,)= u,+u.,,

1) Herr Frobenius giebt zur Ermittelung solcher Formen B den specielleren Satz: Ist A
eine Form, welche durch die Substitution P und Q in sich transformirt wird, so ist auch

f(P)A<,(Q]
eine solche Form. F. S. .30.

2) F. S. 17.

3) Vgl. F. S. 28, Satz X.

32*
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wird. Und zugleich können die Determinanten von w, und u^ nur dann

von Null verschieden sein, wenn die Formen P, und ^i sowie P.^ und Q.2

zu einander ähnlich sind.

10. Eine Form von der Gestalt + J.(J.')~' heisst nach Herrn Rosanes')

antisymmetrisch. Damit eine Form 8 von nicht verschwindender

Determinante antisymmetrisch sei, ist nothwendig und hinreichend, dass

die Elem entartheiler ihrer characteristischen Function paar-

weise von gleichem Grade sind und für reciproke Werthe
verschwinden, und dass entweder diejenigen Elementar-
theiler, welche von der Form (^-|-1)^'^ {q— i)2'f+i sind, paar-

weise auftreten, oder dass dieses mit den Theilern der

Form {()—Vf\ ((>.-l-l)"-i der Fall ist.

Unter der genannten Voraussetzung ist nämlich die Schaar S— i)E

einer Schaar mit conjugirten Grundformen W^^()W^ äquivalent^), also

oder

Demnach ist

Setzt man also

oder

so wird

psq=w,
PQ =±W\

S= ±P~'Q'P'Q-\

P-' Q' A

PQ-^= {AY\

8=±A{AY\
wie zu zeigen war.

11. Das Problem, alle Formen P zu finden, welche der Gleichung

PA=AP
genügen, also mit A vertauschbar sind, ist zuerst von Herrn Frobenius

1) Borchardt's Journal Bd. 80, S. 61.

2) F., S. 22. Diese Untersuchung beruht auf dem wichtigen Satze des Herrn Kronecker
über die Elementartheiler einer aus conjugirten Grundformen gebildeten Schaar, K. S. 442. Man
vgl. auch den von Herrn Stickelberger gegebenen Beweis desselben, Borchardt's .Journal,

Bd. 86, S. 42.
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behandelt worden '). Insbesondere hat derselbe die Anzahl m der linear

von einander unabhängigen Formen dieser Art angegeben. Bezeichnet

man dieselben dmxh
P P P

während zwischen den P^ keine lineare Relation besteht. Unter denselben

befindet sich auch die Form E selbst. Man kann aber stets vor-

aussetzen, dass die Grundformen P^ Formen von nicht
verschwindender Determinante sind. Genügen nämlich die P^

nicht dieser Bedingung, so haben die Formen

bei willkürlichen Werthen der h^ nicht verschwindende Determinanten.

Sie sind aber zugleich Grundformen. Bestände nämlich eine Relation

zwischen denselben, so wäre auch

2ß,P,+ EShJ, = o-

d. h. es bestände auch eine lineare Relation zwischen den Formen P^, da

S=^/.P.
sein muss. Im folgenden werde ich eine (symbolische) lineare Gleichung

zwischen Formen als gelöst betrachten, sobald dieselbe auf das

Problem der vertauschbaren Formen zurückgeführt ist.

§ II.

Die Eigenschaften der cogredienten Transformationen einer bilinearen Form
in sicli selbst.

"Wenn eine Substitution U, deren Determinante \ü\ selbstverständlich

nicht verschwindet, die Form S cogredient in sich trans-

formirt, so ist ^)

II F. S. 28, 29. Vgl. auch L. Maurer, Zur Theorie der linearen Substitutionen, Dias.

Strassburg 1887 ; sowie meine Note in den Sitzgb. d. bayer. Ak. d. W. Ueber die mit einer bili-

nearen Form vertauschbaren bilinearen Formen, Juli 1889.

2) F. S. 33 If.
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1) Ü'SU=S,

also auch

2) U'{S^(jS')U=S-\-(j8\

Eine solche Substitution transformirt demnach die ganze aus con-

jugirten Grundformen gebildete Schaar S-\-()S\ insbesondere also

auch die symmetrische Form 5*+ 5", sowie die alternirende <S— iS'

in sich selbst.

Es ist ferner nach 1)

U'S(U^(jE) = {;S^iJ U'S) = (iJ+ (> U') S,

oder

3) WSiU^(jE) = i>{U'^Q' E)S,

falls unter (j' der reciproke Werth von q verstanden wird.

Bezeichnet man den Werth der Determinante von U durch f, setzt

man zugleich voraus, dass \S nicht verschwindet, so folgt aus 1) nach § I, 1.

und aus 3)

4) f^U^i>E\ = (j"\ü'^(j'E\.

Die Substitution heisst bekanntlich eigentlich, wenn ( gleich -j- 1,

dagegen uneigentlich, wenn ( gleich — 1 ist. Man hat daher die

bekannten Sätze: ^)

Bei einer eigen tlichen (uneigentlichen) Substitution und

ungeradem n ist (>
= -|-- 1 ((> = — 1) eine Wurzel der cbaracteristischen

Gleichung

5) !C/— (>^|=o.

Das Product aller Wurzeln der cbaracteristischen Gleich-

ung 5) hat den Werth s. Bei einer eigentlichen {uneigentlichen)

Transformation ist die Anzahl der Wurzeln ()= — 1 immer eine gerade

(ungerade). Bei einer uneigentlichen Transformation und geradem n sind

jj = + 1 Wurzeln der Gleichung 5).

Die Gleichung 5) hat nach 4) nur reciproke Wurzeln,

mit Ausnahme der etwa vorhandenen Wurzeln von der Form

1) F. S. 35.
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{>= + !. und die zu reciproken Wurzeln gehörenden Elemen-
tartheiler haben dieselben Exponenten. Umgekehrt ist durch

diese Eigenschaft eine Form U vollständig characterisirt , welche eine

Form von nicht verschwindender Determinante in sich transformirt. ^)

In der That sind unter dieser Bedingung die Schaaren

rE—U und rü—E
äquivalent, also

A{rE—U)B = rU—E,
oder

ÄB=U; AUB = E.

Da ferner U und Z7' ähnliche Formen sind, so ist

wuw-' = u\
also

WAB W'' = U',

oder

A = TF-' U' WB-' = B-' U-\
d. h.

ü' WB-'U= WB-';

mithin ist WB~^ eine Form von nicht verschwindender Determinante,

welche durch ü in sich transformirt wird, und aus dieser findet man
alle Formen dieser Art vermöge der Lösung der Gleichung

PU' = Ü'P
in der Gestalt

S = P WB-\

Damit eine Form U überhaupt eine Form S in sich

transformire, deren Determinante auch verschwinden kann,

ist nothwendig und hinreichend, dass die characteristische

Function von U reciproke Wurzeln, resp. die Wurzeln --\~\

oder — 1, besitze. — Soll nämlich die Gleichung

überhaupt bestehen, ohne dass alle Coefficienten von S Null sind, so

muss eine n- reihige aus den Coefficienten von U und ü~^ gebildete

1) F. S. 34.
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Determinante verschwinden, welche die genannte Bedingung für die

characteristische Function von U repräsentirt.

Herr Frobenius hat ferner den folgenden Satz bewiesen:

Ist eine Substitution £/" in zwei Formen U^--\-U2 zerleg-

bar, deren char acteris tische Functionen keine reciproken

Wurzeln haben, so ist jede Form S (von verschwindender oder

nicht verschwindender Determinante), welche durch U in sich trans-

formirt wird, in derselben Weise zerlegbar.')

Dieser Satz kann in folgender Weise umgekehrt werden:

Ist eine Form S (von nicht verschwindender Determinante) zer-

legbar in S^~\r S^, und haben die Determinanten,

keine gemeinsamen Theiler, so ist U in derselben Weise

zerlegbar.

Aus der Gleichung

folgt nämlich

Ü[S, {S\)-' + S, (Sir '] = [S, {S\r + S, (Sir] U.

und damit der zu beweisende Satz, ^) falls die characteristischen Func-

tionen von Si{S\)~^ und i:>2(i^l)~\ d. h. die vorhin angeführten beiden

Determinanten keinen gemeinsamen Theiler haben. Insbesondere folgt:

Ist *S' zerlegbar in 5', -j- S'g und ist Si eine symmetrische
respective alt.ernirende Form, so ist U in derselben Weise

wie *S' zerlegbar, wenn die Determinanten S'2 — 'S'äl respective

|'S'2+ *^2| nicht verschwinden.

Durch diesen Satz ist zugleich die Transformation der wie *S' zer-

legbaren Formen erledigt.

Ich entwickele nun einige allgemeine Relationen zwischen den Coeffi-

cienten einer Substitution U, welche sich freilich auch zum Theil in sym-

1) F. S. 36.

2) Vgl. § I, Nr. 9.
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bolischer Form darstellen lassen, bei denen aber die explicite Gestalt im

allgemeinen vortheilhaft scheint.

Ist

und

Vk V 'E

eine (congruentej Substitution U, welche c? in sich transformirt, so ergeben

sich zur Bestimmung der Coefficienten c.^ die folgenden n- quadratischen

Gleichungen

1) -^ ^ik (^im ^M (^ml 'l

m, l := 1, 2 n,

Multiplicirt man nun die mit k beliebigen Grössenreihen m", vf,

e= 1, 2-w; a=: 1, 2-k, geränderte Determinante

Cli + ? Ci'.

^22+?

C«i Cjig

v\ vi

v\ v\

C^n u\

Cj^n u\

f^jijt+ Q <
v],

4ik

welche durch (/'(^) bezeichnet werden möge, mit der nicht verschwinden-

den Determinante

= Ä
Ctn-i

vertical, und dann horizontal mit der Substitutionsdeterminante

= f

;

endlich wieder vertical mit der adjungirten Determinante von S

~ Ä

Abh. d. II. Cl. d. k. Ak. d. Wiss. XVII. Bd. IL Abth. 33
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wobei

2a,i a,u = :Saj, a„. = ikl),

so ergiebt sich für eipiQ) der Werth

l + ec,i PCgx • ?c„j 2u]aisCsi .

?C,2 l+?c,, QCu2 -^ Mj- Ct/s Cs2

?c,„ ec2„ l+QC„n —' tii Ois Csn

2v] a,2

1 n

. .

1 • 1*1
falls statt der k Ränder nur einer derselben hingeschrieben wird. Zieht

man die mit

multiplicirten ersten n Verticalreihen von den letzten k ab, so folgt wenn

gesetzt wird

2) e^p(^) = {—lfif"

C,i + Q' ^21 Cni u\ . U'{

C,2 C22+?' • 0)12 u\ m

CjK ^2« Cnn + Q^ UL i^i

v\ VI V'n
(^«l^;l)

. (11" v^)

Tl v\ yi (n^ v") . u'^v")

falls zur Abkürzung die Bezeichnungen

f^r ^ut a.m ^ml 1

eingeführt werden.

Aus 2) folgt für k

der Determinante

ß, /5= 1, 2 ... Ä;,

= 1 , wenn man die ersten Unterdeterminanten

© Biodiversity Heritage Library, http://www.biodiversitylibrary.org/; www.biologiezentrum.at



253

^(^) =
C,, +e • • C,n

+ ?

durch
Yi^,

bezeichnet, durch Vergleichung der Coefficienten der w, v auf

beiden Seiten die Identität

wobei unter yl. die zu ^((>') gehörige Unterdeternninante verstanden wird.

Multiplicirt man noch mit a,a und summirt über k, so entsteht

3) — f ^;/,„ a„t
=(}"-'' :Za,.,^ y\— (>"-

' a,.; z/ ((>')

;

«', i = 1 , 2 . . . w.

Setzt man hier

(> = ±1
so wird

Yik = r'k

und die Formel 3) liefert lineare Gleichungen zur Bestimmung
der Unterdeterminanten der characteristischen Function
von ü, aus denen man, wenn nur eine der Determinanten

\U+E\, \Ü—E\

nicht verschwindet, die c,^. finden kann.')

Die Gleichungen 3) besitzen aber eine weniger übersichtliche Form,

wie diejenigen, die bei Benutzung einer anderen characteristi-

schen Function sich ergeben. Es spricht sich das namentlich durch

den Umstand aus, dass die geränderte Determinante rechter Hand in 2)

die Grössenreihen U, V an Stelle der ursprünglichen u, v enthält,

während es bei orthogonalen Formen gerade von besonderem Vor-

theil erscheint, dass die ü, V den u, v gleich werden. Dies lässt sich

zum Theil aber auch bei beliebigen Formen S erreichen.

Setzt man

(Sy = ^cc,.,^x,y„

1) Vgl. meine Note, Ueber bilineare Formen, Nachrichten von der k. Gesellschaft der W. zu

Göttingen, Juli 1887.

33*
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und
V= u{sy

so genügt, die Form V der Gleichung

V'SV=(SY';

sie transformirt die Form S in die Form (S^)~\ welche ihre beige-

ordnete heissen möge. Dabei ist

S(r-^ (> s-') = (F')-' (V' 9+ (ST').

d. h. die Gleichung

hat auch jetzt nur reciproke Wurzeln. Bezeichnet man auch hier die

Substitutionscoefficienten, deren Determinante jetzt gleich

e

~Ä

wird, durch c,,,, so haben dieselben dem System der n^ Gleichungen

zu genügen. Aus

ergiebt sich durch Uebergang zu den conjugirten und reciproken Formen

oder

VSV' = V'SV = {SY\

so dass neben den- Gleichungen 4) auch das äquivalente System von

n^ Gleichungen

5 ) — ^ik ^mi ^nk = '^mn

besteht.

Vermöge der Gleichungen

F'5F = (-S')-'

8' F5=(F')-i
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besteht jetzt zwischen den Formen V und S eine vollständige Reci-

procität, so dass man sagen kann:

Wird durch die Substitution V die Form S in ihre bei-

geordnete Form transf ormirt, so wird umgekehrt durch die

Substitution S die Form V in ihre beigeordnete transformirt,

Multiplicirt man nun die Determinante

^21+? «2 1' ^22 + ? «22

6) «/'(?) =
vi

v\

2 + Q "«2

V^l

u\ u'l

u\ u\

< <

zuerst mit der Determinante der %, dann mit der der Substitutions-

coefficienten c,,, , so ergiebt sich vermöge ähnlicher Transformationen

wie vorhin:

7) exp{Q) = {—\ff

falls

C«j+e^««l, <^«2+?'«"2

U': = -^:Sula,,a,i,

. . v] v\

. . iu'v')

<

. . {u"v') (//•t;^-)

gesetzt wird. Man erhält auf demselben Wege die Gleichung:

^11 +?'«ll C2i+e'«21

n *v^((>) = (-!)'=(>"
Fi V\

F? FJ

. . mJ ^tJ

<

. . (^('^;'') («<'' v^)

wobei die Bezeichnungen
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zu gelten haben.

Bezeichnet man wieder die ersten Unterdeterminanten der character-

istischen Function

^(?) = |c,Ä+ (>«*!

durch /i,., so hat man aus 7) für ^ = 1

8) - *^«,,^,. - (j"-'^a.,,rl—(^"-'^iif')iks),

und ebenso aus 7^)

Wählt man an Stelle von J(()) die characteristische Function

^l(c) = |c,-,c+ (>«;.,:!,

so erhält man auf ganz ähnlichem Wege, falls

9) v^.(^)

gesetzt wird,

10) eip,i(^) = {—lfQ"

Cnj+ QCCtn C„2 + ßa.^„

v\

. . u\ <

. . ^^2 u\

<
. .

1

. .

1

Cil + ?'«11 Cl2+^'«2] • vi v\

Ci<2 + ?'"2«
• < vi

(u' v")

V'[ u\ {u''v') (m"z;^)

U'i^
1 ^ /,

{u''v') == ~^uiv{a,,,
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also auch, wenn die ersten Unterdeterminanten von z/, ((>) wieder durch

yl, bezeichnet werden, für fc = 1

Die Formeln 11) können zur Bestimmung der Substitutionscoefficienten

gebraucht werden, wenn für (>=4-l J{()), dagegen nicht ^i((>) ver-

schwindet, lieber den Zusammenhang der Wurzeln beider Gleichungen

vgl. § IV.

Aus der Gleichung 7) oder 9) ergeben sich weitere Eigenschaften

der Substitutionscoefficienten von V.

Es sei Q^a eine Wurzel der Gleichung J(i))^=o, für die der Ex-

ponent des grössten gemeinsamen Theilers aller k — 1*™ Unterdeterminanten

gleich ^,,_, , der des grössten gemeinsamen Theilers der ä;*®° Unterdeter-

minanten aber mit l^ bezeichnet sein möge, wobei h'^h-i ist. Dann gilt,

wie übrigens aus der Gleichung 7) folgt, in welcher a an Stelle von (>'

einzusetzen ist, gleiches für die reciproke Wurzel a' = -

.

Entwickelt man beide Seiten der Gleichung 7) nach Potenzen von

Q— ß, und bezeichnet die Determinante ip{(S) jetzt durch

so ist

wo der von (j unabhängige Coefficient Aa für ^ = « nicht verschwindet.

Zugleich wird

i2'j ^(,'j;::";.)=Ä,.(j;;::^';)(.'-..')"+--

Trägt man diese Werthe unter der Voraussetzung

13) 2ula,,a,= U'l,-

h=l, 2--k,

1=1, 2- n,
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in die Gleichung 7) ein und bemerkt, dass zur Ermittelung der 4*^" Potenz

von ((>— a) rechter Hand die Elemente {ii,''v^) sämmtlich gleich Null ge-

setzt werden können, da sie mit höheren Potenzen von ()— a multiplicirt

sind, so ergiebt sich die Gleichung

Von dieser Gleichung sollen zunächst Anwendungen auf den Fall

gemacht werden, wo S eine symmetrische resp. alternirende Form ist.

Ist S eine symmetrische Form, so werden nach 13) die Ifl den

u'' gleich, und man hat

Für eine alternirende Form S wird dagegen U\:= — u'' und

damit

Ist nun insbesondere a = + 1 , so folgt aus 1 5)

und aus 16)

«') '^«(::;;::)=(-i)''^i-C;::;)

da für a= — 1 w nothwendig eine gerade Zahl sein muss, wenn die

Determinante der alternirenden Form S von Null verschieden sein soll.

Aus 15") und 16") folgt der Satz:

Verschwinden die s'ämmtlichen k— 1*"" Unterdeterminanten
der characteristischen Function J{(i) für eine Wurzel Q^a,
« = + 1, und enthalten die sämmtlichen A;*^" Unterdeter-

minanten noch den Factor (g— afk, /,/>o, so ist die Form

'61(5 — a)Va=
j
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für ein symmetrisches S symmetrisch oder alternirend, je

nachdem
für « = + 1 f und (~ l/''+ ^^

für ß = — 1 f und (— if + ^' + ^^

gleiches oder entgegengesetztes Vorzeichen haben. Ist

dagegen S alternirend, so findet dasselbe statt, je nachdem

i und (— 1)4

von gleichem oder entgegengesetztem Zeichen sind.

Nach Herrn Stickelbe rger') genügt nun zur Bestimmung der l,.

oder der Elementartheiler die jedesmalige Untersuchung einer bilinearen

Form H{uv), welche den ersten Coefficienten der mit gewissen Grössen

uß, vß; /5 = 1, 2--k— 1 und einer letzten Reihe von Grössen u, v gerän-

derten Determinante der c,j.+ (^ '^»fc
i^i ihrer Entwickelung nach Potenzen

von (> — a bildet. So lange H{uv) nicht alternirend ist, kann man die u

den V gleich setzen. In dem Falle aber, wo B(;uv) eine alternirende

Form ist, werden zwei aufeinanderfolgende Elementartheiler gleich. Man
kann dann zwar nicht die u den v gleich setzen, aber bei der Unter-

suchung der k-\-l^''" Unterdeterminanten durch geeignete Wahl der

Grössen des Randes die verloren gegangene Symmetrie wiederherstellen.

Es sei nun S eine symmetrische Form, und das Zeichen von

6ß"(— 1)^'+ ^ a = ±l

positiv, während k von 1 bis A;, geht. Dann ist nach lö'') jene Form
H(;uv) eine symmetrische, und man kann die uß den vß gleich wählen, so

lange ß gleich 1, 2--/fc, ist. Wird aber jenes Zeichen für ^i+l +4,4.1
negativ, so wird zugleich H(uv) eine alternirende Form. Es ist dann

der Elementartheiler e^^ gleich e,.^_^^. Nun sind alle Zahlen k-\-l,^ für

^- = 1 , 2 •• • Ä, einander nach dem Modul 2 congruent, dagegen ä:, -}- 1 -j- Zj.^4.1

denselben nach demselben Modul incongruent. Es ist also in der

Gleichung

- 1 + e,, = k^ + A;, - (4^+, + Ä;, + 1)

1) Stickelberger, üeber Schaaren von bilinearen und quadratischen Formen, Borchardt's
Journal, Bd. 86, S. 39.

Abh. d. II. Cl. d. k. Ak. d. Wiss. XVII. Bd. IL Abth. 34
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die rechte Seite eine ungerade, also e,,, eine gerade Zahl. Und umge-

kehrt muss, wenn e,,^ eine gerade Zahl ist, die Differenz rechts aus zwei

modulo 2 incongruenten Zahlen bestehen. Bezeichnet man daher mit x

irgend eine der Zahlen, welche kleiner als ki ist, so ist zufolge der

Gleichung

e. - e,, - k+^— (L +,+y--^l)- [h, + /^i -(?.,+, +^^ + 1)],

e^ incongruent e,,^ (mod 2),

also e^ eine ungerade Zahl. Aus der Gleichung

- 1 + e,,+, = 4,+, + k, + 1 - (^2+ ^, + 2),

in welcher e,.^^., = e^^ zu setzen ist, geht dann hervor, dass

Es muss also jeder Eleraentartheiler mit geradem Exponenten

paarweise auftreten.

Ist dagegen die Form alternirend, so wird man, so lange das

Zeichen von

positiv ist, die M den w gleich setzen können. Wird aber e{— 1) ''+^ gleich

— 1, so wird die Form H{uv) alternirend und zugleich

In diesem Falle ist aber /,,
— 4^, ungerade, also e,, selbst eine un-

gerade Zahl.

Damit ist der wichtige Satz des Herrn Frobenius') bewiesen: Die

Elementartheiler der characteristischen Function jeder

Substitution, welche eine symmetrische (oder alternirend e)

Form von nicht verschwindender Determinante in sich selbst

transformirt. sind paarweise von gleichem Grade und ver-

schwinden für reciproke Werthe, mit Ausnahme derer,

welche für den Werth -|- 1 oder — 1 Null sind und einen un-

geraden (oder geraden) Exponenten haben.

1) F. S. 41. Dass ein Beweis dieses Satzes mit Hülfe des S. 259 benutzten Ränderungs-

principes geführt werden könne, hat schon Herr Stickelberger angegeben, sein Verfahren jedoch

nicht entwickelt. Borchardt's Journal, Bd. 86, S. 43.
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Aus diesem Satze ergeben sich noch einige weitere Folgerungen.

Verschwindet für eine Form S (gerader Ordnung) keine

der beiden Determinanten |<S'+ /S"|, ist ferner g die gros st e

Zahl, für welche noch alle Unterdeterminanten n— g*®'' Ord-

nung der characteristischen Function \U— (jE\ einer Sub-
stitution f/" für (>=: + l verschwinden, so ist q eine ungerade
Zahl.')

Verschwindet dagegen 1^

—

S^\, während /S-j-^'j von Null verschieden

ist, so sind die Elementarth eiler mit ungeradem Exponenten, welche für

(j = + 1 verschwinden, nicht nothwendig paarweise vorhanden. Bezeichnet

man daher die ungeraden Exponenten für (j= — 1 mit

so ist

also 2:ß^o oder 1 (mod. 2), je nachdem f = -]- 1 oder = — 1 ist. Man

hat also auch: 2)

Sind ?7, Fzwei zugleich eigentliche (uneigentliche) Substi-

tutionen, welche eine symmetrische Form von nicht ver-

schwindender Determinante in sich transformiren, und ver-

schwindet die Determinante von |t/'-|-F|, so verschwindet sie

mit einer ungeraden Anzahl von Systemen von Unterdeter-

minanten.

Diese ausgezeichnete Eigenschaft der Wurzel (> = — 1 der charac-

teristischen Function von U bei einer eigentlichen Transformation lässt

sich in allerdings beschränkterem Umfange auch erkennen, ohne dass die

Existenz einer symmetrischen Form von nicht verschwindender Deter-

minante vorausgesetzt wird.

Man hat nämlich vermöge V Sü= S die Identität

17) (ü' S' -\- S (j){U^o E) = {U' a -^ E)S' ^ ijSiU^ a E).

1) Die Substitution in L'^ ist eigentlich, da das Product der Wurzeln der characteristischen

Function gleich + 1 ist.

2) Vgl. Stieltjes, Sur un theoreme d'algebre, Acta Mathem. VI S. 319; Netto, über

orthogonale Substitutionen, Acta iVIath. IX S. 291, sowie meine Note in den Göttinger Nachrichten,

Juli 1887.

34*

© Biodiversity Heritage Library, http://www.biodiversitylibrary.org/; www.biologiezentrum.at



262

Setzt man hier (> =: + 1 und

so folgt

18) W{U^nE) = W'-^oW,

und für a =: + 1

19) (U' S' + S(j){ü-^ E) = {E-\- U')S' + i)S{E^ ü)

(U' 5" + Si)){U— E) = (E— Ü')S'— ()S{E— U)

Die Formen

werden dabei durch U in sich transformirt.

Verschwindet nun
|

V\ nicht , so sind die Elementartheiler von der

Form ((>-!- 1)^*, (q — 1)^*+' in der characteristischen Function von ü stets

paarweise vorhanden; verschwindet [TF| nicht, so gilt dasselbe von den

Theilern von der Gestalt ((> — 1)'', ((>+l)'''+\

Und ähnlich folgt aus 19)

Verschwindet \U A^ E\ \\U— E'\\ nicht, so hat die characteristische

Function jC/''*S"-|-Ä'(>| den Character derjenigen einer Schaar von con-

jugirten Grundformen J. -j- (> J.' [J.— qA^'\.

Verschwindet dagegen \ü-\-E\ oder \U— E\, so transformirt U eine

Schaar von conjugirten Grundformen in sich, deren Determinante iden-

tisch verschwindet.

Aus der Gleichung 16'') ergiebt sich ferner der Satz: Eine alter-

nirende Form von nicht verschwindender Determinante lässt

keine uneigentliche Transformation zu.^)

Ist nämlich f = — 1 , so sind « = + 1 Wurzeln der characteristischen

Gleichung, und es gilt die Gleichung 16^). Verschwinden also die A;'^"

Unterdeterminanten nicht mehr sämmtlich, so ist Ip. ^= o. Dann aber bilden

die Werthe conjugirter k^" Unterdeterminanten ein alternirendes System,

und die sich selbst conjugirten Unterdeterminanten sind daher gleich Null.

Dies bedingt aber nach einem bekannten Satze, dass alle A;*®" Unterdeter-

1) Vgl. Frobenius, Ueber die schiefe Invariante etc. Borchardt's .Journ. Bd. 86, S. 50.
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minanten überhaupt gleich Null sind, was im Widerspruch mit der Voraus-

setzung steht. Dagegen bilden bei der eigentlichen Transformation einer

alternirenden Form für eine Wurzel von der Form (> = + 1 die k*'"" nicht

verschwindenden Unterdeterminanten der characteristischen Function immer

ein symmetrisches System.

Auf dieselbe Weise ergiebt sich für 1,, = o aus 1 5'') wenn man

e = {-ir

setzt, dass für die Wurzel a = -\- 1 die Zahl Z'+A', für a =z — 1 dagegen

die Zahl it -{-n-\-k eine gerade sein muss.

Uebrigens gilt nach 15), 16) der allgemeine Satz:

Bei einer alternirenden oder symmetrischen Form sind

die zu {g— aYk, {^i
— ajk gehörigen Coefficienten der Ent-

wickelung conjugirter Z;*"' Unterdeterminanten der charac-

teristischen Function der Substitution V nach Potenzen von
(}— a, (>j

— ai einander proportional, so lange alle Unter-

determinanten von höherem als n— Ä;-Grade für (j^=a ver-

schwinden.

Um an die Gleichung 14) für eine beliebige Form S ähnliche Fol-

gerungen anknüpfen zu können, benutze ich den von Herrn Frobenius
ausgesprochenen Satz:^)

„In einem Elementensystem, in welchem alle partiellen Determinanten

m -\- 1 Grades verschwinden, verhalten sich die aus irgend m Zeilen ge-

bildeten Determinanten w*"" Grades wie die entsprechenden, aus irgend

m anderen Zeilen gebildeten partiellen Determinanten w*®° Grades."

Es ist vielleicht nicht überflüssig, diesen Satz, den Herr Frobenius
mittelst der Betrachtung vollständiger Lösungssysteme linearer Gleichungen

bewiesen hat^), auf einem etwas anderen Wege herzuleiten.

Es seien die 4 Determinanten ?)?*™ Grades,

gebildet aus irgend welchen Elementen (/, h, c, d,

1) Frobenius, üeber das Pfaff'sche Problem, Borchardt's Journal Bd. 82, S. 241.

2) Ebenda S. 236.
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in dem folgenden Schema

«11

Cll

i, /.= 1 , 2--')n

C<'\m Oll

(fmm Om 1

Clm (hl

^m\

^mi

dir,

angeordnet und es werde die Determinante

DiQ-

hll hin, CtlQ

hml 'hunt ttmO

da di,„ CiQ

betrachtet. Dann ist

Bc„

e, (>= 1, 2 • •«*

2:a,gdi„B.=Dif,,^iQ '- ^üQ ^iO ^S0 iß 5

wenn man unter B^,^ die adjungirten Determinanten der Elemente h^g

versteht, oder

\c,-,B-D,,\ = ADB—\
Verschwinden nun alle 1),^, während B zunächst nicht Null ist,

so folgt

GB—AD= o.

Dies ist aber der von Herrn Frobenius angeführte Satz. Nennt

man nämlich in einem Elementensystem alle m reihigen Determinanten,

welche aus denselben Horizontal- (oder Verticalreiheu) gebildet sind, ein-

ander horizontal (oder vertical) zugeordnet, versteht man dann unter B
irgend eine m reihige Determinante des Systems, unter A irgend eine

ihrer horizontal, unter C- eine ihrer vertical zugeordneten, so ist D als

gleichzeitig zu B und C zugeordnete bestimmt, und es gilt dann die

obige Identität.

Ist die A'" Potenz eines Linearfactors s der Variabein r, von der

die Elemente ganze Functionen sind, die niedrigste, welche in allen D^g

vorkommt, so können auch nicht alle m reihigen Determinanten, aus denen
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die B gebildet werden, eine höhere Potenz desselben enthalten, denn die

D^Q sind lineare Functionen der B. Es müssen also solche B vorhanden

sein, für welche die höchste Potenz des Factors s gleich k^<k ist. Dann

aber ergiebt sich leicht aus der obigen Identität

B/ K \m-\

(^) {CB-AB) = s^P

wo P wieder eine ganze Function ist; d. h. die BC—AB enthalten

mindestens den Factor s''.

Ich bezeichne nun die Elemente

durch

Pik, Pa-

Setzt man ferner voraus, dass die Unterdeterminanten m -j- 1*®° Grades

der characteristischen Function /!{^) für (>= « noch alle verschwinden,

die vom ?u*^" Grade aber nicht mehr sämmtlich Null sind, d. h. dass die

k= n— m*'" Unterdeterminanten nicht sämmtlich verschwinden, und be-

zeichnet man der Reihe nach mit

^1
" ^)i)

^\ ' ' ^ml

irgend eine Combination der Zahlen w=l, 2--n zu m Elementen, setzt

man ferner zur Abkürzung

P„. =
\ \>

j

P'm''1 •
• P'm''m

\

und bezeichnet man die analog aus den p],^ gebildete Determinante durch

Plc, so ist

P P — P P
Setzt man ferner

so ist nach 14)

e{— 1)*^«"--^ = ;.

Q.=

Pu

p>i u'i

Pni Pni„
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= 1

p'
Ml • P' ',»1 ü\ - .

u\

p'
'12 • P' •«.2 m . . m

p'ipi . P' ',„" ui .

'

üi

Multiplicirt man diese Gleichung mit P]y_ und ersetzt jedes Product

zweier Determinanten rechts durch das entsprechende Product nach dem
vorher bewiesenen Satze, so wird

QPU= 'f^

Phi

p ji>i

Pjm^

Jm»

u\ . . u\

oder auch

Q,PU= Q,PU.

Aus dieser Gleichung folgt aber durch Vergleichung der Coefficienten

der willkürlichen Grössen u

wenn man unter den

p pi — p p^
-* hi * jy. -*• lij 'ixt

1h t - -/'«,

Pwt_

-*- im

irgend eine Combination der Zahlen 1, 2 • w zu m Elementen versteht,

oder

V Phi Phj
aj pi plr ix r jH

In analoger Weise schliesst man aber aus 7")

b) p^-

Setzt man nun in a)

'^n '^'2: ' ' ^m ^= "n 'ht "m1

dagegen in b)

so wird

5) , 59 -
- -s,. = ^n h- ^?,«,

') ! h ' L = ii

,

j'i- 3ml

U^ , M, • K. = in Jt ' 3m 1

Pm
P\n

P,, _
1
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oder

i~ Ipi •

hi ^- jtc

Man hat also folgenden Satz:

Verschwinden die ünterdeterminanten m Grades nicht

mehr sämmtlich, während noch alle Unterdeterminanten
m-\-\ Grades für eine Wurzel Q= a von J{(j) Null sind, so ist

das Verhältniss der Werthe der conjugirten Unterdeter-

minanten für die reciproken Wurzelwert he (j^=a, «' ein un-

veränderliches.

Ist insbesondere «= +1, so folgt:

Verschwinden für eine Wurzel (>= + 1 von J{(j) die Unter-

determinanten vM**" Grades nicht mehr sämmtlich, dagegen
noch alle höheren, so bilden die Unterdeterminanten m*^"

Grades ein symmetrisches System, d. h. die Werthe conju-

girter Unterdeterminanten sind stets einander gleich.

Denn nach dem vorigen Satze sind die Werthe conjugirter Unter-

determinanten nur um einen für alle Determinanten gleichen Factor ver-

schieden. Dieser könnte nur dann von der Einheit verschieden sein, wenn

alle Hauptunterdeterminanten gleich Null wären, womit aber überhaupt

alle Determinanten m*^° Grades gleich Null werden'). Unter einer Haupt-

unterdeterminante ist dabei eine solche zu verstehen, welche in Bezug

auf die Indices der Elemente Pi^ symmetrisch gebildet ist.

§ IIL

Die reelle Transformation reeller Formen.

Die besonderen Verhältnisse, welche stattfinden, wenn eine reelle

symmetrische definite Form durch eine reelle Substitution in sich

transformirt wird, sind von Herrn Frobenius insbesondere für eine

orthogonale Form dargelegt worden^). Eine ähnliche Untersuchung

1) Vgl. die Anmerkung von Herrn Frobenius, Borchardt's Journal, Bd. 82, S. 242.

2) F. S. 51 ff.

Abh. d. IT. Cl. d. k. Ak. d. Wiss. XVII. Bd. II. .^bth. 35
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lässt sich auch für beliebige Formen führen. Dabei ergeben sich etwas

allgemeinere Sätze, als deren Specialfall dann das Theorem über definite

Formen entspringt.

Ist nämlich a eine Wurzel der characteristischen Gleichung

so sei, nach steigenden Potenzen von () — a entwickelt,

1) i^)='^.<«'-«r'"+--.

wo der grösste Elem entartheiler e^ mindestens gleich eins ist, und nicht

alle (^^, verschwinden. Zugleich folgt aus der Identität

2) :E{c„-]-Qa,,)r,, = {ks)Ji(^)

nach 1), wenn man ebenfalls nach Potenzen von {>— a entwickelt

Multiplicirt man, unter ß irgend eine andere Wurzel, unter ^^^ die zuge-

hörigen Werthe verstanden, mit der Gleichung 3) die folgende

ferner mit %,, und summirt dann über k und l, so folgt

4) ^a,,^,^% = aß^a,S,,^%.

Die Form

5) .¥= v«.,J>^^.Jo,^^y„

muss demnach für je zwei nicht reciproke Wurzeln a, ß
identisch verschwinden.

Für a ^ ß folgt aus 4)

Für jede von +1 verschiedene Wurzel muss die Form

identisch verschwinden.

Ist insbesondere die Form 8 reell, und
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so müssen für jede von +1 verschiedene Wurzel die

Formen

verschwinden.
Für zwei reciproke Wurzeln a und a\ bei denen die zugehörigen

Werthe der d durch (5"^,, (5"^ bezeichnet werden, braucht die Form M
nicht Null zu sein.

Dabei gilt der folgende Satz:

Zu denjenigen reciproken Wurzelpaaren, für welche die Form M
nicht identisch verschwindet, gehören lauter einfache Elementartheiler

der characteristischen Function ^(c).

Differentiirt man nämlich die Gleichung 1) so entsteht

Durch Differentiation von 2) folgt dagegen

oder nach Multip] ication mit y^ und Sumraation nach k

i_ dj,j L ^ — _ J V

Setzt man hierin nach 1)

so folgt aus 7) die Identität

Bezeichnet man die zu der reciproken Wurzel cf^ =: gehörigen

Werthe der y durch yli, so ist

y*' — fVi Co' r/'^^'o 4- . . .

35*
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Setzt man diese Werthe in die Gleichung

'h)
^""''^'^+ 'W)

^'"'^ ^^ ^ ^^'^^

ein, so wird

mithin folgt durch Coefficientenvergleichung

9) 2a,A,^{- \fa'^^-'2aj], = o.

Setzt man den hieraus für JS'a,„.(5'jy folgenden Werth linkerhand in

8) ein, so folgt

Unter der Voraussetzung dass die Form

nicht identisch verschwindet, sollen nun in dieser Identität die Exponenten

der niedrigsten Potenzen von q — a verglichen werden. Wählt man ein

Werthsystem der x^ y für das M nicht Null ist, und ist dann etwa

gleich Null, so ist der niedrigste Exponent rechts gleich — (öq+ 1) + (>?

(>> ; also

. — 2^0= -(^0 +!)+ (>,

Co = 1 — ^

oder, da eQ>o sein muss, (j ^= o und «0=1.

Man hat also folgenden Satz:

Verschwindet die Form M für irgend zwei reciproke

Wurzeln der characteristischen Gleichung nicht identisch,

so sind alle zu denselben gehörigen Elem entartheiler gleich

Eins.

Hat die Gleichung J{()) = o irgend zwei conjugirt complexe Wurzeln

« und </", zu denen die Werthe f)'„, <)'' gehören, so folgt aus 4):

VerschwindetdieForm
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für irgend zwei conjugirte Wurzeln nicht, so ist der absolute

Betrag derselben gleich Eins, d. h. sie sind reciprok, und ist

umgekehrt der Betrag nicht gleich Eins, so inuss TV verschwinden. Unter

der Voraussetzung, dass die Form S und die Substitution V reell sind,

sind nun für zwei conjugirte Wurzeln a und a" auch d' und ()"" con-

jugirt. also

(Ki = Ps, + ^Qsi,

und

Ist nun

:i' = :ix,x„a,,^ oder auch -2"= -S'ä;,.^«,.;^

eine definite Form, so ist N von Null verschieden. Daraus folgt:

Alle Wurzeln der characteristischen Gleichung einer

reellen Substitution, welche eine reelle Form S, bei welcher
-2" definit ist, in sich transf ormiren, sind vom absoluten
Betrage Eins.

Dann aber sind je zwei complex conjugirte Wurzeln auch reciprok;

d. h. es wird die Form M mit N identisch. Hieraus folgt weiter:

Die characteristische Function einer reellen Substi-

tution, welche eine reelle Form S, für die 2 definit ist, in

sich transformirt, hat lauter einfache Elementartheiler.
Man kann diesen Satz noch etwas verallgemeinern.

Es sei a eine imaginäre Wurzel ß^iy. Dann können in

die Grössen g-^, nicht sämmtlich Null oder den p^^ proportional sein. Denn

die Gleichungen

^{cui-\-{ß + iy) ('ki)Ps,- =o; k=l, 2 - • w

,

können nicht bestehen, so lange y nicht Null ist und die Determinante

von S nicht verschwindet, da sonst auch alle p^^ Null sein müssten. Da-

gegen müssen für jede imaginäre Wurzel die beiden Formen 6) ver-

schwinden , da das Quadrat derselben nicht gleich Eins sein kann. Ver-

schwindet nun auch die Form A'^ (10), so müssen die Ausdrücke
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^«ijPsiVaj^ ^(^ijP.iqaji ^(^ijVojq,i, ^f'ijq^i'ioj

also auch insbesondere

verschwinden, wobei man unter 2hn Qs, zwei verschiedene Puncte der

Mannigfaltigkeit

zu verstehen hat. Das erfordert aber, dass diese Mannigfaltigkeit reelle

gerade Linien enthält, oder dass sie in ihrer Tangentialiriannigfaltigkeit

sich nicht definit verhält'). Man hat daher den folgenden Satz:

Ist die Form Sa^-x^Xj in ihrer Tangentialmannigfaltig-
keit definit, und ist a eine imaginäre Wurzel der charac-

teristischen Function einer reellen Substitution, welche

die reelle Form 8 in sich transformirt, so ist die Form A^

nothwendig von Null verschieden, d. h. der Betrag von a ist

gleich Eins und die zu dieser Wurzel gehörigen Elementar-
theiler sind sämmtlich einfach.

Es sei endlich noch eine Eigenschaft der characteristischen Function

für eine symmetrische Form angeführt.

Bezeichnet man die Coefficienten der niedrigsten Potenzen der Ent-

wicklung einer A;*^" Unterdeterminante der characteristischen Function /t {q)

nach Potenzen von q — a durch P und ebenso für die reciproke Wurzel

in Bezug auf die conjugirte W" Unterdeterminante durch P', so gilt nach

§11, 14 die Gleichung

P = e{—1) a F .

Hat nun die Wurzel a den Betrag Eins, und sind ihre zugehörigen

Elementartheiler alle einfach, so ist k-\-l,,^= s, wo 5 die Multiplicität der

betreffenden Wurzel. Versteht man unter P speciell eine /c*^ Hauptunter-

determinante, so ist unter Voraussetzung eines reellen S und V
F =Ä+ iB,

F = Ä—iB,

1) Also z. B. so wie ein Hyperboloid erster Art, oder ein hyperbolisches Paraboloid für « — 4.

© Biodiversity Heritage Library, http://www.biodiversitylibrary.org/; www.biologiezentrum.at



273

und man hat
S (K-2s)'/'i

wenn
a = (i"P

gesetzt wird. Setzt man

A-}-iB ^ a e'''', - = ^„ tang ip
,

so wird

ip = -1 (tt s~\-{n — 2s)(f)-\- m n
,

'/' = i (-^ (s + 1 )+ (»« - 2,9) (^) -|- m, 71

,

je nachdem 6 ^ + ^ ^^^- Daraus folgt

:

Das Verhältniss 4 hat für alle ä;'^" Hauptunterdeter-

minanten, k^=\, 2 s der characteristischen Function ein

und denselben Werth,

§ IV.

Bestimmung der Transformationscoefflcienten mit Hülfe einer Gleichung

n. Grades.

Unter gewissen Voraussetzungen lassen sich die im § III entwickelten

Sätze noch erweitern. Setzt man

{ly
I

Uk

und benutzt die analoge Bezeichnung auch bei mehrfacher Ränderung

der characteristischen Function, so besteht die Identität

1) ^(,')(«v)=(;^)(;)-(^)(^),

deren rechte Seite entwickelt lautet

2:uk u, Vi F,„ {ylyL — rL rl^

Führt man nun an Stelle der Grössen U,-, i^=l, 2--w die Coeffi-

cienten ß^, ein, und bezeichnet mit l„, /, , I2 die Exponenten der grössten

gemeinsamen Theiler 0'™, 1*™, 2*''° Unterdeterminanten um J{()^) für irgend
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eine Wurzel (>' = «' dieser Function, so enthält die linke Seite von 1)

den Factor

wo !?>o ist. Die rechte Seite wird dagegen, wenn nach 8), § III

2) ^«.^L= -^v_.^«/sr* + if^ii>')(/^-^)

gesetzt wird, gleich

3) _ i p' " - 2 y:u, Vi V„, «,, (y,, /„„
— yi^ y,,)

-^(jJ(i)'):E V,„ yl„ {u. Vi— Ui V,)
,

und der zweite Theil von 3) enthält sicher den Factor

(^i_ßiyo 4- ?!+ ';,

wo '/>-o. Entwickelt man nun y-,., yl^ nach Potenzen von (>' — a\ so

entsteht

= (-iy^(i>'-a7'(^«)-v,,+--,

so dass der erste Theil von 3) mit dem Gliede

abgesehen von einer Constanten, beginnt. Da dasselbe einen niedrigeren
Exponenten 2 /, hat, als das zweite, so muss es verschwinden, sobald

ist, was jedenfalls stattfindet, sobald

oder

t-d
~ V] -^ t/i l/Q

ist. Aus der Gleichung

folgt aber

4) ß<,ß\..-ßLßu = o.
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Wenn also der höchste zu irgend einer Wurzel (> der characteristi-

schen Function gehörige Elementartheiler grösser ist, wie der nächst-

folgende, so besteht zwischen den aus den ersten Unterdeterminanten der

characteristischen Function hergeleiteten Entwicklungscoefficienten /?,/?^

welche zu reciproken Wurzeln gehören, das System der Gleichungen

ßik ß km

ßil ß Im

Ebenso erhält man aber

ßkm ß\k

ßlm ß ü

Schreibt man diese Gleichungen in der Form

ßik ßin ßim ßlm

setzt in der ersten i ^z m, in der zweiten m = k, so wird

ßik ßjn_ ßik ßlk_

ß\i~ ß\i' ß\-i~W^i

und hieraus folgt

ßin ßik

ß ni ß 1:1

Bezeichnet man den gemeinsamen Werth aller dieser Quotienten durch

(), so wird

5) ßl. = ßik(->.

Die Werthe der Coefficienten /9, /?', welche zu conjugirten

ersten Unterdeterminanten in Bezug auf zwei reciproke

Wurzeln der characteristischen Function gehören, sind ein-

ander proportional, wenn der erste Elementartheiler l^— l^

grösser ist als der Nächstfolgende.

Insbesondere folgt unter dieser Voraussetzung für die Wurzel

^^+1 dass die Coefficienten /?, welche conjugirten ersten

Unterdeterminanten zugehören, einander gleich sind. Denn

für k^=i ergiebt sich aus 5)

Abh. d. II. Gl. d. k. Ak. d. Wiss. XVII. Bd. IL Abth. 36
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also

Für Z, = ^2 ^= erhält man wieder den Satz des § 11 S. 267. Führt

man nun die Relationen 5) in die Gleichung 2) ein, so folgt durch

Coefficientenvergleichung

6) 2ß,^ia,,^ea"-'ßaJ = o,

und zugleich ist

also auch nach 6)

Unter der Voraussetzung Iq— /,>/,— 12 bestehen also für eine Wurzel

(j ^ a der characteristischen Function gleichzeitig die Relationen:

\c,,— ea"-'0a^,.\ = 0.

und insbesondere für (> = + 1 diejenigen, welche hieraus für 0=: 1 folgen.

Hieraus ergiebt sich der folgende Zusammenhang zwischen den

Functionen

1) Ist überhaupt

a) ^{Cis + Q CC,:s) K= 0,

so ist immer auch

b) ^{CsiQ-{-asi)h=0.

Aus den Gleichungen

folgt nämlich durch Multiplication mit hs und Anwendung von a)

-^ «si Äs= — q2 ümk Oms Chihs= —Q - Cs,- hg

mithin das System b).
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Ist (j eine Wurzel von J((ji), welche der angegebenen Be-

dingung genügt, und o eine geeignete Wurzel von

8) ^(ö) = |a,,+ aa,,.|=o,

8 ist

also

eine Wurzel von J\r)^o, und zugleich t^zofß eine Wurzel von

Weiter folgt:

Hat die characteristische Function z/((>) der Substitution

lauter verschiedene Wurzeln, so muss die Function A{o)

lauter einfache Elementartheiler haben.

Hat nämlich ^{iS) die n einfachen Wurzeln

SO gehört zu jeder Wurzel q^ ein gewisses System von W^erthen

Tili,, = ^'ih 'i

und man kann den Index h so wählen , dass nicht alle y gleich Null

sind. Zugleich ist die Determinante der n^ Grössen x,-,,; i,h^:l, 2 n

nicht Null.

In den Gleichungen 6) oder

s,h = l, 2 - n;

in denen

gesetzt ist, können nun alle o,, von einander verschieden sein. Dann ist

dasselbe der Fall mit den Wurzeln von 8). Ist aber z. B. a t=: a, = rTg = •-• a^

so hat Ä{o) eine ^- fache Wurzel, zu welcher nach 9) p linear unab-
36*
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hängige Grössenreihen a;,, , x,2 , • • x,p gehören , d. h. zu dieser p - fachen

Wurzel gehören nur einfache Elementartheiler von Ä(a).

Aus diesem Zusammenhang ergiebt sich gleichzeitig die Herleitung

der Transformationscoefficienten C;,^, zunächst in dem allgemeinen Falle

einer völlig willkürlichen Form S, den zuerst die Herren Christoffel

und Kronecker behandelt haben').

Ich nehme an, dass die Gleichung 8)

lauter verschiedene Wurzeln besitze, und dass auch keine derselben gleich — 1

sei. Dann ist tu gerade und die n Wurzeln

sind paarweise zu einander reciprok. Sind nun

irgend zwei derselben, so gehört zu jeder je ein System von Grössen

ffIn ) ffli
'>

i= 1, 2 - %,

welches die Gleichungen

befriedigt. Multiplicirt man die letzteren mit
ffi,,, Qf,,, und summirt über

k, so entsteht

ik ik

ik ik

wenn man gleichzeitig in der zweiten Gleichung die Indices .;" und k ver-

tauscht und schliesslich j durch i ersetzt.

Setzt man

^9ik9i,i(^ik = W,
so folgt

[ih-]{\-z„3;)^o.

1) ii. a. 0. Borchardt's Journal t»d. G8.
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Es ist demnach [Ih] gleich Null, sobald die Indices k und
l zu nicht reciproken Wurzeln gehören.

Nunmehr bezeichne man die Unterdeterminanten der 9,,,; i,h^= 1, 2- n

durch /'^,. Dann ist

und

h, l h. l. i. k

Setzt man ferner

s

wo die Qi, vorläufig ganz willkürlich sein mögen, so wird durch Multi-

plication mit l\t

12) Crt
— :s'(>,,c(,3.9,, 7;^,

also

Setzt man nun für den Fall, wo {lli] nicht Null ist, d. h. die Indices

Ji und l zu reciproken Wurzeln gehören,

so wird

und zugleich ist die Determinante der c,i gleich der Determinante der

ß,^ oder gleich

1

JA

also die Transformation 12) eine eigentliche.

Diese Transformation gilt übrigens auch für den Fall eines ungeraden

n, nur ist dann der betreffende Werth von (>;,, welcher der einen Wurzel

z^= — 1 entspricht
,

gleich + 1 zu setzen. In diesem Falle bleiben also

nur J (w— 1) Parameter (j^ willkürlich, während im ersten ^n will-
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kürliche Parameter vorhanden sind, wie schon Herr Christoffel an-

gegeben hat.')

Um diese Darstellung der Transformationscoefficienten für den Fall

nur einfacher Eleraentartheiler der Resolvente w'®" Grades 8)

zu erw^eitern, beweise ich zunächst einen allgemeinen Satz, der sich

überhaupt auf die Lösungen der Gleichung^)

bezieht.

Es seien

unter einander und von Null verschiedene Wurzeln dieser Gleichung, und

Ml il2 iUi.
?2 ) ^» 5

" ^1 5

i2l i22 ;27i2.

^i 5 -j 5
"

" 'S) !

solche p Systeme von je h^ Werthen, welche den Gleichungen

genügen. Es möge ferner eine lineare Relation zwischen den Werthen

der i stattfinden, dergestalt, dass

oder

«( = 1 m = 1 m = 1

ist für «=1. 2--W. Multiplicirt man dieselbe mit c,^, und summirt nach

i, so wird

1 1 1

Unter der Voraussetzung, dass die Determinante der d^^ nicht Null

ist, folgt hieraus

1) Ebenda, S. 262.

2) Ohne Beschränkung' der Allgemeinheit kann man hier die Determinanten der c>t, dui als

von Null verschieden annehmen.
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und somit auch

Aber aus dieser Identität folgt auf demselben Wege

(>o ((>2— (>,) ^«2» ^r+ • (>p ((>p— (>i ) ^«p« ^r = 0,

oder

((>3 - (^2) (C3— Pl) -^«3«, li"+ • ((>p- Q2) (Pp— C) ^«p. sT" = 0.

Indem man dies Verfahren fortsetzt, erhält man

Da keines der Producte

^fe— Ca)
(7=1

verschwinden kann, so folgt

Eine lineare Relation kann zwischen den Werthen der

^, nur dann stattfinden, wenn sie unter den zu ein und der-

selben Wurzel gehörigen 1, besteht. Sind die letzteren linear

von einander unabhängig, so sind sie also überhaupt von
einander linear unabhängig.

Insbesondere hat man also den Satz:

Sind die Elementartheiler der Function

alle einfach, so sind die Werthe der zugehörigen Grössen

$, von einander linear unabhängig, d. h. ihre Determinante
ist von Null verschieden.

Hat demnach die characteristische Function

lauter einfache Elementartheiler, so verschwindet die Determinante der

zugehörigen Grössen ^^,; Ä,i — 1, 2--« nicht. Bezeichnet man die letztere

durch G, so ist

G':A
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gleich der Determinante der Grössen [Ih]. Diese Determinante zerfällt

aber zufolge der Gleichungen

[lh]=o,

welche für je zwei nicht reciproke Wurzeln bestehen, in ebensoviele par-

tiale Determinanten, als von einander verschiedene Wurzeln der charac-

teristischen Function vorhanden sind. Man hat also den Satz:
'

Hat die characteristische Function

lauter einfache EJementartheiler, so gehört zu jeder A; fachen

Wurzel derselben eine k reihige Determinante von zuge-

hörigen Grössen

[Ih]

welche von Null verschieden ist.')

Es seien nun unter dieser Voraussetzung die Wurzeln

z^^-\- \ a fach

,

2= — 1 ß fach

,

2'= ^*, ^k' Tl. fach; Ä= 1, 2 • • /,

vorhanden. Der Wurzel ^=-]-l mögen die Gleichungen

entsprechen. Die Grössen

in denen die l, h irgend zwei Indices aus der Reihe 1, 2 • • « sind, bilden

zufolge der Relationen 10)

1) In dem S. 278 f. behandelten Falle lauter ungleicher Wurzeln sind daher die zu reciproken

Wurzeln gehörigen [Ih] sämmtlich von Null verschieden.
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ein alternirendes System, dessen Determinante nach dem zuvor be-

wiesenen Satze nicht verschwinden kann.') Man kann daher durch eine

congruente Transformation von nicht verschwindender Determinante

nach Herrn Kronecker^) bewirken, dass die alternirende Form

Übergeht in die canonische Form

welche aus ^a elementaren Formen besteht. Es giebt daher ein System

von Coefficienten ß.^^, p, q=l,2 a von nicht verschwindender Deter-

minante, für welches identisch

1 3) ^X,J,^ Yj3„„ [mn]= ^(Z, Y,— X, Y,)

wird. Setzt man nun

ffoU
=^= -^ ßlmffmi 1

y^ai -^ /-'am9mi 1

m= 1, 2 -a;

so wird der entsprechende Ausdruck \11i\q für die g^^ gegeben durch

d. h. es wird nach 13)

14) [12]o=— [21]o=l,

[34]o= -[43]o=l,

[« — 1 ßjg ==— \aa — 1 ],5
=: 1

,

während alle übrigen Ausdrücke [//?]y gleich Null werden.

Der Wurzel ^=— 1 entsprechend , erhält man dagegen nach 1 0)

ein symmetrisches System von ß^ Grössen [wiw], und durch eine ge-

eignete Transformation lässt sich dann jedenfalls bewirken*'), dass bei ge-

radem ß die aus den den Gleichungen

1) a ist also nothwendig eine gerade Zahl, wie auch aus dem Kronecker'schen Satze folgt.

2) K. S. 405.

3) Vgl. wieder die Transformation des Herrn Kronecker, K. S. 405.

Abh. d. II.Cl. d.k.Ak.d.V^iss.XVII.Bd.II. Abth. 37
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genügenden Grössen g^,- gebildeten Ausdrücke

[IKf- l,h = \,2...ß;

die Bedingungen

15) [12f = [2 1f=l,
[3 4f = [43f =1,

erfüllen, während wieder alle übrigen Werthe [Ihf verschwinden. Bei

ungeradem ß wird an Stelle der letzten der so eben angegebenen Gleich-

ungen der nicht verschwindende Ausdruck

[ßßf
treten.

Da endlich für die von +1 verschiedenen Wurzeln überhaupt alle

Ausdrücke [mn] verschwinden, sobald sie nicht zu reciproken Wurzeln

•^/i) ^r' gehören, so bedürfen die übrigen Grössen g^,, keiner weiteren

Transformation. Gehört also etwa zu der y,^ fachen Wurzel z,^ das System

zu der Wurzel ^;7' das System

ff,n, gj2--g^jn; j = 1, 2- -y,^;

so sind nur die Ausdrücke

von Null eventuell verschieden. Diese Coefficienten sollen der Einfachheit

halber durch

9i\ 1 9j2 ' 9jn

bezeichnet werden, so dass der Index ,; alle Werthe von 1 bis w— (ß+ ß)

durchläuft, und die Ausdrücke
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nur dann von Null verschieden sein können, wenn die aus der Reihe

1-w — (ß-f-/^) gewählten Indices y^, j^ zu reciproken Wurzeln gehören.

Vermöge des so bestimmten Systems canonischer Elemente, dessen

Determinante nicht Null ist, bilde man nun die Gleichungen

16) ^(c,,—
(>o, ß,J^^,,

r^o; /=1, 2--a,

^{Cis— C,«/s )9js = o; j —\, 2 - w— (a -f /?),

wobei die Parameter Qq, (f, ^ vorläufig ganz willkürlich sind. Bezeichnet

man die Unterdeterminanten der Coefficienten g, je nachdem sie nach

^ , ^ps, g^^ genommen sind, durch 7'^,, 7'°^, 7^^, so findet man wie vorhin

und zugleich wird

17) :ScaC^,a,k

+ -^^y^ ^7v ^7,ui; ' 7v^ l-^/* -^"J
•

Die Transformationsbedingungen sind daher erfüllt, wenn man setzt

^ä ^„^= • •

=

^oa-i Co«= 1

;

Die Determinante der c,s wird nach 16) gleich der mit dem Producte

aller Parameter Qq. (f, (j multiplicirten Grösse ~\ d. h. die Transformation

ist eine eigentliche mit ^n willkürlichen Parametern, während

bei ungeradem n, wie leicht zu sehen, nur ^{n— 1) willkürliche Parameter

auftreten.

Man erhält vermöge eines anderen Systemes canonischer

Elemente auch uneigentliche Transformationen, sobald ß>o
37*
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ist. Man kann nämlich durch eine cogrediente Transformation bewirken,

dass die symmetrische zu den ß- Grössen [mn\ gehörige Form in eine

Summe von Quadraten verwandelt wird, d. h. dass an Stelle der Rela-

tionen 15) die folgenden

[n]o_l; e=.i, 2 •••/?,

treten. Alsdann treten an Stelle der zweiten Gruppe von Formen auf

den rechten Seiten von 16) und 17) die Ausdrücke

/ -0 7-0 _i_ / -0 r-O I

. .
/-O r'O

-* li ^ IT n^ -t
2i -* 2T n^ ^ ßt^ ßrl

Den Transformationsbedingungen genügt man nun durch die Annahme

^°= + i;

und man erhält daher uneigentliche Transformationen mit ^[n—ß)

oder -|-(w— ß — 1) Parametern, wenn für eine ungerade Anzahl von

Indices i der Werth — 1 gewählt wird. In der That ist auch für die

Existenz uneigentlicher Transformationen nothwendig und hinreichend'),

dass die Function

einen Elementartheiler von der Form ((>+ i)"+i hat.

§ V.

Transformation von Formen mit verschwindender Determinante.

Ich schliesse hieran einige Bemerkungen über die Transformation

von Formen mit verschwindender 'Determinante, welche, soviel

mir bekannt, überhaupt .bisher nicht näher in Betrachtung gezogen ist.

Wenn die Substitution U die Form S-^{)S^ in sich trans-

formirt, so transformirt sie auch die Form S in sich selbst,

falls (ß nicht gleich Eins ist.

1) Vgl. Frobenius, Borchardt's .Journal Bd. 86, S. 47.
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Denn aus

folgt durch Uebergang zu den conjugirten Formen

also auch

ü'su(i—(j'')^s{i — Q'y,

mithin unter der genannten Voraussetzung

U'SU=S.

Wofern daher die Determinante von S-\-()S^ nicht identisch ver-

schwindet, kann man (> einen von +1 verschiedenen Werth ertheilen,

und damit die Transformation auf die einer Form von nicht

verschwindender Determinante zurückführen.

Verschwindet aber jene Determinante identisch, so kann S durch

eine cogrediente Transformation V auf eine Form 2 reducirt werden,

welche nur von den einer Form -EJ, entsprechenden Variabelen x^ ?/,

•-^2 2/2, ••a;„j«/«,, wo «i^w, abhängig ist').

Setzt man nämlich

v-'uv=w,
so ist

Falls nun die Determinante .Z-j-^^'j nicht identisch verschwindet,

kann man gleich \2.\ als von Null verschieden voraussetzen. Dann ist aber

1) E.2W' E.,2:E^ WE2 = ^,

also auch

u = E.,WE2

eine Form von n^ Variabein, welche 2 in sich transformirt und deren

Determinante
|

u
|

nicht Null sein darf. Und zugleich ist für -E, -\- E2= E
E,W':^w=o,

oder, da die Determinanten \W\ und 1^1 nicht Null sind,

1) Vgl. K., § 3, IV. 1 ff.
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E,WE,^o',

d. h. es verschwinden alle Coefficienten W-,. in der Form

Damit ist die Transformation vollständig bestimmt, denn die Coe-

fficienten TF,^,, sind aus der Gleichung 1) zu entnehmen, während die

^«i&i 1 ^.vc2 vollkommen willkürlich bleiben.

Wenn aber die Determinante von ^-^-fj^"" identisch verschwindet,

so ist, da die Anzahl der in -2" vorkommenden Variabein durch cogre-

diente Transformation nicht mehr verkleinert werden kann,

-2"= Ä«+ 6"^

,

wo

und m eine ungerade Zahl ist, während 8ß nur von den in ILß vor-

kommenden Variabein abhängt und die Determinante von 8ß nicht Null

ist. Man erhält alsdann die Gleichungen

2) E^ W'E^ 2E,WE2= ^,

jE,W^E,^=o,

\:ee,we,^o,

die im Wesentlichen auf die Gleichungen 2) zurückkommen, da die

Gleichungen 3) linear sind. Aber auch die Gleichungen 2) lassen sich

noch weiter reduciren.

Ich betrachte zunächst den Fall, wo -Z=6^„, d.h. ich bestimme
alle cogredienten Transformationen von mVariabeln der

Form Sa in sich selbst. Setzt man an Stelle von x^

so lauten die Transformationsrelationen

1) Vgl. K. § 3, IV, 1.
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wo (kl) gleich Eins zu setzen ist, wenn k =: l— 1, sonst aber die Null

bedeutet. Bezeichnet man die ersten Unterdeterminanten der c^j. durch

1]^, so erhält man die Bedingungen

^5-1,2 = -'535 ^s+I,2 =^ -* sl )

^3—1,11- ., = /: '"5+!, Ji— 1
/:

Diesen Gleichungen zufolge wird eine grosse Zahl von Coefficienten

c,j. gleich Null. Führt man die so reducirte Anzahl in das Trans-

formationsproblem ein, und beachtet, dass die Determinante der c,j. nicht

verschwinden darf, so ergiebt sich für die c,,, folgendes Schema

a ß y d

^ 00 00
— ß a ß y

00 ^ 00
— y — ß a ß

00 00 ~

— ä — y — ß a

dessen Anordnung sofort verständlich ist, sowie man die der Haupt-

diagonale parallelen Elemente betrachtet; die a, ß, y, sind dabei

vollkommen willkürliche Parameter; die Substitution selbst lautet:

x^=^ax^ -\-ßx^ -{-yx^ 4- <^a?6 + • •

*-2 — a"^2

x^ = — ßx^i-ax^-{-ßx^-{-yXe -f-

^4= a*4

X,= — yx.^—ßx^-j-ax^-\-ßXg-\-

X,= ^^6

x,= — öx^—yx^—ßx^-}-ax^-^

Daraus ergiebt sich:
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Jede Transformation welche die Form Sa in sich cogre-

dient verwandelt, hat die Determinante a, sie enthält im all-

gemeinen ^-)- 1 Parameter, und ihre characteristische Func-

tion hat nur p-\-l einfache Elementartheil er (>— a und p ein-

fache Elementartheiler von der Form (j— ~, wenn m=2p-\-l.

Die Form

reducirt man durch die cogrediente Transformation

.'r, = «,s,-

auf die Form Sa, wenn man setzt

'2P+1

'2p

a„ a. a2p

0^2 '^4 * (^2p— 2

(Jj Cfj • • CI,2p—\ • f^i

Auch bei geradem m=2p lässt sich die cogrediente Transformation

leicht bewerkstelligen, wie hier beiläufig bemerkt werden mag. Man

erhält zunächst folgendes System von Coefficienten c^^

a ^\3 C,5 ^.7
1

a

a ^13 ^5
^42

1_

a

a Ci3

^6 2 ^42
1

a

a

^8 2

t

'^6 2 (=i2

n
und eine directe Vergleichung der Transformationsbedingungen liefert

dann noch p— 1 Gleichungen, aus denen man linear die Werthe der

C42, 062) ^82 • bestimmen kann.

Ich betrachte endlich noch die cogrediente Transformation der Form

Sa ~\- Sß.
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Ist m wieder eine ungerade Zahl 2 p ~\-\, so findet man für die

mit den Grössen u, v geränderte Determinante der Form

Sa (iSa

oder

1 . . u

Q l . Ms

— Q 1 .
• ^i

0. . Ur

V, V, Vo V, . .

E.

den Ausdruck

Versieht man jetzt die Determinante von

4) Sa— QS\^Sß-QS'ß

mit einem Rande gebildet aus den Grössen m,-, Vj^ «, ä; = 1, 2 • n, so ent-

steht als Werth dieser geränderten Determinante

5) H\Sß-Q8y.

da die Determinante von Sa— (iSa identisch verschwindet. Multiplicirt

man ferner unter der Voraussetzung

-^ ^ik ^im ^kn ^m«)

die Form

«1« u,

Unn u„

v„ V

Ä =

mit dem Quadrat der Substitutionsdeterminante, so entsteht, falls letztere

gleich f und

6) i:c,iU, = u]; i= 1, 2--W,

Zc,kV, = v\; k=l, 2-n,

gesetzt wird,

Abh. d. IL Cl. d. k. Ak. d. Wiss. XVII. Bd. IL Abth. 38
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Ersetzt man in dieser Gleichung die Coefficienten a,j. durch die der

Form 4) und berücksichtigt den in 5) gegebenen Werth, so ergiebt sich

die Identität

e'K (f+ V«^-2 (>""'+•• «^l)K+ 9 ^,n-2+ " " ^1 P^)

welche unter der Voraussetzung von 6) besteht. Differentiirt man die-

selbe nach den Variabein v^, m, wenn i und j irgend zwei Zahlen aus

der Reihe

2, 4, 6, • 2|?, 2^+ 2, 2^+ 3, • • w

sind, so folgt, da diese linkerhand gar nicht vorkommen

= (Cim Q"+ Cim-2 P^"' + • • Ca )
(Cy™+ 9 Cjm~2+ " * f Cß)

d. h. es sind alle Coefficienten

gleich Null.

Differentiirt man dagegen nach v^_2„ %n-2j wo %j irgend zwei Zahlen

aus der Reihe

0, 1, 2--P,

sind, so folgt

e ^ ^ ' =^ ((^ Cm-2i,m'l~ (f Cm-2t,m-2] ^m-2:, l)

1 \pm-2i,m\Q ^m-2y, m-2\~"(^ ^m-2y, V

und hieraus folgert man leicht, dass alle Coefficienten c^,., welche nur

ungerade Indices aus der Reihe

1,3,-. -2^ + 1

enthalten. Null sind, mit .Ausnahme von

Cu ^^^ C33 = • • = c^^ = ß,

wobei

a = -\- s

ist.

Die Substitution hat daher folgende Gestalt:
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^ll^l ~r ^12^2 "T" (^H^il^iQXg-] Cl2p^2p~r ^(^\h^h

<^22 ^2 1 ^24 ^4 1 <^26 ^6]''^22p ^2p I
-^ ^2/1 ^A

^^33 ^3
I

''32 ^2 ~T~ ''34 ^i 1 ^gg ^/g -p ' " C3 2p iCj^ -|~ "^ ^3A ^A

<^42 ^2 ~r ''44 •''4 T ^46 ^6 ~r ^i 2p ^2p T" "^ ^ih%

^^2^, 2 *2 ~r ^^2^, 4 ^4 I
<'2p, 2p ^2p ~r ^C^ph ^h

^2p+l, 2p+-l ^2p-f 1 1 ^^2?+!, 2 ^2 I ''2p+l, 4 ^4 "1 '
" ''2p+l, 2p ^2p "T" -^ (^2p-\-\h ^h

^s, 2 ^2 ~r ''s4 ^4 "~r ^s, 2p ^2p T~ — ^sh -^h

s, 7r = 2p^2, 2p^S, n.

Führt man diese Coefficienten in die Bedingung ein, dass die Form

'^a + Sß in sich selbst übergehen soll, so ergiebt sich

C24 = C26 = = C22p ^= C-2A =^ "^l

C42 -— ^iö -— ' ^^— ^4 2p ^ ^4/; —- ^7

''2p 2 —- ''2p 6 ^— -— ''2p 2p -- '-2p Ä ^ ")

so dass schliesslich die Substitution die Gestalt

^11 ^1 ~r C'\2^2
I

''14^4 ~r '^12p^2p
I

— (^Ih^h

''33 ^3 I
'^32 ^2 ~r '^34 ^4 4~ " ^^32^ ^2p "T -^'^3A ^h

^hö^b 1 ''52 ^2 ~r ''54^4 1 ' ''52p ^2p 1 — ^öh ^h

''2p2p^2p

''2p+ l, 2p+l ^2p+l ~T '^2p+l,2^2+ '^2p4-I,4^4 ~r ' ' '^2p+], 2p^2p "T -^'^2^+1 /i ^/i

^s2 ^2 ~r ''S4 ^4 ~r "
''s 2p ^2p 1 ^ ^sh ^h

s, h=2p-^2, 2p-^3, n

erhält, wobei

Cll ''22 -— ''33 ''44 -— ''55 ''66 —^ ''2p+l, 2p+l ''2p, 2p -— •'

sein muss.')

1) Für die Coefficienten

C12, Cn, • • Ci,2p

1= 1,3, 2p+l
ergeben sich Bedingungen, durch welche dieselben linear durch die übrigen ausgedrückt werden.

38*
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Die characteristische Function jeder Substitution,

welche die Form Sa-\-Sß in sich transformirt, hat demnach
den Werth

(a— (jr+\^-(jYM

wo M die aus denjenigen c,^ gebildete characteristische

Function ist, die den

i, k= 2?>+ 2, 2p+ 3, • • w

entsprechen.

§ VI.

Symmetrische und alternirende Transformation einer bilinearen Form in sich.

Die Substitution ü, welche S in sich transformirt, ist eine symme-

trische, resp. alternirende, wenn

U=±U'
ist. Die Gleichung Ü^SÜ=S geht dadurch über in

1) ÜSU=±S.
Aus 1) folgt

US^= (US) S = ± SiU-' S) = S' u.

Jede Substitution dieser Art ist daher mit <S^ vertausch-

bar. Aber im allgemeinen ist sie auch schon mit S selbst ver-

tauschbar. Setzt man nämlich

ÜS—SÜ=X,
so wird

SX=SÜ8- S'U,

XS=US'— SUS,
also

2) SX-^XS = o.

Damit die Gleichung 2) eine von Null verschiedene Lösung für X
zulasse, ist nothwendig und hinreichend, dass die characteristische Function

von S entgegengesetzt gleiche Wurzeln habe.') Man hat daher in
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diesem Sinne zwei wesentlich verschiedene Transformationen
zu unterscheiden. Die der ersten Art sind mit S vertausch-

bar, die der zweiten sind es nur mit S^, können aber nur bei

Formen speciellen Characters vorhanden sein.

Ich betrachte zunächst die symmetrischen Transformationen
der ersten Art.

Unter der Voraussetzung US^SU folgt aus 1)

3) U' = E-

und umgekehrt wird jede symmetrische Transformation, welche dieser

Gleichung genügt, und mit S vertauschbar ist, auch S in sich trans-

formiren. Denn es ist

S = SW = {SU)U= ÜSU.

Die allgemeine Lösung der Gleichung 3) erhält man aber leicht auf

folgendem Wege. Da die characteristische Function einer Form ü, die

der Gleichung 3) genügt, nur einfache Elementartheiler von der Form

^4^1 haben kann, so ist U der Form

E,-E,
ähnlich, also

U=r{E,— E,)V-\

Damit U symmetrisch sei, muss

ViE, - E,) F-' = (F')-' (Si— K) V\
oder

4) r Y{E,- E,) = (E, - E,)r V

sein. Nun ist F' F eine symmetrische Form TF/) deren Determinante

nicht verschwindet. Aus der Gleichung 4) oder

W{E,~E,) = {E,— E,)W
folgt aber

E^WEi= — E,WEi,

E,WE^= —E,WE^;

1) Vgl. F. S. 41.

2) F. S. 4.
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d. h. es ist W zerlegbar in die beiden symmetrischen Formen W^-\- W2,

also auch

F' F = 1^1 + W,.

Nun bezeichne man mit T= l\-\- T^ zwei cogrediente Substitutionen,

welche die symmetrischen Formen W^^^ W^ von nicht verschwindender

Determinante in E^ und E^ verwandeln. Dann wird

T V'VT=E,
oder, wenn

VT=Z
gesetzt wird

ZZ' = E.

Es ist also Z eine orthogonale Transformation.') Und um-

gekehrt wird, wenn man unter Z eine orthogonale Transformation

versteht

F = Zr-';

also auch

ü =ZT-' (E,— E^) TZ-' = Z{E,- E,) Z\

Das heisst:

Jede symmetrische Form, welche der Gleichung 3j ge-

nügt, ist von der Gestalt

Ü=Z{E^— E^Z'

wenn unter Z eine orthogonale Form verstanden wird.

Die Bedingung der Vertauschbarkeit von 8 und TJ geht nun über in

Z{E, - E^ Z'S=8Z{E,- E,)Z\

oder

{E,- E,)Z'SZ = Z'SZ(E, - E,);

und dies erfordert, dass auch

Z'SZ

in zwei Formen aSj-j-zSs zerlegbar sei. Daraus folgt:

Soll eine Form symmetrische Transformationen der

1) F. S. 48.
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ersten Art in sich zulassen, so muss sie durch orthogonale
Transformation in die Summe zweier F'ormen zerlegbar

sein.')

Für eine symmetrische Form ist diese Bedingung immer erfüllt,

und es giebt hiernach ebensoviele symmetrische Transformationen der

Form in sich selbst, als Zerlegungen dieser Art, die man mit Hülfe be-

kannter Untersuchungen leicht bewerkstelligen kann, vorhanden sind.

Eine alternirende Transformation der ersten Art muss

nach 1) der Gleichung

5) W=—E
genügen, d. h. es ist

Die Bedingung der Alternanz aber ist, wenn F' V wieder durch W
bezeichnet wird,

W{E,— E^) + {E,~ Eo) W=o.

Die symmetrische Form W muss also den Bedingungen

E,WE,=o, E^WE^ = o

genügen.^) Da zugleich die Determinante von W nicht Null sein darf,

muss n eine gerade Zahl 2 m und die Anzahl der Variabeinpaare in E^

und -^2 dieselbe sein.^) Die Bedingung der Vertauschbarkeit von S und U
wird ferner

SV{E^— E,) V-' = V(E^— E.^ V-' 8

oder nach einigen Umformungen

r 8V{E, — E^) -f (^j —E^) V'SV=o.

1) Dass dies auch hinreichend ist, erkennt man ohne weiteres.

2) Dies ist auch hinreichend. Denn aus den Gleichungen

E, ZE^ = 0, E^ ZE^ =
folgt

E^ZE^+E^ZE^^Z;
also

Z{E,-E,)-\-{E^-E^)Z=^o.

3) Man vergleiche den Satz X, F. S 26.
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Hieraus ergiebt sich wieder

Damit also eine Form S von 2m Variabeinpaaren durch
alternirende Transformation in sich transformirt werden
könne, muss die Schaar

S+ qE

durch eine cogrediente Transformation F in die Summe
zweier Formen verwandelt werden können, von denen die

erste nur die Variabein a;,, x^, x^\ Vm-^xi 2/m+2 - Vn die zweite

nur die Variabein ?/,, y^^- •?/,„; a:!„,+i, aj,„^2 " " ^» enthält. Diese

Bedingung ist auch hinreichend.

Man kann übrigens auch auf anderen Wegen leicht sämmtliche

Lösungen der Gleichung 3) oder 5) erhalten. Da die characteristische

Function von U für den Fall W z= E nur einfache Elementartheiler ^+1
besitzt,') so müssen n von einander unabhängige Grössenreihen a, ß vor-

handen sein, welche die Gleichungen

^X>< = <, ^=1, 2 ••(>,

(^ -j- (7 = W,

befriedigen, und die Determinante der a, ß verschwindet dabei nicht.

Hieraus folgt sofort, wenn man unter y irgend eine der n Grössenreihen

a oder ß versteht

oder, da die Determinante der y nicht Null ist

Soll endlich c,i = c^ sein, so folgt

6) ^ß?/5? = o;

P= 1, 2-p,
q=l, 2--a;

und diese Bedingungen 6) sind auch hinreichend, wenn die Substitution

1) Vgl. F., S. 15.
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eine symmetrische werden soll;') diese selbst endlich eigentlich oder un-

eigentlich, je nachdem a eine gerade oder ungerade Zahl ist. Soll da-

gegen U alternirend sein, so ist zu setzen

^c,;al = io.'„ r=l, 2-(j

^Cikßl= —iß] s=l, 2---a; (j-{-a-n.

Demgemäss wird

^c^«' = -^«',

^c,,<'ß^=-^ß>r.

Damit c,4-]-c,„ = werde, muss also

7)
^<<'-o.

2:ß]ßf = o,

sein für alle

r, r' = 1, 2 •• p

s, s'= 1, 2- -a.

Da die Determinante der a
, ß nicht Null sein darf, so folgt noch

p = fT = |^, und es ergiebt sich auch hier, dass die characteristische

Function der alternirenden orthogonalen Formen je ^ einfache Elementar-

theiler von der Gestalt (j^i besitzt. Diese Transformationen können aber

nicht wie die symmetrischen rational hergestellt werden, sondern er-

fordern die Lösung des Systems von quadratischen Gleichungen 7).

Dass die Gleichungen 6), 7) hinreichend zur Bestimmung der r,j. sind,

ergiebt sich leicht. Setzt man

^Cik<— «!', r= 1, 2- - •(>,

2:c,,ßl=-ß% s=l, 2---0,

so wird

1) Diese Formeln zur Bildung aller symmetrischen orthogonalen Formeln habe ich in etwas

anderer Gestalt bereits in meiner Arbeit, Die Liniengeometrie in ihrer Anwendung auf die Flächen

zweiten Grades, Mathematische Annalen, Bd. X, S. 154, angegeben.

Abh. d. IT. Cl. d. k. Ak. d. Wiss. XVIT. Bd. IL Abth. 39
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al -«;•

< -"f
Ä + ß)

ßl +ßi
u„ — X

= 0,

Multiplicirt man diese Gleichung mit der Determinante der a, ß, so ent-

steht vermöge der Gleichungen 6) wenn man

:ZaPa'j = (pq) = {qp); p,g=l,2(j

^ßrßr = ip'q') = (q'p'); p\q'^\,2..a
setzt,

(11)

(Pl)

de)

(QQ)

(11)

(Ol)

4 ßi

-«!

-a?
{\o) ß\

(aa) ßf

ßt Cik

= o;

d. h. es ist

Ist andererseits

lu :•, r, s = 1, 2

^c,,ßt=-iß'„

so wird unter der Voraussetzung

^a'l ß'f =:(pq); p,q=\,2--m

.-. (11).. (Im) ~ia}
\

m: m=: 2"'

(11)

(1 in)

{in 1

)

(ml)

{mm)

«r ßl

{m m) — i «7

-i-iß}

+ iß"l

Pic — Cik

=
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und hieraus folgt sofort

Cik+ Ci, = 0.

Die Bestimmung der symmetrischen resp. alternirenden
Transformation zweiter Art kann hier nicht weiter ausgeführt

werden. Ich behandele hier nur diejenigen Transformationen U, für

welche \UA^E\ oder \ü— E\ von Null verschieden ist, bei denen also

die allgemeinen Formeln des § VII zur Anwendung kommen.

Soll die Form

ü={E—TS){E—rSY\

in welcher T der Gleichung

8) ST-{-S'T = o,

zu genügen hat, symmetrisch sein, so folgt

9) TS^ST=o.

Aus den Gleichungen 8) und 9) folgt

sT=rs\
d. h. ^T ist eine symmetrische Form Z. Setzt man aber

8T=Z,

so tritt an Stelle von 8) und 9) die Gleichung

10) ZS^SZ^o,

welche durch eine symmetrische Form Z befriedigt werden muss.

Unter der Voraussetzung, dass 5 eine Form ist, deren characteristische

Function entgegengesetzt gleiche Wurzeln besitzt, existiren nun überhaupt

Lösungen der Gleichung

XS^SX = o.

Ist aber 5 eine symmetrische Form, so wird gleichzeitig

also auch

so dass in diesem Falle

39*
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Z = X+ x>

gesetzt werden kann.

Ist dagegen S eine alternirende Form , so hat die Gleichung 1 0)

immer Lösungen. Es existiren daher auch immer symmetrische Trans-

formationen der zweiten Art, welche eine alternirende Form (von nicht

verschwindender Determinante) in sich transformiren. In der That ist

das System der Gleichungen 10). wenn man die Coefficienten von Z durch

p,,, bezeichnet,

k,l=l,2-n.

Dieselben reduciren sich, wenn die a,-,, alternirend, die p^,, symmetrisch

vorausgesetzt werden, auf n(—^-\ Gleichungen, durch welche also die

p,,, von n homogenen Parametern /^n, Pa-'-p,,,, abhängig werden. Eine
allgemeine alternirende Form lässt also immer symmetrische
Transformationen mit w Parametern in sich zu.

Sind dagegen die a,,^ symmetrisch, so reduciren sich die Gleichungen

—^— j zwischen den homogenen Parametern p^^, und die

Bedingung einer gemeinsamen Lösung ist eben das Vorhandensein ent-

gegengesetzt gleicher Wurzeln der characteristischen Function von S.

In speciellen Fällen kann die Mannigfaltigkeit der symmetrischen

Transformationen einer alternirenden Form viel grösser werden. Die

Krön eck er 'sehe Normalform') der alternirenden Formen von In^ni.

Variabein

S = {X,tJ^— X,y,)+ (^3 Vi— «4 .Vs) + • • {Xm-l y,n— ^mV ,n l)

ergiebt z. B. im ganzen

\m{m-\- 2)

von einander unabhängige Parameter in der symmetrischen Form Z,

wovon man sich leicht überzeugt, so wie man beachtet, dass die Coeffi-

cienten des folgenden symmetrischen Schema's den Gleichungen 10)

genügen

1) K. S. 405.
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11 12 13 14 15 16

12 — 11 U — 13 16 — 15

13 14 33 34 35 36

14 —13 34 —33 36 —35
15 16 35 36 55 56

16 — 15 36 —35 56 —55

in welchem jedes Paar von Ziffern einen völlig willkürlichen Parameter

bedeutet, und die Form Z wird daher:

-^Pui^i'l/l + ^1 ?/4+ ^2«/3+ ^3^/2) +^'15(3^1^5+ 3^5 2/: — 3^2 2/6
— ^6^2)

+^33(^32/3— 3:4^4) H •

§ VII.

Rationale Lösung des Transformationsproblems.

Es sei ü eine Substitution , welche die Form S (von nicht ver-

schwindender Determinante) in sich cogredient transformirt. Dann be-

stehen die Gleichungen

1) U'SU=S,

Setzt man nun

2) B, = S{E(j-ü){E(^+Ur\

so wird

oder unter Anwendung der Gleichung

auf den zweiten Factor, der Gleichung

auf den ersten
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also

Man hat demnach durch Vergleichung von 2) und 3), falls

gesetzt wird

4) (ST'^ = -S-'B,,.

Versteht man unter // die positive oder negative Einheit, und setzt

5) M, = SiE,i-ü)iE,iJ^Ü)-\

so muss diese Form der linearen Gleichung

6) Bl, = —S'S-'B,^

genügen.

Führt man endlich an Stelle der Form Il,j die neue Form

7) T, = S-^ B,S-^ = iE,i-U){Eri + f/)-' Ä-'

ein, so genügt dieselbe der Gleichung

8) Tl,S' = -T„S,
oder

S T,j = — S l\j,

wobei vorausgesetzt ist, dass die Determinante

\E,i+ü\

nicht verschwindet.

Aus der Gleichung 7) folgt aber umgekehrt

.U{T,S-^E) = {E-T,8)n,

oder

und nach 8)

U=>i(:E-T,S){E^T,S)-';

U=>iiE-T,S){E-r^sr\
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Hieraus geht hervor, dass die Determinante von U den Werth //' hat,

da das Product der reciproken Formen rechterhand die Determinante

-j- 1 besitzt. Da nun bei ungeradem n und eigentlicher Substitution die

Determinante \U— E verschwindet, so wird diese Transformation im

allgemeinen nur eine eigentliche sein können , indem // = -[~ 1 zu setzen

ist. Denn die Determinante von

kann im allgemeinen nicht verschwinden, da sie für hinreichend kleine

Werthe der homogenen Coefficienten von l\j sich von der Einheit beliebig

wenig unterscheidet.

Eine uneigentliche Transformation kann bei geradem n überhaupt

aus der Formel 8) nicht erhalten werden, da in diesem Falle U-\-Etj\

eine verschwindende Determinante hat. Dagegen wird bei ungeradem n

und uneigentlicher Transformation vy gleich — 1 gesetzt werden können.

Man hat also den folgenden Satz:

Jede Substitution U, welche die Form S von nicht ver-

schwindender Determinante in sich cogredient transformirt,

und für welche die Determinante von

nicht verschwindet, lässt sich in einer einzigen Art auf die

Gestalt

9) ü=ti{E~-TS){E-^TSy

bringen, falls T der Gleichung

8) TS^rS' = o

genügt. Unter Zugrundelegung der Form B, welche der Gleichung

8^) {S')~'B'-\-S-'R=o

genügt, wird dagegen U die Form

9^) U= ii{S^B)-' (S—B)

annehmen.

Dass aber umgekehrt auch jede Form U, welche aus der Gleichung
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9) entnommen wird, -S* cogredient in sich transformirt , sobald T der

Gleichung 8) genügt, ergiebt sich leicht auf folgendem Wege.

Man hat nämlich aus 9), wenn in dem ersten Factor

E—TS=2E—{E+TS)
und

{E+ TS)(E^TS)-'= E
gesetzt wird,

£ = 2(E-^TS)-'—E.

Nimmt man beiderseits die conjugirte Form, so ist')

also, wenn man diese letzteren Gleichungen mit einander multiplicirt und

)f = 1 setzt,

U'SU=4:{E^S'r)-'SiE^TS)-'— 2iE^S'TyS
— 2SiE^TS)-' + S.

oder wenn

S'r = —ST
gesetzt wird

Ü'SU=
4:{E~ AT)-' S(E^TS)-' — 2 {E—ST)-' S—2S(E-\- TSy'^S.

Setzt man nun

X=A{E— ST)-'S{E+TSr' — 2{E—ST)-'8—2SiE+TS)-\

so wird

{E— ST)X=4S{E^TS)-' — 2S—2{E-ST)S{E+ TS)-\

{E—ST)X(E^TS)= 4:S—2S{E^TS}-2{E—ST)S=o.

Wird jetzt vorausgesetzt, dass die Determinanten

1) Es ist also auch

U— rjE^2riTSiE-i-TS)-\
d. h. die Determinante von U—rjE verschwindet nur dann, wenn \T\ Null ist, falls T bereits

den im Text angegebenen Bedingungen gemäss gewählt ist.
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\E—ST\, \E^TS\

was immer erfüllbar ist, nicht verschwinden, so folgt aus

{E—ST)X{E^TS)= o

für die Form X
X=o;

d. h. es ist

U'SU=X^S=S.

Damit ist der folgende Satz bewiesen:

Bezeichnet man mit T eine Form, die der Gleichung 8)

genügt, wobei S eine beliebige Form ist, deren Determinante

auch verschwinden kann, und verschwinden die Deter-

minanten von
TS-^E, ST—E')

nicht, so wird durch die Substitution 9) die Form S cogre-

dient in sich transformirt, und zwar ist die Determinante von

U+i]E=2ri{E-^TS)-'

nicht Null, während die Determinante von U selbst den
Werth

hat.

Der Beweis dieses Satzes lässt sich weit einfacher führen, wenn die

Determinante von S nicht verschwindet, was bei der so eben ausgeführten

Betrachtung nicht vorausgesetzt zu werden braucht.

1) Diese Bedingungen reducireu sich übrigens , wie man leicht bemerkt auf eine einzige.

Denn vermöge der Gleichung 8) ist

\ST—QE\ = (~-]y'\TS-^Qi:\,

da conjugirte Formen gleiche Determinanten haben. Und wenn jiS| nicht Null ist, so folgt aus

der Identität

ebenso die Gleichung

\ST~QE\=^{-\r\ST-{-QE,
Abh. d. II. Gl. d. k. Ak. d. Wiss. XVII. Bd. IL Abth. 40

•
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Durch die vorige Untersuchung wird die Ermittelung
aller nicht singulären Substitutionen U auf die Lösung des

linearen Systems 8), welches n^ Gleichungen für die Coeffi-

cienten der Form T r epräsentirt, zurückgeführt. Alle diese

Substitutionen können somit durch rationale Operationen bestimmt

werden, insofern es nur erforderlich ist, das Verschwinden der Unter-

determinantensysteme der Coefficienten jener n^ Gleichungen zu unter-

suchen. Der eigenthümliche Bau jener Gleichungen scheint es indessen

nicht zu ermöglichen, eine solche Untersuchung mit den Hülfsmitteln der

Determinantentheorie allein auszuführen, wenigstens ist mir dies nur in

den einfachsten Fällen n = 2, 3, 4 in befriedigender Weise gelungen.

In etwas allgemeinerer Form lässt sich der vorhergehende Satz auch

so ausdrücken:

Die vorhergehende Untersuchung liefert alle cogre-

dienten Transformationen einer bilinearen Form in sich

selbst auf rationalem Wege, mit alleiniger Ausnahme der-

jenigen Transformationen, welche mit jeder nicht singulären

verbunden wieder eine singulare bilden.

Ist nämlich V irgend eine Transformation, U eine nicht singulare

Transformation, so ist auch

W= UV

eine cogrediente Transformation von S. Ist nun W nicht singulär, so

lässt sich W auf dem angegebenen Wege erhalten, und es wird

F= U-'W.

Nur diejenigen Transformationen , deren Product mit jeder nicht

singulären immer wieder eine singulare liefert, und die auch nicht durch

Grenzübergang aus den nicht singulären ableitbar sind, sind daher als

„eigentlich singulär" zu' bezeichnen. Von dieser Art sind z. B. die un-

eigentlichen Transformationen einer Form gerader Ordnung.
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§ VIII.

Die Gleichung TS-\-rS' = o.

Bezeichnet man die Coefficienten von S durch a,-^, die der Form T
durch p,ft, so hat man das System der n^ linearen Gleichungen zwischen

den homogenen Unbekannten p,y,

1) ^P,T.aH + ^Pk,aik — o; i, 1= 1, 2--w;
k k

welches mit der Gleichung

2) TÄ+ T'5" = o

gleichbedeutend ist. Dieses System von Gleichungen ist ein an und für

sich sehr merkwürdiges. Bezeichnet man nämlich mit N die grösste

ganze in |- enthaltene Zahl, so lässt sich dasselbe bei völlig willkürlichen

Werthen der r/,,. durch Werthe der p^,. ^ösen, welche N lineare homogene

Parameter enthalten. Es müssen daher im allgemeinsten Falle noch

sämmtliche N— l***" Unterdeterminanten des Systemes 1) verschwinden.

Hieraus folgt, dass die Zahl der von einander unabhängigen
Lösungen des Systemes 1) mindestens gleich N ist, welches

auch die Werthe der n,^, sein mögen, deren Determinante übrigens, wenn

nicht ausdrücklich das Gegentheil angegeben wird, als nicht ver-

schwindend vorausgesetzt werden soll.

Ich entwickele zunächst einige Eigenschaften derjenigen Formen,

welche der Gleichung 2) genügen.

Wird die Determinante der Form T durch P bezeichnet, so ist

F = {-iy'P.

1) Bei ungeradem n verschwindet die Determinante von

T identisch.

Ferner folgt aus 2)

also:

2) Verschwindet die Determinante von T, so muss die
40*
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Determinante der linearen Schaar T-\-()T^ identisch ver-

schwinden.

3) Verschwindet die Determinante von T nicht, so sind

die Elementartheiler von 5*— (iS^\ identisch mit denen von

\T' + qT\.

Das Verhalten der Determinante T-j-(>T' kann man näher durch

folgende Betrachtung präcisiren. Multiplicirt man die Determinante

J =

mit

Pix 1\2 l\n Ihx P21 Pni

Pn, Ä2 •
Pmi P,n P^n • Pnn

u\ u\ < v[ v\ . <

u'l K . K V- Vi' . K

D =

so ergiebt sich zufolge der Gleichungen

«! «21 • «>H «:i «12

«jn ßg» • • (Kn ««1 ««2

m u\ . n y\ n

U\' U" . . f7»
yn yn

die Beziehung

JD = \aJ !/• ik\l

WO
k
VI J«.7c = ^Pi>n Ul+ 2p„,, V,l

ßik = ^UnnK,-\-^a,mV':„.

Zerlegt man die Zahlen 1,2- --n das einemal in die Gruppe

und ein zweites mal in die Gruppe

J\y .9-2 ' 'Ja'i '^-11 '^2' ' '
'^h'i

SO, dass a -|- a = w, während die Zahlen i von den Zahlen j nicht ver-

schieden zu sein brauchen, setzt man ferner alle ü^ gleich Null, deren
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Indices r gleich den äTj , ko- -kß sind , ebenso alle Ff gleich Null , deren

Indices s gleich den x^ x^- y.,, sind, und vergleicht die beiden Seiten der

vorstehenden Determinantenrelation, so findet man:

= A

««,1 «/,!

P2u Pili

Pyu\ P\»"2

aia\ «lii «ij,.

a/„2 «2H

''tfx^l ^7ljl

a.) ;

rt;;/.

Pi'a ^Vii i'iai

A'»a Pj,i Pj22

Pni'a Pji'i Pji"

«11,7«

Pja^

Pjan

wobei die letztere Determinante aus P dadurch entsteht, dass in P die

Elemente in einer beliebigen Anzahl von Reihen durch die Elemente

irgend welcher Reihen aus den conjugirten Elementen ersetzt werden.

Es verschwindet daher mit \T\ nicht nur die Determinante
von |T-(-(>T'| sondern überhaupt die Determinante

PlX + Qxihl P12+Q2P21 Pin-i-QnPn,

P21-\-Qllh2 i^22+?2^'22 " " i>2» + e«?'"2

Pni "i ?i Piti Pn2 'T (^2^2" ' ' -^''""
1

Q^i^Pnn

für alle Werthe von (>i, q^, •(>„. Das letztere kann man übrigens

durch Multiplication dieser Determinante mit A leicht bestätigen.

4) Verschwindet die Determinante von T, so kann die

Form 2'stets durch congruente Transformation in eine Form
t verwandelt werden, welche weniger als n Variabein ent-

hält, und deren Determinante nicht verschwindet.

Entweder ist dies nämlich von vorneherein der Fall, oder es giebt

eine Form W von nicht verschwindender Determinante, vermöge der die

Gleichung

W'TW=A^t
besteht, in welcher

A = x, y^ -\-x^y^-\---Xk^, y^,

und k eine ungerade Zahl ist, dagegen t die Variabeinpaare x^y^^, ^kVk
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nicht enthält und eine nicht verschwindende Determinante besitzt. Setzt

man nun

W-^ S\Wy' = s

so kann die Gleichung 2) auch in der Form

{W T W){w-' S{WY') ^{W^ r w)(w-' s' (wy) =
oder

geschrieben werden, und die Determinante von s ist nicht Null. Durch

Multiplication mit der der Form A zugehörigen Form E^ ergiebt sich

ÄS-\-Ä^S^ = 0,

oder

3.9
,

ds
, 3s

Daraus folgt aber

9 s* 9 s=
,

= 0,

'2
2"

2/2
' ^Vk-i

was mit der Bedingung, dass die Determinante von s nicht Null ist,

unverträglich ist. Daher kann T auch nicht der zerlegbaren Form Ä -\-

1

congruent sein, d. h. es kann überhaupt kein solcher Bestandtheil A
auftreten.

Man kann dies auch direct beweisen. Verschwindet nämlich die

Determinante von

so giebt es mindestens ein System von nicht sämmtlich verschwindenden

Grössen z,

für welches

^z^Vik=o•, k=l,2---n,

wird. Aus den Gleichungen 1) folgt dann durch Multiplication mit z

und Summation nach i
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oder, da die Determinante von S nicht Null ist,

^^iPu = 0.

Es sei nun z,^ eines der nicht verschwindenden z. Dann setze man:

3) X, =X, +^X,„ y, =Y, +^Y„

X, =X, +^X„ y, =Y, +-^7„

^/i —- -^h 1 Uh —- ^ h 5

Führt man diese cogrediente Substitution mit der Determinante -4- 1

an der Form T aus, so ergiebt sich

wo der Index 1 anzeigt, dass die Variabein X,,, Y,, rechter Hand nicht

mehr auftreten. Bezeichnet man die Substitution 3) durch V, so geht

S durch die Substitution (F')"^ in eine Form s von n Variabein

Über, deren Determinante nicht Null ist. Die Coefficienten p^^i^^ der trans-

formirten Form T müssen daher den Gleichungen

genügen. Verschwindet nun wieder die Determinante der Pi^^^, so giebt

es auch ein System von Grössen

bl> b2 ) b,i—

1

die nicht sämmtlich Null sind, und für welches
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Dann ist aber auch

und hieraus folgt, wenn man mit den Unterdeterminanten der Elemente

hik^ multiplicirt und nach l summirt,

Man kann demnach dieses Verfahren so lange fortsetzen , als über-

haupt die Determinante der aus T durch cogrediente Transformation ent-

springenden Formen verschwindet. Die Form T kann also stets durch

cogrediente Transformation in eine Form t verwandelt werden, die nur

noch die w' einer Form E^ entsprechenden Variabeinpaare enthält, und

deren Determinante nicht Null ist, d. h. es ist

V'TV = t.

Dabei ist nicht nur die Determinante von V gleich Eins,

sondern es ist auch

4) \E,VE,\ = \, E,VE, = o.

Bei geeigneter Bezeichnung der Indices der Variabein von T kann

man es nämlich so einrichten , dass die Grössen 2, C, • • - welche nicht

verschwinden, gerade den Indices l,2--k {k ^= n— w') entsprechen. Die

Substitution V ist demnach so beschaffen, dass an Stelle von

'T ^ T ' • • ^ '7' • . ^

die Ausdrücke

21 1 1
'

^k-{-2,\^\\ ' ~V ^k+2,lc^k~\ ^k+2

treten.
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Setzt man also

so sind ersichtlich alle Coefficienten g,.^,.^ gleich Null, d. h. es ist

Da nun
T={T)-HV-\

E, TE, = E, (V'Y'E, t E, F-' E,

ist, so muss die Determinante von EjTJS, ebenfalls von Null verschieden

sein. Es ist dies aber eine der n— w'*''" Unterdeterminanten von T, und

daher ist w' um so viele Einheiten kleiner, als n, wie die um 1 ver-

mehrte Anzahl der verschwindenden ünterdeterminantensysteme von T
beträgt. Insbesondere ergiebt sich aus der angeführten Betrachtung:

Jede alternirende Form kann durch cogrediente Trans-

formation in die Kronecker'sche Normalform

transformirt werden, welche nur von einer geraden Zahl von
Variabein abhängt.

5) Aus der Gleichung

T{S^S')= — (T' -T)8'

folgt, wenn 115+ 5' | nicht Null ist,

Die Form T8 ist also das Product einer alternirenden Form in eine

symmetrische von nicht verschwindender Determinante. Eine solche Form

ist aber stets einer alternirenden Form ähnlich. Das heisst:

Verschwindet |/S'4-*S''| nicht, so ist T^' einer alternirenden

Form ähnlich^).

1) Vgl. meine Note über die conjugirte Transformation einer bilinearen Form in sich selbst,

Sitzungsb. d. bayer. Akad. Juni 1889. — Andererseits ist, falls |>S— S^l nicht verschwindet,

{S{S^)-^ —E)T
einer symmetrischen Form ähnlich, wie aus der Gleichung

hervorgeht.

Abh. d. IL Cl. d. k. Ak. d. Wiss. XVII. ßd. IL Abth. 41
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6) Die Form T kann nur dann eine symmetrische resp.

alternirende Form von nicht verschwindender Determinante
sein, wenn S selbst eine alternirende resp. symmetrische
Form ist. Denn aus der Beziehung

folgt unter dieser Voraussetzung

und umgekehrt ist T eine alternirende resp. symmetrische übrigens ganz

willkürliche Form, sobald 8 eine symmetrische resp. alternirende Form

(von nicht verschwindender Determinante) ist. Auf dieser Eigenschaft

von T beruht die Transformation der alternirenden und symmetrischen

Formen in sich selbst').

7

)

Ist dagegen die Determinante von T gleich Null und T symme-
trisch, so folgt

d. h. es muss die Determinante von S-\~S^ verschwinden. Diese Bedingung

ist aber auch hinreichend. Denn wenn |/S'-[-'S"| gleich Null ist, so kann

man durch eine congruente Transformation von nicht verschwindender

Determinante W bewirken, dass

wird, wo E^ nur die Variabeinpaare x^y^, x,,y^ enthält. Ist nun H
eine willkürliche symmetrische' Form der übrigen Variabeinpaare, so wird

1^(^_^^') W'H=o
oder

also auch

T=W'HW=T\
und

1) Man vergleiche die von Herrn Probenius (F. S. 38) gegebenen Formeln mit der

Formel 9'') des § VII.
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Soll dagegen T eine alternirende Form von verschwindender

Determinante sein, so muss die Determinante von S— <S" verschwinden.

Man kann daher durch eine congruente Transformation W von nicht

verschwindender Determinante bewirken, dass

nur von den in Ey befindlichen Variabeinpaaren abhängt. Bezeichnet

man also mit H eine alternirende Form der übrigen Variabein, so ist

{S— S')W'HW=o,
und für

T= W'HW= -T'

ist wieder die Gleichung 2) erfüllt.

8) Verschwindet die Determinante von S-\-S^ nicht, so

ist die Determinante von T, wenn sie nicht verschwindet,

das Quadrat einer rationalen Function ihrer eigenen

Elemente. Denn es ist

also II' nur um einen Factor von der schiefen Determinante \T— T'| ver-

schwinden. Aus dieser Gleichung geht zugleich hervor:

Verschwindet die Determinante von T, während die von

Ä'-j-'S" nicht N ull ist, so verschwinden auch noch ihre sämmt-
lichen ersten bis /c*™ Unterdeterminanten, wo k eine gerade
oder ungerade Zahl ist, je nachdem n eine ungerade oder

gerade Zahl ist.

Man kann diese Sätze noch erweitern. Aus der Gleichung

folgt:

oder für

(_i)«P= Ä\r—(jT

i-iyp:

S-^(jS 1

e+1'

tlT' — T—

r

•(T+n
S+ S' + r(Ä'--S)\

4:V
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Ist nun |r|=zP nicht Null, verschwindet dagegen [/S'+ 5"|, so ist

auch jT' — T| = o; und aus der letzten Gleichung geht hervor, dass Zähler

und Nenner auf der rechten Seite mit der nämlichen Potenz von r be-

ginnen. Es wird demnach auch für r r= o

Nun hat Herr Frobenius den folgenden Satz bewiesen: „Ist A eine

symmetrische, B eine alternirende Form, ist die Determinante |r J.4-^|

nicht identisch Null, und haben ihre für r =zo verschwindenden Elementar-

theiler alle einen geraden Exponenten, so ist in der Entwickelung dieser

Determinante nach steigenden Potenzen von r der Coefficient des An-

fangsgliedes das Quadrat einer rationalen Function der Coefficienten von

A und 5."')

Da nach Nr. 3 die Elementartheiler von T' — qT zugleich die von

/S'-)-(>Ä" sind, so folgt:

Haben die für (>=1 verschwindenden Elementartheiler
der Function 8-^(^8^ sämmtlich einen geraden Exponenten,
und verschwindet \T\ nicht, so ist diese Determinante das

Quadrat einer rationalen Function ihrer eigenen Elemente.

9) Es seien i, T zwei Formen, von denen wenigstens eine, etwa T,

eine nicht verschwindende Determinante hat, und welche die Gleichung

2) befriedigen. Dann folgt nach 5)

{i^(jt')8^t'{8^— (i8)^o,

{T-^^T')S+ T'(8'— q8) = o,

oder

das heisst, die aus conjugirten Grundformen gebildeten beiden Schaaren

sind äquivalent, sobald die Determinante von t nicht Null ist. Sollte

t dieser Bedingung nicht genügen, so kann man jedenfalls an Stelle von

1) Frobenius, Ueber die schiefe Invariante etc., Borchardt's Journal, Bd. 86, S. 57.
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t t-\-hT setzen, sobald man unter h eine solche Constante versteht, dass

\t-\-hT\ nicht Null ist. Dann aber sind jene Schaaren auch congruent,
und man hat den folgenden Satz:

Ist T eine Lösung der Gleichung 2), und verschwindet die

Determinante von T nicht, so ist jede andere Lösung der-

selben in der Form

enthalten.

Die Gleichung

verwandelt sich damit aber in

V'TV8+ V'T'VS' = o,

oder nach Entfernung des Factors V\ wenn noch

gesetzt wird, in

d. h. die Form V ist mit der antisymmetrischen Form S(S^)~^

vertauschbar. Es lassen sich daher aus einer Lösung von nicht ver-

schwindender Determinante der Gleichung 2) alle anderen mittelst des

Problems der vertauschbaren Formen herleiten, und insbesondere ist jede

Lösung, deren Determinante gleichfalls nicht verschwindet, dieser Lösung

congruent.

10) Der so eben bewiesene Satz lässt sich in der folgenden Form
erweitern

:

Je zwei Formen B, T welche der Gleichung 2) genügen,
und deren Unterdeterminantensysteme bis zu derselben
Ordnung verschwinden, sind einander congruent, sobald sie

gleichzeitig durch zwei auf dieselben Indices erstreckte
Substitutionen F, W von der Gestalt 4*) in Formen von
nicht verschwindender Determinante cogredient transformirt
werden. Seien nämlich

t = V'TV,

T=W'BW,
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die beiden Formen von nicht verschwindender Determinante welche nur

die Variabeinpaare einer Form E^ enthalten, in welche nach Nr. 4) T
und B cogredient transformirt werden können, so ist

tW^'S-^t'W-'S'=o.

Multiplicirt man unter der Voraussetzung

E=E, + E„

diese Gleichungen mit

{tr'+E„ (tT'-^e,,

so entsteht

(t')-' t W-'=— S, W-' s' s-\

Es ist ferner nach Nr. 4)

r=E,VE,^E,V,
oder

E=JS, FE.F-' + jSs;

also

E,= E, VE, V-\ E,= E, WE, W-\

Multiplicirt man also die vorhergehenden Gleichungen mit

E,VE,-^E„ E,WE,+ E„
so wird

E, VE, {tyUE, F-'= -- E,S'S'\

E, WEy{TY' x E, PF-'= - El S'S-\

Da nun nach Nr. 4) die Determinanten von E^V E, und E,WE,
nicht verschwinden, so kann man setzen

E,VE, = P„ E,WE,= Q,

und es v^ird

p, \_{tY' t+ Q E,)-\ Pr' = Q, [(r ')-' r+ i>E,] Qr\
oder
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Die beiden Formen t-{-i)f und t-|-(>t' sind also äquivalent, daher

auch congruent. D. h. es ist

WO Z7i eine Form von nicht verschwindender Determinante der in E^ vor-

kommenden Variabein ist. Bezeichnet man mit t/g eine Form der übrigen

Variabein, deren Determinante ebenfalls nicht Null ist, und setzt

so ist

oder

{W')-'U'V'TVUW-'= E,

wie zu zeigen war.

11) Multiplicirt man die mit den Grössen w,, v^ geränderte Deter-

minante der Coefficienten p^-,^ von T

6)
Pik M,

v^

mit der Determinante von S, und bezeichnet die ersten ünterdeterminanten

der p,T^ durch P^^, so ergiebt sich

7) ^P,«,,= (-l)«-'^P,ß,,.

Durch Multiplication der Gleichungen 7) mit den p^,^ und Summation

nach i folgt aus 7)

Pa„„= {-lT-'2P,a,,p,^;

mit P mus also auch

-^ -PliVirn

verschwinden. Da aber andererseits

^PaPim= (wi'i)P= o,

ist, so folgt, falls die P^ nicht sämmtlich verschwinden

^a ^^ -Pu •

Verschwindet die Determinante von T, ohne dass ihre

ersten Unterdeterminanten sämmtlich Null sind, so bilden
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diese letzteren ein symmetrisches System, d. h. die Werthe
conjugirter erster ünterdeterminauten sind einander gleich.

Man erhält daher aus 7)

Hat also bei ungeradem n, wo F verschwindet, die Func-

tion \S— (>-S"| nicht mehrere Elementartheiler von der Gestalt

((>— If, so sind die ersten Unterdeterminanten der Formen T
demselben Systeme von Coefficienten proportional, falls sie

nicht sämmtlich verschwinden.

Der nämliche Satz gilt bei geradem w, falls |/S'-|-(>>S"{ nicht mehrere

Elementartheiler von der Form (p— 1)'' enthält.

Dieser Satz lässt sich aber erweitern. Verschwinden die k — 1*"°

Unterdeterminanten von T noch sämmtlich, die Ä*®" dagegen
nicht alle, so bilden die letzteren ein symmetrisches System,

d. h. die Werthe conjugirter A;*"" Unterdeterminanten sind

gleich, und unter denselben befinden sich auch nicht ver-

schwindende Hauptunterdeterminanten.

Man hat nämlich

Pix

w\

(- ir

Pnn **» ^»

w;;

Wt

^Pi\ «it

^Pin au

falls

genommen wird.

wl

w''

Wl=^wia...

-^»j
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Ebenso wird aber

P,n

Pn^ U\

Pnn <

yk Q

<

gleich der in voriger Gleichung rechts stehenden n~\-k reihigen Deter-

minante, wenn

F;
i

^^^^s ^s,-

genommen wird. Es gilt daher die Identität

(-1)"

&''

i'ii PlH u\ u'

Pni • Pnn ul <
W\ . w,\

Wk wt

Pli Pni u\ u'

Pin . Pjin K <
VI . n
yk

_ n
unter der Voraussetzung

Wi

^= 1, 2 -Ä-.

Dies ist aber die nämliche Identität, welche im § II, S. 265 ff.

untersucht wurde, und damit ist zugleich der angegebene Satz bewiesen.

§ IX.

Fortsetzung.

Ein besonderes Interesse besitzt der Fall, wo bei geradem n die

Determinante von T nicht Null ist, oder bei ungeradem n die ersten

Unterdeterminanten von T nicht mehr sämmtlich verschwinden.

Nach § VIII, Nr. 3 haben die beiden Schaaren von conjugirten

Grundformen

qS^S' und qT— T
Abb. d. II. Cl.d. k. Ak. d. Wiss.XVII. Bd.II. Abth. 42
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dieselben Elementartheiler, wenn die Determinante von T nicht ver-

schwindet. Setzt man in der zweiten Schaar q^— o, so sind nach dem
Kronecker'schen Satze die Elementartheiler von der Form

(a + 1 )2'= = ((> - lf\ {a - If+>=
(^+ 1)''+'

stets paarweise vorhanden. Das heisst:

Verschwindet die Determinante von T nicht, so muss
die aus conjugirten Grundformen gebildete Determinante

1) i^'^+ '^'l

nur paarweise Elementartheiler von der Form (^+1)« ent-

halten. [Und umgekehrt muss, wenn diese Bedingung nicht
erfüllt ist, die Determinante von T stets verschwinden.]

Aber diese Bedingung ist auch hinreichend. Sind nämlich die

Elementartheiler der Function 1) von der Form ((>+!)« paarweise vor-

handen, so lässt sich nach einer Bemerkung des Herrn Frobenius')

eine Form

construiren, welche genau dieselben Elementartheiler besitzt, und deren

Determinante nicht Null ist. Denn es ist möglich, eine Schaar (tX— X'

mit conjugirten Grundformen zu bilden, welche vorgeschriebene Elementar-

theiler hat, vorausgesetzt, dass dieselben paarweise von gleichem Grade

sind und für reciproke Werthe verschwinden, mit Ausnahme derjenigen,

die für (> = 1 von einer ungeraden, und für (> ^ — 1 von einer geraden

Ordnung verschwinden. Dann aber giebt es nach dem Weierstrass'-

schen Satze zwei Substitutionen P und Q von nicht verschwindender

Determinante, vermöge welcher

PSQ = X-

PS'Q = —X\
wird. Es ist also auch

Setzt man nun
PSQ=—Q'SP\

1) F. S. 22.
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so wird

oder

und die Determinante von T verschwindet dabei nicht Daraus folgt:

Wenn die Form gerader Ordnung I^^S-j-aS"! nur paarweise
Elementartheiler von der Form ((>-]- 1)«, ((>

—
^ 1)^ hat, so lässt

sich immer eine Form T von nicht verschwindender Deter-
minante finden, welche der Gleichung 1) genügt. Zur wirk-

lichen Ermittelung aller Formen T dieser Art, von deren Existenz in

§ XI Gebrauch gemacht werden wird, kann man freilich weder die so

eben gegebene Methode (Vgl. § 1, Nr. 7), noch den in § VIII, Nr. 9)

angeführten Satz benutzen, da die so erhaltenen Formen T keineswegs

von einander linear unabhängig sind. Der obige Satz lässt sich auch in

der folgenden Form aussprechen:

Wenn die Determinante !(>5'-|-'S"j nur paarweise Elementar-
theiler von der Form ((>-(- 1)") ((^— 1)^ hat, so giebt es unter

denjenigen Transformationen ü, für die die Determinante
von ü-\-'Eri nicht verschwindet, auch solche für die auch die

Determinante von V— Ei] von Null verschieden ist.

Ich gehe nun zu dem Falle über, wo bei ungeradem n eine

Lösung T existirt, deren erste Unterdeterminanten nicht mehr
sämmtlich verschwinden. Dabei mögen folgende Bemerkungen voraus-

geschickt werden. Lässt sich die Form T durch die cogrediente Trans-

formation V in eine Form t von nicht verschwindender Determinante

verwandeln, welche nur die m E^ vorkommenden Variabeinpaare enthält,

so ist

und demgemäss

tE,V''S{SyVE,-^t' = o,

E,V-'S{S')-'rE,^o.

Setzt man also

42*
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so ist nothwendig, dass a^^, d. h. dass alle Coefficienten b^^^^ gleich Null

sind, dass ferner die Zahl der in E^ vorkommenden Variabein eine ge-

rade ist, und dass die Gleichung

2) tn,-\-f = o

Lösungen von nicht verschwindender Determinante besitze. Da ferner die

Determinante von a^ gleich Eins ist, so ist auch die von (72 gleich Eins,

Aus der Gleichung

folgt aber , dass die characteristische Function von a, ausser reciproken

Wurzeln mit gleichen Elementartheiler-Exporienten Elementartheiler von

der Form

((>+if, ((j-ir+'

nur paarweise besitzen darf.

Genügt umgekehrt a^ diesen Bedingungen, so existiren

zwei Formen P, Q von den in £, vorkommenden Variabein,

für welche
P{o,-E,i,)Q = X-\^i>X'

wird. Daher ist

mithin auch

oder

Po,Q = X, PQ = —X'-

Q'P^ = -Pa,Q,

{QT^Po,-\-FQ-^ = o;

mithin ist die Gleichung 2) erfüllt, sobald t = (ö')~' P gesetzt wird.

Damit also bei ungeradem n eine Lösung T vorhanden
sei, für welche die ersten Unterdeterminanten nicht mehr
sämmtlich Null sind, muss S{S^)~^ einer Form ähnlich sein,

welche von der Gestalt

n-1

^^ik Xi Vk+ «/« («1 a^^l + «2 2=2+ • ««-1 «n-l)+ «« Vn
1

ist, und in welcher der erste Theil eine Form o^ bezeichnet,

die den soeben angegebenen Bedingungen genügt. Hieraus

lassen sich aber die Bedingungen herleiten, denen S selbst zu genügen hat.
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Ist nämlich allsremein

eine Form der n— 1 Variabein .r, /y, -:K„_,y/„_, und

,F = * + .?/„ («1 r», + • • ß„_i a;„_,) + x,, ?/„

so hat die characteristische Function von F dieselben Elementartheiler

wie <P, bis auf einen zu der Wurzel (>
^ -j- 1 gehörigen, der einen um

eine Einheit höheren Exponenten besitzt.

Bezeichnet man die k fach mit beliebigen Grössenreihen

M«. v% 2 = 1, 2 -w— 1;

o = 1, 2- - -k

geränderte Determinante der characteristischen Function von <P mit

SO ergiebt sich leicht für die ebenso geränderte Determinante der charac-

teristischen Function von F der Ausdruck

(i-(>)U,...,.)+^+(-iyi<(,^. .,._,,, )-< U...-^.'')+-J

/ und der mit A bezeichnete Theil enthält nur Producta der wj,, v'^; ä = 1,

2 -k mit Determinanten die- weniger als k Ränder enthalten. Es sei

nun Q — (>,. ein Wurzelfactor, der in den p'*^" Unterdeterminanten der

characteristischen Function von <i> il^ mal enthalten ist. Dadurch, dass

an Stelle der willkürlichen Grössen u in den letzten k Formen des obigen

Ausdruckes die gegebenen Coefficienten a eintreten, kann die Multiplicität

dieses Wurzelfactors in denselben gleich V^ 4~
'^i

werden , wo |,-> n. Da
aber alle in A befindlichen Glieder denselben in der Multiplicität /^_| ent-

halten, und l[_-^>l[ ist, so sind die Wurzelfactoren der drei Glieder

und so lange Qi von 1 verschieden ist, muss daher jene Multiplicität genau

gleich l]. sein. Ist aber (^,. ^ 1 , so kann dieselbe gleich /j^ + 1 oder l^

sein, je nachdem b'>l, oder i^=o ist. Daraus folgt:
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Die characteristischen Functionen von F und 4* haben
dieselben Elementartheiler in Bezug auf alle von (> — 1 ver-

schiedenen Wurzel factoren.

Nun habe ich in den Sitzungsberichten der k. bayer. Akademie') den

folgenden Satz bewiesen:

„Bringt in einer k— 1 fach geränderten Determinante, deren Elemente

rationale Functionen eines Parameters (j sind, die Ersetzung einer Reihe

willkürlicher Grössen u durch gegebene Grössen a keine Aenderung für

den Exponenten l^_^ des in dieser k — 1 fach geränderten Determinante

enthaltenen Wurzelfactors hervor, so ist dies auch bei keiner der höher

geränderten Determinanten der Fall". Bezeichnet man also die betreffen-

den Exponenten für die characteristische Function von 4> in Bezug auf

die Wurzel (> = 1 durch

in Bezug auf F durch

^(n ^1 ^k-\i ^k '-h- h+i

SO gilt der Satz:

Ist /(•fc_i
= /fc_i, SO ist auch /.,.:= l^.

Da nun /o = ^|, -j-l, so ist die Reihe der Exponenten für F

wobei p irgend eine der Zahlen

0, 1, 2- -Ä, Ä+l

sein kann. Das heisst:

Die characteristische Function von-Fhat auch in Bezug
auf die Wurzel ^=1 dieselben Elementartheiler, wie (p, mit

Ausnahme eines einzigen, nämlich des Elementartheilers

mit dem Exponenten

l, - /,+, + 1

der um eine Einheit grösser ist.

1) lieber einen Satz aus der Theorie der Determinanten, Sitzb. d. matb. phys. Classe,

November 1889.
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Es kann übrigens eine Aenderung in der Zahlenreihe der Exponenten

nur an einer Stelle stattfinden, wo zwei aufeinander folgende Elementar-

theiler nicht gleich sind. Ist nämlich

und wäre

h-r-h-= lp-lp-r,

^P-i = h-1+1,

K = h + 1,

'^p+i = ip+\
5

K-^ -^-= ip-.-ip;

K-- ^p+i
'= i+ip- h+i>

h-i ^p> ^p '^p+\

so ist

was unmöglich ist, da

sein muss.

Hat umgekehrt die Form F dieselben Elementartheiler

wie <i^ mit Ausnahme eines einzigen von der Form (^— a)', der

einen um eine Einheit höheren Exponenten hat, wie der

correspondirende von 0, so ist F der Form *P ähnlich, ver-

mehrt um die Form

Denn die Normal formen') von <#> und jP unterscheiden sich, wenn der

Elementartheiler ((>— «)*"' in <f>, ((j — af in F vorkommt, bei geeigneter

Bezeichnung der Variabein nur um die Glieder

Es ist also

wo die Form PF" von nicht verschwindender Determinante nur von den

in (p vorkommenden Variabein x^y^ x„_iy,^_i abhängt. Daraus folgt

aber

1) F. S. 21.
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(W-^E„)V-'FV{W-'+ E„) -cf. = (W^E„)iax„y„+ x„_,tj,MW-'+ E„),

oder nach einfacher Rechnung

womit die Behauptung erwiesen ist.

Wendet man diesen Satz auf die vorliegende Frage an. so folgt:

Damit bei ungeradem n nur die Determinante von T,

nicht aber noch die ersten Unterdeterminanten vonTsämmt-
lich verschwinden, ist nothwendig und hinreichend, dass

die sämmtlichen Elementart heiler von

von der Gestalt ((>+!)'' paarweise vorhanden sind, mit Aus-
nahme eines einzigen von der Form ({>— 1)", der einen um
eine Einheit höheren Exponenten hat, als der folgende

§ X.

Lösung der Gleichung TS-^T'S' = o.

Ich werde in diesem Paragraphen zeigen, wie die Lösung der

Gleichung

1) ST^s'r = o,

oder

TS+ T' S' = 0,

auf das Problem der vertauschbaren Formen zurückgeführt werden kann.

Aus 1) folgt durch Elimination von T'

2) TS(S')-' -i^yST=o.
Setzt man

s(sy = x,

so wird aus 2)

X'TX= T;

d. h. jede Form T, welche der Gleichung 1) genügt, wird
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durch die antisymmetrische Form X cogredient in sich

transformirt.

Setzt man

so ist nach 2)

3) S{Sy^Y=^YS{Sy;

d. h. die Form Y ist mit der antisymmetrischen Form X ver-

tauschbar. Ferner folgt aus 1)

Y-^S'Y'{Sy= o,

oder

Y'S-'-^S-'Y=o.

Demnach wird

4) 2T=S-'Y—Y'S-\

Jede Form T, welche der Gleichung Ij genügt, ist also

von der Gestalt 4), falls Y die Gleichung 3) befriedigt.

Dieser Satz lässt sich in der folgenden Weise umkehren.

Bezeichnet man mitZ irgend eine Lösung der Gleichung

3), so stellt der Ausdruck 4) alle Lösungen der Gleichung

1) vor.

Denn aus 4) folgt

2TS=S~'YS—Y\
2rS'= T- (S'-' Y)S'= r — (S-' YSiSy) S'

=. F' - S-' YS,

also

Die Anzahl der linear unabhängigen Formen T, welche in dem

Ausdrucke 4) enthalten sind, werde ich im nächsten Paragraphen be-

stimmen.

Man kann auch einen anderen Weg zur Lösung der Gleichung 1)

einschlagen.

Aus der Identität

{l^(jo){TS+ T'S')= (T^rQ){S+ aS'}+ {r — To){S'— ()S)

Abh. d. II. Cl. d. k. Ak. d. Wiss. XVII. Bd. IL Abth. 43
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folgt insbesondere für

5) (T+ r )
(^' + S')+ (T'— T) (S'— S) = o.

Man kann nun versuchen, die symmetrische Form T-\-T^, sowie die

alternirende Form T^ — T für sich zu bestimmen. Dies kann zunächst

in dem Falle geschehen, wo |>S'+ 'S''| nicht Null ist.

Aus der leicht zu beweisenden Identität

folgt nämlich

S-' (S'— S)(S^ S')- '= ('S+ Sy {S'— S) s-\

Setzt man nun

6) W= S-' {S' -S)iS^sy= (Ä+ 5")-' {S' - S) S-\

so genügt die Form W der Gleichung

W' = — (Ä')-' (6" - S)(S+ 5")-'

80 folgt:

Die Determinante von E-\-SW ist nicht gleich Null.

Aus der Gleichung 5) folgt ferner

T^r = — {r — T)sw,

und durch Uebergang zu den conjugirten Formen

T4- T' = w s' (r -T) = — ws(r — t).

Genügt also die alternirende Form T'

—

T der Gleichung

{r-T)SW= WS(T' — T),

7)

denn es ist

nach 6) gleich

Da ferner
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so ist

(r-}-T') = —{r-T)sw.

Schreibt man an Stelle der vorstehenden Gleichung

[(T'—T)S]WS= WS [{V— T)S]

so hat man:

Jede der Formen (T^— T)S ist mit der Form WS ver-

tauschbar.

Und umgekehrt erhält man aus jeder Lösung Z der

Gleichung

8) ZWS=WSZ
eine Lösung (T' — T)S, welche der genannten Bedingung
genügt.

In der That folgt aus 8) für Z=YS

9) YSW=WSY,

und durch Uebergang zu den conjugirten Formen

rs'w=ws'Y\
oder nach 7)

r) TSW=WSY';

mithin aus den beiden vorstehenden Gleichungen 9) und 9'')

{Y'—Y)SW= WS{r— Y).

Es ist also auch

10) r—T=Y^—Y={s'y'z'—zs-\
und

r + T = — {{Sy Z'— ZS-''] S W,

also endlich

11) 2T=[ZS-'— {SyZ'](E+ SW).

Hiermit sind alle Lösungen von 1) gefunden, und die Anzahl der

linear unabhängigen Formen T ist gleich der Anzahl der

linear unabhängigen Formen von der Gestalt

ZS~'-{S')-'Z'
43*
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wobei Z mit WS vertauschbar ist, da die Determinante von ^-f-'S'FF,

wie oben gezeigt, nicht verschwindet.

Verschwindet dagegen die Determinante der alternirenden Form
8^— 8 nicht, so kann in analoger Weise die Bestimmung von T auf die

einer symmetrischen Form zurückgeführt werden. Denn aus 5) folgt

alsdann

12") — (r — r) = (T+r')(6^+ 5")(^' — «)-'

also auch

12) {T + r)(S^8'){8' — Sy = {8^— 8Y' {8^8'){T^ T),

Setzt man nun

8-'{S+ 8'){S' - S)-'={8' — S)-\8^8')8-' = V,

so genügt die Form V der Gleichung

12'^) 8'V'-^8V=o,

und die Determinante von

8V-\-E=2 8{8'—8y'

ist von Null verschieden. Die Gleichung 12) verwandelt sich also in

13) [{T+r)8]V8=V8[(r^T)8].

Aber auch umgekehrt folgt aus jeder Lösung X der Gleichung

14) XVS=V8X
eine symmetrische Form T-\-T\ und zwar wird, wenn man ganz wie

vorhin verfährt

also auch nach 12^)

15) 2T=[X8-'^{8yX']{8r+E),

und die Anzahl der linear von einander unabhängigen Formen
j^'ist gleich der Anzahl der von einander linear unabhängigen
Formen von der Gestalt

X8-'-^{8')-'X\

Die Anzahl der linear unabhängigen Formen in den Darstellungen

11) und 15) lässt sich aber leicht angeben.
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Sind nämlich

X|, Xo X^,

die k von einander linear unabhängigen Formen welche der Gleichung

14) genügen, so ist

xisv = svxi,
also auch

{ST' XI s vs = {SY' s vxis,

oder nach 12*)

[(5^^X15] VS=VS[iSY'XlS].

Die Formen X,, haben also die characteristische Eigenschaft:

Ist Xi, eine Form, welche der Gleichung 14) genügt, so

genügt auch

{SY'xis

derselben Gleichung; d. h. die letztgenannten Formen sind

lineare Combinationen der X^.

Setzt man nun

16) {Sr'XlS=ka„X,,

X,=^(hi)X,,

so wird

d. h. zwischen den Formen P,, bestehen so viel lineare Relationen, als

zwischen dem System der Coefficienten

««+ («'
Ä). «= 1, 2-- •^'

enthalten sind.

Aus 16) folgt aber durch Uebergang zu der conjugirten Form

S'X,S-' = ^a,,X'„

oder

x, = :Ea,,{sr'xis,

also nach 16)

17) X,=2a,,a,X,
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Da nun zwischen den Formen X,, keine lineare Relation besteht, so

ist diese Gleichung eine Identität, also

Die Coefficienten a,„„, als Coefficienten der bilinearen Form

aufgefasst, genügen also der Gleichung

Ä' = E.

Die characteristische Function von A hat also ') p einfache Elementar-

theiler von der Form ^— 1 und k—p einfache Elementartheiler (>+l.

Mithin giebt es k—p linear von einander unabhängige Grössenreihen

«1, (^l--<, s = l, 2- -k—p,

für welche

2[a,„.+ {J>i)]al = o; i=l, 2 k,

ist. Es bestehen also auch zwischen den Formen P,, nicht mehr als

k— p linear von einander unabhängige Identitäten

^P,^al = 0, 5 = 1, 2 -k—p

d.h. die Zahl der linear von einander unabhängigen Formen
ist gleich p-).

1) F., S. 15.

2) In derselben Weise lässt sich, worauf ich hier noch aufmerksam machen möchte, auch

das Problem lösen

:

Alle symmetrischen oder alternirenden Formen zu finden, welche durch
eine Substitution V, die eine Form S von nicht verschwindender Determinante
in sich transformirt, in sich selbst übergehen.

Ist

1) m S U=^ S,

so sind alle Formen T, die gleichfalls durch U in sich übergehen, nach § I Nr. 8 gegeben durch

2) T=PS,
wenn

3) pm= m P.

Bezeichnet man die vollständige Lösung von 3) durch

P=^asPs,
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Analoge Betrachtungen gelten auch für den Fall wo die Deter-

minante von {S-\-S^) nicht verschwindet. In dem Falle, wo beide

Determinanten gleich Null sind, ist eine Reduction auf das Problem der

vertauschbaren Formen auf diesem Wege nicht mehr ausführbar. Aber

auch hier lässt sich die Bestimmung der Formen T' -j- T, T' — T ge-

sondert vornehmen.

Setzt man nach 2)

so kann man die Substitution V stets so wählen, dass die symmetrische

Form in E^ übergeht, wo E, nur die w, Variabeinpaare a;,«/, • -x^i/q enthält.

so ist die zu erfüllende Bedingung, dass T symmetrisch oder alternirend werden soll, ausgedrückt

durch

4) 2asP,=^±2a,S'P^S-\

Setzt man aber in der aus 3) folgenden Gleichung

für ü"—
' den aus 1) folgenden Werth

:

ein, so erhält man

:

S^pig-i u^^ U'S'P'S-';
d. h. es ist

5) S'P^S-' = :Sß,iP,;

und nach 4)

2asPs==±2aißi,Ps,

oder wegen der Unabhängigkeit der Formen Ps

6) as^±Iaißi,.
Aus 5) folgt aber

:

Pi= 2ßsiS'-'PiS.

P,= ^ß,i S' PI S- ' = 2ß,i ßij Pj

,

und hieraus erhält man
2ß,!ßij={sj).

Die Anzahl der von einander unabhängigen symmetrischen und alter-

nirenden Formen, welche hiernach durch die Anzahl der einfachen Elementar-
theiler von der Form (g+1) der characteristischen Function der Form

bestimmt ist, ist demnach insgesammt stets gleich der der linear unabhängigen
mit der gegebenen Substitution C/" vertauschbaren Formen.

Ich muss mich hier damit begnügen, auf die mannigfache Bedeutung hinzuweisen, welche

diese Betrachtung für die Geometrie der quadratischen Formen hat.
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Setzt man also

so wird

18) (^+ 0^i + (^' -0(s'-s) = o•

Hieraus folgt erstens

und dies sind n{n — W;) lineare Gleichungen für die -|-w(w — 1) Coeffi-

cienten der alternirenden Form f — t. Aus der Gleichung

in welche 18) nun übergeht, ergeben sich noch nui lineare Gleichungen

für die ^n{n-\-l) Coefficienten der symmetrischen Form t-\-t\

Eine besonders elegante Lösung ergiebt sich so in dem Falle, wo

JE^ =: E ist, d. h. die Determinante von S~\-S'' nicht Null ist. Setzt man

s'— s = a,

so folgt aus 18)

oder als Bedingung für (^' — t)

Ist umgekehrt X eine Form, welche mit der alternirenden Form o

vertauschbar ist, so ist

f— t = X'~X,
t'-^t= -{X'— X)a,

also

2t= -{X'— X){a-{-E).

Es möge nun angenommen werden, dass die ersten Unterdeterminanten

der characteristischen Function von a

\a—(jE\ = \V'\\S'-S-i){S-irS')\\V\

für keine Wurzel derselben sämmtlich verschwinden, dass also nament-
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lieh auch \S^— S\ nicht bei geradem n, und ohne seine ersten Unter-

determinanten bei ungeradem n verschwindet. Ist nun')

so besteht zwischen den Potenzen der Form a die Relation

aQa^-{-ain^ -{-aoO- a„a" =: o,

während die Formen

von einander unabhängig sind. Da nun o eine alternirende Form ist,

wird bei geradem w = 2j3

also

Mithin sind die i> = |^ alternirenden Formen

von einander unabhängig.

Ist dagegen w = 2 ^ -|- 1 , so wird

\n— (jE\=a,(j-{- as(j^^--a,p^^ (>^^+'

;

d. h. es sind nur die p = ~ alternirenden Formen

von einander linear unabhängig. Da ferner unter der angegebenen Vor-

aussetzung die einzigen mit a vertauschbaren Formen die linearen Com-

binationen der Potenzen von o sind, so ergiebt sich der folgende Satz:

Wenn die characteristische Function

oder

\S— IS'\

keine Wurzel besitzt, für welche ihre sämmtlichen ersten

ünterdeterminanten verschwinden, und auch für A= —

1

1) Vgl. F. S. 11, ff.

Abh. d. IL Cl. d. k. Ak. d. Wiss. XVII. Bd. IL Abth. 44
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nicht verschwindet, so ist die Gesammtheit der linear von

einander unabhängigen Lösungen der Gleichung

dargestellt durch

i' — ^ = cf , rr -]- a^ o^ -)- ßjp-i
(^^''~^

— (t^-\- t) = u^a- -\- a^a'^ -\- • «gp., fJ^''

oder

wobei die Anzahl der p von einander unabhängigen Para-

meter « gleich der grössten ganzen in |^ enthaltenen Zahl ist.

Für zerlegbare Formen kann man die Lösung der Gleichung 1)

nicht unerheblich vereinfachen.

Ist S eine in ^i+ /S'2 -j- • + 'S't zerlegbare Form, und sind Sa und -S*^

irgend zwei Bestandtheile derselben, so folgt aus

ST-^s'r = o

nach Multiplication mit E^ und Eß

s,T^s\r = o,

SßT-\- Sß T = 0,

oder, wenn

gesetzt wird, und

^a TEa = ta\ E^TEß = t^ß

EßT Eß = tß; EaT Eß = tß^

die conjugirten Formen von t^ß, tßa sind:

19) SJa^Slti = o,

^ß^ß-\-Sß^^ß = 0,

Aus den beiden ersten Gleichungen 19) ergeben sich die Coefficienten

der beiden Formen' t^, tß. Aus den beiden letzten aber folgt durch

Uebergang zu den conjugirten Formen
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20) taß = Sä^Sa tßa = tßa Sß S^^,

21) 1„ ^ O a O r>t o =^ t o ö O
' pa ß ß aß aß a a

Hieraus geht hervor:

Haben die beiden characteristischen Functionen

l^a (^Sa\, \Sß (iSß\

keinen gemeinsamen Theiler, so ist

taß = iaß = tßa = ißa = 0]

d. h. es ist dann die Form T in derselben Weise zerlegbar.

Haben dagegen jene Functionen einen gemeinsamen Theiler, so existirt

eine von Null verschiedene Form tßa, welche die Gleichung 20)

Sä Sa tßa = tßa Sß Sß

befriedigt. Bezeichnet man den gemeinsamen Wertli der beiden Seiten

dieser Gleichung mit

taß,

SO ist auch

— % = %^a(^a)~' = (^ß^ ^ß%^
oder

Jl fl Ql Q— 1 Ol Q-1 Jl

ßa aß a a ß ß aß

d. h. es ist auch die Gleichung 21) erfüllt. Zugleich wird

ta^tß-\r taß + tßa

derjenige Bestandtheil von T, welcher zu den beiden Bestandtheilen Sa, Sß

von 8 gehört, denn nach den vorstehenden Gleichungen sind auch die

beiden letzten Gleichungen 19) befriedigt.

Setzt man aber, um 20) zu lösen,

Sa = ^<^i u ^i Vi- ?" ^a^a 'a •^ ''«

'

Sß ^= — (l'ißkß ^iß Vkß 5

tßa = —tiakß ^ia ^k f'

wobei die Indices anzeigen, dass nur die in den entsprechenden Formen
44*
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Sa, Sß vorkommenden Variabein vorhanden sind, so besteht für die (aß)

Coefficienten t^^^g das System von (aß) Gleichungen

2 1

)

^^kamß {(^kala ^'»ßsß '^'la'<a "^ß'"ß)
" ^•

Setzt man

SO folgt bei gleichzeitiger Vertauschung von Z„ und ka, Sß und iiiß

h — — h
"''a"'ß, lasß

~
"la^ß, ^a'^ß

Die Determinante des Systems der Coefficienten in den Gleichungen

21) ist daher eine schiefe, und ihr Verschwinden mit der oben ange-

gebenen Bedingung eines gemeinsamen Theilers äquivalent. Und so hat

man den Satz:

Die Anzahl der Parameter, durchweiche die Yov\n Sa-\-Sß

in sich nicht singulär transformirt wird, ist um eine gerade

resp. ungerade Zahl grösser, als die Zahl der Parameter,

durch welche Sa und Sß in sich transformirt werden, je nach-

dem das Product der Ordnungen von Sa, Sß gerade oder un-

gerade ist.

Nach Herrn Kronecker') kann jede bilineare Form von nicht ver-

schwindender Determinante durch congruente Substitution in ein Aggregat

elementarer Formen von der Gestalt

E, Eo, E\ EP

verwandelt werden, wo

und c^ nicht gleich Eins;

^0 = HVi + ^1 yo+ «1 ?/2— x-iVi 4- %?/3

+

^iVi+ x^Vi—x^Vz

und n eine gerade Zahl 2p;

1) K. S. 430.
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und n eine ungerade Zahl 2p-\-\;

E'' = c' 0^0.^0 -i-x^tjQ— x^y,-^ X, y^ + x^ y., -^-x^y^— x.^y^

zu setzen ist.

Die Determinante von E-\-(jE^ enthält nur die Elementartheiler

(c -!-(>)", {\-\-Qc)"\ die von E()-\-qEI nur die Elementartheiler (l-[-(^)"^

(1 +(j)-P; die von E^^qE^' nur die Elementartheiler {(i—lf^+\ (^— lfp+';

die Determinante von if-^-^E'^^ enthält endlich bei geradem n nur den

elementaren Theiler (!-[-(>)""'''! während derselbe bei ungeradem n gleich

(!—(>)"+' ist.

Für Formen von der einfachen Gestalt der elementaren Formen

E, Eq, B^, £°, welche im ganzen

2w, 4^), 2(2p+ l), w-j-l

Variabeinpaare enthalten, lässt sich leicht die Anzahl der homogenen

willkürlichen linearen Parameter bestimmen, welche in den Lösungen

der Gleichung

8T-\-S'T'=o

auftreten. Die betreffenden Resultate mögen hier kurz angeführt werden.

1) Ist

S=Xf^y,-\-x,yo^^ •

und N die Zahl der Variabeinpaare in ^S*, so hat man in T |^iV resp.

^(iV-|- 1) Parameter, je nachdem N gerade oder -ungerade ist. Die

nicht singulären Substitutionen für E sind daher — wie im

allgemeinen Falle — von n Parametern abhängig.

2) Ist

S = Xoy^-\-Xiy.2-^x.2tj3^X3yi-\

-]rX,yo— x,y^^X3y.2— x,ys-\
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und versteht man unter N dieselbe Zahl wie bei 1), so enthält die

Form T für

N=4i), 2(2 2?+l), 2p -^1

im ganzen

4p, 4:2)-\-l, p-j" 1

willkürliche Parameter. Die nicht singulären Substitutionen für

Eq sind also von 4:p Parametern abhängig.

3) Ist

so beträgt die Zahl der Parameter in T

4p, 4p -f- 3, p-\- 1

je nachdem

N=4p, 2(2/j+l), 2^ + 1

ist. Die nicht singulären Substitutionen für E° sind daher

von 4p-j-3 Parametern abhängig

4) Ist endlich

S = cxo Vo+ (a^i .Vo— .V 1 ^o)+(% 2/ 1 + ^i :?/2) +(a:^3 y-2— ^-2 Pa)+ {^'i .Vs+ Xsyi)-\----

so erhält man für T, ganz wie im allgemeinen Falle ^ iV" resp. ^{N— 1)

Parameter, und daher sind auch die nicht singulären Substi-

tutionen für E^ nicht durch eine grössere Mannigfaltigkeit

ausgezeichnet.

Es hat hiernach keine Schwierigkeit, die Zahl der Parameter zu

bestimmen, durch welche eine bereits auf elementare Formen reducirte

Form in sich transformirt wird'). Indessen beruht diese Reduction durch

congruente Transformationen selbst auf Operationen"), die bisher auf

rationale noch nicht zurückgeführt sind.

1) Vgl. insbesondere auch die Bemerkungen auf Seite 340—342.

2) Vgl. die mit K. bezeichnete Arbeit des Herrn Kronecker, sowie C. Jordan, Sur les

transformations d'une forme quadratique en eile meme, .Journal de Mathematiques, Annee 1888,

S. 349.
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§ XL

Irreducibilität des Systenies der eigentlichen Transformationen.

Durch die vorstehenden Untersuchungen können alle Substitutionen

U gefunden werden, für die wenigstens eine der beiden Determinanten

\ü-\-E\ oder \U— E\ von Null verschieden ist.

Wenn dagegen die characteristische B'unction

/l{if) = 'U—QE\

von U unter der Voraussetzung einer eigentlichen Substitution sowohl

für j> = -|- 1 als auch für (j = — 1 verschwindet, so muss ^(^) von einer

geraden Ordnung m für (> =: — 1 verschwinden. Sei ferner z/((>) ^= z/, ((>)^2(c))

wo z/, ((>) das Product der Elementartheiler, die für (> ^— 1 verschwinden,

und üi eine Form der Variabein x^yi, • a?,,,«/^, welche dieselben Elemen-

tartheiler hat, wie ^i((>) und ebenso U^ eine aus den Variabein x,„^,

,

.V,«+i • ^nVn gebildete Form mit den Elementartheilern von J^ii^)- Dann

ist die Form

der Form U ähnlich, also

und

U'SU=S.
Hieraus folgt

((?')-' IP & (Ö') -'SG-' G UG-' = (Ö')-' SG-'
;

also, wenn

(G')-'SG-' = So,

gesetzt wird

(GyU'G'SoGÜG-' =So,
oder

Ul Sq Uq = Sq.

Hieraus folgt aber'), dass *S'o ebenso in zwei Formen Äi-j-Ä zerleg-

bar ist, wie die Form Uq in U^ -j- U^.

1) Vgl. § II, S. 250.
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Daher wird

Uo So Uq = Oo .'2 >~>2-

Nun verschwindet die Form J^ {()) nur für (> ^ — 1 , also ist die

Determinante von E^ — ?7, nicht Null , und ebenso ist die Determinante

von E2-\-ü.2 von Null verschieden, da ^zio) den Theiler (j^— 1 nicht

enthält. Es werde nun angenommen, dass eine Form H^ der m Variabein-

paare a^i?/,, - x„^y„, vorhanden sei, deren Determinante nicht ver-

schwindet, und der Gleichung

1) H,S, + H\8\ = o

genügt,

2)

und es sei ferner

-C l TT ^

^2 1^ ''2

also auch

3) l\S,^T\8\^o,

4) T\= -SIS^'T.^.

Setzt man ferner

5) T,=&[H\ + 2hH,)-'^T,]G,

wo h einen willkürlichen Parameter bedeutet, so ist wegen

S = G [Si -\- S2) G,

S ^=^ G (0| -|- So) G,

S-' = G-'(6'r' +Är')(G^'r' --= G~'is, + s.;)-\GY\

S' S-' 1\ = & {S{ + Sl) G G-' {S, + S,)-' {GY'& [{1\+ 2 h H,)-' + T,] G

= G\S\^S^^[{l\-^2hH,){8,+8.^r'G-^G\S\-\-S};){ST'+S^')l\G

= G' (S\ + Si) (^1 <S, + 2 ;? H, S,)'' G^G'Sl Sr' T, G.

Mittelst der Gleichungen 1), 3), 4) wird hieraus mit Bezug auf 5)

S' S-' T„ = G' [(T, S,^2hH, S,){S])-']-' G— G'T\G

= - G' [{T\ -\- 2 h H])-' ^T\]G = - T],
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Demnach genügt die Form 1), der Gleichung

und der Parameter h kann dabei jeden Werth oberhalb einer

gewissen Grenze annehmen, da die Determinante von H^ nicht

Null ist.

Es ist ferner nach 5)

= 2 [(E, — U,r + (^2+ U,)-' -^hH,S,]G;

und ebenso

(T, + 2 Ä Z/, + ST') (GT' (S- T,) = [{T, -}-27iH,)S,— E,^E,- S^' T,)] G,

= 2[U,(E,— U,)-' -\-ü,{E,-\- ^o)-' -}-hE, S,] G.

Aus diesen beiden Gleichungen folgt

{S+ T,r'(S— T,) = G-^[{E,- C/,)-' + h H, S,+ {E, + U,)-']-' X

Die Determinante der Potenz mit dem Exponenten — 1 wird hier

auch für Ä = o nicht unbestimmt, da die Formen E^— U^ und E.^-^-ü^

kein Variabeinpaar gemeinsam haben und ihre Determinanten nicht ver-

schwinden. Demnach wird

lin[(;^+T„)-' {S+ T,)] = G-\U,+ U,)G = U,

h =
denn es ist

[(E, - Ur' + {E,^ Ur']- ' = {E,-U,) + {E, + ü,).

Das heisst:

Unter der angegebenen Voraussetzung lässt sich die

Transformation U mit Hülfe eines Grenzprocesses aus der

vollständigen Lösung der linearen Gleichung 6)

Abh. d. II. Gl. d. k. Ak. d. Wiss. XVII. Bd. IL Abth. 45
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herleiten, indem man die willkürlichen Parameter als Func-
tionen einer Variabein h auffasst.

Es beruht aber die vorstehende Betrachtung auf der Möglichkeit,

eine Form H^ von nicht verschwindender Determinante zu finden, welche

der Gleichung 1) genügt, und hierzu ist nothwendig und hinreichend'),

dass die Elementartheiler der characteristischen Function

von der Form ((>— 1)«, {()-\-\)ß nur paarweise auftreten. Die Elementar-

theiler von |<S+(>/S"| sind aber zusammengenommen gleich denen von

|6',-f (>*Sj| und |-S2+ (>^^1.

Diese Bedingung ist zunächst erfüllt, wenn die Determinante

\S±S'\,

was bei geradem n stattfinden kann, überhaupt nicht verschwindet. Ist

dagegen n eine ungerade Zahl, und hat die Function

\S+()S'\

nur die einfache Wurzel () = — 1, während
J5'
+ /S'^| nicht Null ist, so

kann die zu einer geraden Zahl von Variabein m gehörige Function

\Sr\-i^S\\

nicht für () = — 1 verschwinden, da sie in diesem Falle mindestens den

Theiler {()-{- If haben müsste, für den überdies alle ersten Unterdeter-

minanten noch Null werden.

Man hat also den folgenden Satz:

Die sämmtlichen Substitutionen, durch welche eine all-

gemeine bilineare Form S* von nicht verschwindender Deter-

minante eigentlich in sich transformirt wird, bilden ein

irreducibeles System.

Durch eine andere Specialisirung ergeben sich auch die beiden

wichtigen von Herrn Frobenius bewiesenen Sätze über den irreducibelen

1) Vgl. § IX.

© Biodiversity Heritage Library, http://www.biodiversitylibrary.org/; www.biologiezentrum.at



349

Character derjenigen eigentlichen Transformationen, welche eine symme-

trische resp. alternirende Form von nicht verschwindender Determinante

in sich transformiren, dessen darauf bezüglicher Untersuchung') die vor-

stehende nachgebildet ist.

§ XII.

üeber die Anzahl der Parameter, von denen die Coefflcienten der Transformation

in sich selbst abhängen.

Da jede Form ihrer conjugirten ähnlich ist"), so besteht die Gleichung

1) SP'S-'=P.

Ist umgekehrt S eine gegebene Form von nicht verschwindender

Determinante, und ist p eine Form, welche der Gleichung 1) genügt, so

existirt auch immer eine Form P von nicht verschwindender Determinante,

welche dieselbe befriedigt. Denn für

wird

und umgekehrt kann man aus den Lösungen P von nicht verschwindender

Determinante jede Speciallösung herleiten. Die Aufgabe, bei gegebenem
(S alle Formen P zu finden, welche der Gleichung 1) genügen,
reducirt sich also auf die Bestimmung aller Formen dieser Art, deren

Determinante von Null verschieden ist.

Da aus 1) folgt

PS' + ()SP=P{S'-h(jS),

so sind die Schaaren conjugirter Formen

FS' + (jSP und S' + ()S

äquivalent, also auch congruent. Mithin existirt eine Substitution W, für

welche

1) F. S. 44 ff.

2) F. S. 21.

Ab*
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wird, und es ist

PS'= W'S'W.

Die Gleichung 1) geht demzufolge über in

2) {ST'SW=W(ST'S,

und zugleich wird

3) P=W'S'W{ST'-

Demnach ist die Form W mit der antisymmetrischen Form
{S')~^ S vertauschbar. Und umgekehrt sind in der Gleichung

3) alle Lösungen der Gleichung 1) von nicht verschwindender

Determinante enthalten, sobald W der Gleichung 2) genügt.

Denn aus

P=W^S'W{S')-\
oder

P' = Ä-' WSW,
folgt

SP'=W'SW=W'S'W{SyS = PS.

Es seien nun

P P • P

die fi von einander linear unabhängigen Lösungen der Gleichung 1),

deren Anzahl durch eine Untersuchung der Determinante des Systems der

linearen Gleichungen 1) bestimmt werden kann; ferner

die m von einander linear unabhängigen Lösungen der Gleichung 2), also

die allgemeine Lösung von 2). Dann wird

4) w s' w =: :^2ß,ß, (
w] s' w, + wi s' w,)

m

unter der Voraussetzung, dass bei gleichen Indices i und k der Term in

der Klammer nur einmal hinzuschreiben ist.

Setzt man
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so wird

also

Die Form

Ba = Qa+ Q.. = ( W] S' W, + W\ S' TF,) (ST'

genügt also der Gleichung

mithin wieder der Gleichung 1).

Es ist daher

ß

wo die r,js= rj,,s numerische Coefficienten sind, und aus der Gleichung 4)

folgt nunmehr die Identität

5) 2a,P=2::Eß,ß,r,,,P,,

aus welcher wegen der Unabhängigkeit der P^ folgt

s^ 1 , 2 • • ,a

.

In diesen Gleichungen muss jede der Grössen /9, wirklich enthalten

sein. Denn da in der Form

die Determinanten von TF, und 8 nicht verschwinden, so kann dieselbe

nicht Null sein, und daher enthält der Ausdruck PT' S^ W selbst den Term

der sich gegen keinen anderen aufheben kann. Dagegen können die

rechten Seiten der Gleichungen 6) etwa nur m,<w von einander unab-

hängige Functionen der /?, enthalten, welche durch

Bi, Bz- B^^
,

bezeichnet sein mögen.
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Sind nun umgekehrt die Grössen a, d. h. ist die Form P willkürlich

als Lösung von 1) gegeben, so ist

PS'= TF' 6" W;

d. h. es giebt dann stets Auflösungen der Gleichungen 6), diese sind

also von einander unabhängig. Von den Grössen B sind daher

m, — f(
willkürlich. Und da aus den Grössen B nur Wj Parameter /i,

bestimmt werden können, so folgt, dass bei gegebenen Werthen
der a die Grössen ß noch

m — //

willkürliche Parameter enthalten müssen.

Diese Zahl ist aber, wie leicht zu sehen, gleich der Anzahl der

Parameter, die in denjenigen Substitutionen enthalten sind, welche S in

sich selbst transformiren.

Ist nämlich U eine Substitution, die S in sich transformirt, so ist

wsu=s,
also auch

{SY'su=u(sys.

Bezeichnet man mit W,, irgend eine willkürlich gedachte Lösung

dieser Gleichung 2), deren Determinante nicht Null ist, ferner mit

die Gesammtheit der von einander linear unabhängigen, so ist

Setzt man

so kann F als eine völlig willkürliche Lösung der Gleichung 1) ange-

sehen werden, so dass also die Coefficienten a in der Gleichung

1.1

selbst willkürlich sind. Zugleich wird aber

p=wiu'S'uw^{SY\
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man erhält also vermöge der auf S. 351 ausgeführten Betrachtung wieder

zur Bestimmung der ß die Gleichungen 6), wie zu zeigen war.

Man erhält also folgenden Satz:

Die Anzahl der willkürlichen Parameter, durch welche
eine Form S von nicht verschwindender Determinante in

sich cogredient transformirt wird, ist gleich

m— ti

wo m die Anzahl der linear von einander unabhängigen mit
(S^)~^ S vertauschbaren Formen, a die Zahl der von einander
linear unabhängigen Formen F ist, die der Gleichung 1)

genügen.

Sei, um diese Theorie auf ein Beispiel anzuwenden, S eine symme-
trische Form. Dann ist (S^)~^8=E, also m= n^. Dagegen ist die Zahl

der von einander linear unabhängigen Formen, welche der Gleichung 1)

SP= PS

genügen gleich ^n(n-^l), da hierzu nur erforderlich ist, dass PS eine

symmetrische Form ist, also u=iw(w-|-l). Mithin beträgt die Zahl

der Parameter ß

n-— \n{nA^\)^=\n(i% — 1). .

Ist dagegen 8 alternirend, so findet man auf demselben Wege
m= W", und für die alternirende Form

SF'=PS= — {ßP')\

in=z^n{n — 1), also

m— ,a = ^n{n-]- 1),

Man kann nun endlich leicht zeigen, dass die Zahl ni — a gleich der

Anzahl der willkürlichen Parameter ist, welche in den nicht singulären

Substitutionen auftreten, die vermöge der Gleichung

7) ST^S'r=o
bestimmt werden.
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Bezeichnet man mit

T T T-*!,• -'•2 * e

)

die von einander linear unabhängigen Lösungen der Gleichung 7), so ist

und zugleich nach § X, 4)

sowie

also

8)

Da die Grössen ß von einander unabhängig sind, so können nicht

alle (> reihigen Determinanten der Matrix

P 2 1 R22 ' ' 1^2 '"

verschwinden. Den Gleichungen

9) ^(^.ßos^O, rT=l, 2 (J,

genügen daher m — ^ von einander linear unabhängige Systeme der

Grössen a,. Bezeichnet man diese durch

ftn - S

SO verschwinden auch die m— () reihigen Determinanten der Matrix aus

den ß* nicht sämmtlich. Es sind demnach die Formen

a--e -PT, +..a«;-^ W,„= Z„,-Q,
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linear von einander unabhängig, welche zufolge der Gleichungen 9) die

Gleichung

S-^Z—Z'S~^= o

oder die Gleichung 1) befriedigen. Die Anzahl dieser Formen ist aber

gleich fi,. Demnach ist

u=m— ^ , ^=m — ,u.

Hieraus folgt der Satz:

Die nicht singulären Substitutionen, welche eine Form
S in sich transformiren, enthalten ebenso viele willkürliche

Parameter, wie die allgemeinste Substitution dieser Art

überhaupt.

Abh. d. II. Cl. d. k. Ak. d. Wiss. XVII. ßd. IL Abth. 46
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