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1. Riickblick. Allgemeiner Grundgedanke.

Es ist eine allbekannte EKrscheinung, daB jeder von einem Punkte P, (Abb. 1) nach
einem anderen Punkte P, fithrende Strahl I infolge der ungleichartigen Beschaffenheit
der durchsetzten Luftschichten eine streng genommen doppelt gekriimmte Lichtkurve be-
schreibt. Die Anfangstangente 7', dieser Linie wird eine Richtung ¢,, die Endtangente
T, eine davon abweichende Lage ¢,, und die Sehne P, P, zwischen den Strahlenend-
punkten wieder eine andere Richtung ¢, besitzen. Der Winkel, welchen die im allge-

) meinen sich kreuzenden Geraden 7', und 7},
E miteinander einschlieBen, ist die Gesami-
strahlenbrechung oder Zotalrefralktion Aqm;
hingegen sind & und &, die auch als Re-
fraktionswinkel bezeichneten Teilbetrige der
Strahlenbrechung diejenigen Winkel, welche
die Lichtkurve in ihren Endpunkten mit der
Sehne P, P,, einschlieit.

Projiziert man die Lichtkurve einerseits
auf die den Punkt P, enthaltende Lotebene!?)
in P,, und andererseits auf die Horizontal-
ebene in diesem Punkte, so erhidlt man im
Aufribild die Hohenbrechung oder Vertikal-
refraktion A @, sowie ihre Teilbetrige, die
Hohenrefraktionswinkel & und &,, wihrend
das GrundriBbild die seitliche Strahlenbrechung

4bb. 1 oder Lateralrefraktion A @1, und ihre Teil-
betriige &,, &, enthiilt. Alle diese Grofen sollen im Laufe der folgenden Untersuchungen
durchwegs im Uhrzeigersinne positiv gezdhlt werden.

Der Hauptgrund fiir die doppelte Kriimmung der Lichtkurve liegt darin, daf die
Begrenzungsflichen der Schichten gleicher optischer Brechungsfiihigkeit nicht genau die
Form konzentrischer Kugelflichen besitzen. Diese Abweichungen rithren zum Teile davon
her, daf die Niveauflichen selbst nur in grober Anniiherung als Kugelflichen gelten
konnen; groBtenteils aber sind sie atmosphiirischen UnregelmiBigkeiten zuzuschreiben.
Immerhin halten sich diese Stérungen im Durchschnitt doch in ziemlich engen Grenzen,

1) Diese Lotebene fillt mit der Zielebene des in P, nach P; gerichteten Theodolit-Fernrohrs
zusammen, wenn die Achsenfehler beseitight sind und auch keine seitliche Strahlenbrechung vorhanden ist.
1'
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so daB die seitliche Kriimmung der Lichtkurve gegen ihre Hauptkriimmung in der Schmie-
gungsebene oder auch im Vergleich zu ihrer vertikalen Kriimmung als eine praktisch
unendlich kleine GrdBe zu erwarten ist, welche Anschauung durch die Erfahrung vollauf
bestitigt wird.

Je nachdem der angezielte Punkt der Erde oder einem Himmelskérper angehort,
spricht man von einer irdischen (terrestrischen) bzw. von einer astronomischen Strahlen-
brechung. Letztere kann fiir steile Sichten sehr genau, und zwar bis zu Hoéhenwinkeln
von etwa 15° herab auf Bruchteile einer Bogensekunde bestimmt werden. Damit ist der
Astronomie vielfach geholfen, denn auf schwiicher geneigte Sichten, fiir welche mit der
Anndherung an den Horizont allerdings auch die Refraktionsunsicherheiten rasch zu-
nehmen, kann sie bei Hohenmessungen mit Riicksicht atif die zur Verfligung stehende
grofie Zahl von hoher gelegenen, gut bestimmten Sternen doch meist verzichten.

Viel schlimmer liegen die Verhiiltnisse fiir die Geodisie, wo der Natur der Sache
nach in erster Linie die irdische Strahlenbrechung in Frage kommt. Hier handelt es sich
selbst bei den nach hichstgelegenen Zielpunkten wie Berggipfel fithrenden Sichten in der
Regel um nur ganz schwach geneigte Strahlen, welche hauptsiichlich in den unteren,
Storungen besonders hiufig ausgesetzten Luftschichten verlaufen. Es ist trotz vieler Ver-
suche bis heute nicht gelungen, den Einfluf dieser Stérungen geniigend scharf zu erfassen
oder ihn etwa durch ein geeignetes Beobachtungsverfahren im Kndergebnis zu beseitigen.
So steht denn heutzutage die Genauigkeit der geodiitischern Hohenwinkelmessungen zu den
Leistungen des hochentwickelten Instrumentenbaues in einem schreienden MiBverhiltnis
und wegen der relativ groBen Unsicherheit trigonometrischer Hohenmessungen ist deren
Ausniitzung zu einer hypothesenfreien Bestimmung der Krdgestalt bis jetzt noch nicht
moglich.?)

Die astronomische Hihenrefraktion, welche fiir auf- und untergehende Gestirne etwas
iiber 1° betriigh, ist so groB, daB sie schon mit den unvollkommenen Hilfsmitteln des
Altertums festgestellt werden konnte. Kine erfolgreiche wissenschaftliche Behandlung der
Erscheinung war aber erst nach der Entdeckung des ‘Lichtbrechungsgesetzes und der Er-
findung des auf die Luftschichtung hinweisenden Barometers und Thermometers sowie
nach Einfilhrung der Infinitesimalrechnung moglich. Sie hat seit dem Anfange des 17. Jahr-
hunderts fast alle bedeutenden Astronomen bis ins 19. Jahrhundert beschiiftigt und Newton
gelang es zuerst, die Differentialgleichung der Lichtkurve aufzustellen und zu integrieren.
Vor rund 100 Jahren hat Bessel auf Grund fritherer fremder und eigener Arbeiten den
theoretischen und praktischen Untersuchungen iiber die astronomische Strahlenbrechung
einen formvollendeten Abschluf gegeben. Seine mustergiiltigen Refraktionstafeln®) kénnen
durch neuere Tafelwerke, welche den inzwischen gemachten Fortschritten Rechnung tragen,
nur langsam verdriingt werden.®)

1) Siehe hiezu Bruns H., Die Figur der Erde, Berlin 1878.

2) Zuniichst mitgeteilt in Fundamenta astronomiae pro amno 1755, Regiomonti 1818; spiter in
verbesserter Form in Tabulae Regiomontanae, Regiomonti Pr. 1830.

3) Ausfihrliche geschichtliche Angaben tber die astronomische Strahlenbrechung findet man bei
R. Wolf, Handbuch der Astronomie, 8. Halbband, Ziirich 1892, 8. 259—279, insbesondere aber bei
Bruhns C., Die astronomische Strahlenbrechung in threr geschichtlichen Entwicklung, Leipzig 1861.

ey
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Die irdische Strahlenbrechung,') welche im allgemeinen betrichtlich kleiner ist als
die einem gleichen Hohenwinkel entsprechende astronomische Refraktion, wurde auch erst
viel spiter bemerkt, zuerst wahrscheinlich von Picard 1669 gelegentlich seiner Grad-

messungsarbeiten.?) Lambert hat sie — nach Tralles®) — zuerst bei trigonometrischen
Messungen in Rechnung gebracht. Die terrestrische Lichtkurve verlduft — zum mindesten

mit ihren Endstiicken — in der Nihe der Erdoberfliche, d. h. in gestorten Luftschichten,
so daB auch der Lichtweg besonders gegen die Enden zu UnregelmiBigkeiten zeigen wird;
ein Umstand, den schon Tralles vor mehr als hundert Jahren scharf erfaBt hatte.?) Die
Unmoglichkeit, solehe Stérungen oder ihre Ursachen nach Mak und Zahl zu bestimmen,
fiilhrte dazu, den Lichtstrahl zwischen zwei irdischen Punkten als einen Kreisbogen zu be-
handeln, was jedoch nur unter der Voraussetzung einer gleichartigen Luftschichtung der
Wirklichkeit entspricht. Durch den sog. Refraltionskoefficienten, welcher das Verhéltnis
des Halbmessers der Erde zu demjenigen der Lichtkurve bedeutet, ist diese als Kreishogen
offenbar bestimmt. Hin in Deutschland sehr gebriuchlicher Wert dieser Konstanten ist
der von C. F. GauB*) angegebene Betrag % = 0,13, welcher aber um etwa 25°, unsicher
ist. Bei einseitigen Beobachtungen war man von vornherein an ein bestimmtes 4 und
damit an einen ganz bestimmten Kreishogen gebunden; bei gleichzeitigen gegenseitigen
Beobachtungen war es hingegen unter Voraussetzung gleicher Refraktionswinkel in den
Endpunkten méglich, sich im iibrigen von der Form der Lichtkurve unabhingig zu
machen. Allein auch die mit dieser etwas allgemeineren Annahme unter Aufwendung
der doppelten Arbeit erzielten Ergebnisse konnten durchaus keine strengeren Anspriiche
befriedigen, da eben die getroffene Voraussetzung niemals genau und nur in der Minderheit
aller Fille mit geniigender Anniherung zutraf. Auch die etwa um die Mitte des 19. Jahr-
hunderts einsetzenden Versuche, diejenige Beobachtungszeit auszuwiihlen, zu welcher die
Lichtkurve erfahrungsgemif die Kreisbogenform oder doch gleiche Refraktionswinkel be-
sitzt, fuhrten, wenn sie auch einen Fortschritt bedeuten, ebensowenig zu einer vollstindig
befriedigenden Losung wie die Bestrebungen, im Mittel aus durchlaufenden Tagesreihen
die Refraktionsunsicherheiten auszuschalten.®) Auch die Versuche Bauernfeinds,®) unter

1) Bruhns verspricht in der Vorrede zu seiner eben genannten Schrift auch eine Geschichte der
terrestrischen Refraktion, scheint jedoch iiber die Vorarbeiten nicht hinausgekommen zu sein. Kine nicht
veroffentlichte Geschichte der irdischen Strahlenbrechung hat der schweizerische Ingenieurtopograph
Heinrich Denzler in seiner aus dem Jahre 1843 stammenden Abhandlung ,Beitrdge zur Kenntnis des
Phinomens der terrestrischen Refrakiion” geliefert. Den wesentlichen Inhalt dieser Schrift hat J. Maurer
in der Meteorologischen Zeitschrift 1905 S. 262—265 mitgeteilt. Wertvolle kritisch-historische Betrach-
tungen iiber die terrestrische Refraktion enthilt auch das 8. Kapitel von Helmerts mathematischen wnd
physikalischen Theorien der hoheren Geoddsie, 1I. Teil, Leipzig 1884.

2) Siehe Picard M. J., Mesure de la terre, Paris 1671, S.57[68 (Mémoires de ’academie roiale
des sciences, Tome 7).

3) Tralles, Beobachtungen wber atmosphdrische Refraktion der Lichtstrahlen irdischer Gegenstinde
(Abhandl. d. mathem. Klasse d. K. Preufs. Akademie der Wiss. aus den Jahren 1804—1811), S.86—146.

4) GaufB C. F., Berliner Astronom. Jahrbuch fiir 1826, S. 91.

5) Zur Erkenntnis, daB sich der terrestrische Refraktionskoeffizient nicht nur mit der Tageszeit
sondern auch mit der Jahreszeit, hauptsiichlich infolge der Temperaturschwankungen periodisch #ndert,
war schon 1806 Tralles (S. 132 seiner in Anmerkung 8 genannten Arbeit) auf Grund seiner Beobachtungen
und Uberlegungen gekommen. Spiiter hat Baeyer (Astronomische Nachrichten, Bd. 14, 1837 S. 74)
versucht, den Refraktionskoeffizienten als eine Funktion der vom wahren Mittag ab geziéhlten, in Teilen
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Beriicksichtigung der Temperatur und des Barometerstandes das Problem zu lésen, fiihrten,
soweit die irdische Strahlenbrechung in Frage kommt, nicht zum Ziele. Seine wichtigen
Aufschliisse iiber die durchschnittliche Konstitution der Atmosphire sind wohl fiir die
astronomische Refraktion von Bedeutung; sie kommen aber fiir die irdische Strahlen-
brechung nur in geringem Mafe in Betracht, weil diese eben in erster Linie eine Funk-
tion des jeweiligen ortlichen Temperaturgefilles ist, dessen Verlauf in den unteren Luft-
schichten nach Ort und Zeit einem starken, schwer zu erfassenden Wechsel unterliegt.
Trotzdem sind Bauernfeinds Untersuchungen sehr wertvoll und sein umfangreiches Beob-
achtungsmaterial findet noch heutigen Tages Verwendung.

Der im Laufe der zweiten Hilfte des 19. Jahrhunderts von verschiedenen Seiten®)
aufgestellte physikalische Ausdruck des ortlichen Refraltionskoeffizienten zeigte dessen aufier-
ordentlich starke Abhingigkeit vom Temperaturgefille. Diesem Umstande versuchen auch
die Entwicklungen von Jordan und Helmert Rechnung zu tragen, welche auf Licht-
kurven fithren, die im allgemeinen keine Kreisbogen sind. Die Brauchbarkeit der von
diesen Forschern abgeleiteten Formeln hingt vor allem daran, dak die Anderung des
Temperaturgefilles lings des ganzen Strahles eine moglichst gleichmifiige ist; dagegen
iiben geringe Abweichungen der Luftschichtung von der normalen Lage keinen grofen
EinfluB aus.

Nach neueren Untersuchungen sollen unter Zugrundelegung der Kreisbogentheorie
Beobachtungen, welche um die Mittagszeit auf der Talstation ausgefiihrt werden, ebenso
gute oder noch bessere Ergebnisse liefern wie gleichzeitige gegenseitige Beobachtungen
aus durchlaufenden Tagesreihen.?)

Eine besondere Bedeutung besitzt die irdische Strahlenberechnung fiir die horizon-
talen Sichten im geometrischen Nivellement sowie fiir tachymetrische Messungen. Man
spricht in diesem Sonderfall von einer Refraktion im Nivellement oder von einer topo-
graphischen Refraktion. Da sich hier die Sichten stets in ihrer ganzen, wenn auch geringen
Ausdehnung in unmittelbarer Bodennihe, also meist in gestirten Schichten bewegen, so
ist von vornherein nicht nur eine betriichtliche sondern auch eine von Fall zu Fall ver-
schiedene Strahlenbrechung zu erwarten und die Erfahrung bestitigt diese Annahme.
Man glaubte frither, den schiidlichen Einfluf der Refraktion auf das geometrische Nivelle-

des halben Tagebogens der Sonne ausgedriickten Tageszeit anzugeben. H. Hartl zeigte aus Beobach-
tungen die Abnahme des Refraktionskoeffizienten mit der Meereshohe (Uber mittlere Refraktionskoeffi-
gienten in Mitteilungen d. k. k. militirgeographischen Instituts, Wien 1884, 8. 1566—175).

6) Bauernfeind C. M. v., Ergebnisse aus Beobachtungen der terrestrischen Refraktion. Abhand-
lungen der K. Bayer. Akademie der Wissenschaften. Erste Mitteilung: XIIL. Band, 3. Abt.,, Minchen
1880; Zweite Mitt.: XV. Bd., 1886, 1. Abt.; Dritte Mitt.: XVIL Bd., 1888, 3. Abt.; Nachtrag zur Il. und
IIT. Mitt. im XVIIL Bd., 1892, 2. Abt.

1) Hier sind besonders zu nennen Baeyer (Astron. Nachr., Bd. 41, 1855, S. 320), Jordan (Astron.
Nachr., Bd. 88, 1876, S.99—108) und Helmert (Die mathem. u. physikalischen Theorien der hoheren
Geod#isie, II. Teil, Leipzig 1884, S. 575 ff.). Eine einwandfreie Bestimmung des Temperaturgefilles durch
Beobachtung von mehreren iibereinander befindlichen Thermometern hat aber zu jener Zeit noch nicht
stattgefunden. Jordan berechnete es aus dem Temperaturunterschiede in den Endpunkten der Licht-
kurve unter der recht gewagten Annahme, daf die Temperaturinderung lings des ganzen Strahles eine
gleichmiibige sei.

) Giilland, Uber den theorctischen Refraktionskoeffizienten, Zeitschrift fiir Vermessungswesen,
1914, S. 869—3885 u. 893 —419.
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ment durch Nivellieren aus der Mitte vollstéindig beseitigen zu kénnen. Diese Ansicht
kann man fiir alle Einwigungen, welche rein technischen Zwecken dienen, wohl gelten
lassen. Fiir ein wissenschaftlichen Zwecken dienendes Feinnivellement aber ist sie nicht
mehr zutreffend; hier erreichen die Refraktionsunterschiede!) zwischen Riickblick und
Vorblick hiufig Betriige, welche mit den an die Arbeit gestellten Genauigkeitsanspriichen
nicht mehr recht in Einklang zu bringen sind.

Die Untersuchung der Refraktion im Nivellement ist erst in den letzten Jahrzehnten
in Angriff genommen worden und noch lange nicht als abgeschlossen zu betrachten. Die
erste wissenschaftliche Behandlung der Frage ist wohl Lallemand?) zuzuschreiben,
welcher unter der Annahme eines in Bezug auf die Hohe iiber dem Boden logarith-
mischen Temperaturgesetzes fiir den Refraktionsfehler einen analytischen Ausdruck auf-
stellte. Jordan®) gab demselben eine etwas einfachere Form, indem er eine von ihm
schon friiher fiir die terrestrische Strahlenbrechung in freier Luft aufgestellte Formel fiir
das geometrische Nivellement umformte. In beiden Formeln spielt der Temperaturgradient
oder das Temperaturgefiille eine sehr wichtige Rolle. Diese entscheidende Griofe aber
dachten sich beide Forscher in einer unzulinglichen Weise bestimmt, némlich durch
Messung der Temperatur in der Instrumentenmitte sowie im Endpunkt des Riickblicks
und des Vorblicks. Eine schiirfere Bestimmung des Temperaturgradienten hat zuerst
Hugershoff*) durchgefiithrt, indem er an verschiedenen Stellen der Lichtkurve jeweils
an zwel lotrecht iibereinander befindlichen Thermometern die Temperaturen bestimmte.
Schliefilich gelangte er unter der Annahme eines in Bezug auf die Hohe rein quadrati-
schen Temperaturgesetzes zu einem allgemeinen Ausdruck fiir den Refraktionsfehler, der
durch ein Versuchsnivellement verprobt wurde. Sehr griindlich und anschaulich ist die
ganze Frage in einer Dissertation von Kohlmiiller®) behandelt worden, welcher bei
der Verarbeitung einer griferen Zahl von eigenen Beobachtungen, bei denen der Tempe-
raturverlauf aus den Angaben von drei lotrecht iibereinander befindlichen Thermometern
bestimmt worden war, zu folgenden Schliissen gelangt. Die Refraktion im Nivellement
wichst annihernd mit dem Quadrat der Zielweite und ist im allgemeinen umgekehrt
proportional zur Zielhthe. Ihr Maximum fillt mit dem Temperaturmaximum zusammen.
Sie ist daher mittags am groBten, wihrend sie in den Morgen- und Abendstunden nahezu
verschwindet oder sogar negative Werte annimmt. Der Halbmesser der Lichtkurve ist im
allgemeinen kleiner wie der Erdbalbmesser. Es besteht also ein wesentlicher Unterschied
zwischen der Refraktion im Nivellement und der terrestrischen Refraktion. Diese ist niim-
lich um die Mittagszeit am kleinsten, am groften dagegen in den Morgen- und Abend-
stunden und der Halbmesser der terrestrischen Lichtkurve betrigt etwa das Achtfache des
Erdhalbmessers.®)

1) Dak auch beim geometrischen Nivellement aus der Mitte die Refraktion fiir Riickblick und
Vorblick nur ungefihr gleich ist, hat ebenfalls schon Tralles auf S. 98 der in Anmerkung 8 Seite 5
genannten Arbeit ausgesprochen.

2) Lallemand, Note sur Uerreur de refraction dans le nivellement géométrique, Erdmessungs-
bericht (iiber die Konferenz in Lausanne 1896), Berlin 1897, Anhang B, III4, S. 247—256.

8) Jordan W., Refraktion im Nivellement, Zeitschrift fiir Vermessungswesen 1898, 8. 97-—-103
und 201—202.

4) Hugershoff R., Der Zustand der Atmosphdre als Fehlerquelle im Nivellement, Borna-Leipzig 1907.

5) Kohlmiiller Franz, Zur Refraktion im Nivellement, Miinchen 1912.

) Zum behandelten Gegenstand siehe auch Gramm, Uber ,topographische Refraktion” als Iehler-




Die erste Erwihnung und Beschreibung der seiflichen Strahlenbrechung oder Lateralre-
fraktion ist nach S. Giinther!) bei dem Niirnberger Astronomen Bimmart?) zu Beginn
des 18. Jahrhunderts zu finden. Er kam spiter auch hinter die wahre Ursache dieser
Erscheinung, welche er anfiinglich einer zitternden Bewegung der Erde zuschrieb. Um
die Erforschung der seitlichen Strahlenbrechung, welche aus einem sehr geringen regel-
miBigen und einem meist groBeren unregelmiiftigen Anteil zusammengesetzt ist, haben
sich im vorigen Jahrhundert hauptsiichlich Sabler,®) Pfaff,*) Sonderhof®) und Bauern-
feind® bemiiht. Die Versuchsergebnisse gewithren jedoch keine sicheren Schliisse. Der
erwihnte systematische Beitrag rithrt von der ellipsoidischen Erdgestalt her und ist das
Produkt aus dem Refraktionskoeffizienten und dem kleinen Winkel, welcher die geoditische
Linie mit dem entsprechenden Vertikalschnitt im Beobachtungsorte einschlieft. Tr kann
leicht zahlenmiifiig berechnet werden, kommt aber wegen seiner Geringfiigigkeit selbst
bei den feinsten geoditischen Horizontalwinkelmessungen heute noch nicht in Betracht.
Schlimmer ist die andere, von Storungen der Luftschichtung herrithrende Komponente.
Dies gilt besonders dann, wenn der Strahl an einer Stelle unmittelbar iiber dem Boden,
an einem Berg oder an einer Wand vorbeifiihrt. Im iibrigen hingt dieser Anteil haupt-
siichlich vom seitlichen Gefille der Temperatur, in geringerem Make auch vom seitlichen
Druckgefille ab. Unter der Voraussetzung eines homogenen Refraktionsfeldes lings des
ganzen Strahles ist nach J ordan?®) die horizontale Gesamtkriimmung der Lichtkurve in
- Bogensekunden Apym = — 0,22 7.2 + 0,08 5.2 Hierin ist 7 das seitliche Temperatur-
gefille auf 1km in Celsius-Graden, 7 ist das seitliche barometrische Gefiille auf 1°
(111 km) in mm und z ist die Ldnge der Lichtlinie in km. Dieses Ergebnis wurde spiiter
durch Christiansen®) bestitigt. In der letzten Zeit hat G. Forster?) in einer haupt-
siichlich theoretischen Studie die bei der seitlichen Strahlenbrechung auftretenden Fragen
griindlich untersucht und gezeigt, dab in einem homogenen Refraktionsfeld eine seitliche
Strahlenbrechung aus den Triangulierungswiderspriichen in keiner Weise nachgewiesen
werden kann, da sie weder die Winkel- noch die Seitenbedingungen eines Netzes beein-
flubt. Trotzdem kann die Form des Netzes betriichtlich entstellt sein. Fiir groBe, nicht

quelle bei Prdzisionshohenmessungen, Allgemeine Vermessungsnachrichten, 1910, S. 394 ff., sowie Sar-
netzky H., Der Refraktionskoeffizient in unmittelbarer FErdndhe, Gieken 1915.

1) Ginther Dr., Historische Notizen iiber die Lateralrefraktion, Sitzungsberichte der physik.-
medizinischen Sozietiit zu Krlangen, 6. Heft, November 1873 bis August 1874, S. 138—147.

2) Eimmart G. Chr, Ichnographia nova contemplationum de Sole in desolatis antiquorum phelo-
sophorum ruderibus, Norimbergae MDCCI.

8) Sabler, Beobachtungen dber die irdische Strahlenbrechung und uber die Gesetze der Ver-
dnderung derselben, Dorpat 1839.

4) Pfaff F., Beobachtungen iiber die Lateralrefraktion, Sitzungsbericht der mathem,-physikalischen
Klasse der K. B. Akademie der Wissenschaften zu Miinchen, 1872, S. 147—162.

5) Sonderhof, Die geodditischen Korrektionen der auf dem Sphdroid beobachteten Horizontal-
winkel, Grunerts Archiv der Mathematik und Physik, 1869, Teil 51, S. 20—41.

6) Siehe Anmerkung 6 zu 8.5 (auf 8. 6).

" Jordan, Handbuch der Vermessungskunde, 111 Bd., 3. Aufl., Stuttgart 1890, S. 156—159.

8) Christiansen H. J.,, Hinige Bemerkungen dber die terrestrische Refraktion, Zeitschrift fiir
Vermessungswesen, 1908, S. 305—315.

9) Forster Gustav, Beitrag sur Theorie der Seitenrefraktion, Gerlands Beitrige zur Geophysik,
XI. Bd., 1912, S. 414—469.
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homogene Refraktionsfelder, welche nicht eine einfache, unregelmifige Ansammlung von
vielen kleinen Refraktionsfeldern sind, kommt er, wenn Temperatur-, Luftdruck- oder
Feuchtigkeitsunterschiede allein als Ursachen der Strahlenbrechung angesehen werden,
zu folgendem Krgebnis: ,Die Teile der Seitenrefraktion, welche ein trigonometrisches
Netz als Ganzes deformieren, sind klein von der ersten Ordnung, diejenigen, welche die
Winkelbedingungsgleichungen beeinflussen, klein von der zweiten Ordnung und diejenigen,
die mn die Seitengleichungen eingehen, wenigstens klein von der dritten Ordnung. Unter
Deformation des Netzes als Ganzes ist z. B. die Kriimmung langer Dreiecksketten zu ver-
stehen, die zum Ausdruck kommt, wenn die Kette zur Berechnung einer geodiitischen
Linie dient, deren Endazimute astronomisch bestimmt sind. Klein von der ersten Ordnung
sind Grofien, die den absoluten Betrag des mittleren Fehlers einer trigonometrischen Rich-
tung wesentlich iibersteigen; klein von der zweiten Ordnung sind solche, die den mittleren
Richtungsfehler nicht erreichen, also etwa einige Zehntel Bogensekunden betragen, und
klein von der dritten und hoheren Ordnung sind alle diejenigen Gréfien, die in keiner
Weise praktisch bestimmbare Werte erreichen.®

Die seitliche Strahlenbrechung blieb fiir die Horizontalwinkelmessung so lange be-
deutungslos, als sie deren unvermeidliche Unsicherheiten nicht erreichte. Heute trifft dies
in vielen Fillen nicht mehr zu; ihr Einfluf wird immer listiger empfunden und es wird
bald die Zeit kommen, wo es keinen Sinn mehr hat, die innere Genauigkeit der Hori-
zontalwinkelmessung noch weiter zu steigern, wenn es nicht gleichzeitig gelingt, die Be-
obachtungen vom Einfluf der seitlichen Strahlenbrechung zu befreien.!)

Nach alledem mu& man zurzeit die atmosphirische Strahlenbrechung als den grofiten
Hemmschuh in der Entwicklung der geoditischen Beobachtungskunst .betrachten, dessen
Beseitigung nach wie vor mit allen Mitteln anzustreben ist. Man kénnte daran denken,
das ausschlaggebende Temperaturgefille durch empfindliche thermoelektrische Apparate
schirfer zu bestimmen und die Strahlenbrechung aus meteorologischen Beobachtungen
rechnerisch zu ermitteln. Allein dieser z. B. durch v. Brunn?) vorgeschlagene Weg wird
immer sehr umstindlich bleiben und die Verhiiltnisse doch nur unvollkommen darstellen
konnen, da es praktisch unmoglich ist, den atmosphiirischen Zustand in geniigend vielen
Punkten einer Lichtkurve gleichzeitig zu bestimmen.

Die Wichtigkeit des Gegenstandes mag den im folgenden unternommenen Versuch,
dem Problem von einer anderen Seite her beizukommen, rechtfertigen, selbst wenn die
praktische Ausfithrung zunichst etwa auf instrumentelle Schwierigkeiten stofen sollte.
Das zu entwickelnde Verfahren stiitzt sich auf folgenden Grumdgedamken. — Mit jeder
Strahlenbrechung wird — vom einfarbigen Licht abgesehen — infolge der wverschiedenen
Brechbarkeit verschiedenfarbigen Lichtes auch eine Farbenzerstreuwung verbunden sein, welche
umso gréfer ausfallen wird, je grofer die Ablenkung cines bestimmten, beliebig ausgewdhlten
Strahles, des Grundstrahles L (Abb. 2) ist. Man kann also wohl hoffen, aus dem Unter-

1) Fiir die nachste Zeit kann man sich vielleicht noch durch die Einfiihrung von Nachtbeobach-
tungen an Stelle der Tagbeobachtungen helfen. Whrend der Nacht herrschen im allgemeinen gleich-
mifigere atmosphiirische Verhiltnisse und die bei Nacht stirker gekriimmte Lichtkurve meidet die so
gefihrliche unmittelbare Bodennihe.

2) v. Brunn A., Zur Berechnung der terrestrischen Refraktion, Zeitschrift fiir Vermessungswesen,
1920, S: 2—18.

Abh. d. math.-naturw. Abt, XXX.Bd. 1. Abh.
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schiede &), der Richtungen, unter welchen zwei oder mehrere vom Zielpunkt P, ausgehende
einfarbige Strahlen L, L' von verschiedener Wellenlinge 1, ' im Beobachtungqorte s
eintreffen, eine der Teilrefraktionen & oder im Falle gegenseitiger gleichzeitiger Beobach-
tungen die gesamte Strahlenbrechung A @i ermitteln zu konnen.!) Unsere Aufgabe ist
es, den Zusammenhang zwischen den Uesu(hten Refraktionsbetrigen &, &n, 4@im einer-
seits und den der Beobachtung zuginglichen Winkeln  &f, &, andrerseits in einer hin-
reichend einfachen Form darzustellen.

In dieser Abhandlung soll zunichst nur die Hohenbrechung fiir etwas steilere Sichten
behandelt werden. Zwar ist dies nicht der fiir die Geodisie wichtigere Fall. Er soll
aber trotzdem zuerst ins Auge gefafit werden, weil bei ihm zur Ermittlung des Haupt-
gliedes der Strahlenbrechung keine weiteren Voraussetzungen notwendig sind, als von
vorneherein feststehen. Erst fiir die Beriicksichtigung der kleinen Glieder zweiter Ordnung
wird eine ziemlich allgemein gehaltene Hypothese notwendig. Es mag aber schon jetzt
bemerkt werden, daf sich unter wenig Voraussetzungen, gegen welche praktisch nicht
viel einzuwenden sein diirfte, derselbe Zusammenhang zwischen Farbenzerstreuung und
Strahlenbrechung auch flir ganz schwach geneigte und fiir horizontale Sichten auf-
stellen laBt.

2. Brechungsverhalinisse. Differentialausdruck der Strahlenbrechung.

Wir denken uns die zwischen den Punkten P; und P, (Abb. 2) befindliche Luft
durch unendlich viele Trennungsflichen f;, f;, . . .. derart in Schichten s, 5, . ... zer-
legt, daf in jedem Punkte ein und derselben Schicht gleiche Dichte herrscht. Uber
das vorerst unbestimmt gelassene Dicken-
verhiltnis der einzelnen, ungefihr horizon-
talen Schichten soll erst spiter zweckmikig
verfiigt werden. In diesem Medium fiihren
zwei Strahlen L, L' mit den Wellenlingen
A, ¥ vom Zielpunkt P, nach dem Beobach-
tungsorte P,,. lrgend eine Trennungsfliche
fi wird von diesen Strahlen in den beiden
Punkten P;, P; durchstoBen, welche stets
als entsprechende Punkte bezeichnet werden
sollen. Die zum Strahl L gehorigen abso-
luten Brechungsexponenten vom leeren Raum
in die Nachbarschichten s;, s; 11 seien #,
ni4.1 wihrend »; den relativen Brechungs-
exponenten desselben Strahles von s; nach
Si+1 bedeutet. Sind %;, %1 und »; die ent-
sprechenden Werte fiir den Strahl L/, so

Abb. 2 gelten die strengen Beziehungen
Vo =— Wit e, e e s (1)

1) Man kénnte natiirlich auch die lineare Farbenzerstrenung (Spektrum) ins Auge fassen, welche
ein einziger vom Zielpunkt ausgehender mehrfarbiger Strahl bis zum Beobachtungsorte erfahren hat.
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Mit Riicksicht auf die unendlich kleinen Schichtdicken werden sich die Exponenten
n; und »; 41 bzw. %; und %;4; nur um verschwindend kleine GréBen dn, bzw. dn; unter-
scheiden.

Wir setzen daher

Nigr = N + dwy, i1 = W + dn; (2
und erhalten damit aus (1)
dn; : dn; ;
T e e Ik n; @
’ Iny . ‘ ,
bzw. W e L . g — 1 = FZ?,@—. 4)
Ry i

Nun ist der als spezifisches Brechungsvermdgen bezeichnete Quotient
b= (m—1): 9, (5)
worin 9; die Dichte des Mediums in P; bedeutet, fiir alle Punkte ein und desselben
Strahles praktisch eine unveriinderliche Grofe.?)
HEs gelten also fiir die beiden Strahlen L, L', zu denen die Festwerte b, &’ gehiren,

fiir beliebige entsprechende Punktpaare P,, P; und P,, P; die Beziehungen

b:w,—l :ni-——l /),:ne*l:n,—y

6
. LS 9, P (6)
Hieraus erhilt man durch Division

n, — 1 =1l - @

e uaE R

Diese wichtige Gleichung zeigt, daf das Verhdltnis der wm 1 verminderten absolulen
Brechungsexponenten fiir jedes Paar entsprechender Punlte zweier Strahlen ein Iestwert
@i he: huvst

Das vorstehende Ergebnis, welches fiir ein einfaches Gas gefunden wurde, lifit sich
auch auf die Luft iibertragen, solange diese als ein homogenes Gasgemische betrachtet
werden darf. In Wirklichkeit trifft diese Voraussetzung fiir die ganze Linge eines
Strahles nicht genau zu und man wird daher, um streng zu sein, die Abgrenzung der
unendlich diinnen Schichten s so bemessen, daf von vorneherein der Bedingung (7) geniigt
wird. HEs ist dies immer mdglich und auch hier kann zuniichst das Dickenverhiltnis der
einzelnen Schichten noch unbestimmt bleiben. Die so gewonnenen Schichten werden
iibrigens von denjenigen gleicher Dichte nur sehr wenig abweichen konnen, da innerhalb
einer einzelnen Schicht zwischen den nahe an einander liegenden entsprechenden Punkten
P;, P; die Homogenitit der Luft nur ganz geringe Stérungen aufweisen kann. Die ge-
ringe Unsicherheit in C’, welche durch eine von der normalen etwas abweichende Luft-
zusammensetzung verursacht wird, kann ertragen werden.

1) Nach neueren Untersuchungen von H. G. Gale (Beziehungen zwischen der Dichte wnd dem
Brechungsverhdltnis der Luft, Phys. Rev. Bd. XIV, 1902, S. 1—16), iiber welche in der Zeitschrift fiir
Instrumentenkunde, XXIV. Bd., 1904, S. 88 berichtet ist, bleibt & bis zu Drucken von 20 Atmosphiren
bis auf etwa 0,190 konstant.

2*
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Die Anwendung von (7) auf die beiden Nachbarschichten s;, s;4, ergibt
caiseis Gaamel ®
i1 — 1 = 1 i
bzw.

Mip1— 1) :(i— 1) = i1 — 1) : (m;— 1).
Durch entsprechende Subtraktion findet man hieraus

Wig1 — W dn; n, — 1 C 9)
T i P— o i L o
Mig1 — N dng n; — 1

und unter Beachtung von (4) erhilt man

dni we  vi— 1 iz
sactadSETE ; B
(('ﬂL n; Yg— It
bzw.
vi— 1 Re i , 1+ (ni—1) ; :
= =) =0 = ni—1) — (ni—
e T -0 vt el B g

Die in der geschweiften Klammer unterdriickten kleinen Glieder hoherer Ordnung
kann man ohne jeden praktischen Schaden weglassen, da schon die linearen Glieder
#:— 1 und #{—1 immer sehr kleine, in der Nihe von 10—* liegende Grofen sind. Kr-
setzt man in (10) die Differenz % —1 durch das aus (8) folgende Produkt €’ (n;— 1),
so ergibt sich (10) in der Form

1

v = {1—(0'—])(7?;’—“1)}- (11)

KEs wird sich praktisch kaum ermdglichen lassen, fiir ¢ —1 einen griferen Wert
als etwa 0,1 zu erzielen, so dak der Ausdruck (C°—1) (m;— 1) den Wert 3 - 10=% wohl
niemals erreichen diirfte und neben der Einheit ohne jeden praktischen Schaden vernach-
lissigt werden darf. Damit folgt aber

(1Y eiln — 1) == Ol (rie=1): (=1). (12)

Nach dieser grundlegenden Beziehung g¢ilt das mit den absoluten Brechungsexzponenten
unter (7) aufgestellte konstante Verhilitnis C' auch fitr die relativen Exponenten mit ciner
praktisch stets ausreichenden Schirfe.

Wenn wir uns zunichst auf solche Luftschichten beschrinken, in welchen »,—1
stets dasselbe Vorzeichen besitzt, so konnen wir, ohne die Allgemeinheit der Betrachtungen
im geringsten einzuschriinken, das Dickenverhiiltnis der einzelnen unendlich diinnen Schichten
stets so bemessen, dag der in (4) enthaltene Quotient einen wnverdnderlichen Wert

dn,-

Wy

= dn (13)

lings des ganzen Grundstrahles L besitzt. Dann erhilt man aus (4) und (12) die Be-
ziehungen

vi—1=dn, vi—1=—=0C" (1,—1) = C-dn=dn, (14)
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wonach bei konstantem dn auch der dem laufenden Strahl I’ entsprechende Quotient
dn; : n; einen unverinderlichen Wert d# besitzt. Die relativen Brechungsexponenten werden
Festwerte, nimlich

—v — 1 - dn vi=v =14 C"-dn=1-+F dw. (15)

Auch der Unterschied
oy — v — vy (16)
der entsprechenden relativen Brechungsexponenten lift sich durch d» ausdriicken und
nimmt einen konstanten Wert 6+ an. Hs ist nimlich mit Riicksicht auf (16) und (14)

Ovi=(i—1) — (n—1)=C-dn—dn=(C"—1)dn = 6. (17)

An der Hand von Abb. 3, in welcher der Linien- p,
zug P;_ P, P;,; den in den Schichten s;,_; und s
verlaufenden Teil des Strahles L vorstellt, kann der
Differentialausdruck d ¢, der Strahlenablenkung leicht
aufgestellt werden. Wenn «; und §; den Einfalls- und
den Brechungswinkel in P, bedeuten, so ist nach dem
Brechungsgesetz

sin oy : E
— =y = ] an. 18
sin f; o+ e
Die Strahlenelemente dL;_1, dL; besitzen die von i)
einer beliebigen festen Nullrichtung aus im Uhrzeiger-
sinn positiv gezihlten Richtungen ¢, _;, ¢;, deren
Differenz
dp; = @; @il = a; — P (19)
ist. Setzt man den hieraus folgenden Ausdruck
B G S (20)

in (18) ein, so erhdlt man leicht den Differentialausdruck der Richtungsablenkung des

Strahles L, nimlich
do;=dn - tgo, =1t -dn, (1)

wenn von der Abkiirzung # = tga, Gebrauch gemacht wird.
In ganz entsprechender Weise ergibt sich fiir den laufenden Strahl I/, fiir welchen

an Stelle von «; der Wert a; tritt, die unendlich kleine Richtungsablenkung

doi = dnw' - tgo; = C' - t; - dn. (22)

3. Allgemeiner Ausdruck fiir die Strahlenablenkung 4¢,; zwischen zwei
beliebigen Punkten P,, P; eines Strahles und fiir den Richtungsunter-
schied ¢ zweier Strahlen L, I/ in entsprechenden Punkten P;, P;.

Durch die Integration der Gleichung (21) zwischen den Punkten P, und P; ge-
winnen wir die Strahlenbrechung Aq,; (Abb. 2) fiir den inzwischen liegenden Teil des
Grundstrahles L. Es ist




14

e [ t - dn. (23)

(3
t=¢

Glanz entsprechend ergibt sich aus (22) die Ablenkung des laufenden Strahles I’ zwischen
den Punkten P,, P; zu

=

A, = (.f‘"ﬂ/;- -dn. (24)

1 —6

Die Gesamtrefraktionen beider Strahlen L, L' zwischen ihren Endpunkten Py Py sind
demnach die Ausdriicke

m

A e Jti - dn, el O ft;- Sdn . (25)
Y

gk

Wenn wir A, 4@, ai—a; und damit auch & —7% als kleine Grogen G' von der
ersten Ordnung betrachten, so gilt nach (23) und (24) die einfache Beziehung

Ao o170+ G). (26)

Denken wir uns zu L, L' noch andere zwischen P; und P, verlaufende Strahlen L”,
L7, ... dazu genommen, fiir welche das spezifische Brechungsvermdgen bt sk
und zu denen nach Analogie von (7) die Beiwerte

¥ oib = C", Fiberde  a: 27)

gehren, so ergibt sich aus (26) die wichtige Hilfsbesiehunyg
Ao Aol dalyiees s =— 12 (o PSR (28)

in welcher die auf 1 folgenden Glieder der rechten Seite um kleine Groken erster Ord-
nung fehlerhaft sind.

Nun stellen wir uns die Aufgabe, den
Richtungsunterschied e; (Abb. 2) des Elementes
dL; (Abb. 4) gegen das entsprechende Kle-
ment d I; durch den Richtungsunterschied o ke
der beiden vorhergehenden Strahlenelemente
auszudriicken.

In Abb. 4 sind %, l; die in den entspre-
chenden Punkten P;, Pi errichteten Hinfalls-
lote, welche einen in der Folge ebenfalls als
kleine Grofie erster Ordnung behandelten
kleinen Winkel 1; mit einander einschliefien
werden, der etwa als opfische Lotabweichung
bezeichnet werden kann. Aus der linken
& Hilfte der Figur, in welcher @; 1 Ps parallel

zu P;_, Pi und (I) parallel zu I, gezogen ist,

liest man die Beziehung
i = a; — (& -1 — A%) (29)

S v

by
Wy
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ab. Es wird also, da auch die Differenz &1 — 1; eine kleine GroBe erster Ordnung ist,
tgai = tga; — (i1 — 4) (1 +tg?a) + G, (30)

wo G? kleine Glieder von der 2. Ordnung bedeutet, die neben tg a; unterdriickt werden
diirfen. Unter Verwendung der Abkiirzungen #, ¢ lautet die letzte Gleichung

i S e S SRR R (31)

Der durch das erste vernachlissigte Glied in # verursachte relative Fehler ist der Aus-
druck (ei_1— 2i) (¢i+ %), wenn ¢; die Abkiirzung fiir ctg a; bedeutet.

Nun ist
@ = @i—1 + do; und - @i = pi_1 | do; (32)
oder mit Riicksicht auf (21) und (22)
@i =@i_1 + - -dn, @i = @i+ C -t -dn. (33)
HErsetzt man hierin #; durch den Ausdruck (31) und beachtet man die Beziehung
Pio1 = @i—1 + &—1, (34)
so ergibt sich die Richtung des Elementes dL; aus (33) in der Form
Oy U ey ) Y (35)
Wenn in der aus (34) folgenden Beziehung
& = Qi — @i (36)

@; und @; durch die unter (38) und (35) stehenden Ausdriicke ersetzt werden, so erhilt man

A)dn + G- dn. (37)

g =zci 1+ C" —Dt-dn— C (1+8) (i
Daraus findet man endlich den allgemeinen Ausdruck fiir das Differential d¢; des Richtungs-

unterschiedes entsprechender Strahlenelemente d L;, d L}, ndmlich

dei =& —ejy =(C'— 1) &-dn— C A+ (Eir=—) dn+ G -dn.  (88)

4. Beziehung zwischen der Zunahme 4¢;; des Richtungsunterschiedes zweier
Strahlen und der entsprechenden Strahlenablenkung 4¢,; fiir die einseitig
gekriimmte Lichtkurve.

Um den Zusammenhang zwischen der von P, bis P; stattfindenden Zunahme
Aey; = & — & (39)

des Richtungsunterschiedes ¢ und dem Zuwachs 4 ¢,; der Strahlenbrechung von L auf-
zudecken, integrieren wir die Differentialgleichung (38) und erhalten

) Piaes fczf\;- oy —1)’"@ i (J'f(1+ 1) & dn -+ ()’J‘(I—kt,?)/l; cdn 4+ G fdn (40)
Das erste Glied rechts ist wegen der Beziehung (23) in aller Strenge (C'—1) dg,i; das
zweite, zweckmifBiiger Weise auch das dritte Glied sind noch umzuformen. Um zunichst
dn durch de; ausdriicken zu kénnen, 1ésen wir die Gleichung (38) nach dn auf und finden
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: 1+ G!
/ =

dn @ —1t, ¢
so daB Gleichung (40) die Form

)

C .
Aey; = (C'—1) Ap,; — L lf(c,v +t) g de; —

¢

e

e

(41)

(&)

;

,,
o1 At s
= s (¥

; (42)

L G* Jqé - dn

i (J @t b+ L+

annimmt.
Wir bezeichnen den unbekannten Durchschnittswert aller Einfallswinkel a zwischen
P, und P; mit

] E=1
B b T, (43)
2’7770 t—=¢e
und setzen den den Grenzen P;, P, entsprechenden Sonderwert a;.,, = a; (43 a)
ferner sei
tga,.i = t,.4, ctgic, s == 10, 7 tgia = iy ehiar—"c 44)

Dann wird ‘durch eine Vertauschung von a; mit «,.;, von ¢ mit £,.; und von ¢; mit c..,
bzw. mit a, ¢ und ¢ sowie durch die umgekehrten Vorginge jeweils ein relativer Fehler
gleich einer kleinen Gréfe 1. Ordnung begangen. Durch die angedeutete Vertauschung
erhilt man aus (42)

i i 1

Aty = (' —1) dpoi — (e +1) [e;. dej — o1 (e48) lc, [&' de + G|« CJF;J

e e (1 :))

( »
€=

F O tt)t-dn (i——ﬂ)fi 2 Ot G dni—o) [‘?_ sifegiey t & [tdn.

—e ¢

r=e ¥ose ¢

Gtebrauchen wir die Abkiirzung

i

Rries
3 Ay y
—€

y=e

(46)

1
b=

welche den Durchschnittswert aller Richtungsunterschiede entsprechender Kinfallslote [,
" zwischen P, und P; angibt und integrieren wir den Ausdruck (45) unter Beachtung

des Umstandes, daB

t (l—e)dn = ft cdn = (1+ GJ) ft,’ s dn = (1 4+ G}) 4@, 47
ist, so ergibt sich
951 1 :
Aep; = (C'—1) dpo; — (,,:1 (c+79) 5 (ei2—e®) + C'(c+ ) Apes A .o + G (48)
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Dabei sind die 4 Integrale, welche sich als kleine Grofen von der 3. Ordnung entpuppen,
im Gliede (3 zusammengefafit.

" Durch Auflésung von (48) nach 4 ¢, folgt

1 ¢

mi+

Slitiler o5y T +cw} (49)

bzw.

U ,lsm

/J%{l + gt } T e (,, = (c+t}’ﬁ+*'

4. G } (50)
Ersetzt man in der geschweiften Klammer von (49) 4¢,; durch die Niherungsauflosung
Agei= 520 4 @2, . (51)

so wird die Richtungsablenkung der cinseitig gekriimmten Lichtkurve L (Grundstrahl) zwischen
den Punkten P, und P;

| e " Y =4
o= =1+ o e e+ — 2 + 6. (52)
Durch Umkehrung ergibt sich

(D5 :
Ais = @ =D dpadt = Cq 0 [ Gt — i + @ o)

Nach (49) und (50) ist die dem ganzen Lichtweg des Grundstrahls von P, bis nach P,
zukommende Gesamistrahlenbrechung A @y, durch die Beziehungen

C’l - A m ( m Y
‘J(/)lm{l+’(~_1(0+t)/~f~m} (Vf,'A {1 "r(,, (c—}—f)“—’_'o T (]2}7 (54)
“‘ m : ) ‘ 7 S ] >
AV — (v L 1 {1 + R ¥ (FL + &n) — }»,.,,;l -+ (IQ} (53))
festgelegt, worin
/‘ Sim — (‘j,',, Ty ":;

ist.

Zur Bestimmung der Gesamtkriimmung 4@, von L sind also gegenseitige gleich-
zeitige Beobachtungen in beiden Endpunkten der Lichtkurve notwendig, die zuniichst &
und &, ergeben. Damit erhilt man bei Beschriinkung auf das Hauptglied die gesuchte Grike
unmittelbar aus (51) zu A gy, = Aei, : (C'—1). Das in (52) enthaltene Korrektionsglied
zerfillt in zwei Teile, welche sich in den Faktoren 1 (e¢f + e,) und — 1;., unterscheiden.
Der erste Teil kann, wenn man an Stelle des unbekannten Argumentes a = a;., in ¢
und ¢ den heobachteten Zenitabstand verwendet, aus gegenseitigen gleichzeitigen Beob-
achtungen von L und L' ohne weiteres berechnet werden. Zur Abschitzung dieses Teiles
setzen wir ¢’ = 1,05 und den Absolutwert von & = 10”7 (L ~ 40 km). Unter einigermafien
normalen Verhiltnissen sind ¢ und &, nahezu entgegengesetzt gleich, also wird der
Faktor £ (¢i + &,) in der Nihe von Null liegen, auf jeden Fall aber kleiner wie & ¢, d. h.

Abh. d. math.-naturw. Abt. XXX, Bd. 1. Abh. 3
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< 2,6-107° anzusetzen sein. Da C’:(C'—1) x 20 wird, so diirfte, wenn man fordert,
daf der erste Anteil am Korrektionsglied den Betrag 0,1 nicht tiberschreitet, ¢ -4 ¢ immer-
hin den Wert 200 erreichen, d. h. es wiren bei horizontaler Schichtung noch Sichten bis
zu etwa }° Hohenwinkel herab zuléissig. Nicht so einfach liegen die Verhiltnisse beim
zweiten, den Faktor — 1., enthaltenden Teil des Korrektionsgliedes. Dieser Faktor ist
unbekannt, so daf der zweite Teil des Zusatzgliedes nach (52) zuniichst jedenfalls nicht
ermittelt werden kann. Im iibrigen wird A{.,, als Durchschnittswert der Richtungsunter-
schiede aller entsprechenden Lote 7, I’ ein recht kleiner Betrag, vielleicht von der GriBen-
ordnung 1’ sein. Fiir diese. Annahme wiirden Sichten bis zu etwa 4° Hohenwinkel herab
zulissig sein, wenn auch der zweite Anteil des Korrektionsgliedes % des Hauptgliedes
nicht iiberschreiten soll. Sicheres iiber die GréBenordnung von 2{.,, kann aber nur durch
Versuche festgestellt werden. Hs konnte die geniigende Kleinheit von 1i.,, etwa dann
als erwiesen gelten, wenn Beobachtungen unter allen moglichen atmosphérischen Ver-
héltnissen nach Beriicksichtigung des errechneten Refraktionswinkels stets auf den gleichen
Wert des Hohenwinkels fiihren.

5. Strahlenablenkung und Richtungsunterschiede bei Lichtkurven
mit Wendepunkten.

Im allgemeinsten Fall kann die vom Strahl P; P,, (Abb. 5) durcheilte Luft insoferne
ungleichartig beschaffen sein, als in den Rdumen P, P;, P; P,, P, P,, P, P, wechselweise
die Dichte wdchst und abnimmt. Die Lichtkurve wird
dann in den Stellen P;, P,, P, Wendepunkte besitzen.
Auch jetzt noch lifit sich die Schichteneinteilung so
durchfiithren, dak jeder Elementarschicht derselbe abso-
lute Wert dn in jedem der Riume I bis IV zukommt:
das Vorzeichen von dn aber wird abwechselnd positiv
und negativ ausfallen.

Werden die auf die ganze Linge P; P, treffende
Strahlenablenkung, die Richtungsunterschiede in den End-
punkten und die Zunahme des Richtungsunterschiedes auf
die ganzen Strahlenlingen L, L’ wie bisher mit

4 oy By 6 o e s (5())

bezeichnet und sind die entsprechenden Werte fiir die Teilriume

T4 SR : e T A @i, £ &i, Aé&iq,

Bl e i sat nsiadn A (‘;!,;0 % &, & dei, 57
3]

o5 S SR e BB it &, &, ey, §

R e e A .

so findet man durch Anwendung von (52) auf die einzelnen Strahlenabschnitte die 7%eil-
ablenkungen
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Apri = (,}’E%{l 0 e (*"";f“ 2 / 4 G‘l},
lm(—(ifdl+p° petnn, [FEE—n, |+ 6,
: . (58)
Adpoy = (A%”l {1 % (w e+ 75(,;—5;,* s |+ (?}2}, :
— (' o {1 1 (,(' i [‘;é— Loom | + G“}.
Die in (58) enthaltenen (¢+%)i.s, (¢+8)i0, -... 1.4, 2 4, .... beziechen sich auf
die Teilstrecken P, P;, P; P,, ... . Fithrt man auch hier wieder den der Gesamtstrecke

P, P,, entsprechenden Durchschnittswert a,.,, = a und das zugehorige ¢+ ¢ ein, so indern
sich die beiden letzten Glieder in den geschweiften Klammern je um eine kleine GriBe
2. Ordnung, die wie auch bisher neben 1 vernachlissigt werden soll.

Nun ist die gesamte Strahlenablenkung die Summe aller Teilablenkungen, also

4 T o yi | P1s + A Pio + 4 Por + A4 Pyrm (:)9)
oder wegen (58)
i S (E‘;- é]"* (", S (,Y’ : e l
-"(/'lm e {1 F (y ((/+t (77/_1((/‘{'1‘)/‘1 tl
2 (8% i o }
+ o= U+—, (+ﬂf*”—~ﬁf (+1) 2,
O 14 C'— 1
ko + in (60)
& — &) &t e ]
+ s ki) = s (ot 0l
(L"l CY' (- + (p"l OI 5 "
= e g L

Durch Ausmultiplizieren dieses Ausdrucks und Zusammenfassen gleichartiger Glieder
findet man
i

1
"/‘[(]"'1111 s ( sz .J‘vl'l + /—l""w + 'l‘m + A‘Crm) _T“ (/ 1)2 (C—*_t) 9 (‘Lmr_'ll)

(©
(61)
_( ])L(C“{—t)( 1(1,/] i + AF;‘U 2;'_,, —*— Ah‘é,. };;), ——{»—- Ag;,m ]_;_,ﬂ) + GS _
Es 1st aber
| 14 + /J&;h _l— [J‘%v' ‘}_ A 8;‘111 T ‘/jglim T E;n LT E’J 9 (63)
 so dak (61) die einfachere Form

APim = (63)

4 m e m A & i A 2 0 1 S 5
d 14 === (41 ”+* S e e e [V SR L LD I
O’ — ey Ak Al A&im i [

annimmt.

3*




Nun gilt, wie ein Vergleich von (49) mit (63) zeigt, bis auf kleine Glieder von der
. Ordnung

A Clas A, 3. A E%‘L _ A, A s = ;J Por

7 4 Erm 4 Prm
— ! i 2

S e = Yrm (64)
A Elm 4 (/’)1 mn

Uli,y

=1

4 é:'Im A(plm | Eim /, Plm /:' 5‘] m A Pim

so dab man fiir die gesamtc Strahlenablenkung einer Lichthurve mit Wendepunlten das vor-
lanfige Frgebnis

m

3

1

A (‘/! m

C & ¢,
C'—1

1+F’7 1 (C+tJ 'o*‘ == /“ /—Jf_v[/r 2 ;‘it-u +’I;’wr' /-:':ﬁ-r‘"f_(/.i')lb i }*;Hm]] + G‘)} (65)

4 Prm =—
erhilt. Daraus ergibt sich fiir i = m, d. h. fiir eine Lichtkurve ohmne Wendepunkte der
unten (55) fiir einen einseitig gekriimmten Strahl aufgestellte Refraktionsausdruck.
In erster Néherung gilt auch fiir den betrachteten allgemeinen Fall die dem Aus-
druck (51) vollkommen entsprechende Beziehung
:fl & m v ‘Lt;n = O Y >y
ey, e C,il % (;"‘111 o4 G2 (66)
Der schiirfere Ausdruck (65) kann aber vorliufig noch nicht berechnet werden, da
die Summe

m
;/ = V14" /1] g + Vio /1;‘.(; + Vgy * 2;/-7 "*_ Oy * /:;Hm (67)
m
unbekannt ist. s kann aber, wie spiiter gezeigt werden soll, ¥’ durch die Hinzunahme
1
eines dritten Strahles L” zu L und L’ niherungsweise bestimmt werden.
Durch Umkehrung der Gleichung (65) erhilt man

Adiy; d (0 — D) A — e p [t T 2 el
(@) 2 i

(68)

6. Verhéltnis der RAbstédnde entsprechender Strahlenpunkte von den
zugehorigen Anfangstangenten.

m
Ehe wir daran gehen, die Hilfsgrofe ¥ zu bestimmen, miissen wir den Abstand y;

T
(Abb. 6) eines Punktes P; des Grundstrahles L von seiner Anfangstangente 7' aufstellen.
In der Abbildung sind y:, y.4: diese Abstinde fiir die beiden Nachbarpunkte P;, P, ..
Zieht man P; E;, || 74, so ist das Stiick Fiy1 Py der Ordinatenzuwachs

AYi = Yiy1 — yi = d L,;sin A gy, . (69) -
Ferner ist nach der Figur

cos d ), 2
S oy vy Sy e e

wenn da, die im Einfallslot / gemessene Dicke die Schicht s; bedeutet und dn; den




e SO T

Richtungszuwachs des Hinfallslotes lix1 gegen [; angibt. Beim ﬁbergang zur Grenze
verschwindet mit d¢; auch d; und die Linge des Strahlenelementes wird

d a,

a 1/, = 5
COS a;

(71)

so daf sich durch Einsefzen dieses Ausdrucks in
(69) der unendlich kleine Ordinatenzuwachs

sin A, da, i
@y —da, = - d e, (1 G* 2
i " cosa; COS @y -
ergibt. Also wird die Ordinate
1 i

= Jar. —a+ef
Y Jff/ (‘_i_f)cosaﬁ,

o= e=1

Aoy, :
“l ga, . (18)

Es mag darauf hingewiesen werden, daB
hier das die Schichtdicke bedeutende Differential
da fiir jedes Ordinatendifferential im allgemeinen
einen etwas anderen Wert besitzen wird, solange
wir an der Bedingung dn% = const. festhalten
wollen.

90° + dp; —

b
il s
I g
i e
[ s
b otizs by
1 dy; i N
e 3\
/
Abb. 6

Fir den Abstand y; eines Punktes P; der Lichtkurve L’ von deren Anfangstangente 7%
erhalten wir den der Gleichung (73) entsprechenden Ausdruck

i

gl 0F)

1

//' :'f
e

) [,
J COSs a,

T (74)

in welchem 4@i,, a; und da; durch die auch in (73) enthaltenen Werte A ¢;,, a, und da,

auszudriicken sind.

Wir setzen die zum Element dI; gehorige Schichtdicke

d((,, e —+ (S’(l‘,:, (75)

worin &'«w, im Vergleich zu da, wenn nicht in jedem Rinzelfall, so doch durchschnittlich
ein kleiner Betrag sein wird. « ist durch (29) auszudriicken. Weiterhin ist

A1, = gi—ah = (@ot ) — (@14 61) = (pe—1) + (si—ei) = A, + Aei,. (76)
Durch Einsetzen dieser Ausdriicke (75), (29) und (76) in Gleichung (73) erhilt man

A e W i
yé:(lf%(}“)f N

Coshf_ae — (e;Hi — Ay

] (da.+ d'a,)

g o= (77)
, Aoy Loy, : ¥
b (1 Gz)f—%?o;%"ﬁ [1— (o —2) L] (1 + 52 da, .
: € e

Hierin darf man ¢, ; durch das nur um de, grofere e ersetzen. Beachtet man

ferner, daB nach (68)




8 e R e 2 e A S5 e e e e e S g S

e e A A

. ¢’ ; y :
Aai, = ((»"AI)A(p;e{l e LR 'f‘ o (7(’ S e G‘l} (78)
2l ey 1

ist, so wird

‘

yi=(+6 { {” Apr, — O'(c4-8) (+3461) Apio+ Cle+ dgr, - X + G
K e 14

1 76
Y a, (79)
sb i) ](1+ “’)}da,
la,
% = y | Dis - ; : A Ploiie, . I‘g;; AA;
e ;2 U’ : 2 (Jy, g (,z” - e 4G 2
(146G ){. fms aﬂa’a, 4= fcos = da J . t. Ao, da,
: 1 1 . 1 ' (80)
— Ce+ 1) a-;f‘]"’“ digifiainl U'(c-;_t)J'A & A1 &g <k (,”(c+t)f~4f’?i*- S, b
: : cosa, 4 : cos a, cosa. i s
1 1
Wenn man jetzt im dritten Integral & durch & + A&i, ersetzt und hierauf alle
: AP o 3 : : {
Glieder mit dem Faktor C fCOZ£—« da. in eine erste, alle iibrigen in eine zweite Gruppe
zusammenfafit, so ergibt sich
o g (}‘L){ {1 g g si} f‘“’“’ da,
Jcosa,
dir=il (Rl)
flaa' (Asie—1) — (o48) (3 Asie— 37) e
i yilda, Fhek—ts) Gk iy cosay = 9"
==
Mit der Abkiirzung
y : e b o
B, th‘dg — (eS8 dehet bkt e+ ] (82)
} el

und unter Beachtung von (73) fiir den ersten Teil von (81) folgt hieraus der etwas ein-
fachere Ausdruck
1@,

§om {1——(0—%—‘)1‘)}1—}-]]»,— ap—}—G‘l}. (83)

Das in (83) noch enthaltene unbekannte Integral ist wie auch das vorhergehende
Glied eine kleine Grofe 1. Ordnung. In erster Niherung gilt also zwischen den beiden
entsprechenden Ordinaten y;, y; die wichtige Beziehung

e — G0 (84)

nach welcher die auf die Anfangstangenten 7', 7%, 77, T7’, ... bezogenen Abstinde von
entsprechenden Punkten P;, Pi, P;, ... mehrerer Lichtkurven L, I/, L”, . .. zu den
Werten 1, C’, O, C"”, ... proportional sind. ZEs gill also fiir die Ordinaten entsprechender
Punlte die fortlaufende Verhdiltnisgleichung

Yrrr

R e s D R () T (85)

mit der Kinschrinkung, dat die auf 1 folgenden Glieder der rechten Seite um kleine
Grofen 1. Ordnung zu verbessern sind.




7. Weitere Hilisbeziehungen.

In Abb. 7 sind L, L', L” Grundstrahl und laufende Strahlen, 77, 7%, 7% ihre Tan-
genten im gemeinsamen Anfangspunkte P;. Sie durchstoBen die Trennungsfliiche f; in
den entsprechenden Strahlenpunkten P;, P;, P{ und in den entsprechenden Tangenten-
punkten D;, D;, D}, welche niherungs-
weise auf einer Geraden liegen werden.
Die zu den entsprechenden Punkten P;,
P;, P; gehérigen Ordinaten v, i, i
schlieBen mit f; Winkel ein, welche bis
auf kleine Grofen 1. Ordnung mit den
Einfallswinkeln «;, a;, af tibereinstimmen.
Ahnliches gilt fur die in D; zu T er-
richtete Senkrechte, welche die tibrigen
Anfangstangenten 7, 7} in den Punkten
H;, H schneidet. Ihr Winkel (a;) mit
f: kann bis auf eine kleine Groge 1. Ord-
nung «a; gleichgesetzt werden.

Nunmehr ist zunichst das Verhdlinis der Entfernungen 2, 2f der Punkte P;, Pi wvom
entsprechenden Punlite P; des Grumdstrahles aufzustellen.
Nach dem Anblick der Figur ist

# = PP} = (P; D: + D: D; — P; Dy) (1 + GY). (86)

Hierin tréigt das kleine Glied G'' dem Umstande Rechnung, daB die in der ersten
Klammer enthaltenen Teilstrecken im allgemeinen nicht genau auf einer Geraden liegen.

Da 7| mit T} den fiir die getroffene Annahme negativen Winkel ¢ einschliefst, so wird
DiH; =Py D:(—e)(14+G?) = —e(ByF: + F: D)1 + G (87)

= —s&i(@+yitga) 1+ G, (88)
wenn P F; = x; gesetzt wird.

Somit 1st

=N s B (e
: (89)
o e AR\ (R
Fiir & erhalten wir aus Abb. 8
e UM (e gy (90)

Tn

Durch Einsetzen dieses Ausdrucks in (89) ergibt sich

LY — Y (Z‘i‘*‘ti': Yelisie i molppe ) 1+ 6. 91)

cO0S a; T Y — Ym
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Nun ist nach (83)
yi=Cy; (14 GY), Ym=C"yn(14 G, (92)
B also
\ Yn—Yn=(C"—1)yu(14+G"), yi—yi=(C"—1)y,(14+G"). (93)

Setzt man diese Ausdriicke in (91) ein, so ergibt sich

i ’ Ym xi+ ti Y Yi -
2= (0 ——— ). (9
( 1) o ( poee . (14 GY. (94)

Das aber ist ein Ausdruck, welcher mit Ausnahme
der den Strahl L’ charakterisierenden Gréfe €' nur noch
auf den Grundstrahl Z beziigliche Groken enthilt. Daher
findet man durch Vertauschung von I/ mit L” ebenso

Ym (x: + tz' 7/) ety .7/:.‘

B = (0 —1) = :
COs ay T ym

) (14 GYH. (95)

Es besteht daher die Ndherungsbeziehung

s alas Al O O iz (96)

Abb. 8 deren relative Fehler kleine Grofen von der 1. Ord-
nung sind.

Nun koénnen wir auch fiir den Zusammenhang zwischen den Rickiungsinderungen 7;,

i, ... (Abb. 9) entsprechender Einfallsiote I, 1i, . .. gegen l; einen Niherungsausdruck
gewinnen. Solange die Punkte P;, P;, P;, ... nicht allzu weit voneinander abstehen,
i wird man die etwaige systematische Abweichung des

Linienzuges P;, P;, P{ ... von einer Geraden dadurch
beriicksichtigen kénnen, daf man ihn als Kreisbogen
auffat. Unter der getroffenen Voraussetzung sind aber
die 1;, 17, ... offenbar zu den Entfernungen 2;, 27, ...

m

proportional. Der Ausdruck 2’ in (67) ist ein fiir den
1

Strahl L’ giiltiger Durchschnittswert der einzelnen 4
wihrend den Strahlen L7, L'’ die Werte 17, 2 und

m m
deren Durchschnittswerte 27, 2" entsprechen. Nun
1 1
Abb. 9 verhalten sich alle Elemente des ersten Mittelwertes
m m m 5 = %
& 71l denen von &7, =7, ... .wie die Abstinde 2 2, £, .. ., so daf auch fiir die

| 1 1
Mittelwerte selbst das gleiche Verhiltnis besteht; dies um so mehr, als sich in den

Mittelwerten rein zufillige Abweichungen des Linienzuges von der Kreisbogenform in ihrer
Wirkung ziemlich aufheben werden. Bezeichnen wir die_der systematischen Kriimmung
der Trennungsfliche f; entsprechenden Anteile der optischen Lotabweichungen ', 27, 2

mit 2., 47, A7, so gilt mit Riicksicht auf (96) die fortlaufende Verhiltnisgleichung




m m

m
Aoie Alho A snbme—DE e d e ding. o oc (01
1 1

1

1) 402 1) (O R siadaiow(9R)

bis auf relative kleine Fehler von der 1. Ordnung.

Auch der Zuwachs da; (Abb. 10) der Schichtdicke da; von P; bis P; ist noch ins
Auge zu fassen. Soweit es sich um systematische Dickeninderungen &’a, handelt, wird
man sie in erster Anngherung durch eine geringe gegen- | : :
seitige Neigung d#; der beiden Begrenzungsflichen f;, :
fi+1 erkliren kénnen und

o= zidn: (1+ GYH (98)
setzen diirfen. Es sind also die zu den entsprechenden

Punkten P}, P}, P;” gehorigen systematischen Zuwichse
der Schichtdicke da; in P; zu den Entfernungen 2, 2/,

#;" niherungsweise proportional, so daf mit Riicksicht i \"oi\
auf (96) bis auf relative kleine Fehler von der 1. Ord- Av, i
nung die Beziehung Abb. 10

Sl Ol O TRt s = (O] Jon(Giie ) ¢ (CF —al )t (99)

gilt. Daf rein zufiillige Abweichungen der Dickenzunahme von der Beziehung (98) auf
die weitere HEntwicklung keinen sehr schlimmen Einfluf ausiiben kénnen, soll spiter noch

gezeigt werden.
Stellen wir alle gefundenen Hilfsheziehungen iibersichtlich zusammen, so erhalten wir
folgende Ndherungsgleichungen

Ay s A imiind Bl s onvs— Yot Yil Ui G il 2 Gl CL8 £ o (100)
m m m
Aeimoden s deinz v = Roradiy - M 0 =0 SN N
: TeiEe (101)
= s 0O Wi =R e L = (O =) (O 1) (O =T1): ...

deren Glieder mit kleinen relativen Fehlern von der 1. Ordnung behaftet sind.

Mit diesen Verhiltnisgleichungen sind endlich die notwendigen Unterlagen fiir die
schirfere Ermittlung der Gesamtstrahlenbrechung 4 ¢y, und ihrer Teilbetrige &, & gegeben.

8. Ervmittlung der gesamten Strahlenbrechung 4., einschliefilich der kleinen
Glieder zweiter Ordnung aus gegenseitigen Beobachtungen mittels der an
drei Strahlen beobachteten Richtungsunterschiede.

Denken wir uns einerseits I/, andererseits I’ mit dem Grundstrahl L verbunden,
so bestehen nach (65) die Gleichungen

> N "h’nf&’ (/ﬂ \ 8’1_‘}” "‘7171 {,—l\, 19 5}

A pym = C'll{l—‘-(uf’_——l(c—‘*-t){ 9 *Z}z]’*‘(f}, (102)
& — &1 (44 &1t e LT va

ety S e Tl : — . 103

R | e i By (109)

Abh. d. math.-naturw. Abt. XXX.Bd. 1. Abh. 4
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in welchen auBer 4@i, noch 2’ und =’ unbekannt sind. wihrend El, ek st NiEE ahk

gleichzeitigen gegenseitigen Beobachtungen in beiden Strahlenendpunkten sich ergeben
und als Argument von ¢ und ¢ der Zenitabstand des Grundstrahles verwendet werden kann.
Nach der Hilfsbeziehung (101) gilt aber

\"j ek (H'_l o (104)
~— = T:’)?Till (104)
so daB (103) die Form
e B [ 1 1 & €k = l 2
@ _ . c—+ | s — = el { t
4 Plm v )] 5 g (‘_1 \C t) ’_ 2 ('Al 2’— l T = l -1','3'

annimmt. Aus (102) und (105) folgt das Gleichungspaar

: : SRR R o i Em— &Y Bl
C—Ddgint 5=+ (oa—el) - B = (ta—e1) & o -+ =5 4 @, (106)
il 1 &

s G K r o o) gow apida T RSt i
(C 7—1).’7’;,“-’{—(",,_1(f)*rf) \#y7|—F:)‘; = (&m—¢1) + (*_1 (e1+¢) 5 ek G (1')()

m

woraus die Unbekannte A ¢;,, und wenn erwiinscht, auch > zahlenmiBig ermittelt werden
kiénnen. ;
Die Auflssung dieser Gleichungen fiihrt auf den Refraktionsausdruck
= 1 v = c’ (& 2l 4+ @2 (108)
A Pim = O"— (/] 0—_1 (Em €y1) o1 Em &) ¢dl 1. G2). U3)

Will man nicht wie vorhin angegeben, das Argument von ¢ und # dem bekannten
Zenitabstand der Strahlen gleichsetzen, so ist zu (106) und (107) noch die der Hinzu-
nahme eines Strahles L entsprechende Gleichung

(C1) Apin + e CHD(n—e): B = (G —60) + g C+) T+ G* (109)

m

beizufiigen. Im System (106), (107), (109) treten die drei Unbekannten 4 g;,,, (c-+8) 2

1

und (c-+?) in linearer Form auf und kénnen ohne formelle Schwierigkeiten berechnet
m

werden. Doch ist die Hinzunahme von (109) nur dann erforderlich, wenn auch >’, dessen

1
Kenntnis im allgemeinen nicht notwendig ist, berechnet werden soll. Fiir die Ermittlung
von Ay, selbst ist nach (108) der Einfallswinkel a ganz entbehrlich.

9. Ermittlung der Tangentenwinkel & (Teilbetrage der Strahlenbrechung)
aus einseitigen Beobachtungen.

Um aus der Richtung der Anfangstangente 7; (Abb. 8) die Richtung der allen
Strahlen gemeinsamen Sehne P, P,, = S abzuleiten, brauchen wir den zwischen den beiden
Richtungen liegenden Tangentenwinkel &, welcher fiir die in Abb. 8 getroffene Annahme
negativ ausfillt. Dasselbe gilt fiir die Winkel &, &, ..., welche die iibrigen Anfangs-
tangenten 73, 77, ... mit S einschlieBen. Auch die von 7 aus gezidhlten Richtungen
€, &, ... der T4, Ty, ... fallen negativ aus.

e AU




Nach Abb. 8 ist streng

: i Yn . =) Y ;n
— sin & = ’S : — sin & = {%‘ ; (110)
Die Division dieser Ausdriicke gibt
SIITET: v a5 .
sindy = géal £ o £%
oder auch
i (;'z i ‘Zlm 14+ a6y, (112)
Sl Ym
da
&L = & + & (118)
ist. Aus (112) findet man :
Yo . . o
(; — l) =0+ G3), (114)
worin der Quotient ¥, : #,, mittels (83) auszudriicken ist. Es wird
= ol _Giohat ("‘f/—'" A0 e W (115)
Ym : y i o o COS U, 45 ¥ i
g1
und aus (114) folgt damit
i 2 ey A1, : ;
0 [l @k T 1P 5 O -;,fﬂ,, P da, — & (1 + G%). (116)
o=

Dieser Ausdruck gilt fiir das Strahlenpaar L, /. Tritt an Stelle von L' der Strahl
L”, so erhidlt man ganz entsprechend

(O [1 — e+ 20 6] — 1}.5 bk IJP r‘da,ze'{(l—i—(}?). (117)

o=1]
Fiir das hierin enthaltene R ergibt sich nach (82)

1 §oa . :
8 o gt 38 A LA ; A 3 )
fearon [da,: ¥ (430 dei, +tdi + (c+8) X J (118)

wihrend :

1 dda o
1 = bxia BINTIR 24 A o :
i 3 [dae 9(C+.5t);1£1f+t,,,/.,+(c+t)zl,J (119)

der Ausdruck fiir die entsprechende Grofe im Integral von (116) ist. Dieses selbst wird also
j B A g1 da,
cosa,

- 1,,UJT“(3'@_5(6+ t)f”‘“y,,.rza +f Lal SR da+(r+t)f/' ”". -da }(190)

Ym cosa, cosa, cosa, COSd,
1
i 5 Ji T J3 b 48 o A (121)
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und das (117) enthaltene Integral ist

ne

L Ao
fR,,, £ da,
cosa,

1

IUA""* 1((+,t)f i “ Aei1-da, +f‘“”“ by A2 da,T(cht)j L i”-dae}(l?ﬂ)

YmldJ cosa, cosa, cosa, 9
1
1 :
= { o s = oo }(123)
Nun ist nach (101)
Ly = e . =
Ael, = (i '«Jffle(l—*_(I)v 2]-’ = AR 2}; (RG] (1“4)
so daB sich fiir den Zusammenhang von J3, J% bzw. J;, Ji die einfache Beziehung
(/"' 1 G —=
Ji— o B+ 6, Ti= KA+ (125)

ergibt.
Um Ji zu untersuchen, machen wir zunichst von der Beziehung a,=a (1} GY)
Gtebrauch, woraus unmittelbar

_1+6
Ao, - da, 2
cos af v i (186)
folgt. Nun denken wir uns die Lichtkurve L durch Punkte P;, Py, ... so in einzelne

Abschnitte zerlegt, daf innerhalb derselben 4¢,. bis auf kleine relative Fehler von der
1. Ordnung jeweils als konstant betrachtet und daher vor das betreffende Teilintegral ge-
setzt werden darf. Nach dem Gesagten wird also
‘ T
3 1 ; : 5 :

Ji =1+ GYH prii-e {A (p“f(? a, + 4 </>1kf(3 (PR e } : (127)
1 1

In den Zuwichsen d'a, der Schichtdicke steckt neben dem systematischen Teile d'a,.

auch em rein zufilliger, im Vorzeichen wechselnder Anteil, welcher in den Summen

J’c)a,, j’ﬁ @ey . ... nahezu verschwinden wird, so daB die Beziehungen
1 n k 5‘-
f(m e g ’ Saly f(m = (A +69f0a, ... (128)
i 3 i 9
gelten. Damit wird aber
k
1 i
Si= 1{ l(/;],féan, 4 qul;‘jéar, 5 At .}(1 1 GY (129)
1
und entsprechend
(2 k
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Nach der Niherungsbeziehung (99) ist

Ly O7—1
f‘)/,(b,,g = (1 + Gl) (7'._.1_ 6’@,79, (131)
womit
) k
Bl o ik : ()” - :
e A(p“J aa”+[1<p,,,f(m,e LA EY =" - F A+ 6Y (182)
C'—1 cosa
1 1
folgt.
Auf ganz entsprechende Weise findet man auch
ey i
g — T Js 14 6Yy. (133)

Durch Einsetzen der Ausdriicke (125), (132) und (133) in die rechte Seite von
Gleichung (123) wird diese
U” { hiot v ot : . 5
y (L G PP i JI—da+ Ja+ Jo) 1+ GY (134)

und daraus endlich folgt mit Riicksicht auf die linken Seiten von (123) und (121) die
Hilfsbheziehung

p /1 Pile 1 (/‘v” f l(,Ulg
2 da
.[Re cosa e L c'—1 cos a, (135)
e—=1 e=1

Mit der Abkiirzung

U = ﬂf]” A e (136)

cOos a,

ergibt sich nunmehr unter Beriicksichtigung von (135) aus (116) und (117) das Gleichungspaar
{C'[1—(e+28) & ] —1} & + C- U =g (14+GY, (137)

. 071
(O~ (e+20e]—1} &1+ €7 T2 U = s (1 + 69, (138)
in dem & = G und U = (** als Unbekannte auftreten.

Die Auflésung dieser linearen Gleichungen fiihrt fiir die erste Unbekannte auf den
Ausdruck

1 (85 o’
Simieh e SRR LR L o Y2 30
& 0,,_0,{0,_1 &1 07 —1 &.}(1—%(1 s (139)
Gtanz entsprechend wird der Refraktionswinkel im Endpunkt P, des Grundstrahles
papie siatd aind Dngpun 4 il o foe 140
ST (}u;" (:/y; ?}T:j Em — (1,,,‘1 Em ( + ) . ( )

1

Da in dem Ausdruck fiir &, auBer den Festwerten €', ¢ nur noch die im Strahlen-
endpunkt P, beobachteten Richtungsunterschiede é¢,., ¢, auftreten, so kann &, lediglich
auf Grund einseitiger Beobachtungen dreier Strahlen L, L', L” gefunden werden. Ent-
sprechendes gilt natiirlich auch fiir &. Bemerkenswert ist auch hier, dai in den Aus-
driicken fiir & und &, der Strahleneinfallswinkel « nicht mehr enthalten ist.
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Unter Beschrinkung auf das Hauptglied ergeben sich aus (137) und (138) fiir die
Tangentenwinkel die einfachen Niherungen

£ m

C'—

&1

i (/1/(:1_1 (1 + (7!1) bl 'S'm = (1 -+ (rl) 5 (11 1)

10. Uberpriifung der abgeleiteten Ergebnisse. Zusammenstellung
der Voraussetzungen.

Nach den vorstehenden Entwicklungen lassen sich die Gesamtstmhlenbzechuno A@im
sowie die beiden Refraktionswinkel &, &, in erster Anniherung durch die einfachen Aus-
driicke (66) und (141) wiedergeben, welche nur die Beobz-whtung zweler Strahlen erfordern.
Zur schirferen Ermittlung aber, welche die Beobachtung dreier Strahlen voraussetzt, dienen
die Beziehungen (108), (139) und (140).

Bei den langwierigen Untersuchungen, welche zu den strengeren Ausdriicken fiir
A@im, &1 und &, gefiithrt haben, ist eine Probe fiir die Richtigheit der analytischen Fnt-
wicklungen sehr erwiinscht. Die Moglichkeit dazu bietet die leicht aus Abb. 1 abzulesende
Beziehung

b Llm = Em — Sk (1‘12)

Ersetzt man hierin & und &, durch die Ausdriicke (139) und (140), so wird

e e o L e
Ap1n = c'{(;"""if'“-—o"-,1*"‘}(”@)‘ - 0,{0, e «,,}(1+cr) (143)
1 Ol : C’ g vo ;
:'(;;w:(f{o' elmiel)ie gy ); i £

Dieser aus & und &, fir 4¢p,, ermittelte Ausdruck stimmt aber vollstindig mit dem
auf ganz anderem Wege gefundenen Ausdruck (108) fiir 4y, iiberein.

Die Grundiage der gancen Entwicklungen bildet das durch Gl (5) ausgedriickte Gesetz
von Arago, nach welchem der um 1 verminderte Brechungsexponent zur Dichte pro-
portional ist. Die Luft wurde so in unendlich diinne Schichten zerlegt gedacht, daf allen
Punkten ein und derselben Schicht gleiche Dichte zukommt. Im Falle verschiedenartiger
Zusammensetzung der Luft innerhalb einer Schicht ist die Schichtbegrenzung so durch-
gefiihrt zu denken, daB der abgeleiteten Eigenschaft (7) von vornherein (menude geleistet
wird. Uber das noch nicht feststehende Verhiltnis der Schichtdicken wurde hierauf so
verfligt, daB der Absolutwert des Verhiltnisses dn,; : n; der Exponenteniinderung bis zur
Nachbarschicht zum absoluten Brechungsexponenten dieser Schicht ein Festwert dn bleibt.
Wie grof der Einfallswinkel a, praktisch genommen wie klein der Hohenwinkel der Sicht
werden darf (S. 17 u. 18), hiingt vom Durchschnittswert 17.,, aller optischen Lotabweichungen
des laufenden Strahles I’ gegen den Grundstrahl I, also von der Luftbeschaffenheit ab.

(F
Jedenfalls mufs der Strahl so steil sein, daf das in (55) enthaltene Ghed (c + D) lm

eine im Verhiltnis zu 1 kleine Grofie bleibt. Ferner ist vorausgesetzt, dab die Refraktlons—
betriige, alle zwischen den verschiedenen Strahlentangenten liegenden Winkel sowie die
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Abweichungen der Einfallswinkel von einem Mittelwert a kleine Grofen von der 1. Ord-
nung nicht iiberschreiten. Diese Voraussetzungen geniigen, um aus den an zwei Strahlen
ausgefithrten Beobachtungen je das Hauptglied der Refraktionsbetrige aufzustellen.

Sollen auch die Korrektionsglieder, welche selbst kleine Grofen zweiter Ordnung sind,
volle Berticksichtigung finden, so ist noch iiber die Schichtkriimmung und {iber die Dicken-
dnderung der gleichen Schicht vom Grundstrahl bis zu den laufenden Strahlen eine An-
nahme zu treffen. Hs wurde die fiir geringe Entfernungen entsprechender Punkte sehr
wahrscheinliche Hypothese beniitzt, da& der systematische Anteil der optischen Lotab-
weichung und der Schichtdickenzunahme in ein und derselben Schicht zur Entfernung der
Punkte vom zugehérigen Punkt des Grundstrahles proportional sei (S. 24 u. 25) und dag
die zweifellos vorhandenen unregelmifiigen Anteile an der optischen Lotabweichung und
der Schichtdickenzunahme fiir beide Vorzeichen gleiche Wahrscheinlichkeit besitzen.

Ohne auf die praktische Durchfiihrung des vorgeschlagenen Verfahrens hier niher
eingehen zu konnen, sei doch eine unerlidBliche praktische Voraussetzung erwihnt. Die
beobachteten Grofen &, &, werden betriichtlich kleiner sein wie die gesuchten Werte
A@im, &1, Em. Zur sicheren Ermittlung der Refraktionsbetrige aus &, &, muB es also
moglich sein, diese sehr kleinen WinkelgroBen mit einer iiber die gewdhnlichen Anforde-
rungen betriichtlich hinausgehenden Schirfe zu beobachten.
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