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Uber dreifache Flachensysteme.
S 1.

S
Der einfache Fall ¢ — 1.

In einem allgemeinen dreifachen Flichensystem gehen durch jeden Punkt P eines
gewissen ridumlichen Gebietes, dessen rechtwinklige Koordinaten z, y, ¢ Funktionen von
drei unabhiingigen Variabeln w, v, w sind, drei Kurven, je nachdem =, v, w je allein als
variabel betrachtet werden. Dies sind die Kurven w, v, w, welche zugleich die Tangenten-
ebenen vw, ww, uv der durchi’ P gehenden Flichen durch die von P ausgehenden Tangenten
jener Kurven bestimmen. Die Flichen selbst mégen durch (uv), (uw), (vw) bezeichnet
werden, so daB z. B. der Fliche (#v) die Kurve w entspricht.

Dabei ist das Quadrat des Lingenelementes

ds? = & du® 4+ 2 dov® + e dw® 4 2fsdudv + 2f, dudw + 2f, dv dw

mit
el — o 85 = 2a,, £ — 2Df,
Pos Fe g ity e 3 W N .
ﬂ_A'xevay /Q*quxw- fl*xle,&,,‘
und die

/s fs /4

i 6 Eiel e
sind die cosinus der Winkel zwischen den Kurven w, v; u, w; v, w.
In dem besonderen Falle, wo alle & (i = 1, 2, 3) gleich Eins sind, sind die f diese
cosinus selbst. In diesem einfachen Falle entsteht eine rhombische Teilung des
Gebietes von iiberall gleicher Kantenlinge. Auf ihn kann das Léngenelement

ds? = U2 du® + Viduw® 4+ W2dw? + 2f,dudv+ 2f, dudw + 2f, dvdw
mit U, V, W als abhingig je allein von w, », w durch Transformation zuriickgefiihrt
werden. Im allgemeinen sind die ¢, f als Funktionen von w, v, w anzusehen; dem Falle
= ¢, = &, entspricht die allgemeine rhombische Teilung.
Die vorhin gebrauchten = Zeichen sollen, wo kein MiGverstindnis moglich ist, iiberall

fortgelassen werden, beziehen sich daher immer auf die gleichzeitige Summation nach
%, 4, & in Bezug auf den doppelt vorkommenden Index w, v, w, so daB einfach

o

&=z, fs= Tutty usw. fir 2, o + Vi Yy T 2u %y USW.

gesetzt wird.
1:(:
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Aus den Gleichungen?)

Ty, = e s el O
gy U = Un s et e ()
Eon—l0ns iy g e el el = ()
folgt
) o — A (Yu 20— Yo 2u)y L — Ao Wiv 84 — Yi20)s Tnig — Ay (Yo 2o — Yo 20),s
oo dana, — Toc), Yo, — N ehaa— a0 v — A (80 Zw — Xo 24),
Gy = Lo (0 Ys — To W)y Zuw = Ao (B Yo — YuZw), Bow = A (0 Yo — T Yy)-

Die #, y, # werden immer als Funktionen der u, v, w vorausgesetzt, die mit ihren
Ableitungen nach diesen Variabeln, soweit sie gebraucht werden, stetig sind. Alle diese
Ableitungen sind dann von der Reihenfolge der Differentiationen unabhingig; dazu gentigt,

unter den angegebenen Voraussetzungen, da die bekannten Integrabilititsbedingungen, die
schon in der Theorie der einzelnen Fliche auftreten

2 o Pl o

< , \ o o
d — \Lyu) =— L)y Lww) = gl
1) = (Zoww) = (@) av( ) 5 @sis)
o 3 d 3
F oyt ia il ma il St gan 0y
duw (@uu) du () dw (@00) v €0
3 - 0 ] ]
du (muwr) e 5o (@ u) s (.GL’,, L) i o (1‘1, v) y

die auch fir y und 2z gelten, zu denen jetzt aber noch die dritten Ableitungen
b) Luvw = Lawe == * * * Lyuy

hinzukommen. Die Gleichungen a), b) sind nach den Voraussetzungen reine Identititen,
aber die Frage, um die es sich hier handelt, ist, welche Bedingungen dadurch fiir die
¢ [ entstehen, die als beliebige, aber ebenfalls mit allen ihren Ableitungen in den u, v, w
stetige Funktionen gegeben anzusehen sind.

In diesem Paragraphen werden nur die Folgerungen aus den Identititen b)
betrachtet, die zu besonders iibersichtlichen Resultaten filhren und mir seit tiber dreikig
Jahren bekannt sind.

Man erhiilt nach 1)?%)

[) Zyyw = ;H}, w (yu Ey — Yy 211) + ;»3 |;//Un /?»g ]‘I] + Xy ;~] fﬁ; — Ly f;; (;"I + Z_))] — il
Lywy = /12,1) (y/r‘ I ;?/u,k?u‘) + )~2 I.t‘cu /23 fl + X 21 f& — &y f‘, (/‘nl + /13):} B AO,
Tywu = fa',u (yvz"w — Yu Zv) o )~1 [:xv /"n; f_, =+ X, /1;, f% =Ly fi (;2 4 / YJ

‘8

I
B

und ebenso durch geeignete Vertauschungen

1) Hier sind iiberall die zuvor angegebenen Kiirzungen benutzt.

: I ; : : : - :
?) An Stelle der Ableitungen 'a'i usw. wird im folgenden jeweils zur Abkiirzung 4, , usw.
" ;

geschrieben werden. Analoges gilt fiir die « und 7.




1D Ui — 34 (ﬁ’n By~ T 2y) ;”3 [,."-/” ;‘2 f1 + ¥ ;“1 /3 — Yw f’% (’7'1 + /‘:ﬂ oy B1-,
Vo= helwtde L hlahre b
Youwu = /'Ll,it (fa Lo 2w Be) /11 [yv ;3 f_) o Yuw /:-; ]LJ, — Yu /‘1 (’7‘_) A ;‘1>| e ];ﬂ‘

I Zuve = 43,0 (Tu Yo — T» gu) +- Ay [2u Aoy + 20 Aiffo — 2ufs (A, - A)] = O,
Cwup — /”:g1 v (\1',,,- Yu — Ty ,7//‘-) " /.~3 [5,/ ;~3 f‘] ‘ "~ Eu ;Ll f; ) f_g (/11 7 /13)] T ('"y-_)f
Suvw == A1,u @y Yo — Zw i) + 4, (20 Ao fs =+ 20 Ails —eu T, (1, + lli— e,

Die Determinante

Lu Yu fu ‘"‘1: f’% fz
3 d=|e,yn|, &=\faf
Vs s 25| ke

ist immer A 4 0 vorauszusetzen, so weit iiberhaupt ein riumliches Gebiet vorhanden
sein soll, da sonst zwischen den z, y, 2 eine Relation F'(xy 2) = 0 bestehen wiirde.

Es ist jetzt zu untersuchen, welche Gleichungen aus den hinreichenden und not-
wendigen Bedingungen

s k0

Ch A e

A
simtlich gleich Null, folgen. Aus den Differenzen der beiden ersten Gleichungen I, II,
III folgt
L) ;'3, w (»’,/ﬂ Gy — !/(: 5/'.) i )~ 257, (]/H? By — R ,]/H) “ )"3 [xlfr }h_; fl = Xy }»] f’_) — Ty fg (]vi G ;‘u_))]
Ay Bl b B o e A B
A w (B Ty — 2y 2p) — Ao, (20 0w — 2w 24) + Ag [Yu s fy - r" Yo A fo — Yuwis (A + 45)]

— Ay [yulds 1+ Yo A f5 — Yoo (A -+ 1)) = 0,
Ao (0w Yu— TuYou) + Ag [2udo i + 20 44 fo— #wls 4y + A3)]

T 22 [&u ;*3 fl - 2 )*1 /_' =y f3 ()*1 - ;‘3)] —
und diese Gleichungen nebst den ihnen analog gebildeten driicken die Gleichheit aller
dritten Ableitungen aus. Multipliziert man jetzt die Gleichungen 4) mit den 2., #u, Zu;
Loy Yoo o5 T, Yuw, Zw und summiert jedesmal, so ergibt sich im ersten Falle Null, im
zweiten aber
5) — Ao o d - (fs — 1) Gids F A, A, 4 —0
und im dritten
6) — dswd + (fs — i) (A 4 -+ A, 4, + 1, 45) — 0.

Durch Bildung der 4, — 4,, B, — B,, U, — O, folgt in derselben Weise

7 TRl P o, RS A e T
— Ao d +(fo—1ifs) (4, As + A3 45 + A3 4)) = 0,
von denen die letztere schon bei 5) steht. Und endlich folgt aus den 4, — 4,, B, — B,

O, — C,, wie man leicht tibersieht, keine neue Gleichung mehr. Aus dem Bestehen der
Gleichungen

/:3» w (:1‘“‘ Yo — Xy Ju)
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Euld; — A+ yu (B, —B,) 4+ 2, (C,— C) =0,
o (Ay~=43) + yo (B, — By) + 2, (€, — Cy) = 0,
X (A — A,) + yu (B, — B,) + 2., (C, — C,) = 0,
und ihrer analogen fiir die iibrigen Differenzen vermége der Bedingungen 5), 6), 7) folgt
nun nach 3), daf die Unabhingigkeit aller dritten Ableitungen nach wu, v, w
von der Reihenfolge derselben durch die drei Gleichungen
IV) ds,w d = D (fy — 1 fo)s
Yo d = D(f,—F.1)),
21,7/ 4 = —[)(/[1 _fz r%>
D=2 2,4 2,4+

vermdoge A+0 ausgedriickt ist.

Die Bedingungen IV sind allerdings nicht ausreichend, da die a) noch mnicht beriick-
sichtigt sind. Die dazu nétigen weiteren Bedingungen werden sich erst in der allgemeinen
Theorie der dreifachen Systeme ergeben.

Die bisher eingefithrten 2,, 1,, 4, lassen sich durch die 7,, fi, f, darstellen. Denn
aus der Gleichung Xz, x, = f, folgt

SRS e
oder nach 3)

|

A Z (Yo 8o — 2w Yu) Xo —+ A, 2@y (Yo 200 — Yoo 20) = [5.

oder ‘
4 ()”1 o /:-:) e fS/

und ebenso
40y + ) = fo,
Ai(Ag =) — ) 4,
also
VV2hd=F uwtlor—"Faw,
222 e e f::,u- e f-.’, vy
2L Ad="Fsp-tfrw—Fiu
Die Gleichungen IV) enthalten nur scheinbar die Irrationalitit A4, die man z. B. fiir
die erste derselben auch schreiben kaun

oo et R
w (J) 0 ('t;fé ) gt e ledy),

worin nach V) nur noch 42 vorkommt.

Die Gleichungen IV) zeichnen sich durch Einfachheit und Symmetrie aus, und lassen
sich auch geometrisch deuten. Durch jeden Punkt P gehen die drei Tangentenebenen E,,,,
Ew, Eyy; die Normale von E,, hat die Richtungscosinus X B 7 wobel

XICL‘!; ! }_7] ’//,.—i—ZIZ[A:O_

S, e )
und ebenso ist die Normale von E,, durch X,, Y,, Z,




Xogp g g ()

Xoww + Youw + 2,2, — 0

bestimmt. Der Cosinus ihres Neigungswinkels @, ist daher durch

cos @, = (fifi—f: V1I—FiV1—f:
und analog in den anderen Fillen gegeben. Daraus folgt: Da, wo zwei der Tangenten-
ebenen der Flichen aufeinander senkrecht stehen, ist der entsprechende

. . . - ae : . :
Differentialquotient des 2, z. B. hier -—® = 0, gehort also zu einem Ma, Mi-
Werte von 1;,. Wiren alle f;, = f, = f, = 0, so ist 1, nur abhingig von % und v, und

fiir ein dreifaches Orthogonalsystem hat man also
ds? = du? + dv? + dw?.

Aus (f,[5 1) = [, [.f; folgt aber, wenn z. B. f, = 0, unter der eben angegebenen
Voraussetzung auch f, = 0, f, = 0, so daB ds® diese Form haben muB. Ist aber keines
der / gleich Null, so miiite f, f,f, = 1 sein. Dies ist, da alle |f| < 1 sind, nur moglich,
wenn sie gleichzeitig gleich eins sind; dies ist aber in einem dreifachen System unméglich.

Em besonderer Fall ist noch der, wo an einer Stelle gleichzeitig alle 131, A2 4, A1 4
Null sind, weil 1) = 0 ist. Dies entspricht der Bedingung :

S Sena : . o Bl
f:}, W= /“2‘ (3, i ,fl, /A T 2’ (fl, 20 71’, = [‘3, v /‘3, w "f“fl, W f:%, .u’) S 0

Diese Differentialgleichung konnte sogar an jeder Stelle eines Gebietes erfiillt sein,
z. B. wenn f5 ., fo 4, [1,0 gleichzeitig Null sind, aber auch in anderen Fillen, z. B. wenn
fo.o =20, f1,,=f2, ist, doch kann man hieraus weitere Schliisse ohne Betrachtung der
Integrabilititsbedingungen a), nicht ziehen.

Allgemeine Theorie der dreifachen Systeme,

Es soll hier zuerst ein allgemeiner Satz hergeleitet werden, der sich von den zahl-
reichen weitliufigen Beziehungen, die von anderen, z. B. Codazzi aufgestellt sind, durch
Einfachheit, wie ich glaube, auszeichnet. Er bezieht sich auf die Richtungscosinus
der Binormalen der Schnittkurven u, v, w; z. B. « gegen die Normalen der zu
w gehorigen Tangentenebenen der Flachen, hier also der Flichen (vww), (wv) mit.
der Schnittkurve .

Der Kriimmungsradius der- Kurve u, deren Bogenléinge fiir einen Augenblick durch

o bezeichnet sei, ist
L P ioay Eoaig E
i do : do ) : do :

; : . d1 dz e
wobel cos a = dov o — s y = —— . Fiihrt man an Stelle von o die Variable
do do do
ein, so ist
do
d?t fr=smd UN. e &‘]

und man hat




o gV,

™ i
8
’ % 2
], s l/ —}-‘(\ZEV U> = 'SI. 2"
1) Sl e tha
0 &1
Die Cosinus der Binormale von « sind gleich
% (Yoo Sue — Zu Yoin)
“ (’\'?w, xw 7 R x// = u)
% (20 Yovws ~— Yu Tun) s
. G 5 > 2 01 : ¢ e =
wobel & %° (2 (@uw)' — €1,4) = 1 oder x = = wird. Hieraus folgt fiir den Cosinus
&

des Winkels der Binormale B, von % mit der Normalen N,, der Fliche ()
die Gleichung

;]/u o Zy ,"/// P09 =) xll Wiz Ly 2y 3 x// ’7/7: " :Z/,/ Ly |

2) ens (BN o) — T Ok ' f}j e
Xy Yy s | 1/ €1 8 f:

oder :

: : o, D

3) Cos (-BN. lvn n) e O

aVeéea —f1
wo D die in 2) rechts stehende Determinante bedeutet. Um sie durch die & f auszu-
driicken, multipliziere man 3) beiderseits mit 4, wobei

4 =B — 1 — A — 2 2L f .

Dadurch wird?)

JK | Xy | Zw |

| 1z |

[ 0 { Aoy | Ty |
A _[) —_ i Bz : Loy |

|

|

& fa I
e
und die nochmalige Multiplikation mit 4 verwandelt die drei Glieder der ersten Reihe
dieser Determinante rechts in

eevers, P Bl 1[ . O i
U, il i 65l , Shenlsiley
wobei gl LB o menn Bl

4) ]J & ‘\;‘x/l/l Xy =— f’3, W CEE Pl e 2"?:/4 u T = /‘f, u — €1 &1,y

withrend die letzten beiden Reihen ungeéindert bleiben. Rechnet man jetzt A4* D aus, so
zeight sich, daB der Faktor von P, gleich Null ist, wihrend der von P gleich & 4* wird.
Der Faktor von & &, wird

(2fo —fifs) (fih — 1) + (filh — & 1)) (L &8 —f3) = — &f;.

1) In den dreireihigen Determinanten von der Form

| »
| Ly, v Y ) z/( ()
|

| @ 2
,"LH‘ Yoo “w

|
| P Y %

ist immer nur die erste Kolonne hingeschrieben.




Es wird daher
1

Bt o Oy,
COS (Bw, I\’.N.,;) e &,.1 (IJ F; b ﬁ) C1: 8 ,,) e

oder

5) eos (B, Nyl — - -f3 S o 1 e
P \ou \ ¢, Ve

1
wenn man den Wert 4) von P einsetzt.

Die entsprechende Vertauschung der GroBen u, v, w liefert die folgende Formelgruppe

3
bs (B rN. sy, ( (f *) i g,) sk abiy
Ot \&; Ve f
cos (B, Nouw) = 0; ( . ) = ]> - -
e Ve —fi
, s
cosi(h, N ) =0 ( : E) — &3, ,,,) ,l —
T \9v \&, 1
- ) : 1
COSs (1317? J\Tw 11') S ) ( = (‘fl B¢ )
ENCHENG : 2
> 2 o
eoslb, N —a. - = £3 4 | =———
: \3 W \ & :
cosb, N ) — o, ( é (/:1 > ) S
oW \ &g 2 ;

Sie ist dadurch bemerkenswert, daB die Verhaltnisse dieser Cosinus von den
Krimmungsradien der Schnittkurven unabhéingig sind.

Der einfache Fall &, = ¢, = ¢, = 1 liefert ein weiteres Resultat; denn es wird
) 1 af, 1
gosiCB, N ) — o, fs o7 ——, ¢0s (Bu, Nuw) = 0, f: =t
du V1 —r2 du V1 —f3

Da mit 2,, Q,, £, als Winkel der Schnittkurven
f == 008 @y ofy==bos s fr—co5 s
wird, so erhilt man:
cos (By, Nup) = — 0, ot (B DNovi)— —

oder

cos (Bu, Mus) _ 9%

608 CBy v Nuw) & 005
so daf diese Verhaltnisse gleich dem Verhiltnis der Anderungen der Koor-
dinatenwinkel beim Fortschreiten auf jeder Schnittkurve sind.

Fiir orthogonale Systeme endlich erhélt man

, €08 (By, Nyp) = — 0 €1,0 1 &1 &g,
cos (B, Nyw) =— — 04 €14 £ 850 USW.

Abh. d. math.-naturw. Abt. XXXI. Bd. 4. Abh. 2
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Die Formeln dieses Paragraphen verlieren teilweise oder ganz ihren Sinn, wenn
eines der ¢ oder alle gleich Null sind.

In letzterem Falle haben iibrigens, wie eine einfache Rechnung zeigt, auch die
Binormalen die Richtungen von Minimalgeraden.

g3

Erste Gruppe der Fundamentalgleichungen fiir dreifache Flichensysteme,

Bei der allgemeinen Betrachtung dreifacher Systeme.ist es zweckmibBig, an Stelle
der 2 in § 1 drei andere Ausdriicke H,, H,, H, einzufithren, die durch die Gleichungen
1) S, —

S —

definiert sind. Man hat dann

i W ==

oder

_)) H, "’5" flj S f;K, wi; 2 III e (D) "JL_ /["’. W /1: w)
»” 113’!7 Hl o f:?,,-r'; ZIJZ:ﬂB 2w ; flm«,_—f:? R
o] 188 ]JQE Hf!:f],m; 21{‘,:f1 u ’;” f:_).li ‘fS,iU'

Auch hier wird man sich leicht an die Bezeichnung w,, @, = 2 @y x,, Wobel das
2 Zeichen wie im § 2 sich auf die Summation nach den «, 7, ¢ bezieht, gewohnen. Ohne
diese Abkiirzungen wiirden die folgenden Formeln von unertriglicher Weitldufigkeit werden.
HEs handelt sich jetzt um die Integrabilitiitsbedingungen des § 1, deren Anzahl im
ganzen 27 betrigt. KEs liBt sich aber zeigen, daf diese sich immer auf 6 reduzieren, die
fir f, =f, =f;, =0 den 6 Gleichungen von Lamé entsprechen; dies beruht einerseits
auf den unter 2) definierten Abkiirzungen, andererseits auf den Eigenschaften der H.
Dabei ist nun tiberall
a) Xu %y = f3, Tuw=1f, LoTw=f1,
e T — Ly — o

Aus den Identititen a) entspringt die folgende erste Gruppe von Gleichungen, wobei

a’]) Xy Tyu =— €1 E1,uy
Ly Xyu — f3, u — €1 &1, v,
L Xy = f2, W el Ty
I
ag) Ly, Xy = f3, v — €2 €2,4, J
Ly Typy = €2 €2 v,
L Tyy = fJ, v — €2 €2 w;
3'3) Ly T — fﬂ,w — €8 €3 u,
Ly Typw — fl,w T 08 g iy
L Loy =— €3 83,71:7

von denen bestindig Gebrauch zu machen ist.
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Die Integrabilititshedingungen erhilt man durch die folgende ganz elementare
Rechnung, deren Anfang explicite ausgefiihrt ist.

Ang i m—ts o Ly Lyu = &1 €1,
Ly Lyuw + Lpu Lyy = (E‘I 817'/1.)';)- Loy, Loy Luy = (67 €1, 17) U
folgt durch Subtraktion
A1) Ly, (xw uv — Ly nw) = 0.
AUS Ly Xyu =— f;%, i o ‘(7],1,'1 ; Ty puw == £2 €9 4,
Ty Lyuo + Ty Tyy =— ﬁ}, Wi (S] ’5],’4‘) vy Ly Lyuu +‘ (:L';‘ 7,/,)2 o (82 52, ll,) w f01(5-’,1:
Bl) XLy (x’/lu v~ Lpu ﬂ) S ﬁ%, W (El <1 l*) e (82 €2 “)7’ + (.7).,; ”)2 — Luu Ly -
Endlich aus
Loy Ly — f:Zﬂw = C1 C1ny Ly Ly = €1 €1,0,
Ly Lypunw _%— Ly Ty = DA ("31 8],7I;>777 Ty Ly + L, Loy = JI3, % Odel"
{J]) Ly (5777/, uwv ~= Ly 1/) T f?,‘il Cities (51 €1, 1"}1: — Lwp Ly u + Ly Lypy — H?},/H
Auf dieselbe Art erhilt man
Xy Xy — fs,'z: = CDED 4y Ly Ly — €1 1,09
Ly, Lgyy g + Luu Lyy = ﬁ'},wzr ey (52 82,1!,) uy Ly Lyyw + (-ff)u 7:)2 =2 (*’51 € 1,1;)7:, also
-Ag) Xy (:Em; (o ! xnvuu) S s fs,'z;w, =5 (82 82,u,)n ‘"1’“ (51 51,1;)17 e i e (xL .‘l)gj
B,) X o — o) — 0
7,72) Ly ({1'” v = Low w) = Zwu Lpy — Lwv Luv + IIE,Q? + ('cf? 82,10) (i fl,?.:/n-

In derselben Weise kann man fortfahren; es ist aber nicht notig, diese sich stets
wiederholenden Rechnungen auszufiithren, da hierzu einfache Vertauschungsprinzipien
in Bezug auf die 4,), B,), C,) ausreichen. Vertauscht man nidmlich % und », so bleiben
&4, [ und H, ungelindert, wihrend & in &, f; in f,, H, in H, tibergehen. Bei der
Vertauschung von w mit v bleiben &, f; und H, ungeindert, wihrend f, in f;, ¢, in &,
H, in H, iibergehen. Es ist trotzdem fast bequemer, die Rechnungen direkt in der Art,
wie es bei 4,), B,), C,) und 4,), B,), C,) geschah, zu entnehmen, da die bestindigenVer-
tauschungen listig sind und zu Schreibfehlern Veranlassung geben. Solche Vertauschungen
gebraucht selbstverstindlich auch Lamé; aber durch seine Methode der Differentialpara-
meter wurde er veranlaBt, seine fast 80 Seiten erfordernden Formeln zu entwickeln, die
in Wirklichkeit kaum 2 Seiten beansprucht hitten. Auf diese Weise entsteht die folgende
Tabelle von 18 Gleichungen, die hier zusammengestellt ist :

A1) Zu (xu wy —— Ly 74,7/,) = O,
l Bl) Ly (xun!,?) MEHE -Z‘v:'z(‘u) + Lyy Xyu — (xvu;)g — f,‘;’., W (81 1"1,1))‘;; S (52 5211,;,)7:,,
C]) Ly (xﬂ-w-v — Tyu ?6) + Zyu Lyw —— Lwu Lpu — f?,w,-/: & II:}, 1 (81 81,1@) v
I Ag) Xy, (xiww e xnfufu) + Loy Ly — ('7/"142;)2 G f:‘},um s (81 61,2;)'?; T (82 8?,‘7()7/»
Bg) Xy (xv; Dk x%lﬂ)) S 07

D
l 02) L (xv v T xrw'u) + oo Twuw — Lyw Ty =— fl,m: = H3,fu g (<°2 52,70)1l,§

[ Ag) Xy (xwuw — Zw uu) = 0,
B3) L (xuuw e xqmnfu) T+ Buw Tow — Bou Lwu — f3,u e HQ, DT (8] 3],@) wy
l Oa) L (anu,w — Zwu u) + Ly Lww — (xzt 10)2 = fZ,-u Wi (53 83,1/.)74, Tt (fl "31,7,«;)74;;

2*
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b i

By & Bwwn = Tuww) + Tuow Tus = Tow Tuw — {iwe—=8a ¢50)u — Ho o,

I 614) o (xz/'w u —— Ly z/_:,l') = O;

[ 145) Ly (mlj vw —— Laww 1‘) + Xopw Loy — Lyy Xpw =— /dl S ("/Z €2 u)u; T IIL V9
];5) xl? ov 4?,) s 0 5

l (J3> Ly w 1\7 + Bypw Lyo — ('(['171&')2 e fl,l:r'/" e (F2 5:2,/':)“" =5 ("53 €3, {')L';

[ AG) Ty (x'u:u: e xl"”:l") “JF’ Ly Tww — Tuw Lpw = f;’, 1) i (53 €3, u),; T II[‘”-,
]))(;) Ly ("I:U: wy — Ly H’lr') + Xyw L — (l",:;/- g fl’ wy —— (63 4‘,73: /‘)[ T (ég 82, ;/;‘)w- 5
(/VB) Ly (xu; wy —— Lypw i') T 0

D

Den Integrabilitdatsbedingungen zufolge miissen nun alle diese 18 Gleichungen erfiillt
sein, wenn man die ersten links stehenden Glieder fortlift. Umgekehrt sind dann aber ;
auch die Integrabilititsbedingungen erfiillt, so lange 4 + 0 ist. :

Von den 18 Gleichungen scheiden nun sogleich als identisch erfiillt aus
‘Al)f Bz); *43>: ()4)~ B5)s Cg)

Ferner fallen die Gleichungen B,) und 4,), C,) und 4,), C,) und B,) zusammen.
Auch von den noch iibrig bleibenden sechs Bedingungen A4;), C,); 4;), B,); C,), B,)

fallen je zwel zusammen, wie man sofort erkennt.

:} Hsitmb 7o b,
Lyp Tyw — Luy Tow — fis,,;u» S (82 €9 ,,’),,,V. g III, v nach ‘AS)?
Loy Tuw — Luy Tow =— fl, o) kv (52 8?,1(}) it ]I;}, 5. nach Oz)

Nach den Gleichungen fiir die H dieses Paragraphen ist

$ 2H1,u:f3,mn +f‘2,7“/; _'fl,u;;,
2-H3,l,-:fl,uc +f2,«n: R0 ﬁi,/-u'
und daraus folgt

H\,(' T H3,L, e fﬁ, ) f],ul‘v

so dag A4;) und C,) nicht verschieden sind. Ebenso ist es in den beiden anderen Fillen.
Damit sind die 18 Gleichungen der ersten Gruppe auf 6 verschiedene reduziert.

Sie seien in dieser Gestalt hier nochmals kurz zusammengestellt.

A) Erste Gruppe @yy @uw — @uv)? =300 — (&1 &1,0)0 — (&2 82.2) 0,
LBuw Laww — Euw): = [o,ui0 — (63 €3,04)u — (€1 &1 1) w05 :
B bl 0 L (5 ) —festn o)
B) Zweite Gruppe Zuw Pws — Bwu Bow = fa,ue — (&1 €1,w)o — Hsu = fo,uw — (€1 €1,0)w — Ha 0, '
L) Doy — Lo Loyl — 6200 — s . — faipw— (B2 E2.)u — Hi vy
Lo Doy — Lo B — T — Evero)n— Hy o = fo,00— (€3 €8,u) 0 — Hi 1.

Es ist jetzt zweitens zu untersuchen, ob die Forderung der Unabhingigkeit der
dritten Ableitungen nach den w, v, w von der Reihenfolge derselben, die bisher
moch nicht ausgedriickt ist, nicht weitere Bedingungen zwischen den ¢, f hervorruft.
Hierzu dienen die folgenden Betrachtungen.




Man

A)

Aus
B)

und aus

Lww Low T+ Bw Typuw = 13[374/;7
C) xl'; (x:: WAL '

erhilt aus

g ——
EEUE I I e e Wy L
Lo (3’;[;7; w — Lpw u) T Luw Tou — Luu
o o 9 h, — it ol

Xy (Touww — Byww) = 0

Loy Xy = H37

Lpw /r,)

Ferner hat man aus

a4 Zw (Xuvib

aus

also
B)

und aus

also

0y

Ly Typ == €1 €1,0,
— Zuw i:) o ()s

Ly Lyp =— €2 €2 4,

Ly Lyvw '}’ Zpw Loy — (‘54 €2, M)'H:y Ly www T Loy Lyw =
Ty (xw. vw —— Lyw 17) *{* Xpu pw —— Tpp Twu =— (82 E u')n e 2
L Lyp =— Hi:h XL Lyw = €3 €3,u,

T Zuvw + Lww Luy — H3,?l77

T (‘rw, vw —— Tyw 1:) ""%'

endlich auf dieselbe Weise

4)
B,)
0,)

Hierdurch sind aber simtliche Permutationen der w, v, w erschopft.

Ly (xu:nc — Zw /vu) Shlae
Xy (xw v —— Lw ,“,) "F Lyv Tww
Laws (x-wv; w — Lwu 'u) = 0.

Lw Lpwu
Zww Loy Lwu Xpw = }{S,w

Luv Ly
— Tpy Lwu

Loy, Lpy =

Lyw Ly = (8] €, r,) Wy

€1 €10,

Lpw =— (51 51,1:)1/,‘ oo H'i,«u

Loy Ly == €3 €31,

i

L Luwo ’“I‘ Lww Lyw

'1"70 w x?[ v xll," v x?'/l.’}

x’ﬂ! U x?,l) (7

-+ Xwu Tpw =— (83 €3 z‘) w9

(83 83,0)/'-

Loy By =— €1 €1,

Tor o —

i Hs,w e (83 83,15),;;

P— (81 81,’1!5)‘12 v ]l],fz.y
= (g2 e2w)u — Ha oy,

13

Ho,
]I?,'r 9

li» 3
2 U Y

= (63 53,7,{,)17,

Unter Aus-

scheidung von B), 4,), C,), die identisch erfiillt sind, hat man zusammenfassend

1)

von welchen Gleichungen je zwei

A) Ly Lpw —— Luw Luv
A_)) Luw Tow —— Lyw Luw
Bg) Lyy Twu —— Lypu Lww
B1> Loy Luw — Low Low
{ O) Zyww Luyy — Twy Luw
Y
61) Layw Luw

e Trl,u,
— Hl,u

== JIQ,?;
= —H‘Z‘U

— 3,w

e (81 51.7;)107
e (81 31,10)-’07

= (52 52,1(')7:,
S (82 82,u)w,

S (53 gs,v)ua

— Ly Tuw =— }Ii, A0 (53 63,q,¢)r7

untereinander stehende identisch sind.

Endlich zeigt

sich, dag die Bedingungen II) bereits unter den B) (S. 12) enthalten sind. Denn aus

x’il‘ w x‘!l v

Lww Lopw =— fl,wu = (83 €3, u)v T Hl,wy

Zww Luvy = Luw Lyw — H:%, g (83 83,1:)14
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folgt H,w + Hsuw = fo,uv. Dies ist aber nach den Gleichungen

2 _][1 S f‘&,u: i" .2, PR o fl,uy
2 [[3 i fl,w . L e f;},zn
eine Identitit. Und ebenso ist es in den beiden anderen Fillen, die hier nicht noch

einmal gepriift werden sollen.
Hiermit ist nun die Existenz der 6 Fundamentalgleichungen als notwendig und

hinreichend erwiesen und man wird sie als eine Folge von der besonderen Zusammen-
setzung der 6 Koeffizienten anzusehen haben.

Die charakteristischen 6 Bedingungen der ersten und zweiten Gruppe lassen sich
Jetzt in der folgenden Weise zusammenfassen:

I) Lyop Ly — (x»vw,)z e f{},uv T ('(:l El,fu)n SR (82 Eﬁ,u)u;
Ly w Loy — (56'",1!;\)2 == f.’,mu RS ('(:3 g?i,‘u)u— (31 € 1,10) 0 3
Lo Lgy — (wi)g it f],uu; T (52 5:2720)1/: P (":3 ‘(73, v)z);

I[) Tuuw Low — Lwu Luv = [2,uy — (‘C"I 51,7/,')1) EH I;[":1 (S f3,u7¢: Sy (51 El,n) Wi 112, e 1'—[1,?1 v (51 'gl,v)wz
Loy Twu — Lyw Ly — f'l7nv ‘(82 82,11*)’1( T [13,11 e ;3,1)21? = (‘LZ ﬁ?,w)u i J»L[I,v i HZ, it (‘92 €2, 'u)“?:

in denen die letzte Bemerkung zugleich mit berticksichtigt ist.

. | § 4.
‘ ] Die 6 Grundgleichungen.

Es handelt sich jetzt darum, die 6 Bedingungen des § 8 in solche zu verwandeln,
‘ die allein zwischen den gegebenen &, f bestehen miissen. Sie ergeben sich unmittelbar
| auf dem folgenden Wege.
Setzt man zur Abkiirzung
‘ (l) > (x“" Loy — (x” ”) 2) i ’P3’ 2(‘7"“ u Lww — (x“m) 2) S >)2~, Z(xvv Lww — (xnm)z) e 1)1

(zur groGeren Deutlichkeit sind die 3 hier nicht fortgelassen), ferner

iy 7 AR 7 Sy ” e o Y
A) fl‘%,u st (20 = P2, fZ,u AT Lo o e D3, e Zvva) Loy pS = = Xy Byu,

foo —e280u=@, fio—¢2830=1(qs, G1=Z%usy, Q5= =T Loo,
0B N, taig s, P D0 Hees T =— S i
s0 wird
LZeul | Zos ‘ W ‘ L e g R T T ;
a) | Ty B | — 8 = P; (el &3 — Jo ‘ q1 & f3 e &1 &1, & f3 %
Ly XLy ’ Xy | | & €9 f3 53 } €2 €2 u fS 82

3

Die linke Seite von a) ist aber identisch mit

L u [ Ly | Xyy Ly Ly | Xy “
1 |
‘ | | [ |
Z'E y g Xy Ly Xy | — Ly ‘ Xy
l | &y T Zy L Ty | | o l

und liefert nach Ausfithrung der Multiplikation der Determinanten
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1 [ | &1 El,u P2 P3 " q1 € &0 43 €1 &1,0 E2 E2.4 113 ‘21
b) /’—2 (Lf /S ﬁ ‘ o = S . " 400 e
. s

Die Punkte in den beiden letzten Determinanten bedeuten, daf jedesmal dieselben
Elemente in den beiden letzten Reihen einzusetzen sind, wie in der ersten Determinante;
dies ist auch fiir die folgenden Gleichungen festzuhalten.

Man erhilt also die Identitat

I 1‘ 0 €1 E1,u P2 ‘ ’ 0 €1 €19 €2 €24 l
2 2 9 s 2 > i 9 .
I) A B (<°-1 it 1)) q1 &1 fz| — \ €1 €10 < 13
l €2 &2,y fo & | &2 824 3 & ’
[ &1 cise 2 D3 { | @1 &2 82,0 Q3 ‘ &1 €19 &2 €9, Hs |? :
‘ 2 * £ | |
= ‘ ce s . | . .
5 |
| fe &9 fl ! ‘

Ersetzt man in I) die P,, p,, ps;, 9, q; durch ihre in § 3 gegebenen Werte, so
erhélt man eine Gleichung zwischen den Differentialquotienten der ¢, f, welche
keine Identitit sein kann, da links die zweite Ableitung von f, auftritt, wihrend rechts
nur erste Ableitungen der ¢, f auftreten.

Auf demselben Wege findet man

[ Oc el 210 D8 0 €1 E1,w €3 €3 u
I[) 7 1)2 (5? 82 S fé) “L ‘ ¥ 8% fz — | €1 E&Lw 6? f!
€3 83,0 [o & | es g3,  [2 & [
€1 &1, P3 P2 r1 €3 &3uw T2 €1 €1, €3 €3, u Hy ‘2
Sl s n e . . sty g . . |
fol el oF - b R . . .
[ O 3] €2 9 Q% | O €2 82, w €3 €39 1
1) ETPGH e e e
l & &,0 [1 & €3 &30 [ & I
& &9 43 1 Yo €3 €30 71 [ &2 E2,p €3 €39 Hill2

B e sl . .

fi & 1 . . . J - o .

Dies ist die erste Gruppe der Grundgleichungen fiir die ¢ f. Auf der rechten
Seite stehen dabei immer Ausdriicke, die den KriimmungsmagBen der Flichen (uv),
(uw), (vw) proportional sind.

In derselben Art ergibt sich die zweite Gruppe der Grundgleichungen, falls

zur Abkiirzun
g Ql = Zyu Low — Lyy Luw,

/8) QQ = Xyy Luw — Luy Low,
QS = Zww Luv — Zuw Tyw
gesetzt wird, in der Gestalt

i
i
i
it
|
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‘ [0 2o poiapge]

| 2
: 4 S i -
E) 42 ] Quaa )+ sawve (il —| B 5  fi
2 { J 2
€3 €30 ﬂ &3 | €3 €3 u fi & J
i &1 E,u P2 P3 1 ; H, & €2,w €3 €34 1 €1 €10 &2 2.4 Hs &1 €1,w Hy & €3 w 11)
g 5 | {
s L s o | - . . — | = . . . = . i
| | i
f o 1 . u g 3 4 - sisinloy a . - |
0 q1 4z ] 0 e €10 H, !i
y p 2 .2 2 3 2 |
# 11" A3 Qo(eici — )= |1 & f|—| H g
’ ! g383u [0 & €3 €3y [2 & | i
& &y G1 g3 * l’Ig €1 €1,w €3 €3,u | €2 E2.u €1 E) ['[3 €2 &3 w H, €3 €30

I

G < : 5 & : J
f] f)gé,, . a = = n‘iu s "

A J 0 Eie o 1 i 0 €1 €1,w 1[; l
I 1115) B BEd—M+ ae. & |l—| B & fill
‘ l &2 €3 u ﬂz & L i €2 €2y fa & { l
7 | €3 T T2 1 H; ¢ ElL,0 €2 €24 i €3 €34 &1 ElLu o, | & €30 H, & €2,
| e . & fi 3 5 - l S e % Sl . &
hooh g e . L ‘ E R ; e

Diese Differentialgleichungen fiir die ¢, f allein sind viel zu verwickelt, um eine
allgemeine Behandlung zu erméglichen.?) Hs bleibt daher nur iibrig, vorauszusetzen,
daR man etwa auf irgend eine Weise in jedem speziellen Falle analytische Funktionen
der wu, », w bestimmt habe, durch die sie befriedigt werden. DaB die 6 Gleichungen
1 unendlich viele Losungen besitzen, ist selbstverstindlich; man kann ja die 2, y, 2z als
: Funktionen der w, v, w willkiirlich annehmen und dann umgekehrt die zugehorigen

Werte der & [ ermitteln, die Gleichungen miissen dann identisch befriedigt sein. Die
Aufgabe ist hier aber, die Bedingungen aufzustellen, unter denen zu einem
gegebenen ds? ein dreifaches System gehéren kann.

1) Die Formeln I'), II), III') lassen sich ebenso wie die I), II), III) in verschiecdener Weise ent-
z b &

uu 1 vw Tuo “ i xu‘]l} )"
wickeln. Sie sind hier so gebildet, da z. B. bei I') | @, 1 &, — | Xy 1 | Zy ‘ genommen wird, dann
‘ \
Loy | ©w Ly ‘ | Zw J‘
Ly (2 I ] xv»v ‘I’.uv z
die w, v, schlieBlich die v, w vertauscht werden. Ahnlich wird man bei I) von | %u ’ ‘\ z, — |,
! T, J | % x,

ausgehen und entsprechend vertauschen.

%) Fir den Fall von Lamé, wo alle £= 0 sind, erhiilt man aus den Gleichungen der zweiten Gruppe
z. B. die folgende

€o
2,10

63,11
81,1)1(» ek 2l

&g '

31,v+

w

&
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§ 5.

Bestimmung dreifacher Systeme.

Es handelt sich jetzt um die Frage, wie man vermége der Gleichungen des § 4
aus den Werten der &, f die zugehorigen Flichensysteme, d. h. die «, y, # als Funktionen
der %, v, w finden kann.

Dazu mogen einige allgemeine Formeln zur Berechnung der zweiten Ableitungen
der @, y, 2 nach den u, v, w vorausgeschickt werden. Man kann sie allerdings aus den
Gleichungen a,), a.), a,) des § 3 entnehmen, zu denen noch die fiir T, £y, Z 2y Zpy ... usW.
hinzu zu nehmen sind. Aber dabei ergeben sich uniibersichtliche quadratische Ausdriicke
in den ersten Ableitungen der z, y, 2. Man kann dies durch die folgende Betrachtung
vermeiden. Setzt man zur Abkiirzung die rechten Seiten der a,), a,), a,) gleich p,, p,, p,;
Qi Qoclasatiys s V80 dhat eman aus

1) Lo it Yo Y I 20— //1.
Lo Xop e ”1’"‘ Yo Y —T= fw Suuw =— P38,
G = Billes + Pie s — Si,

wobei die a, f, y willkiirliche Zahlen sind, durch Multiplikation der verschwindenden
Determinante dieser vier Gleichungen mit der Determinante A, welche dunch Zufiigung
einer letzten Reihe 0, 0, 0, 1 zu einer vierreihigen gemacht ist,

Lot bl
6 Ha Ly

. =0
fs fi & Py ;
A S g S 0 ST
wobel 22z, a =Ty a | yu B -+ 2.y, usw.
Je nachdem man nun a =1, § =y =0; a =y = 0, f# = 1 etc. setzt, erhilt man

!F? Iz fe 1'”1‘
L3 & 112Dy =
|fo [1 2 D5

Ly T T O

2) Loy A +

und diese Gleichung gilt auch fiir y, 2, wenn man die letzte Reihe in v, ¥, ¥u; 2w, 2v, 2w
verwandelt. Um die entsprechenden Formeln fiir #,,, ®uwuw . - . zu erhalten, hat man nur
die letzte Kolonne in 2) durch gq,, 9., ¢4; 7;, #5, 75 zu ersetzen.

die fir ¢ = I, ¢ = H,, g5 = H; in die Gleichung von Lamé (S. 76 1. ¢.)
o O B el Bl 0.

aUz < 03 '953" H, 3‘92— H; g, dps
und auf demselben Wege aus der ersten Gruppe auch die entsprechende Gleichung von Lamé.
1 21, 9 H, d (1_ 8"1{,\ 2 (1 3 I \ o
H; 9o3 ) do, \H, col) :
welche vollstindig zu wiederholen hier wohl iberfliissig war. Hier sind sie durch ganz elementare
Determinantenrelationen abgeleitet.
Abh. d. math.-naturw. Abt. XXXI. Bd. 4. Abh. 3

H, 2o, a@z 203




Zieht man noch die Gleichungen?)

.E-'(C,,, Ly w — ]]I i 1)1 9
= &3 g9, = D,
Siieaie——sc e = g

und die entsprechenden fiir @,, @,, ©,; R,, E,, E, hinzu, so hat man

& ife ey
sl
£ f |
3) sl ol sl
fo 11 & By

und diese Gleichungen 3) gelten auch fiir y, 2 bei entsprechender Vertauschung der

v, w mit u, w
Man kann die Formeln 2), 3) und ihre analog gebildeten durch die kiirzere Dar-
stellung ersetzen:

I) b, A% (]71 D 7}3> =0, x,,4? i ((11 qs {{;;) — 0, @Lppd®+ (1"1 Yo ;%) = 0,

Xl it B, T

P P, P, ). Qs @, , 22\
e k( 1 By .1):(,1 i ,(@1 a,) i e ) e (1{1 R, R, ) s

Ly Loy Ly Ly Ly Ly Loy Xy Lar:

da der Kern der vierreihigen Determinanten bestindig derselbe bleibt, und die Gleichungen I)
gelten dann unverdndert auch fiir ¥ und e.

Sind nun, wie schon frither vorausgesetzt werden mufite, fiir die ¢ f analytische
Funktionen der u, », w ermittelt, so kann man aus I) die Ableitungen bis zu einer
beliebigen Ordnung und zwar als unabhingig von der Reihenfolge in Bezug auf die w, v, w
durch lineare Ausdriicke in den ersten Ableitungen der x, y, # erhalten. Diese
letzteren sind aber fiir eine willkiirliche Stelle P, des Raumes, wo 4 + 0, durch die Gleichungen

2 AN Gl T B T 2 A S
4) G et R D g e = D e

5} N7 2 ok LSRR S SO S N

[ — 28, N — DX, T, [ — 2% T

fir w,, v,, w, bis auf eine orthogonale Transformation, die ganz unwesentlich ist, da
ds? dabei ungedindert bleibt, gegeben. Man kann also alle Ableitungen fiir P, bis zur
Ordnung # angeben und so Taylorsche Entwicklungen bis zu dem entsprechenden Rest-
gliede fiir die Zuwachse u -+ u,, v + v,, w + w, aufstellen. Sind die |u|, |v, |w| hin-
reichend klein, so erhilt man eine approximative Teilung des Raumes durch
ein dreifaches System, das bis zu einem vorgeschriebenen Grade der gesuchten
Teilung sich annihert. Um zu beweisen, daB bei fortgesetzter Entwicklung die letztere
entsteht, miikte aber die Konvergenz der Taylor-Entwicklung bei wachsendem # bewiesen
werden. Dies ist mir nicht gelungen, da die bestiindig wachsende Komplikation der Rechnung,
bei der nicht nur die %, Yu, #u, - . ., sondern auch der Kern der Determinanten bei I)

1) Diese P,, Py, P; sind nicht mit den in § 4 eingefiithrten Py, P,, P; zu verwechseln; sie sind
nur Abkiirzungen fiir die links stehenden Werte, die fiir den Augenblick gelten sollen.

i
o
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zu behandeln ist, die tiblichen Hilfsmittel der Majorantenbildung mit Erfolg nicht zur
Anwendung bringen lifit.

Man kann mit Hilfe der natiirlichen Gleichungen der Schnittkurven des
Systems, d. h. der Bestimmung ihrer Kriimmungs- und Torsionsradien als Funktionen
der u, », w mittels der aus D zu bestimmenden Produkte der zweiten Ableitungen die
Riccatischen Differentialgleichungen aufstellen, durech deren Losung sich die Koordinaten

x, y, # fir das System der drei durch einen willkiirlichen Punkt P des Gebietes gehender
Schnittkurven in Funktion der v, w und so das ganze System sich ergeben.

Sind die &, f m‘lu.lytlsche Funktionnn der u, v, w, die den 6 Grundgleichungen
geniigen, so erhilt man nach den Formeln I)

A L,
Dy Po Ps

('/L)/:’(:)z + (Ql q‘_’ q“}) o5 U~ ;
4 42 93

1 5]
b g}

[N

5) A

£ 5ot + (172 9] 0]

7‘[ 3‘2 7‘3
denen man ebenso auch die analogen‘tix A2 2%, 7, A* 2%y, G, - - - hinzufiigen kann.
Aus ihnen findet man den Kriimmungs- und Torsionsradius ¢, 7' der Schnittkurven durch

die bekannten Formeln

1 2 9 o ; L |

’L) ,,l, 2 (an (T A e (6_!‘: 11)2) l ) 1 Sk 0; ;
e {) T ;‘4 By ) r[v T e L e |9

1 #1 Sl | é1 ‘ {

| Lo |

die hier nur in Bezug auf die Kurve « angegeben sind.
Der Ausdruck a) folgt unmittelbar aus § 2, 1. Multipliziert man b) mit 4, so folgt

o o, v o e
< Loy, Log oz Ly Logw s Ly Loy w

/ 2 {
A 0 L > a, a >, E
,]' —_— 6 < ] > J’ “w - oy YU Centilad 1 Bl P
: & iy ; - Y
€1 f% /2 |
zugleich ist aber '
N " A S
= Ly Lyuuy — (C iLike) /{ Lz (/«1 )
;_)/ ey B iinn = (f;}’ TS S e 1, .L-)q, = /— 11'1; 2w L

21 Loy Ly = (fj, w— €1 & )& 7!’) 10 S 2?"1.1/,‘ 2w Loy

und ebenso kann man die tibrigen Kriimmungswerte ¢,, 7,; 05, 1 erhalten.

Geht man nun von einem willkiirlichen Punkte P, aus, fiir den u,, v,, w, die Werte
der u, v, w sind, wihrend die Anfangswerte der Z., ¥., 2. fiir den Index O den Gleichungen
fir die ¢ [ mit demselben Index geniigen, aber 4, nicht Null ist, so kann man bei
unverindertem v, w, vermdge einer Riccatischen Gleichung die Koordinaten x, y, 2 der
von P, ausgehenden Kurve w des Systems bis zu einem Punkte P, fortsetzen, von dem-
selben bei ungeindertem % dann durch Anderung des v bis zu einem Punkte P,, endlich
durch Anderung von w auf dieselbe Weise bis zu einem beliehigen Punkte P, des Gebietes
fortschreiten, vorausgesetzt, daB keine Stelle 4 == 0 dabei iiberschritten wird, was bel
hinreichend kleiner Ausdebnung stattfindet. Hieraus aber lassen sich nun die drei durch

P, gehenden Kurven des Systems bestimmen mit Hilfe des Linienzuges P, P,, P, P,, P, P,.
B
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Diese Losung ist allerdings sehr weitliufig, da sie die Losung mehrerer (im ganzen 5)
Riccatischer Gleichungen verlangt.

Eine einfachere Lésung erhilt man durch direkte Betrachtung der Gleichungen 4)
fiir die @, y, 2. Dividiert man die Sz, %), 2} durch die &, &, &, so erhilt man
durch die Substitution

Tu =& 61, Yu=1,%, & ={ ¢,
6) Ve Ng €4n = @y = (o &y
Ty = &3 84, Yu = N4 &, Bu = g &5; ’
1) s:f + ’/:11. o ‘:? = 1; 'il-') £ & + UERyP ’f ‘:1 ‘:3 == s, ‘
7) :-‘) E:: i 7]3 =k -‘i — 1; 5) il BB/ "i’ & C:s — o,

Bei der Beschrinkung auf reelle Zahlen sind die a,, 7/

‘Winkel zwischen den Schnittkurven, und die Determinante

\

|

, die cosinus der

Uy

o

™y Oy 0y

w

ist, ist nicht Null; zugleich ist

1 eine reelle positive Zahl.

Aus den Gleichungen 7) I, 4, 5 hat man jetzt

[ - | Farn i | | B
15 el Leliogy Cy | Liliiec)s 4y
8) §.4,=a; n, & F - i a3 & S|y, 01 di= a5 & 1,
‘ e 5
| | @y Mg Cy | b & G [ Ay S5 g

und diese Gleichungen befriedigen die genannten Gleichungen 7).

i Hieraus folgt:

5 E] "11'4_ P __‘c]g :A'e
{ ‘ 9) — &0 i Fypdi ALy =B,

5 | E]Q ——771" +:1'/l|‘; C!
|

wenn man

S bad be A eIl oty 1 o s pod
P = ag G4 ay sy A= Mo C3 UERY)
1 q = Q373 W, Dt Loy,
it 7 e r" &Y — =
el et e C = Ep Ty —cq He

zur Abkiirzung setzt. Die schiefe Determinante der Gleichungen 9) zur Bestimmung der
&y, my, &y st gleich 4, (47 + p* + ¢ + 7?), verschwindet also unter den gegebenen Vor-
L aussetzungen nicht, so dak die &, #,, {; durch die Irrationalitit 4, ausgedriickt sind.
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Es sind jetzt noech die Gleichungen 7) 2, 3, 6 oder

¥

t, *-‘; + Mo Ny + :-’ :3 e
E+ m + &G =1,
4 gl 42 =

P

zu befriedigen. Betrachtet man &,, #,, {,; &, 75, {; als Koordinaten einer Kugelfliche
vom Radius Eins, so daB die &, #, { cosinus von Winkeln sind, so handelt es sich um

zwei Punkte auf dieser Kugelfliche, deren Abstand gleich 12 (1 — a,) ist, und damit ist
jede Losung aus einem passend gewiihlten System jener Punkte durch orthogonale Sub-
stitution gegeben. HEs folgen endlich nach 6) durch Integration die Werte der a«, ¢, &
aus den Quadraturen

w—fE e dut § e e dvt fEiacdu,
y=fn.edu-+ f ne,dv+ § 75 €5 A0,
j titeiidin + j EL T f (g & Aw

und damit ist die Aufgabe geldst, sobald eine reelle analytische Losung der 6 Grund-
gleichungen ermittelt ist?). '

Endlich darf hier noch bemerkt werden, daf die elementaren Methoden, durch die
die Theorie der dreifachen Systeme begriindet wurde, sich auch auf n-fache Systeme mit
dem Lingenelement

ads — > di 22 fir Au; duy fie=1 w2y
b 9

in ganz analoger Weise erweitern liaBt. An Stelle der Determinante 4 4 0 tritt dann
eine #-reihige 44 0, die Zahl der Integrabilititsbedingungen, die leicht angebbar ist,
wird aber weit groBer, und gibt zu ganz #hnlichen Formeln Veranlassung. Doch ist
hier nicht der Ort, darauf weiter einzugehen, um so mehr, als bei der Durchfiithrung
noch manche andere Betrachtungen notig werden.

§ 6.
Spezielle dreifache Systeme.

Unter besonderen Voraussetzungen fiir die ¢, [ liBt sich die Zahl der Grund-
gleichungen vereinfachen. Ein einfacher Fall dieser Art ist der, wo alle Gleichungen
der Gruppe II, § 3 schon von selbst erfiillt sind. Dies findet statt, wenn die
Quadrate der & sdmtlich gleich Bins, und zugleich die H,, H,, H, gleich Null sind, wie
aus § 4, f# im Hinblick auf das folgende sich sofort ergibt.

Sind ndmlich die H gleich Null, und die & =

1, so folgt aus
HVI — Ty Lyuw ‘+‘ Yu ,J,/uu‘ -+ Ly Bypw — O.
WL Yo Yvw T Zo Fow — 07
Zw Lo 1= Yoo Yo + Gw Gy =— 0

1) Es ist zu bemerken, daB die hier gegebene Losung der Gleichungen 7) nicht die allge-
meinste ist, die ihnen entspricht. Sie ist hier nur gew#hlt, weil sie die Moglichkeit bietet, durch
lineare Gleichungen unter Adjunktion von Wurzelgrofen die drei quadratischen Gleichungen und die
drei bilinearen zu losen, doch ldBt sich das leicht ergiinzen, und ist der Kirze wegen iibergangen.
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wegen 4 =+ 0

und ebenso

R I T 0 St R MR
Ly vy Yo = uyp — U, Zuw = Yuyw — &yy L

1

Aus diesen Gleichungen kann man aber, da die x, y, ¢ Funktionen der drei Variabeln

u, ¥, w sind, zunichst nur schlieBen, dag

a) z=— I (u,w0) + F. (v, w)
h) x = D(v,w) + D, (v, u), ‘
c) x =¥ (u, v) + ¥, (u,w), l
welche Gleichungen gleichzeitig bestehen miissen, wihrend die IS e e e !

irgend welche Funktionen sind.

Nun ist aber nach a)

s A 0 b s G il G
: o v 0w v 3
und nach c¢)
St

also

e e

v dw
Ebenso hat man aus a)
: 3 I (u, w) G 3% I (u, w)
e ou ' dudw du dw

?x

und aus b) —
T 2w du

=0, so dab F'(u, w) =.U, + W, wird.

1 Hiernach folgt in etwas anderer Schreibart
e=U +V 4 W,
y=U,+V, + W,,
g=Ug~+ Vy +~ W,.
Demnach hat man den Satz:
Sind alle & =1 (oder auch 0) und die =V —alfs = O, .50 fbilden dio
Fldichen 2) des Systems ein Translationssystem.

Dieser Satz lit sich auf mehr Variable erweitern. Zunichst etwa auf Ao, G0

9

: unter der Annahme, dag alle

Lunwy Tywy Tyw v Luty Xyty Tyt

Null sind, wie auch die fiir y, 2.

Man hat dann
1) x = F (u, w, t) + D, (v, w,¢),
, 2} z=F,(u,v,t) + D, (w,v,t)),

3) zi= Ty (v,u,8) + D, (w, u,t),




4) X —tF vl DpE b, ),
5) x— (v, w,w) =D (),
6) & = Folwvgu) = Dot o).
Nach 1) a5t
3 3, (u, w, 1) a2k (u, w7
S 3727{» e S o b
und nach 4)
O e Bl ot} 18 BV o
du du L unar h
also
a) F (uw,w,t) = A (4, w) + B (w, t).
Es 1st aueh nach 1)
. . a® (v, i) B2 i1 3D (0, wit)
Go 2L dags T o 3wnE e el
aber nach 5)
Jx o Hi(G i) T es
Tig ey i
also
b) D, = A, (w,w) + B (w1).

Jetzt hat man aus a) und b)
x= A(u, w) + 4, (v, w) + B, (w, 1)
und nach den Voraussetzungen iiber die x
x= Pu) + P, (w) + Rv) + R, (®),

also wieder eine Summe von Funktionen je einer Variabeln. Man wird hiernach vermuten,
daB der Satz allgemein gilt, doch wiirde der hier befolgte Weg weitliufig werden. Ich
sehe davon ab, ithn allgemein zu bestitigen, da er fiir das folgende nicht in Betracht kommt.

HEs sollen nun einige einfache Translationssysteme behandelt werden.

Erstens. Dreifache Translationssysteme, deren Schnittkurven Minimalkurven
auf den betreffenden Flichen sind.

Im allgemeinen vereinfachen sich, wenn nur die & =— Null sind, die 6 Grund-
gleichungen nicht wesentlich. Doch lift sich leicht zeigen, daB solche Systeme nicht
von reellen Flichen gebildet werden kdnnen.

Es sei P ein beliebiger Punkt des ridumlichen Gebietes; jede reelle Ebene durch P
schneidet den imaginiren Kreis J in zwei Punkten J, und J,, mit konjugiert-komplexen
Koordinaten, und umgekehrt wird auch jedes Paar der oo? konjugierten Punkte eine reelle
Ebene durch P lLiefern.

Auf der Fliache (vu), die durch P geht, zielen die Tangenten der Kurven % und w
nach solchen konjugierten Punkten Ju, Jwv. Soll nun auch die Fliche (#w) reell durch
P gehen, so schneidet die Tangente von wu bereits im Punkte Ju, da aber zu jedem
Punkte auf J nur ein konjugierter Punkt gehort, so miiBte als zweiter Schnittpunkt der
Tangentenebene von (ww) mit J wieder sich Jv ergeben. Dies ist aber in einem drei-
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fachen System unméoglich, da keine korperliche Ecke entsteht. s hat daher die
Betrachtung ,allgemeiner Minimalkurvensysteme“ ein geringeres Interesse.
Translationssysteme kann man in verschiedener Weise erhalten. Setzt man
1) @ — j 0, cos @, du + j 0y COS @, dv + j 05 €0s p, d i,
e f 0y sin @, du 4 j‘ Qs SIn @, dv + f 05 sin @, dw,
e (5 0, dw + j 0, dv -+ f 0, d 1)
unter o, @ Funktionen von je einer Variabeln verstanden, ferner

f O du — o, dv = oA 0, = w,,

so kann man die Gleichungen 1) auch so schreiben
B 2) q— ‘5 cos @, du + \f cos @, dv j cos @, dw,

y = §sing, du + § sin @, dv + § sin @, dow,
g=—1i(uw -+ v+ w),

wobel die eigentlich rechts hinzuzufiigenden Indices der Kiirze halber fortgelassen sind.
Die Determinante 4 erhilt den Wert

4 = i (sin (py — @,) + sin (¢, — @) + sin o))

wird also nur fiir besondere Werte der @ Null sein. Und fiir die Determinanten He G
die im Kriimmungsmafe auftreten, erhilt man

| Loy
. i AL 3 a(/,ll
E, = 2, | =i(1 4+ cos(p, — ¢,) )
,
‘ Tyo :
' i = : . o @,
% Gy 1 — cos (p, — ®,)) aij‘“.
| | Z .

und ganz dhnliche Werte fiir die iibrigen E,, G,; E,, G,, so da die Flichen in rdum-
lichen Gebieten nicht abwickelbar sind.
E Eine noch iibersichtlichere Darstellung erhilt man durch den Ansatz?)
3) i Bl il g, == U2 ok 1)y doghiss
By == R VEREE g el (R 00 g
Tp=W2—1, y, =i (W24 1), z2,—=2W,

auf den man durch einfache Transformation jede Losung der Gleichungen z;, + y2 + 22 = 0 ete.
[ i zurlickfiihren kann.

; Es wird 4d=4:(U—V)(V— W)W —1),
und fo=—2(U—V)y
fo=—2(W — DY,
e

1) Analoges gilt bei ungleichen Vorzeichen der einzelnen i.
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ferner DD = — 40U V' (U— V),
also das Kriimmungsmaf der Fliche (uv)
i UiV
e =

Nur fiir besondere Werte von w, v kann & gleich Null resp. oo sein und dasselbe gilt
auch fiir die Flichen (vw), (vw). Endlich sind die Richtungscosinus X, ¥, Z der Fliche (uv)
Y =3 (UV + 1):(U— V),

N (U ) )
Z=(U+ V) :(U—").

Ziweitens. Dreifache Translationssysteme, fir die die & = 1, Hi5  H, i H
gleich Null sind. Dieser Fall li&t sich nicht so einfach wie der erste behandeln, da
Gleichungen von der Form i + y; + 22 =1 keine so einfachen Ausdriicke fir die
ZLu, Yu, Zu geben. Hs reicht aber schon hin, an Stelle des Falles

2y el Yu — Uz, Gy = 7';:-,
o=V, Yo="Vor o=V,
Zo= W, = iWo. e — W
den etwas einfacheren
Uy, =05 V,—0. W, =10
zu betrachten, bei dem die Determinante
d=— (U V, W, + W, V,U,)
nur fir besondere Wertsysteme der Funktionen U, ¥, W Null sein kann. Setzt man jetzt
Tw = c0s &, Y, =0, G ——=SIngt,
Ty Yo = COS 1), Y, = sin 7,
Wui=—1CoS G 0, —Sin ¢ 2 — )
s0 erh#lt man :
—2isin £ - () Beos &
n o= cos.E bl & sin & bl —tcosimit
0 cos y sin 7
0 —sing cosy
Gy — llcos & 0 SINFE il — GO & 1 5
0 cosn sin g
und ebenso
ly = — sin &£ £,
Gy = —sin &,;
E = — cos 7,
G — sin 4 £y .

Dies sind Werte, die nur unter besonderen Voraussetzungen fiir die Werte der von
#, v, w beziehlich abhingigen Funktionen &, %, ¢ Null werden, so daf auch hier in rium-
lichen Gebieten keine der Flichen abwickelbar wird.
Abh. d. math.-naturw. Abt. XXXI. Bd. 4. Abh. 4
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Drittens. Dreifache Systeme, deren Schnittkurven Haupttangentenkurven
in den zugehdrigen Flichen sind.

Wenn zwei Flichen sich in einer Haupttangentenkurve schneiden, so werden sie
,im allgemeinen“ sich ldngs derselben berithren. Der Beweis dieses Satzes wird, so weit
mir bekannt, mit Hilfe der Theorie der konjugierten Richtungen auf einer Fléche gefiihrt.
Bs ist aber einfacher, ihn ganz direkt zu erkennen. Sind némlich die Koordinaten z, y, &
durch zwei Variable u, v so ausgedriickt, da& die Linie v = konst. Haupttangentenkurve

L : Hl
1st, so mub | ua |

sein. Nennt man die Unterdeterminanten der letzten Reihe p, ¢, 7, so ist f

P+ qYu + 12, =0,

Pry + qyp + 72, = 0;
daraus folgt aber, daB die p, ¢, » den cosinus der Normale proportional sind, die zugleich
sich auf die Binormale der Kurve beziehen. Ein dreifaches System dieser Art ist offenbar
unmoglich, ausgenommen in dem Falle, wo die p, ¢q, » Null sind. Dann aber ist die
Binormale ganz unbestimmt, also die Schnittkurve eine gerade Linie; man sieht
zugleich, daf der eben gefiihrte Beweis nur voraussetzt, daB an einer Stelle die Flichen
sich in einer ihnen gemeinsamen Haupttangente schneiden.

Die Untersuchung eines derartigen dreifachen Systems verlangt daher die Betrachtung

der Gleichungen

Lunw = ALy, Lyy == U Ty, Lpw — Y&y,
: 1) Yuuw = A Yo s Yoo = U Yy, Yww == VY Yy,
: SR S : RGN
! Guu = A By, Gyy == MU &y, Eww == V&y.

w Diese Gleichungen verlangen eine weitergehende Behandlung; wird aber voraus-
‘ gesetzt, daB die i, &, & beziehlich von den u, », w unabhingig sind, so folgt aus 1)
Ly =— 0, Lyy =— O7 Cww — 0

§ und dieselben Gleichungen gelten auch fiir y und 2.
161 Es ist daher jedes %, y, # in den Variabeln u, v, w eine lineare Funktion und
It man hat also

a I) @ uve s S Ut + Bav e = B+ g, -k,

‘ g — duwvw + Boaww -+ C.omw + Duv + a0 + B0+ yow + hy,

.‘ e= A uvw -t Bww -+ Cow-f Duv & ayw + faw -+ pawit A
‘ die 4, B, O, D, a, 8,7, b sind dabei samtlich irgend welche Konstanten. Die Gleichungen I)
hiitten sich tbrigens ganz unabhiingig von der Eigenschaft der Haupttangentenkurven

ergeben. Setzt man n#mlich voraus, dag die Kurve # Haupttangentenkurve in den beiden
Flichen (wew) und (uv) ist, so miissen

9 ~ | y o |
L yuu Cun | i L !’/uu “Fuu | |
: Lu  Yu #u i und Lu Yu Fu | ;
; il I Ty Yo L2 | ! Zw Yw Fw
|
|
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gleich Null sein. Multipliziert man diese Bedingungen mit 4 + 0, so ergeben sich unter

der Voraussetzung, dak ¢; &, , = 0 zwel Gleichungen fiir die Ausdriicke 2 %u. ©y, 2 @uu T,
deren Determinante gleich 4% ist, so daB, da auch 2z,,2, =— 0 notwendig ist, wieder
o — 0 g — 0 o 0 usw | folot ;

Setzt man zunichst voraus, dak die a, #, y alle Null sind, also in I) lineare Glieder
in u, v, w nicht auftreten, und =zieht die tibrigen Konstanten in die 2, y, # hinein, so
ist die Determinante s A
= | Lu Yu Zu |
e i Ty Yo 92:1’%

} Tt

zu betrachten. Sie erhilt nach einfacher Umformung die Gestalt der 7 reihigen Determinante

0L O 0 A B o T G
Fem 0 dahe Al BeB U D e
Oai (een e A whas ) i)
d=tow ww wo'—1 0 0 0
Pl U 0 ey
‘ O e el 60 —1 0

Ot Taw 0 0 sl |

Sie ist daher nur von vierter Ordnung in den w, », w und i1st Null fiir v = 0;
v =0; w =0, muk also den Faktor wwvw enthalten, so daB der iibrige Bestandteil eine
lineare Funktion der #, v, w wird. Dies sieht man auch schon daraus, da die 3 reihigen
Determinanten aus den drei ersten Kolonnen simtlich den Faktor wvw enthalten; da auch
der Wert von 4, insoweit er von dritter Ordnur;g ist, gleich

ist, so ist iiberhaupt
A=uvw(Adu + Bv + Dw)

und kann nur fiir singulire Stellen des Gebietes Null sein.
Jetzt gebe man der Variabeln w einen konstanten Wert w, in I); so hat man
o — v (A w, + D) Lo (B .w - Cro),
yi— v (A, ot D) 2w (Bow 1 G ),
z=wyoid w + D)+ wibu+ U,

Multipliziert man diese Gleichungen mit Faktoren p,, g,, #,, so dak
p1-B1 + i B_) +7‘B1 =0,
RS LS U

und in analoger Weise mit Faktoren p,, ., 745 P, q5, 75, SO erhdlt man
xp; + Y4, + ar = wv L,
2p, + yq, + a1, =0vM,

xp; + yaq, + #v; = u N,
4>
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wo L, M, N irgend welche Konstanten sind, da die 4, B, C, D ganz willkiirlich geblieben
waren. Damit folgt durch Elimination der u, » die Gleichung der Fliche w — Wy

NM@p, + 58, + 27) = L@py + yg, + 27) (p, + yay + 273).

Das ist aber die Gleichung eines hyperbolischen Paraboloids, dessen
Erzeugende in der unendlich fernen Ebene unmittelbar zu ersehen sind; bei reellen A,
B, C, D ist es sicher reell.

Fiir den Fall, wo die a, 8, y nicht Null sind, wird die Determinante A sich nicht
mehr so einfach ausdriicken lassen; gleichwohl bleibt das allgemeine Resultat bestehen.
Setzt man némlich fiir w eine Konstante w,, so hat man

T — Wy =1uv(4d, 0, + D)) + u(Byw, + a,) + v(C,w, + B8,),
Yy — 7w, = uv(dyw, + D,) + u(Byw, + a,) + v (Cow, + B,
Z — ys Wy = uv (4w, + Dy) + u(Byw, + a5) + v (Cywy + B,),

3

und auf ganz analoge Art erhilt man wieder, wenn die linken Seiten durch neue Koor-
dinaten @, y,, #, bezeichnet werden und man die entsprechenden Werte p, ¢, 7 ein-
fithrt, die Gleichungen eines hyperbolischen Paraboloids.

Nicht so einfach ist die Untersuchung des allgemeinen Haupttangentenkurvenproblems.
Aus den jetzt giiltigen Gleichungen

Lyw = A&y, Lyy = WXy, Lpw =— V Ty,
Yuu — 271n Yoo =— U Yo, Yow = VY Yu,
Cuuy =— 221(7 Gy — WP  BFuw = VY Yu

erhélt man die Gleichungen

» Cl.u . W » €9
A) fs,u "*6181,7;:‘/3 ! /:,,¢— €1 €1, 1:]‘2 ML? f‘J,u*C;*«"?z,z;,v:fl v,

5
€1 &3 )

. £9 . £3. €8,
30 — e2820= 13- z, foow — €383 —ﬁ"b 2, fi,u— €568, = fi =~
€2 €3 <3

Durch Elimination der Ableitungen der f,, f,, f, erhilt man

€y & €1 E2 p
. s 2 1 ( ) U )
1) (5‘2 8?,14)1; o (81 ﬁl,n)v S CURE R e e T T] e e /‘3 ) p3Eset| | (op )
& £, e ga /.,

€. & & & ;

¢ & ‘ T > Cg . : it ~ C1,u 3, w

24) (83 €3, u)u (571 & l,zr')w = €1, u €3, u (( E3.w €1, w i + iLz (( " e 8 3 ’
A1 °g 1 w 8/ u

&

C &5 » €9 €3, w
3) (8 3 53, v)u e (82 Eo, 1!’) =1 E 0y €3 v b — €3, w €2 w -2 + f] ((,1?) R (L )”) ) )
& 53 €2 Jw )

2y €3

aus denen hervorgeht, daB die f schon allein durch die & bestimmt sind. Setzt man diese
Werte in die A ein, so erhilt man 6 Gleichungen in den ¢ allein; trigt man in die
6 Grundgleichungen die Werte der f ebenfalls ein, so ergeben sich fiir die ¢ allein zwdlf
verwickelte Gleichungen, deren weitere Untersuchung keineswegs einfach sein diirfte.

Die Betrachtung der Haupttangentenkurvenschnitte fiihrt auf eine andere allgemeine
geometrische Frage: simtliche Konfigurationen gerader Linien zu bestimmen, derart, daB

“durch jeden Punkt eines réumlichen Gebietes drei, eine korperliche Ecke bildende, hin-
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durchgehen. Derartige Fragen lassen sich in verschiedener Art behandeln; ich will nur
eine ziemlich allgemeine angeben. Man betrachte die Schar der Tangenten ¢ einer
abwickelbaren Fliche, in jeder Tangentenebene derselben zwei Scharen von parallelen
Geraden, die ebenfalls stetig die betreffende Ebene erfiillen, dabei soll zu einer dieser
Scharen auch jedesmal die betreffende Tangente / gehoren. Man hat dann ein System
von co' Hbenen; in jeder derselben gehen durch jeden Punkt zwei Gerade. Jetzt werde
dieses System durch eine Strahlenkongruenz (in liniengeometrischem Sinne) geschnitten,
so wird jede Gerade desselben jede Ebene in einem Punkte treffen, durch den drei Gerade
gehen. Durch eine affine oder auch kollineare Transformation kann man dies System
noch verallgemeinern; doch wird man im letzteren Falle die ins Endliche fallenden unend-
lich fernen Punkte als singulire anzusehen haben. Hier ist nicht der Ort, derartige
Betrachtungen weiter zu verfolgen.

Viertens. Dreifache Systeme, deren Flichen simtlich abwickelbar sind.
Da die rechten Seiten der ersten Gruppe der Grundgleichungen (§ 4; I, II, II) den
Kriimmungsmassen proportional sind, erhilt man fir den speziellen Fall &f =— & =— & — 1
die Gleichungen
ﬁi,@rv (1 —/f) ’{— ff{,»u ﬁl, v f% =S 0,
6) f!,uw(l S /j) A f‘.’,er fz,an—’O
few(l — 1)+ fiufiuh =0,

die sich allgemein integrieren lassen. Aus der ersten Gleichung 6) hat man sogleich

13, u d
Sy =— = H'(w. 0

VIiwen 8
wo I" eine Funktion von % und w ist. Bine nochmalige Integration liefert also
fs = sin (I (u, w) + D, (v, w)),
7) fo = sin (I, (u, v) + D, (w, v)),
fi = sin (I, (v, w) -+ D, (w, w)).

Dies ist also der Ausdruck fiir die Koeffizienten von ds?, wenn alle Flichen des
Systems abwickelbar sein sollen. Die Gleichungen 7) sind aber nur notwendig, da die
zweite Gruppe der Grundgleichungen noch nicht beriicksichtigt ist. Nimmt man aber an,
dak auch die H,, H,, H, gleich Null sind, so ist die Gruppe 2) erfiillt, und man hat
jetzt nur noch ein System von Translationsflichen. Jetzt aber wird f; = 2z, x, unab-
hingig von w, und entsprechendes gilt von f, und f,, so dat die Gleichungen 7) die ein-
fachere Form erhalten

fo=sin (U + V),
8) fo=sin (U, +. W),
fi =sin (W, + U,),

wo die U, V, W wieder willkiirliche Funktionen sein konnen. Damit ist nun die Form
von ds® bestimmt. Aber es folgt daraus noch nicht, daf nun auch die Kriimmungsmasse
Null sind. Dies wiirde nur dann selbstverstindlich sein, wenn die Gleichungen der ersten
Gruppe Identititen wiiren, die auch nach Einfiihrung von Bedingungen wie 7) oder 8)
noch bestehen bleiben.
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Um ein einfaches Beispiel zu haben, setze man?)
Ty = SINAE = COS UL — o
Ue—icosm. My — S — )
5’;4 e O’ ,gv — 0 Sy — ;/-,
ofi g2 it — 1,
Hier sind in der Tat alle Bedingungen erfiillt, zugleich sind die Ausdriicke E,, G,,
G,, G, gleich Null, wihrend ¢, = — y, &, =y ist. Die Determinante 4 = — y cos (# — v)

verschwindet aber nur fiir besondere Werte. Das System besteht aus parallelen Ebenen
2 = y w und zwel Scharen abwickelbarer Flichen.

e
Weitere spezielle Fiille.
Fall I. Es seien f;, f,, f; beziehlich nur abhi#ngig von w, v, . Dann ist zunichst,
Wenn ¢ — & — 11

ds® = du? + dv® + dw* + 2(Wdudv + Vdudw + Udvdw),

wobei die W, ¥V, U noch willkiirliche Funktionen der entsprechenden Variablen sind.

Aus den Gleichungen
21“1(71 Ly == Do =— fl =0

S w0 e — s )
S Lyy Ty == Gy — fio =0,
ety — o — 0
Shrnn, Xy =g = fug — 0

folgt also, daf die linken Seiten der Grundgleichungen der ersten Gruppe, da auch die
P,, P,, P, gleich Null sind, selbst verschwinden, wihrend die rechten Seiten nur noch
die H: (1 — 32, H;(1 —f3)? H;(1 — f)? enthalten. Man erhilt also wieder ein Trans-
lationssystem. Da zugleich mit & = 1 nach 1) schon alle Zuu; Yuu, Sun; Touy Youy Cov;

Zwws Ywws 2ww gleich Null sind, so folgt

=ty 3 Yo, an MNaZ2 —

ZE=a@ Wb v eiw, 2 e —d,
Yi=—las W BT ety ==
g — a - Ui b oo e ==

und es wird

1) Dies Beispiel kann man auch so behandeln, daf man

= acosw, %,=Dbecosv, xz,=qa,

x v w

u

Yo =asinwu, y,=D>bsinu, y,=4p,
Gy = 04, zv:ﬂi’ B =¥
@ ol =12 Bl = 2y =1
setzt. Dann ist E5 und G5 nicht Null, E, == 0, Gy, = 0, E; = 0, Gy 5= 0. Zwel der Flichenscharen sind
abwickelbar, die dritte nicht. Nur wenn o = 8 = 0, gilt das auch von der dritten; dies ist der Fall
des Textes.




ds? = du? + dv® + duw® + 2(cosy dudv + cosfdudw + cosadvdw),
unter 7, B, a die Winkel zwischen den Kurven w, v; w, w; v, w verstanden.
Fall II. Sind f, und f, beide gleich Null, also mit & = & = & = 1
ds? = du® + dv® + duw?® + 2f, dudv,

so geben die zweite und dritte Gleichung der ersten Gruppe in derselben Weise, wie
bei Fall I
0.0 H 0

Daraus wiederum (vgl. § 3, GL 2)
H, =0,

Es entsteht also wieder ein Translationssystem, und die einzige noch {ibrige
Gleichung liefert

ds? — du? 4 dv?® - dw® + 2dudvsin (U + V).
Aus f; — 0, f,— 0 folgt aber
2) Evfwv T —— 07
4vxuu Euins— O;
3) S s — 0
2y By = Oa
undoaus 3y @, — 0, Yy — O iene— O, S0 dal @ v 2 gleich Konstanten a, b, ¢

werden. Dann folgt aber aus

fi=0 watybt+ac—=20,
fo=0 5 ad 4 gl o it =0
durch Integration
za + yb + z¢c=c,,
xa -+ yb + ¢ = c,,

so da ¢, = ¢, sein muB. Man erhdlt daher wieder eine Schar paralleler Kbenen.
Zugleich wird
i 0 f5,0 0] el fs0 00
A —Alme =11 f0l=0, d6.—d. & |— 1 £ 0 A
v e a0 S gin LY
wyy o
AT il pd| S @y — A, oili—=10s
Xy o
L
i — ‘xw — 0 AG, = — [3.u,
Lo

so daB die beiden anderen Flichenscharen abwickelbar sind, wihrend in der ersten Reihe
der vorstehenden Gleichungen alle Fundamentalgrifien der zweiten Ordnung verschwinden,
was unmittelbar vorher schon direkt erwiesen wurde.
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B AV I Zu ganz #hnlichen Resultaten fiihren auch die Voraussetzungen & = ¢

= — i nid
4) Fi——eonst. oolf, =, (u)y i f=aU. (u);
wobel f3 «, fo,« nicht Null sind.
Da jetzt
Laoy=—0, f,ww) =0, fv,w) =0,
so sind wieder P,, P,, P, gleich Null. Und ebenso ergibt sich, dak auch H, = H,
= H, = 0 ist, we1[ die linken Seiten der ersten Gruppe Null sind, so dag auch hlel ein

Translationssystem entsteht. Nach den Gleichungen 1) dieses Pfuaoraphen sind aber x,,,
Zww gleich Null, und dasselbe gilt fiir ¥ und 2, wihrend f5,4 £0, fo, £ 0. Darnach wird

[0 (oo

A e Sipno 5 e =i
Rt Al

AdE, =0, 4G, =0,

” fgl, u /:,’, U ‘
A 0 Al = |'fo oo 1 ’
I
Die eine Flichenschar besteht wieder aus Ebenen, die beiden anderen sind abwickelbar.

Da aukerdem Ak T I B e e O
T =G, Yop=0b, z,=¢, a® + b & ¢? =1

sein miissen, so ist

; r;:f [, du + au + auw + c;
' j U, du + fu + bu + c,,
f [, d Ui S e (e
s U + Ui = 1;

also besteht zwischen #, y, # bei konstantem u fiir konstante P, @, v eine Gleichung von

o der Form P A qy = rz — konst,

d. h. die Ebenen sind alle parallel. Es ist aber

ds® = du® 4+ do® + dw?® + 2 (( Ue+ U,B+ U p)ydudv + (Ua+ U,b+ Uye)dudw
+@a—+bp+ cy)dvdw).

§ 8.

O

Uber friihere Untersuchungen in der Theorie der Flichen und der Flichensysteme.

Das Theorema egregium von Gauss hat die groken Arbeiten von Ossian Bonnet
(Journ. de 1'Ecole Polyt. cahier 41, 42; 1864, 1865) sowie die von E. Beltrami und
anderen iiber die Theorie der Flichen und ihre Verbiegungen hervorgerufen. Der leider
so frith verstorbene Paul Stickel, der das Tagebuch von Gauss in Gottingen zur Einsicht
hatte, teilte mir schon vor lingerer Zeit brieflich mit, Gaub bemerke dort, ,er habe sich
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auBer demselben k weitere Relation zwischen den e, £, g des ds?

tiberzeugt,

bestehe.* Wie diese Akmuunn aufzufassen ist, mrﬁ Si hwer feststellen lassen, viel-

Eeen P i Lo T
leicht war sie nur eine Notiz.: In:l Hm,n(’hh Vorlesungen iiber Diffe-

rentialgeometrie, Leipzig

S. 91 wvier nur scheinbar verschiedene Ausdriicke

rleichungen von Mainardi Codazzi t hat.

fuir das KrimmungsmaB angegeben, es scheint aber doch, daB Gauss damals die spateren
(
s

nicht gekann

5 e

Gasparo Mainardi hat zuerst in seiner Teoria generale delle superficie (Giornale

d B

Istituto Lombardo, Bd. 9, S. 385—398, 1856) die ,FundamentalgréBen zweiter

ilititsbedingungen zur Gewinnung der Grund-

tzung der

nt homw eingefiihrt. Seine Darstellung scheint damals nicht so

als sie es verdient L,xtu , sie ist auch nicht bequem

ithm nat De ) Codazzi 1859 der Pariser

ilenene Abhandlung ( mmmw rélatif & I'application

des surfac les unes Li[(fmumzs présentés par divers savants a4 l'académie
des sciences, Bd. \K‘r

auf den elementaren Si

in der er mit Hilfe einer geschickten geometrischen

ungscosinus beruhenden A 1f der gegebenen

setzten Or"r.hs}«:fmmlsynuu von Kurven der Parameter 7' und ¢ und mittels

mveier zweiten partiellen Ableitungen nach 7" und ¢, die denselben Wert haben miissen, ein

System von drei notwendig \(_ﬂaichungen ezhulf ron denen eine die Gleichung von Gauss

ist, wihrend die beiden anderen denen von Mainardi entsprechen. Darauf folgt dann eine
t
C. noch, daf dhnliches bei allgemeinem ds® = edu® + 2fdudv + g do® giiltig sei.

Reihe vollsténdig ausgefithrter Verbiegungen gegebener Flichen. Zum Schlusse bemerkt

4 &

E. Laguerre hat 1872 (Nouv. Anual. de mathématiques, f:sez'le II, 11, S. 60) die
Darstellung von Codazzi noch etwas kiirzer gefatit und durch eine einfache Transformation
das allgemeine ds? auf den einfacheren Fall f = 0 zuriickgefiihrt; er weist beziiglich der
z der Flichen

Frage nach dem hinreichenden Charakter der Gleichungen fiir die Exist
auf die Untersuchungen von Bonnet hin. Bis in die neueste Zeit ist diese letztere Frage
noch behandelt, man vergleiche wegen der dabei auftretenden Riecatischen Gleichungen
die zusammenfassende Darstellung bei G. Scheffers, Theorie der Flichen, Bd. I, 2. Auflage.
Die Abhandlungen von Ch. Brlssm welche Darboux, Théorie générale, Bd. II erwidhnt

(Journal de I'Eecole Normale, de I'Fcole Pol lytechnique), enthalten kaum wesentlich Neues.

1859 erschien das ausgezeichnete Werk von G. Lamé, Sur la théorie des coordonnées
curvilignes et leurs diverses applications, iiber dreifach orthogonale Flidchensysteme,
dessen Resultat sechs notwendige Gleichungen zwischen den drei Koeffizienten von ds? = & du?®
+ & dv? |- & duw? sind (8. 78 ff.), nebst zahlreichen Anwendungen auf die allgemeine Flidchen-
theorie, Mechanik und Hlastizititstheorie. Fiir eine einzelne Fliche hat man 6 Integra-
bilitétsbedingungen, fiir ein allgemeines dreifaches System, bei dem die z, ¥, # Funktionen von
u, v, w sind, entstehen 18 analog gebildete Bedingungen, aber man wird die Frage nicht
umgehen kionnen, ob nicht die Unabhéingigkeit der dritten Ableitungen der 2z, ¥, 2 nach den
u, v, w zwischen den 6 Koeffizienten &/, f; (i =1, 2, 3) von ds® etwa noch andere Beziehungen
zwischen den letzteren hervorrufen kann. Dies ist indessen zu verneinen, wie sich zeigen laft.
Erst in L. Bianchis vortrefflichen Vorlesungen tiber Differentialgeometrie, S. 385 findet sich
der Beweis, daB die 6 Gleichungen von Lamé die Existenz eines einzigen Orthogonalsystems
vermoge eines unbeschriinkt integrablen Systems linearer Differentialgleichungen verbiirgen.

Abh. d. math.-naturw. Abt. XXXI. Bd. 4. Abh. 5
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Die weiteren Arbeiten Codazzis sind in den Annali di matematica, Serie II, Bd. 1,
2, 4, 5 unter der Redaktion von F. Brioschi und L. Cremona erschienen. Aber gleich
Annali, Serie II, 1, Juli 1867 — Mai 1868 enthilt die wichtige Abhandlung von Brioschi,
Sulla teoria delle coordinate curvilinee, welche vermége der Fundamentalgrofien zweiter
Ordnung auf kaum 4 Seiten in der elegantesten Weise die notwendigen und hinreichenden
Gleichungen der Flachentheorie, die schéne doppelte Formel fiir den Ausdruck des Kriim-
mungsmafies und eine Reihe weiterer Anwendungen auf einzelne Probleme gibt. In etwas
weiterer Ausfithrung findet man den Inhalt auch bei R. Hoppe, Prinzipien der Flichen-
theorie, 2. Aufl., 1890 (zuerst 1876).

Codazzi findet in seiner Arbeit, Pavia 1868, Sulle coordinate curvilinee d’una super-
ficie e dello spazio, Annali 2 zwischen den 9 von ihm eingefithrten Gréfen (S. 110) bei
allgemeinem ds? = edu® + 2fdu dv + g dv® wieder drei Gleichungen, aber erst Annali 2,
S. 272 die Formel fiir das Kriimmungsmaf, und S. 273, 274 das System der heiden
anderen Differentialgleichungen (dicembre 1868); durch den bestindigen Gebrauch sphérisch-
trigonometrischer Formeln bei korperlichen Ecken sind die Rechnungen allerdings weit~
liufiger und stehen an Ubersichtlichkeit hinter der Pariser Abhandlung von 1859 zuriick.

Codazzis Untersuchungen iiber dreifache Flidchensysteme beginnen in den
Annali 1, S. 293 mit der Umformung erster und zweiter Ableitungsausdriicke, je nachdem
man die #, y, # oder die w, v, w als unabhiingige Variable betrachtet; daran schlieft
sich im zweiten Teil S. 310 die Betrachtung iiber den Temperaturzustand eines homogenen
Mediums, die hier iibergangen werden muf. In den Annali 2, S. 101 findet man die
Richtungscosinus der Flichennormalen, die der Tangenten, Haupt- und Binormalen der
Schnittkurven der Flichen des Systems, sowie die Hauptkriimmungsradien der Flichen.
Schlieglich ergeben sich durch umfangreiche Rechnungen auf S. 285 die 6 den Gleichungen
von Lamé entsprechenden fiir ein allgemeines

ds® = e du’ + £dv® + sdu’® 4 2(fdudv + [y dudw + f,dvdw),
das fiir f;, = f, =f; = 0 in die Formeln von Lamé iibergeht.

Die Abhandlungen von Codazzi in den Annali 4, 5 beziehen sich auf eine ihm unbe-
kannt gebliebene frithere Arbeit des Abbé Aoust. In der Tat hat Aoust schon Annali,
Serie I, 6, S. 65, 1864 (Marseille 1862) das dreifache System behandelt. Da die Methode
der Differentialparameter von Lamé hier nicht mehr anwendbar ist, fithrte er den Begriff
der ,courbure inclinée® (vgl. iiber denselben die Angaben von Aoust in den Annali
Serie II, 2, S. 40) und erhielt so ebenfalls 6 den Gleichungen von Lamé entsprechende.
Ob damit ein wesentlicher Fortschritt erreicht ist, mag dahin gestellt bleiben, da man
doch in jedem einzelnen Falle zu den Hauptkriimmungsradien der Flichen zuriickkehren
wird; die Frage nach dem hinreichenden Charakter der Gleichungen wird nicht beriihrt.

In der ausgezeichneten Arbeit von E. Christoffel (Uber homogene Differential-
ausdriicke zweiten Grades bei » Variablen @, @3, . . ., 2,, Journal von Crelle, Bd. 70), wird
von der Unabhingigkeit der dritten Ableitungen von der Reihenfolge der z ausgiebiger
Gebrauch gemacht (vgl. auch die Abhandlung von R. Lipschitz, Crelle 72), aber die Haupt-
frage ist dort auf den invarianten Charakter der Bedingungen fiir die Moglichkeit gerichtet,
zwel verschiedene Differentialausdriicke dieser Art in # und % ineinander zu transformieren.
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Flachen mit durch Quadraturen bestimmbaren
Minimalkurven.

ST
Allgemeine Differentialgleichung.
Sind die rechtwinkeligen Koordinaten einer Fliche Funktionen zweier Variabeln U, v
und auf ihre Minimalkurven u, v bezogen, so ist
[:c,.:(l—/l?)ﬁ, Yo — 0t (1 + Ao, &,=—2]0,
bo—a 2o, yo—ill Dy, B

2, 2’5 0, ¢ sind dabei Funktionen von u, .

1)

Aus den Integrabilititsbedingungen -von 1)
galdie— ) 2 20— ol i
oot 4%) L S, o —=taly il £ ) + 24 2,0,
lpo 4 Aoy =10+ ¥y,

erhilt man durch Addition und Subtraktion der beiden ersten

2) Gy = 0y,
3) oy (A2 — A2+ 200,6 — 211, 0 =0,
und daher aus der letzten
4) Ay G Muo = o, (A — A).
Der Fall 2 — 1 = 0 hat auszuscheiden, weil durch die Gleichungen
Lu _ Yu  Ey
T i 2y

nur eine Kurve dargestellt wiirde. Aus den Gleichungen 2, 3, 4 folgt jetzt
5) wo(h— 1)+ 1y (A —21)=0

oder, nach der eben gemachten Bemerkung

do M iep
I) Ll et
l [ ] @u’ (j, — (E)U

und nach der ersten Gleichung von I)
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6) SRl e SRR

mit & als einer neuen Unbekannten Funktion von wu, v. Aus I) erhilt man jetzt durch

Addition der beiden ersten Gleichungen nach 6)

24 &= (A — 2):Os Ol Ao G) (A — 1)
2 e e (i P E @Gl )
Lost man diese Gleichungen nach den &, : ¢ auf, so folgt

Dk 24, i

o S NE T b
1D ; : -
e Aua S

A A A &

a2 ik, diefiiRady Ao
111) ‘/ 77777 //) H:v“(/”/ ‘/)TU

du \ 4 A A a1 — A
oder
2 (o b Mo) | 20udy — Nl B (Fus) 3 (A
e (A — ) ) )
Von dieser partiellen Differentialgleichung dritter Ordnung zwischen

A2 und 2 hingt demnach die Bestimmung der Fldchen mit Minimalkurven der
verlangten Eigenschaft ab; denn fiir zusammengehorige Werte von 1 und 4" als
Funktionen von %, v erhilt man durch Quadratur aus II) die Unbekannte £, dann nach
6) © und o, o', endlich aus 1) «, y, & selbst.

Der Fall 2= 4 war bestiindig auszuschliefen, dagegen kann 1 + A = 0 sein.

An Stelle der allgemeinen Gleichungen I) tritt dann

10, — —160,,,
oy —
oder
Ay o O ks v
Pa e Bl T B
also

Tt ae N 1078, . 00
z_aljf'alj" T e
U v

wo nun U, V willkiirliche Funktionen von %, » sind, so daB endlich

S ERU ST

mit F als willkiirlicher Funktion von U - ¥ wird. Fihrt man an Stelle von u, v die
Variabeln U, V ein und schreibt der Einfachheit halber wieder u, v, so erhilt man

e ——————
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g) ; = U 7Y,
fiir « folgt jetzt

rod(u ) ’ i

{ o (U ) a S
b) G V) — = F(s) — | Si——iyy v,

> J I (e v) J L (S)

womit auch y gegeben ist'). Wegen 1 |- A’ = 0 ist aber die Fliiche abwickelbar?) und

man erhdlt zur Ebene 2 = 0 senkrechte Zylinder. Mit der allgemeinen Betrachtung

der Gleichung III), in der A willkiirlich angenommen werden kann, werde ich mich hier

nicht beschiftigen. kulire Losungen derselben sind leicht anzugeben.

Einfithrung Laplace’scher Gleichungen.
Man kann die Gleichung III) durch ein einfacheres System von Gleichungen ersetzen.

Aus [) des § 1 erhilt man

N\ O 9 Tt 2y Op
a) @ lpi— ) ;
(0)
1 - 5y Op /
b) R — Wi T, oLy
(0}
Hieraus folgt die Gleichung fiir 1
o) L Oy ) Oy
1) 2 ouw + 4y 5 Ay — — 20 — log[Z) =0
O (9] U (o}
s - 0 ;
2) i — 2 - 4.
(o)

Fiir jede Losung von 1) sind nun die beiden Gleichungen a), b) erfillt, wenn i’
aus 2) entnommen wird. Dies ist fast unmittelbar evident, der Beweis ergibt sich aber
auch sofort durch Differentiation von 2) nach #, so daB

S0 3 S5 ) (O -
3) et LD e D log ( S
o CH AR \o (o]

Durch Subtraktion von 1) und 3) erhilt man
oy (Apo -+ Vo) =0

und daraus folgt, dal, abgesehen von dem Falle o, = 0, der fiir a), b) keine wesent-
liche Bedeutung hat, die Gleichung

Ao I Aipos =0

identisch besteht, also a) und b) zugleich befriedigt sind.

1) Siehe den Schluf von § 8. 2) Siehe spiter.
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Man kann sich nun sofort davon iiberzeugen, daB die Ausdriicke

gtj’/:odu LF o,

Z=§120cdu -+ {22 dv

= 2 ;
den Bedingungen der Integrabilitit genfigen. Denn fiir - ist diese

|

oo 1 Aoy=»N,0 -+ 2oy
und dies ist dasselbe wie

2) O lya = — ) o,.

Bei Z handelt es sich um die Bedingung

’

2006 oy, =211,0 220,
oder nach I) § 1
Dl okl =L 4 2 8,

und diese Gleichung besteht ebenfalls identisch. Die Bestimmung von ; und Z erfolgt
am einfachsten durch die Ansitze T

==Jlodut¢, Z=|2Podu-C,
ld

wobei ¢ und ¢ als Funktionen von v allein aus den Gleichungen

il o By
== elog =G
ov Hemem
zu entnehmen sind. Die Werte von {, und (', ergeben. sich oft erst nach weiterer
Betrachtung, die durch den vorstehenden Satz erleichtert werden kann.
Endlich sei noch die Bemerkung hinzugefiigt, daB die Differentialgleichung fiir 2’
aus 1) entsteht, wenn man gleichzeitig 2 mit 4/, » mit », 6 mit ¢ vertauscht.
Durch die Laplacesche Gleichung 1) wird man zur Betrachtung ihrer Invarianten
J, und J, veranlaBt. J, = 0 erfordert weitere Betrachtung. J, = 0 dagegen gibt nur
6, = 0. Dies ist eine ganz besondere Losung, die nur auf die allgemeinen Minimal-
flichen fithrt. Dann wird
o — U5 o — 1
und nach a), b)
s 06 =T

In diesem Falle wird die Flidche nicht abwickelbar, sie ist die allgemeine
Minimalfliche. Diese Betrachtung fiihrt sofort zu einer neuen Theorie der Minimal-
fliichen, die nach Enneper und Weierstrak durch die sphérische Abbildung derselben
oder verwandte Uberlegungen (z. B. Beltrami) begriindet wird. Aus § 1 folgt néimlich

Gl UG e UM, e =TT,
G (e BN E, ) gt POV, si==2F ¥
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Wihlt man jetzt U, = «,, V, = v, als neue Variabeln, so hat man die bekannten

Formeln | e . :
b f (1 — Uy Ui d’erl j (1 i (/1,) Ifl dwu

y—if a4+ w) U du, =3 000+ o) Vido

=2 U u,du, 2§ Viv do,,
wo allerdings die U,, V, eine etwas andere Bedeutung als die unmittelbar vorher
gebrauchten U,, V, haben.

Hieraus folgt freilich noch nicht, daBg die z, y, # die allgemeinste Minimal-
fliche geben, da fiir 2 und 2’ die besonderen Werte vorausgesetzt sind. Aus dem Werte

von ds* = 2fdudv und der Bedingung der Minimalflichen
i
folgt aber D' = 0. Fiir
Dy
IOl ‘ Ty Y
| Zo

ergibt sich aber durch Subtraktion der zweiten mit e multiplizierten Reihe von der
Sy . o
ersten und Addition der zweiten Kolonne -

D —docol (A — )2 2,.

Da o und o’ nicht Null sind und auch 2’ — 2 %+ 0, muf i, = 0 sein; daher wird
man auf den Ansatz 1 = U,, ' = V, gefiihrt.

Partikulire Losungen der Gleichung III des § 1.
Partikuldre Losungen von III) § 1 sind

1) : i=, ¥=1u,

2) I=U {7 ¥— 247k,

wo U, V willkiirliche Funktionen von %, v beziiglich sind und % eine Konstante bedeutet.
Fiir den Fall 1) ist nun nach II) § 1

Lo oy o

T ool gy
Fithrt man an Stelle der Variabeln U, V die Variabeln u, v ein, so hat man

@ a

este @‘17)2» 0:@752“—(%‘"’;;)’2, G/:@U:—— """""""""

¢

1) Siehe die Erklarung der Bezeichnung S. 8, Teil I.




240 2 phILT Somae s
Sl o= . wobei die willkiirliche Int
W — v

kann, und ebenso wird

Demnach wird

dies ist die Gleichung einer Kugel vom

Hall 2. Per

Aus den Gleichungen

da sich ¢’, gleich Null erweist, was tibrigens schon von

YOrauszus

Man iibersieht leicht, daB auch bei der Bestimmung ") - (0 wird; fiibr
die direkte Rechnung durch partielle

L0

Ist endlich « bereits bestimmt, so ergibt sich y unmittelbar, so da weiterhin

immer nur die Werte von 2z und Z angegeben werden sollen. Denn man hat

Do
Ly~ ;i/-f”:.}.ﬂ‘,’
woraus # — y i = 2 O (additive Konstanten werden immer fortgelassen). In dem speziellen
hier betrachteten Falle 2) ist nach 6), § 1

Losungen der Laplace’schen Gleichungen,

Fs handelt sich jetzt um Losungen der Gleichungen a), b) in § 2. Zunichst moge
wieder ein spezieller Fall betrachtet werden, ndmlich die Voraussetzung
00— o k,

wo @ und & Konstanten sind. Da jetzt
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O, — 100, — oy
wird, so isb
o = f(au 4 ?v)

fiir f als willkiirliche Funktion des Arguments au - v. Setzt man nun

ou=u,, V=0,

so wird
o =/f(u, +v), oo=F (u, +7v), o=

die Gleichungen a), b) werden also

50— 0
i e ¥ f 9
5 5 e
2V a=— (A — 1) ?J’_WZ{’
{7
oder, bei Weglassung der Indices,
2l = — 4) i ;
1) L
e

f—-'/z’v

und die Differentialgleichung 1) des § 2 wird

2) i (s

- : B A

in der fiir die Koeffizienten von 4,, 4, von 2)
i )

a\ 3] KaRr e fioeis S

L2y 41 ) 2](“. _I) T

gesetzt werden mag. Die Gleichung 2) lifit einfache, willkiirliche Funktionen enthaltende
Losungen zu, wenn entweder

==
ist, oder die Invariante
4) L:f%fAB:O
: < v

ist. Weitere Fille konnen aus verschiedenen Griinden hier nicht berticksichtigt werden.

Fiir J, = 0 folgt

e b@(v,f >
Vf o 2 YT %

und hieraus wird

, 7 2a( e )
2 R e ————
) TTEE e P
mit den Konstanten a und ¢, oder

I af i jf, l 2 — 2a {]é w = v=—s.

el ¢ £ e — —— i |
| V7 Yl pasgiy ke
Abh. d. math.-naturw. Abt. XXXI. Bd. 4. Abh. 6
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Dies ist die allgemeine Gleichung zur Bestimmung von f, die unter verschiedenen
weiteren Voraussetzungen auszufiihren ist. Wird hier & — — 2 1y, und im ersten Teil
links f= 2%, im zweiten f= (% — x? gesetzt, so erhiilt man
o & p——— {/ 1 S D a ; i :
7) srilg Y = SVl Lte)=w
\eor J Al k
mit ¢, als neuer Konstante.
o 15 T e of e,
- V1 — ¢ G
ey i g wird
2% Cx
(1 ,,,}._f} £ % (] = 2
~ \ b Q \ i
U= | —— /3 ] Xt 3 i
22
’ und nach 7)
U — v :
e == e
i = Ut =2
also
1
cos? w’
; , - 1 G . & :
‘ Setzt man noch S e ergibt sich nach den letzten Bemerkunge
j COS W 2 :
‘ 2(f 2 SioNeE g c el e e
(8) G O e = Gfat (- BV ).

In dieser Gleichung liB6t sich die Quadratwurzel sofort beseitigen; so erhilt man
eine quadratische Gleichung fiir &= (1 — ¢*)f, deren Wurzeln damit gegeben sind.
Damit sind nun auch 4, 2°; o, 6" bestimmt. Da indessen dazu umfangreichere Rechnungen

! notig sind, so mag die weitere Ausfiihrung der Kiirze halber unterbleiben

Die vorigen Betrachtungen verlangen aber eine besondere Priifung fiir die Fille
c==21, k=0, ¢ =0, die zugleich zu einfacheren Resultaten fiihren.

l I) Der Fall ¢ = 0. Die Gleichung 5) wird jetzt

2/ 1)

| 2a
| F—nVi —F
‘
5 oder fiir f — ¢ k— — »?
i
f a(s +—o¢) SR gl o)
| g = x tg = s edersf=—5% to =

Aus der Gleichung

erhilt man wegen J, =0
1) Diese Substitution ist gewiihlt, um trigonometrische Funktionen zu evhalten, bei k = —F x?

wiirden hyperbolische an die Stelle treten. Ahnlich ist es bei manchen der folgenden Fille.




mit U als willkiirlicher Funktion von w, und aus S Bau= log (sin)

9)
T ¢
wobel sin, cos das Argument

)y Der Bl =0

] \ S .~

Asin= { Ucosdu L V.

- ¢)
- - haben.
s

] A, o o =
Vi o Sryy
wird
. 7l
a—+=c¢cf ———
Vi
mit der willkilrlichen Konstanten ¢. Mit ¢ — a»? wird also
L Ta %
f= Lt 226t 0
und schlieflich
10) A sin® = [ U sin cos du +V

mit dem Argumente

fi.z% (S e

Fall IID).

o =

und zugleich wird
11)

mit ¢, als neuer Konstanten.

IV Dieralall ¢ — + 1

und ftur =

oder

12)

Als e e —

- ¢) der Funktionen sin und cos.

Nimmt man die Konstante ¢ in II) gleich Null, so wird

£

VrE

a z

S U@s+c)dut 7

Die Gleichung 6) wird

Jf = ,,j_p_# — 2

kb~ % wird jetzt

1

de £ di —as | ¢

[k 4+ (as + ¢)22
maTRE P

f

6#
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Dies sind alle Falle, die sich fiir J, = O ergeben. Man kann die Gleichung 1) aber
auch integrieren fir B = 0. Dann hat man

V) —~t = 2a, oder fir f= Bl o2 b — ?
ireF
, 2?
i e cos?’
also
14) 1= fUcosdu+V
mit dem Argument ax (s + ¢) von cos.
4 : 1 ; 1
V ir kb = -o1bt sich fii I — - i
VI) Fiir £ 0 ergibt sich fiir f : et f .
also
15) A= [ U(as -+ ¢ du- V.

Bs wiirde zu weit fihren, alle diese Fille zu behandeln, die zum Teil noch weitere
Rechnungen erfordern. Ich beschrinke mich auf die einfachsten III, V, VI. Dabei ist
immer f = o zu nehmen.

a) Fall III. Hier ist (¢, durch c‘erse.tzt)

y— 1 =it Ttg o == i ) ety o L EEAN D
L (f U@s+c¢)du—+ V), f={(as-+ o)
also
1) —/j; = [ du (f Uas + o) du + Byl o,
2) E 2% — ) (j Uado-=V)-|-0,— f d(as | c)f Uduw -+ V'u—+ &y

oder durch partielle Integration des doppelten Integrals
— (@as+c¢) § Udu — f@astUdu-+Vu-t G

‘} Vergleicht man diesen Wert mit

3) Nf= 1 (as+ ¢ = (as+ ¢) f Udu + Z (@s -+ c) — j U(as+ edu—V,

so ergibt sich
Loy
L—Fie+-—]— T
a

Durch eine analoge Rechnung mittels partieller Integration findet man

womit 5 bekannt ist.

’2

i — ‘f A2fdu -+ alé iide, da g — I;— wird.

2

b) Fall VI. Fir 1= fU@s-+odu-+ 7, f:(—a_s-—];k—c)s wird

# . 3 A U ‘
1) 9 —‘flfdumg'ﬁ_nf(a??i——_c—) j’jﬁ?du + ¢,




2) L i L B
. 200 (as i o) a(as - ¢) :
AT 97 0] (a,\: ¢ £y
und aus dem Werte von 4’ = — 4, — A folgt
(4
?}) A f 7k Z N2
(a5 o
so daB &, = 0 wird, also
5
2 A ‘ U
- | da
2 dlas o a

wird, da die Integrationskonstante fortgelassen werden kann.
Es wird ferner

A2 2

4 Z—=(rnfdu L+t =— ———+—)dui Udu 1

) f 7 o alas ¢ a ‘Y ‘5 L

; 04 i 244 2 - ;

5) = =7 L =y Udu Udu L V') -+ &y,

- Qv (as - ¢)* alas + ¢ a 5‘ (f i ‘ ) ;
& 244 1

6 AEf e b ok -

. / (@as ¢ a(@as- ¢ g

Wird fir 1, sein Wert eingesetzt, so ergibt sich aus 0), 6)
Ve

26 faurf Udu—+ —}5‘ Vedv, da &= —.

@
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a.(as - ¢)

.

¢c) Fall V. Aus 1= f Ucosdu +V, f=10=0x%:c08%, [ — x? = x? tg?, jeweils
mit dem Argument @ x (s -+ ¢), folgt

> 2
z i .
e f — du i+
2 cos®

Durch partielle Integration erhilt man

ey

2 » A to % S :
1) Faetione. - [Feindn 0,
2 @ a
19z REAr it ; :
2) ol ol P A,tfr—x‘“’f Ucosdu —+ &
2 v Cosi g A
Anderseits ist
Scoto .
3) Mo = [ 4, —= L 4] »2 tg?.
ax

Ersetzt man in 2) noch f U cosdu durch 4 — V, so zeigt die Vergleichung der
beiden Werte 2) und 3)
o = — Vea®s
so daB

f Usindu— =2 § Vdo.
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Durch dhuliche etwas weitliufigere Umformungen erhilt man endlich
i 2% A° Dt oo g2 . : V2
Z=""— """ (sini Udu i — %2 V\ dosiCy——— 52
a a2 a? i : a®
und durch die angegebenen Werte sind fiir die drei Fille die Werte von z gegeber
Im folgenden werden noch einige weitere Fille angefiihrt, die sich durch einfache
Resultate auszeichnen.
A) Filr 6, — 0, = ¢, 6 —00, ¢ — ¢w erhili man die Gleichung
; y) A
24 : L=
U 7
? mit der partikuliren Lisung
N 9 5 a
4= Uor, wenn f — —
: ; 2a -1
Es wird dann
; (2 | 3 1 ‘
A=u"vP (25 +1), 28 1 —-
f oy 90 1 |

Fir diese Werte von 2, 2’ wird die Funktionaldeterminante derselben gleich Null,
; so daB sich nur abwickelbare Flichen ergeben. Aber schon fiir die Summe von zwei Werten
der 4 und 7', die zu verschiedenen Werten von o, By; @y, By gehdren, ist dies nicht mehr

. der Fall, denn jene Determinante wird dann

7 i \2
: Bo 7= 0 )° . ;
G T Wouer @ —a e, - 1, b—p L g - |
(¢ a, 1) (2 Qg )
man kann also
= o
; e ) o /;‘ " N c
w e gttt e
! o : Ti2a -+ 1
und noch allgemeiner
i RES i sl 0 B
; < A e it ; . a
i g bl dog, A =3 ) - = G da
: % : = ko e Do
e j = o & Uy

il setzen.
B) Setzt man flir 6 = f (% |- ¢) in den Gleichungen

2hf=7 0 =12, 2Vuf=—1 Q@ — 1),

[
| D) ; 97 ; |
| b= @y, Ly=— @,

; ‘ so reduzieren sie sich auf die einzige Gleichung
; L4

0 29w+ (put 0 [ = 0.

Ist nun f = (w - )", wo 7 eine reelle oder komplexe Konstante, so hat man

: n

2) 2 Purv —T— ((‘/‘/' e (,’/77_7) Spe = 0
; u -+ v

mit der partikuliiren Losung

s




n 7
= (u— a) v+ a)?
oder allgemeiner

n

v+ a2 B (o) da;

= g‘(ii—(f,\)
=1 o/

mit den willkiirlichen Konstanten «;, tiber welche die Integration zu erstrecken ist.

In dem besonderen Falle % = 2 lift sich die Gleichung 2) allgemein integrieren,
man erhélt =
: U-+V
@ = —
4 w v

mit den willkiirlichen Funktionen U, V' und man findet nach einfacher Rechnung

= U —V)u—v)-2f Viv—2f Udu,
d

Z=§U?du+ fV2do— U,;’;,;'

C) Endlich mag noch der Fall erwdhnt werden, wo in B) unter 1) ¢’

gesetzt wird. Es bleibt dann die Gleichung

Puv = @ (s | pu) = 0

zu integrieren. Kine partikulire Losung ist

g — caiE Ul hE S

Auch hier verschwindet allerdings die Funktionaldeterminante von 1 und 1. Eine
allgemeinere Lisung, bei der dies nicht der Fall ist, wird

L=

w1 f gl Tt (a) day,
=

woraus sich nach B) wieder die Werte von 4, 4’ ergeben.

& 5

Weitere partikuliire Losungen.

In den bisherigen Losungen traten oft nur héchstens zwei willkiirliche Funktionen U, V
auf. Man kann aber auch solche mit vier solchen Funktionen angeben.

‘Wir gehen dazu aus von der allgemeinen Gleichung des § 2, 1)

=y

- eSO T ; o ] G,
1) Auw ks —.,—)Lr -+ 4, et At log ~—/~\ — 0
(o] 20, o o/

P

mit den Koeffizienten

Oy = D 9 l'\
g e igiignt e Sufn ( “,)‘

g 20, QU i

O |




e A e e g

=5 3 : ; ) = L
Wird die zweite Invariante J, = = log 5 +— A4 der Laplace’schen Gleichung 1)
gleich Null gesetzt, so erhiilt man mittels der Werte 0 = 6,, o’ = 0,

~ : u o 108 T,

0) ]) e ) log { —— 1
Ve, S G )

Setzt man, um ein einfaches Resultat zu erhalten, die willkiirliche Funktion U von u

gleich Null, so hat man nach 2)

O =

Oy } e,

mit ¥ als willkiirlicher Funktion von V, also
3) : Ve,=Ve L7V,

Zur Losung dieser Riccatischen Gleichung 3) setze man i

) - V- \2 . 2 Ir}
— = (/-f) - L‘) - oder fiir V2 =———=;

¥ l o

2 26 / J 2
1) =[O L\
] ) 3T, T
e 1% oy
N ’ AV /
Wird die rechte Seite gleich p gesetzt, so ist

/
/

\ i e
ur 3 v { ’/8
l

¢

A

— %2, wo x eine Konstante, ist dann ¥, bestimmt, und fiir

L
v /

p = &% erhiilt man jetzt

| 5) e Ve
: cll sl
6= 0, - i
€0S° U
/ , oV, ‘
o = 0, i ettes 2
S

wobei der Kiirze wegen wie frither das Argument der trigonometrischen Funktionen,
nimlich % (¥, + U) nicht beigefiigt ist, was bei den folgenden Differentiationen zu
berticksichtigen ist.




Aus der Gleichung 1) hat man, da B =0
= dn

-E// g
i : i ! o Gremal L
oder, wenn man fiir o seinen Wert einsetzt und U = 31; setzt
[e, J
U
. U 5
6) A= | —cosdu + V;
'S b

hier sind jetzt iU 7 V, vier willkiirliche Funktionen der betreffenden Variablen wu, v.
Dies hiitte sich auch auf anderen Wegen erreichen lassen; durch die hier gewihlte Dar-
stellung ist aber eine vollstindige Analogie mit dem Fall V in § 4, 13), 14) bewirkt.

Aus 6) hat man nun

28 Vo | o
7) Ay == 61 i 2 sin du + V7,
: &) 2w
: cotg el I i U
8) V== f U sindu + —cotg — + V- | —cosdu.
X ® v, »
QW
Aus »—i—jﬂod@{ ~;~C—-j ——————— —[ Adu &,
2 cos?

Adu 4+ ¢,

3 1
: cos?
. dh dlans
2 v fm‘* e f,/ v

folgt mittels der Identitdt?)

i
3V, 009“ T e
dv  Bv de

- i : o v, L \3 7, Tk :
. = %2f,,,,,( 2Ly ~—J'U sin du o) a2 I > duw J o cos du - V ey
280 cos? 0w} i iJ dw cos“ ) b% |

und durch partielle Integration erhilt man fiir die rechte Seite

- e BT oJaiiy v,
A) 2V tg — % f tg U sin L du -+ » f U kZos — cos) o du
»? ] V %2 3V, o cos e (}." ’c) v,
' cos? FY) = cos? 2w [ % g z cos? x d v e

wobei sich in A) noch zwei Glieder gegeneinander aufheben. Bringt man jetzt 1’ auf
die Form

B) (tg* -+ l)xﬂ f oy f{ S du - (bg - 1) ‘)r T 39];5"%

so folgt durch Vergleichung von A) und B), da alle Glieder bis auf ein einziges {ibereinstimmen,

1) In den Formeln der Z. 8 und 9 v. .u. auf S. 48 lies V, statt vs.
Abh. d. math.-naturw. Abt. XXXI. Bd. 4. Abh. 7
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e
fy=— V2

v

ik

und damit ist der Wert von j bestimmt. Durch #hnliche, aber weitliufigere Trans-
formationen erhilt man fiir 3

Z—§22cdu -
den Wert

o > sz V.

/‘»( e B e x‘) VZ
2V, v
v

so daB zugleich auch @, y durch Quadraturen in Bezug auf w, v vollstindig ermittelt sind.

8 6.

Weitere Bemerkungen.

Die Betrachtungen der letzten Pamgr'aphen geben jedesmal Werte der 4 und 1,
welche zugleich Losungen der Differentialgleichung IIT) des § 1 sind. Kennt man umge-
kehrt auf einer Fliche bereits die Minimalkurven, so erhilt man auch partikulire Lésungen
der Gleichung. Dies ist insbesondere der Fall bei den Kegelflichen, den allgemeinen
Abwickelbaren, den Rotationsflichen usw.; die Minimalfliichen brauchen hier nicht erwihnt
zu werden, In der Tat wird jede Verbiegung der Ebene in eine abwickelbare Fliche
die Minimalgeraden der ersten in Minimalkurven der zweiten verwandeln. Es handelt
sich hier also nicht um diese selbstverstindliche Losung, sondern um die Ausfiihrung der
Rechnung, wenn die Abwickelbare beliebig gegeben ist.

Erstens fiir die allgemeine Kegelfliche

® = u COSV COS Y,
Y = u cOSV sin y,
e — i sinw,
wo w eine Funktion von v allein ist, folgt dies sofort aus der Gleichung
ds? = du® 4 u® (1 | cos® v - yp'2) dv® = (dw)® | u® (d V)%
Die vollstéindigen Differentiale
dp=dusinV, 4+ ucosV,dV,=d@usinV)),
dg=ducosV, —usinV,dV, =d w cos V,)

S

geben nimlich
dp® 1 dg® = (du)® + w? (@ V,)? = ds?
und die Minimalkurven der Kegelfliche sind also durch p + ig = konst. gegeben.

Zweitens. Das Lingenelement der abwickelbaren Fliche, gebildet von den
Tangenten einer Raumkurve mit der Bogenlinge u ist

(@ = (@ + (0 — w? U* (@u)’

mit U als reciprokem Kriimmungsradius der Kurve.
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Schreibt man (ds)? in der Form

(0 —w) Udu +idv) (v —uw) Udu — idv),
so wird
]:'li'zz

.
L Uw— u) du + o idv

ein vollstindiges Differential, denn es ist die Bedingung der Integrabilitiit

fl 0l u —Uﬂu
ef’ / U—aff U

erfiillt, und man hat also (dp)® + (dg)* = (ds)

Setzt man noch

fUdu= i
so wird
P+ iqg = f (cosU, —isinU) (v —uw)dU, + ¢
und die weitere Rechnung zeigt, daf (', = 0 ist. In diesen beiden Beispielen, wie auch

in dem folgenden, sind reelle Flichen vorausgesetzt.

Drittens. Fiir die Rotationsfliache
wie— U cos Wy —Tanl, 6= (),

bei der
1) as: =dU2 (1 +f'2-}U2dV2
sind die Parameter #, v der Minimalkurven, wenn V1 4 2 = P gesetzt wird,
T g
Dy = dbl Pk i Qe d(b ]

Aus den Gleichungen

u—}fv:fgf? P, ou—v=iV

folgt
9 s el s v gy 8 ol -
) S0 T Ps Butes 3wt o benow ub
und es wird

mq,ﬂzgcosV—Ji— iUsinV =0 (1 — 1?),
3) £

y/%:—i%sinV~ UcosV =0} 2%);

'/UI::'*UCOSV—'“iUSinV:G/(l'—*/’{/2),

72

4) I

yﬂ:—"iFSiDV—'— LrCOSV: o'(l—}—l"")
oder
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" o oLf
L} 40— ¢ j) (1 T p).
= Dok —e! {7(1 B
P it ’
b : o -V U P
) o —tc P @ =ik
—e2sii=e' S —P).
Da auch
[,J‘ “/ c j ’ o’
c) N:P/‘ D ;3’,.,—;1)f e
wird aus a) und b)
A ,/:/L : 66— 1eg %V {} (1 s l))
2 1P (i P :
, focs ’ —iV Ui
m . sn ol T

Setzt man, in Ubereinstimmung mit § 7 unter 17 ff.

A W e
P M e
so wird A1” eine reelle Zahl. Und aus
; ; i e
L PP L Py
oder
ol i
90 == 1)2 (1 | p)z
folgt fiir o’ = — 1"20¢", daB auch 400" eine reelle Zahl ist.

Viertens. Ich schlieBe hieran noch eine Bemerkung iiber die Frage nach drei-
fachen Systemen, deren Schnittkurven Minimalkurven auf den betreffenden
Flichen sind, die im Teil I wegen der 6 weitliufigen Grundgleichungen nur angedeutet war.

Nach § 1 hat man das folgende System von je drei Gleichungen

Bt e, 2 T — 1),

A) QAdpo (2 Doy =221, o + (X2 D)o,
o= Mo, — L0, 74 ou;
Ol d 0GR e 1) Blm= B A 0 L (A2 — 1) 0",
B) 2Adwo + (12 4 Dow = 21" 1"wou + (A" + Do’y
Ao e, — 1 et Ao
Sy 0 s e R Do
0) G o e 1)k = A A% 0 A L 1) 6y,
;t/w O/ l : J., 0/”/‘ St /1”0 Cf/ + ;»” (f”,,-,

und hieraus
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0y — 05,
1) cL 0
ﬁ/, =0
ferner nach § 1
Ledtd o
2) e el =t
b dat Al el e
doo — A y0’ =" — A) oy,
3) A0 =— hpo ‘=— (4 — AN el
Ao = a0 ) o

Diese Gleichungen sind denen des § 1 ganz analog gebildet und filhren daher zu
den entsprechenden Differentialgleichungen.
Aus den Gleichungen 1) folgt

, ” , -
4‘) (o) ===l g :;@v; 0= Ny, 0 = Np; O = Cup, al.’:ClU7

wo O, u, ¢ Funktionen der w, v, w sind.
Aber zwischen diesen bestehen nach 4) weitere Relationen
(77 s @%:Oa (@"“ C);;ZO, (C“"'?)w = 0
und daraus folgt, daB fir S, S,, Sy als neue Funktionen
n— 0 =38, (v w),
5) 60— =8, u, w,
E—n =8 (»,0),
wobei die S jedesmal nur von den bezeichneten Variabeln abhingen, oder
6) S, ww) + S, (ww) 4 S5 (wv) = 0.
Durch Differentiation dieser Identitit folgt, daf jedes S nur die Summe zweier
Funktionen von je einer der Variabeln ist.
s =1 &k
S e bk
g -U 7
und nach 6) ist jetzt
U+ . 7= F W =0
und dies gibt

LT "}* Z]l B 017
V+ V,=cy,
W +W,=c¢,
wo ¢,, ¢y, ¢, Konstanten sind, deren Summe gleich Null ist. Setzt man nun
g0
g — 0.
o’ = Ny = (O 7;; §Sl (”@

dw
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und ® - W = @', so wird

o =0
b —E

6l=6 3

so daB die o, o', ¢” partielle Differentialquotienten ein und derselben Funktion sind.
Es ergeben sich daher aus den Gleichungen 1), 2), 3) drei der Gleichung IIT) des § 1 ent-
sprechende Gleichungen zwischen den 4, 2’, 1" allein, so daf die sechs Grundgleichungen
in diesem Fall auf drei zuriickgefiihrt sind. Die weitere Ausfiihrung dieses Gesichts-
punktes analog zu den Betrachtungen des Teils IT muB hier indessen unterbleiben.

§:7
Realitit der Fliichen mit durch Quadratur bekannten Minimalkurven.

Bei einer reellen Fliche sind die Parameter u, v der Minimalkurven konjugiert-
komplexe Ausdriicke in den reellen Parametern U, V der Fliche; die z, Y, & sind
der Voraussetzung nach reelle Funktionen der letzteren. Geht man n#mlich von
dem Ausdrucke

eds? = (dU) | 2efdUdV 4 eg(dV)? = (edU -+ fadV)E | H2dV?
aus, wo H = Veg — f? ist, so ist die Gleichung der Minimalkurve
Ai(dU—+fdV +-iHdV)=0

mittels des integrierenden Faktors A, in das totale Differential

%‘f —df (U, V) +ido, (U, V)=0
zu verwandeln, und bei der Vertauschung von i mit — ¢ geht 1, in 2, iiber, so daB
dv ) L
= Af,(UV) — idg (UT)

wird. Schreibt man jetzt fiir f; und ¢, der Kiirze wegen wieder 7, ¢, so hat man

w+ov=f u—v=igp.

Durch Differentiation dieser Identititen nach u, v entstehen die Gleichungen

a3V

2 U
S RO a Ea P
1)1——fUaH+fv 3 3) 1~*fbab 1 55"
D :
: 2 U aV : aU | oV
Sl ((WW om0 _é"z—c)’ ool (m"' e ! 5@)

wo die fy, fv; @y, @y die Differentialquotienten der f und ¢ nach den betreffenden
reellen Variabeln bedeuten. AuBerdem ist aber nach den Gleichungen der Minimalkurve




5b
dx aU 2 3V
5 v, — (I — e — "= e e
) i ( J 9 ol 2w - oF 3u’
dx aU dax 3V
6 e ([ e B g E
: \ e 0
= i . ay el . sy ol
7 Yo =4 (1 + 22 == — =
) 4 i aU du ' 3V du’
o . s oy al - sy 3F
8 s—a (- = o
) (/ 8 )Gl SU a,U | 3V 32}’

; 9e 3 3z AV

9) 2, =20 == T S
oU du 2V du

e 3z SUJ 3z 3V

10 pe Sy 40 e e e
) : s 3T 30 | 3V 30

Aus 1), 2), 5) und 3), 4), 6) folgt durch Elimination der Differentialquotienten nach u, v

e B

10 s il 0 | e
loh 324 08 @ o4 o
au T - aU 9V

und dieselben Gleichungen gelten nach 1), 2), 7); 3), 4), 8); 1), 2), 9); 3), 4), 10) auch
fiir » und 2, wobei die zwei letzten Kolonnen von II nur reelle Ausdriicke enthalten.
Darnach ist fiir 4 als Funktionaldeterminante der f und ¢

| |G |
| Pu v e fﬁ fz ;
Xy A - | e = 0,
Xy Ty wy xr
11)
I(Pl/ Py f{j f[f
Py A = —
Ly Ly Xy Xy
Es sind also
S i 2 el
Ly, 1 Ly Yuw T Yuy L &y reeli,
Ly — Ly, Yu — Yv, &y — & rein imaginir,

wie auch erwartet werden konnte.
Aus den Gleichungen
x, — (170, Y — (L = Mo, 2 =— gy
w — Aol oy — (LB e 6 — 20 6
die schon bei 5)—10) benutzt waren, folgt jetzt

; | )/ /7 " Az 2.
Lo + Ao o1 o l e
: gsind rein ima-
12) o-+0 — 226 — V%20’ ; sind reell, 6 —o — Ao V26 ; T
e - ; ; L ginir,
6—o -6 — 1206 oo }’AZO"*A,ZO,J

so daB auch 6 — 12'2¢’ und ¢’ — A% ¢ reell sein miissen, wihrend 6 + 4?0" und o' | %o
rein imagindr sind oder

’

c=a -+ ib, ¢ —a -+ 18,

No —=ab—a,s FPo— Pl .
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HEs sind jetzt die Fundamentalgréfen zweiter Ordnung
| | | |
| Zyw | Loy x g |
B - 1 1 ) VU L
13) D — | Xy R B ey X Ty | 1)
‘ b f i f LT lef
Ty | | Xy Xy Ly !
zu berechnen, wobel
II]_) f = Xy Xy T Yu Yo —— 2, Py — — 20 C’ (/?. e /1,))

ist. Nun ist der Zihler von D gleich

00 ST e A e 2, e

i a—mo 0+ .
| 1—12e (1412 21 o

Zieht man die zweite mit o, : 0 multiphizierte Reihe von der ersten ab und addiert
die zweite Kolonne zur ersten, so findet man sogleich durch Division mit if

(14) B — 20,0, D" —32%) ¢
und nach analoger Rechnung folgt, je nachdem man @, oder x,, bildet
15) ) — Do 0,
Das KriimmungsmaQ
S DD" — D2
i a2 H
Ty
erhédlt hiernach den Wert
- LihiAin — ks
IV) K= — :

60 (Reulh)*

Aus IV) folgt jetzt der bereits frither benutzte bemerkenswerte Satz:

Ist die Funktionaldeterminante von 4, A’ nach den Parametern der Minimal-
kurven w, v gleich Null, d. h. besteht eine Relation zwischen 1 und 4’, so ist
die Fldache abwickelbar.

In dem besonderen Falle A = U, A’ = V ist die Determinante nicht Null. Aus
den Gleichungen

Aod Ao — 0,
Apo — Ao = (1 — %) oy

folgt dann aber (A’ — 1), = 0. Fiir o, = 0 ergeben sich die allgemeinen Minimal-
flichen; 4 = 1’ aber war von vornherein auszuscheiden.

Zur Bestimmung der Richtungscosinus X, ¥, Z der Fldchennormale hat
man die Gleichungen
X(1—® +Yi(l1+4%) 4221 =0,
XA—4) +Yi(l+ 434224 =0.

1) Die Bezeichnung der Determinanten nach Teil I, S. 8.




Fir einen Proportionalititsfaktor » folgt daraus
X — (1 —2,
16) Y = e (l 249,
Z=x 1+ 1),
so daB wegen X2 |-.¥2 |- 72 — 1
17) Al U B |

wird. Man erhilt also

— A AL L
XT,,IM L At il
e ik i
e 1 ;
Setzt man hier 4 — — 27 S0 folgt
. o
e = ol e
12 e ST O

2

el i

Da die X, Y, Z der reellen Fliche reell sein miissen, folgt, daB 1 und 2, kon-

jugiert komplexe Zahlen sein miissen, womit zugleich auch Y reell wird.

Jetzt wird eine weitere Umformung von K méglich. s ist némlich

A=p a4,
A =p—qi
und der Zihler von
L

: K= ——
) o0’ (1227’
wobei — o' = ¢” 1’2 gesetzt ist, erhilt die Form
}'76 AU’D D )*7: A (75 Femi s 24 (pu Qv — Po» Q/L) .
Diese rechte Seite wird aber gleich :
20 a7 |
5 pUpVI\ } du du |
lavar| 2TV
| v 3w

Aus den Gleichungen 1), 2), 3), 4) folgt aber auch

[aU 3V |
v du au;*‘ 1o S
@ity Sinlliais T pusan ag sk
v v
oder
5 > | po pr| 1
Ao A 2,,,}»,,,-—4:,qqu1A,

wobei A der bei 11) angegebene reelle Wert ist.
Abh. d. math.-naturw. Abt. XXXI. Bd. 4. Abh.
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Man hat also schlieBlich

Al

, . 6o” (1 + AA")*
| qv qr| -

und hieraus folgt, da das KriimmungsmaB der reellen Fliche reell sein muf (auch
imagindre Flichen konnen reelles K haben), dak auch 06" eine reelle Zahl sein mub.

Die Gleichung fiir die Hauptkriimmungsradien » der Fliche ist

[9) Vi
o Zf)_ ey
Da nach III)
Ff=— - oo Gy,

muf jetzt f eine reelle Zahl sein. Dann aber muf auch D’ fiir die reell vorausgesetzte
Fliche reell sein, insbesondere muf auch

T e

eine positive Zahl sein, so da die beiden Bestandteile des KriimmungsmaBes in 19) reell sind.

Aber dies sind nur notwendige Bedingungen, die nicht hinreichen, selbst wenn einer
der Radien 7; reell wire. Denn da nur die Richtungen der Normalen reell sind, kénnen
immer noch die Schnittpunkte der unendlich nahen Normalen auf imaginire Stellen der-
selben fallen; nur wenn diese reell sind, ist auch die Realitit der Fliche gesichert.
Entscheiden lift sich, wie es scheint, die Frage nur durch Bestimmung der 2 und 1,
dazu ist aber immer noch eine Integration erforderlich.

In der bertihmten Arbeit von Weierstraf, in der zum ersten Male die Ausdriicke
fiir die Koordinaten der reellen Minimalfliichen bekannt gemacht wurden, mit der die
vorigen Betrachtungen einige gemeinsame Beziehungen haben, liegen die Verhiltnisse
doeh viel einfacher.

§ 8.
Rationale ganze Funktionen 1 von u, v fiir f = (u |- v)* bei beliebigem .

Man erhilt nach § 4 fiir f = (v + v)" = s” in Bezug auf 1 die Differentialgleichung

1) Bl mwyeEln - 9) L Lm=—0

und es wird
v

2) W g Lnl n g

Vo

Setzt man in 1) die homogene ganze Funktion m-*" Grades von u, » fiir 4 in der Form

m
e Ol G
0

mit my als k-**" Binomialkoeffizienten ein, so ergibt sich durch Zusammenfassung je zweier
nebeinander stehender Glieder das System der folgenden m Gleichungen fiir die Koef-
fizienten a;




@m - ala - wa,— 0,

Cm—1 +na, + @+ 2)a =0,

@m—2) +na, + ®-+4a,—0,
A) —_ = = =  — = — —

(2@m — b n) 1+ -+ 28 ap = 0,

2+ nan+ Rm—1) +n) a¢ny =0,
worin die Summe der beiden mit ary1 und a. multiplizierten Zahlen stets gleich
2 (m + n) ist. Ist keiner der Koeffizienten 2(m — k) - fir k=0, 1, 2 . . . m — 1
gleich Null, so liefert A) alle a; bis auf einen willkiirlichen Faktor, der gleich Kins
gesetzt werden kann. Man findet dann leicht zwischen 4 und 4’ die einfache Beziehung
(A E— E

wobei (4') der aus A’ durch Vertauschung von # mit » entstehende Ausdruck ist, je
nachdem m eine gerade oder ungerade Zahl ist. Aber dieser Satz, der die
Berechnung von A" aus 2) unndtig macht, was fiir die folgenden Rechnungen niitzlich
ist, gilt auch dann noch, wenn iiberhaupt durch das Schema A) alle Koeffizienten a;
bis auf einen Faktor vollig bestimmt sind, wovon man sich zunichst durch
Betrachtung von A) iiberzeugen kann. Ich verdanke Herrn Professor O. Volk, dem ich
diesen Satz mitteilte, den- folgenden allgemeinen Beweis desselben, der die jedesmalige
Untersuchung des Schemas iiberfliissig macht.

Fiir 2 und 2° hat man nimlich aus den Gleichungen
20, (wt+v)=nA —2A), 2V, (u-+t+o)=—n@A — 1)

nach 1) die beiden Differentialgleichungen

2w+ + B+ 2)0 +ni, =0,

2w+ )V +(m+2)1, +ndy,=0,
aus denen unter der gemachten Annahme folgt, daB
a) die=lo (W Giuguts] v + .. .40,
b) A=p @+ amv* ‘u+t ...0C %)

sein muB. Da nun aber 1’ der Gleichung 2) geniigen muf, so erhdlt man, wenn man
nach a), b) in diesen Ausdriicken links 1, und rechts 1, einsetzt, eine Gleichung, die
fiir alle %, v eine Identitiit sein muf. Durch Vergleichung der Koeffizienten von #™ folgt

c) 2—4—53—;@ = il

Die Multiplikation der simtlichen Gleichungen von A) gibt
d) 2(m~+n)a,=(—1)"-n
oder a=p(— 1)".

Dies ist der mir von Volk gegebene Beweis. Er ist giiltig, wenn auch eines der
2(m—Fk +n fir k=1, ..., m —1 Null ist, bedarf aber noch fiir den Fall
8*
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2m 4+ » =0 einer kleinen Ergéinzung, die ich hier hinzufiige, die ibrigens auf dem-
selben Gedankengange beruht. Ist nimlich 2m + » = 0, so ist @, = 0, und man hat
dann zu setzen

A=a @™ 'va, + um—2? Msiasn v an),

V=" uma, + om—2y2 W . ntia, )

Aus der Vergleichung der beiden Werte von 4 und 1’ folgt jetzt wieder

— B =0a,a,
wihrend durch Multiplikation der letzten m — 1 Gleichungen A) entsteht
f = a(— 1)m.

Hat man iibrigens durch Auflésung der A) iiberhaupt Werte der a; bestimmt, welcher
besonderen Gestalt sie auch sein mdgen, so sind zur Ermittelung der Koordinaten z, y, #
der Minimalkurven der Fliche als Funktionen von u, v die Integrale

. [Z, o f Ashdu 4 ¢,
lz=f2eaute, s—uis

so zu bestimmen, daB

1 Qs 97 aZ ‘9
= — st = Je%igh
2 3w

4
) ov

wird, woraus sich £, und ¢’, als Funktionen von v allein ergeben miissen, wihrend, wie
immer, bei den Integralen 8) u allein variabel ist.

Man erkennt auch leicht, daB fiir den Fall, wo die Koeffizienten a; durch das
Schema vollig (bis auf einen Faktor) bestimmt sind, also keiner der Koeffizienten in A)
gleich Null ist, immer

ot

‘:’L?:()ﬂ ‘s'U:O

ist. Denn es zeigt sich sofort, daf bei den Integrationen und der Vergleichung unter
4) niemals ein von u unabhiingiges Glied entstehen kann (dies ist selbstverstdndlich auch
bei einem allgemeinen Werte von # der Fall). Die als singuldr zu bezeichnenden
Werte von #n zerfallen demnach in zwei Klassen.

Erstens. Ist einer der Koeffizienten in A) gleich Null, so kénnen gleichwohl die
@ bis auf einen Faktor vollig bestimmt sein, dann gilt, wie gezeigt, der Satz (') = + A

Zweitens. HEnthalten aber die Koeffizienten @; noch eine willkiirliche Zahl ¢, die
im folgenden auch durch r bezeichnet wird, so bleibt die Beziehung 1, -+ 4, = 0 selbst-
verstindlich immer erhalten, aber zwischen (1) und i besteht die obige Gleichung nicht
mehr. Das sind dann singulire Werte zweiter Klasse von #. Ein einfaches Beispiel
ist der Fall » 2 =10, wo a, (m — 1) — @, = 0 und alle anderen Koeffizienten bis
auf am = 7 gleich Null sind; fiir spezielle Werte von v kann dann auch noch eine &hn-
liche Beziehung wie (') = + 1 entstehen.

Drittens. Eine dritte Art singulirer Werte von 7, (als Unterfall der zweiten

Klasse) zeigt sich beider Integration von 36 und Z, da hierbei logarithmische Glieder

= A
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entstehen, die bei der Vergleichung 4) sich wieder aufheben miissen. Sie konnen nur
"}

Gan eerien n=—mm—1, —Cm—38)... —1

entsprechen.

Einige Fille mogen gleich hier hervorgehoben werden:

a) Setzt man in Schema A) » =— — m, und ist m eine ungerade Zahl 2p } 1,
so hat man ;
dg —a —a o g
oder A—sm o g
Bs wird daher
2 < z - sm+1
=8+, also —=u — v L =—
2 =& 2 : m - 1

b) Ist aber m eine gerade Zahl 2p, so befindet sich im Schema A) die Gleichung

Cr—28aryr+2k— 2p)ar =
und hieraus folgt

Gy =0y =Gy ... .=y} Gpp1 =0pro...=0dgp =71

oder fiir z —17, | 1
A = s% S Pk pp+k
l=35"2 L7, Y u v Cps v
1

nicht so iibersichtlich ist der Wert von 2', der in jedem einzelnen Falle besonders zu
berechnen ist.

¢c) Firm=2p-+1, n=— 2(p + 1) erhilt man
Li—wmlpttl - iRl
und hieraus durch Entwicklung von u? = (s — v)?, uP+! = (s — v)p+!
e pP+1 : pp+2 (— 1)r p2p+1
2= TG rDen hgEget T @prpaer =0
: 2 Yds gl e Wk o
2l ST s 7 g , = pp
J‘(sl”rl) S +_2p+1 mit dem erte (', g,
d) Fir m =2p, n= — 2(p 1+ 1) wird

A=u? v? (p + 1) — up—Lp2tlp,
M =uPo?(p+ 1) —urtlor—ly
und hieraus folgt

2 (=
=J mern 98 L=0,

. & 2 2p—1 2
Z:f(é?fﬁ) dsstigmn iy 1t —apti- b,
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89

Rationale homogene ganze Funktionen erster bis sechster Ordnung.

Einige durchgefiihrte Beispiele zur Erliuterung des § 8 mégen hier folgen.

A) m = 1. Im allgemeinen Falle wird 1 = (n } 2) u — nv, I =
oder (1) = — 1, und

nw— (n-F2)v

2 a -
9 Yids s lBeigsmit [, =0, ,—0.

Da bei den Integrationen nur die Nenner # -2, n -1 auftreten, sind nur % — — 2,
n= — 1 singuldr. Im ersten Falle wird
z P V2
s 4= — - Lo c—1
2 S S
im zweiten 4 = s, I’ = — s, also
g ¢ 2
s e U Cp = — 2
§?
‘J:: 2 % g e 0j

es entsteht eine Zylinderfliche.

B) m = 2. Im allgemeinen Falle ist

s
Tt - w +2uv — v, V= —wu4 2uv — s w2
@ "
1) Fir n= —4, 1=2uv —v®; ' = — 4? + 2uv erhilt man
2 v (i
g a0 ol
4 7 6 v® 3 vt i
i st —|——S2 — —gé——f—@, Coi— 1;
diese Flichen sind nicht abwickelbar.
2) Ftir n— — 3, 1= W + 6uv — 30, V= —3u®+ 6uv -+ v wird
2
S*——IOgS—i"i‘lLy Cz;:()a
3 o) 4
+ Svs + ﬁé}; . 3—91 =400 e S0u
3) Fir n=—1, 2 =38u + 2uv — %, V' = — u? 4 2uv + 3¢* oder
A=88 —4sv, V= — s2 4 4sv, also

3 >
:—532——4054—4@2, E—

DO| ©

Z:i s* — 8s%v + 88202, (', =0.
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4) Der Fall » = — 2 ist der erste, bei dem in 1 eine weitere Konstante # eintritt.
Es wird A= 4 2uv 4 02 =8 + 7¢?, fir t =1 + =,
A= —8 4+ 72sv — v?)
und daraus folgt
y v
o ey fo = — 2,
if Uk :
A —~ + 2750 — v — — 4037 4 40372, &y —Avia@ )
( o

C) m = 3. Im allgemeinen Falle ist

: n -+ 6 s 7 2 :
A= — s w® + Sulv— 3 e wv? 4 3,

” n 4+ 4
‘ n+ 2 n -+ 6 . 4
V= —ud 38— u?v — 3ur? pEe e ]
: iz n + 4 i W e ) /

Nach der Bemerkung in § 5 ist £, = 0, {’y = 0; es darf vielleicht bemerkt werden,
daB die Verifikation durch direkte Ausfithrung, wie in allen &hnlichen Féllen, schon
recht weitldufig ist.

1) n=—6, 1=238s20—12s50* —10®, 1 = —s*® -+ 95?0 — 15s0? 4 10+°
und hieraus
2 8 3 v® 2 8 S
5 s e
. 2 360 i 02 2000
L= v — s ——;)— e @; ()0:)' e O:} po L=l
8 s s s s
2) m=— —5, 1=8+ 12820 — 7250+ 643 A = — 55+ 60s?v — 120502 | 64 2%,
z 1 6 v 24 v? 64 3
e R s® + st
2’2
4= | - ds— 312~
s
3) n=—4, A=wu?, I = —wtv,
A= sv? — o3 A = s2v — 2s5v? 4 3, woraus
2 v? v3
G et
?)3 '!)4 ’U5 ’UG SR
s e s
4) n = — 3, s A = — s
Z .
5—%—-—?), Cv=_27
3
gl g
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5) me=—1 A=05s — 1250+ 8s0?, A = — %+ 4s?v— 8s,
Eas 3
2 5ig - ; 16 » 5 <
s 080 B Ray - om0, — =100
& (3 (3]
; 25 s° : : 1 ;
g — 6 — 2459y | 565t 0? — 64530 - 825204, ([, = 0;
6) n=—2. A=2u + 3uPv -+ ¢}, ¥ = —ut— t(Buv-+ 2v°).

Bringt man 1 und 4’ auf die Form
h=28 —3s8p 4 10? N =—5+ 3s2v — 7(8s0® — ¢*),

so erhalt man

2z v® B :
9 :*32"‘3”5—“T}_‘+u7/’, Go— 60

und durch analoge Rechnung

; 4 s° e : : 3 v° ;
= — — 3s*v 4+ 3s%0® + 27(s2v® — 3ots) — 1208 + - 7(4 + 81).
&) s
Da fiir w = — 2 die Gleichung 4) allgemein integriert werden kann, so ist dieser ‘

Fall, wie auch schon unter B) Nr. 4 hier nur der Vollstindigkeit wegen ausgefiihrt.

D)y m—4.

1) n=—8 A=4sv — 805222 + 60s2° 350
M= —st 4+ 1650 60 s? v  80sov* — 350

und hieraus
2 Ve, b0 10 3 | 5ot :
L e e ae Y
s ;" 2 ’

, 2) n=—"T. A=3s*+4 24s%v — 288s20? } 640sv® — 384 1%

M= —Ts* + 168s*v — 67252 +? 4 840sv® — 384 %,

2:f57d5’ Cogs

22
z:fér7 o 10002, o000
‘ 3) n=—6. A=23utv? — 2uv®=238s%0® — 8sv® + 5o,
. M =38uv® —2uv=—25%0v + 95202 — 1250® - 5ot
‘ also
| z pee 20 irh
e B e e
4 v* 24 »° 94 7)5_ 2007 B2 4 3 =

B e oo gt

s o 53

=e o a g8 = g 'y = 422




4)

5)

6)

)

1)

3)

N l\'J[ LT

b e S
|

N M|
|

E) m

I

I

N Plw s

Abh. d. math.-naturw. Abt.

=—5+

65

=s* 4 7(450®° —38v*), 1 = —s*— 7(6s70? — 8sv® + 3vY),
2.0° vt :
U — v +T<— 82——{—5) Cp o= —20
ZN: 127 o> -~
f (82) ds + == (1 + 89).

3s* + 8s%v + 485202 — 192s2® | 1280,

= — b5s* — 40s%v + 24050 — 320s0% + 1280%,

8v 24 ¢ 64 v* 32 v*

ZBIOgS i S S §2 g3 g= g4 ? .7):‘07
22
[5ds—61.200t, 2%, = — 1561605,
= 5s* —8s%yv, A = — 8s* | 8s%v,
552 -
v Bus = Sars B — 6w
25is5 : ; :
6 = bsiwz o0 — ().

35s* — 1205 v + 144 s?v* — 64 503,

= — 55t | 24s3v — 48202 + 64508,

3584 40 3 i 2 292 3 ¢ 4 3
5 e Ds’v 4 72s*0® — 6450 | 320, &, = 12803,

fﬁ dss = ah — )

S

Surtv — 40u® 0? + 60u? e — 20w vt + o5,

= — u® 4+ 20u* v — 60 udv® 4+ 40u® 03 — 5u vt

v 10 »? 30 v® 35 vt 14 °

& S i O,‘
s° s® S 52 Lo :

PE ,
_f7d3+u, 2

S°

= 25302 — 102 ¢® + 15s0® — 7 9%,
= — sty 4+ 8s*v? — 2052 0® + 20s0t — T ob,

A bowt s = 0
e s s g
a2 v® ;
J( s eme
uvd, 1 = —wudd?
s — 250t 408 A = — s®0? 4 3s? 0P — Fs0vt 4 0,
US ?/,4 v-’.\
St haat g o
A\2 v .
J‘(gg dS“‘g, $'y = vt
XXXI. Bd. 4. Abh. 9




1)

B — 6.
n = — 10.

Es wird also

>

>

o[ &

ar

A

¥

A

N

SIS

N

)
o
=~
i
®»
o
a

s8 ’
U — v L=—, 'h=0,.
i 6

38 — 55ty 4 1 (bsvt — 3v%),

— 28° + 58'v — z(10s2® — 10s4* + 309,

3 s? 5 ot i3 5ot v°

e eller gt e S e slEna 2= 100
= 51 5w ; T - : s hoE

b 12 - 5 DV S 2534—‘,“ 5 &) & )0

/'J_ 2 8 ,UT | : ; 7 :
:f — 1 ds -+ 10z ; (e e a2y o7 (10: — 6).
s?

= 7w’ — 15u*v 4 16u0? — 2u? ¢® } Syt + 3 v°,
= —3u’ —3u*v 4 2uv? — 6udev® 4 15uet — 7 v°,

7. 320° ; =
== s8]ty = = &,— 20 e

r /12
— ‘ —ds, 'y =0.

ok 57
= 635° — 28s%» - 4805 2 — 384 g2 8 -+ 128 sv?,
= — 78° 4 40s*v — 965302 — 384 52 43 — 128 s v,

63 s° et : - o 256 v°
. —iUse B I0S Y - 1990 L 12850t — 0

5) (3}

/2 e : o — — 256 o,
— ‘ s s a8

L%, 1‘;
= Sutv? — 20wt 0® + 15uf ot — 2405,

— 2u%v + 15u*v® — 20u® 03 4 5u2et. oder
)

=55 — 10s*v® 4 10582 0* — 112545 + 4245,

— 28°0 - 255*0? — 10083 0% 4 175520t — 140505 + 42 98,

v? 20 ¢* 15 v* 14 25 14 8
s® 3 sb Sl o ieR 3s9’

4u® v — 3u? ot

4udv® — 3utv?, oder

4s%0® — 1582 0* + 18505 — 745,
— 35 0% + 165%0® — 3082 0% 4 24505 — 7 v5, also

2,8 Q4 9 4.5 6
v oV A, (7] = 3
SBni : e I e




3) w=—— 6.0 L=285 L 7 (15s2 0 — 2459° L 102°),
A= — s — 7(20s% 0% — 6sv> — 1009,
¢ =P 3 EJcsat
E DU 6v
- :gb.—z_z-{-—z(r — — - Chie—= 0
2 s g : :
2 ) 2 107
g 5 (3) CI{S‘;‘{LOT';’(IOT =3 l), é—/t:‘iol?)b(IOT*—l),
S 7
4) n— — 5. | — st dsrg .k — — 5sta ey
@ s ; ;
s 5o lews ISR [, - 2do)
- 49 s® ; ; : - -
L= —— = 2ps' + 245842 - £ —0,
te]
5) n=—4. 1=2u5— 6udv + S5u*v® + v (2uv® + 09,
M= —2u®—2utv — v (bu?ov* + 6uv® + 205.
Fithrt man z =1 -+ 7z, ein, so wird
A=2s°—6s"v + Hste? 4+ 7 (Bse® — v%),
A = —sb 4 d4s%v — Bsto? — 7, (58%0* — 4sv® 4 v9),

woraus

z 293 V8 8 v° vt
— = —- — 3us? 5028 + — — ol e Ly =0
2 3 =t o S e 52 Sl

und nach etwas lingerer Rechnung
= AN
7 f (32) ds + 207, (z, + 1).

Die hier nicht angefithrten Fillen — — 12, n = — 8, n = — 7, n = — 1 geben
fiir 4, A’ groBe Zahlenkoeffizienten.

Die in A)—¥) enthaltenen ziemlich miihseligen Angaben haben aber eine weit
allgemeinere Bedeutung, weil sie den Weg zeigen, um alle rationalen Funktionen

m-** Ordnung in derselben Art auf bestimmte Weise anzuordnen.

Bekanntlich kann man die Gleichung

Ao (0 +0) + ad, + 61, =0

mit den Konstanten @, b durch hypergeometrische Funktionen partikulir lésen. Man
kann daher auch die Fille angeben, in denen sich diese auf rationale Ausdriicke reduzieren.
Dieses an sich nicht sehr iibersichtliche Verfahren ist aber nicht bequem, wenn es sich
um die Gleichungen der Minimalkurven in x, ¥, ¢ handelt, die fiir die vorstehenden Fille
vollstéindig angegeben sind durch die Werte der 2 und Z, aus denen die der =z, y, ¢
unmittelbar folgen.

KEine ganze rationale Funktion me-** Ordnung (vom Fall m = 0 kann man absehen)
besteht aus m -+ 1 homogenen Teilen, von denen jeder ,im allgemeinen® eine Konstante
enthilt. Man bekommt so eine vollstindige Aufzéihlung der Ausdriicke fiir 2 und 1, bei
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der sich besonders der Satz (1) = £ 4 als niitzlich erweist.
homogenen Teile eine willkiirliche Konstante ¢ oder = vor, so lassen sich durch Inte-
gration noch allgemeinere Ausdriicke erhalten, ganz abgesehen davon, daf dies Verfahren

auch fiir die schon m vorhandenen Konstanten anwendbar ist.
Ein einfaches Beispiel gibt der Fall m = 2, n = — 2 in B), 4.

Kommt aber in einem der

Es war dann

=28 + 1 1 =—35—17(2sv—v?.

Die allgemeineren Losungen sind

szszfq7(r)clt == 'L’gj)T(p(T)(ZT,

i f p@)dr — (2sv — o?) f T@(r) dr.
Setzt man
Lide o dy. L ido,
s A ar
‘ so erhilt man
A= +y; V=—s5¢ —Ruvs— 1)y

verschiedener

und dasselbe Verfahren 1466 sich nach den Angaben unter A)—F) in

‘Weise anwenden.




