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znischeu dem.Bildiingsgesetzc eines Ketteiibruches

der An des Forlgangs seiner Näherungsbrflclie.

Ii;' ni'.!TI/ll(>'( 'i;'!!*! ti.,
.„J

Von

Ludwig Seidel.

Süildeni durch den Vorgang grosser deutscher und Iranzösischer

Meister die Nothweiidigkeit zur Geltung gebracht worden ist; für solche

mathematische Ausdrücke, welche ihren VVerlh unter der Form

deSiiyneadlichen verschleiern, die Existenz einer Grenze nachzuweisen,

bevor man sich erlaubt, sie in die Rechnung einzuführen, haben die

zu solchem Ende aufgestellten Arbeiten jener Männer nicht allein den

höhern Disciplinen der Jlathematik die Präcision und Klarheit gegeben,

welche der Wissenschaft würdig ist, sondern zugleich dieselbe mit einem

neuen Felde von Betrachtungen bercieherl, welches für sich selbst das

Interesse ebensosehr anregt als irgend ein anderes. Selbst einem ge-

wissen, ich möchte sagen, fremdartigen Charakter, welchen Untersuchun-

iren dieser Art für den Neuling an sich tragen, und welcher vielleicht

die Hauptursache ihrer langen Vernachlässigung gewesen ist, hat der

Genius der Meister eine eigentliüinliclie Schönheit abzugewinnen ge-

wiissl, welche nun auch manchen Andern zu dem iMwas gewagten Un-
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ternehmen anreizt, in irgend einem weniger durchforschlen Theile des

neuen Gebietes eine Nachlese für sich zu suchen. So habe ich in

meiner im Frühjahr 1846 gedruckten Habilitationsschrift*) die Unter-

suchung des Verhaltens einer besondern Klasse von Kettenbrüchen mir

zum Ziel gesetzt, derjenigen nämlich, welche von gewisser Stelle an

nur positive Partial-Zähler und -Nenner haben. Ueber diese ergab sich

dabei ein Satz, welcher sich am einfachsten so in Worte fassen lässt

:

„Man bringe durch Multiplication seiner Zahler und Nenner mit den

geeigneten Factoren den zu untersuchenden Bruch in diejenige Gestalt, in

welcher alle seine Zähler -|- 1 werden, und bilde aus den dadurch erhalte-

nen Theilnennern durch Addition eine Reihe : wenn diese convergirt, so

divergirt der Bruch, und wenn sie divergirt, so convergirt er." Auf den-

selben Satz ist etwas später Stern in Göttingen in einer vom October

1847 datirten und Ende 1848 im 38. Band von Crelle's Journal (Nr. 12(

erschienenen Abhandlung**) gelangt; auch er hat seine Betrachtung

auf die bezeichnete einfachste Classe von Kettenbrüchen eingeschränkt,

und es ist mir nicht bekannt, dass seitdem etwas weiteres in ähnlicher

Richtung geleistet worden wäre. Eine allgemeine Untersuchung dieser

Brüche stösst nämlich auf die Schwierigkeit, dass man im Voraus nicht

einmal eine allgemeine Kenntniss von dem Gange der Näherungsbrüche

hat, von welchen man entscheiden soll, ob sie sich zuletzt einer be-

stimmten Grenze anschliessen. Ist eine Reihe vorgelegt, deren Conver-

genz beurtheilt werden soll^ so sieht man schon aus den blosen Vor-

zeichen ihrer Glieder, ob die Summen von immer wachsenden Anzahlen

derselben zuletzt beständig zu- oder abnehmen oder schwanken, und die

Unterscheidung dieser Fälle gewährt eine wesentliche Erleichterung.

Ganz ähnlich ist das Verhalten continuirlicher Producte: in den meisten

*) „Untersuchungen über die Convergenz und Divergenz dor Kettenbrüche.''

München 1846.

**) ,,Ueber die Kennzeiclien der Convergenz cioes KcUenbruchs." '*'<
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Fällen sichl man ganz unmittelbar, ob zuletzt die Facloicn, aus welchen

sich dieselben zusammen setzen, grösser oder kleiner als Eins sind, und

welchen Gang in Folge dessen die Producte einer wachsenden Factoren-

zahl zuletzt nehmen. Dagegen hängt das Verhalten eines Kettenbruchs

bei gleicher Einfachheit der Grössen, aus welchen er sich zusammen-

setzt, von ungleich complicirtcren Umständen ab: hat man nicht einen

solchen der vorhin bezeichneten ailereinfachsten Classe vor sich, so

muss man sich erst nach besondern Kriterien umsehen, um auch nur

einigermassen beurtheilen zu können, in welcher Weise seine Näherungs-

brüchc zuletzt fortschreiten. Einiges was hicmit zusammenhängt , soll

in dem Folgenden mitgetheill werden: weil es aber in dem allgemeinen

Falle kaum möglich scheint, etwas weiter vorzudringen, so werden den

hauptsächlichsten Gegenstand der vorliegenden Arbeit hernach solche

Hrüche ausmachen, die bei negativen Partialzähleni positive Partialnenner

haben : diese bilden gewisscrmassen die Normalklasse, denn Reihen von

Grössen , die zuletzt immer in Einem Sinne fortschreiten , führen auf

solche Brüche , doch sind auch gewisse andere Reihen durch Brüche

derselben Art repräsentirt.

1.

Es sei angenommen, der vorgelegte Kettenbruch sei folgender:

a.
bo +

^' + ^ +-

am

b„, + -r

1
fln
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(wobei m < n) ' '
"^

das von b„, bis bn (beide iiictusive) reichende Stuck desselben sei be-

zeichnet mit V

1

)

v„,.„ n: bm + {—
bm + l +

b„

bei welclier Bezeichnung' ich mir erlauben werde, den ersten Index (m)

alsdann wegzulassen, wenn derselbe — o ist, so dass der ganze Bruch

nach Belieben mit v„, „ oder blos v„ bezeichnet werde. Verwandelt man

den Keltenbruch Vm,„ nach dem gewöhnlichen Algorithmus, also ohne

Einführung unnöthiger Factoren, in einen ihm gleichen gemeinen Brucii,

so möge der Zähler des letzteren mit Zm, „, sein Nenner mit N„,,„ be-

/.^ichnet. sein, , so dass

wobei die Grössen Z und N sich recurrircnd berechnen aus den Gleich-

ungen

\ Zni.n + l ^ bn+1 Zni, „ -\- an x i Zm.ii-l

•^
' N„,,n + . = b„x, Nn,. „ + a„+, Nm.n-,

mll HillV von vier Anfangswerthen

l Zm.ni —
I

IZI 1 J
Zm.iu I^ bni

^^ I Nin.m-, — ; N»..". = 1

\\übei übrigens auch allgemein ist:

O) INm. n ^ni-i-l , ti

•i

Bei den Z und N werde ich ebenso wie bei v nur den zweiten

Index schreiben, wenn der erste =z o ist:

Zn ^^^ Zo. II j i^n ^o, ri
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Als Fül^e der (ilcichungen 3) ergibt sicli die bekaniile Ktlaliü»,,

und aus dieser wieder, specieil für den Fall m ^=. o, die nachslehendeii

a, a, a, . . Rn+i
7) V,,., — v„ = (— 1) N„ N„+,

lind

a,a^ a,a, aj »a, a, ..a„T.I 12 il''3
1)

N„ N„4-,

Durch die letztere Gleichung wird der Kettenbruch verwandelt in

eine Reihe, welche man ihm äquivulent nennen kann, in so ferne nicht nur

die Summe der ganzen Reihe dem Werlhe des vollständigen Bruches

irloirh ist, sondern auch die Summen von einem, 2, 3, 4 u. s. w. Glie-

dern der Reihe alle conseculiven Näherungsbrüche Vq, v,, v^, Vj, . . .

wiedergeben. Weil Indessen das allgemeine Glied der Reihe nur in

Ausnahmsfällen explicite hergestellt werden kann, so ist damit die Un-

tersuchung des Bruches im Allgemeinen keineswegs auf die Theorie der

Reihen zurückgeführt.

Ist irgend ein Kettenbruch vorgelegt, so bieten sich hauptsächlich

zweierlei Methoden zu seiner Umgestaltung in einer andern dar. Die

erste derselben lässt nicht nur den Werth des ganzen Bruches, sondern

auch alle seine einzelnen Näherungsbrüche unverändert: sie besteht näm-

lich einfach in der Multiplication der einzelnen Zähler und Nenner mit

willkührlichenFactorcn A, die nur nicht Null und nicht Unendlich sein dürfen:

91 v„ = b„ + hAi^
A.b.+ AlA^Ya

a

A,b, + .

Aq ba
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Bezeichnet man momentan mit 3 «nd 9i die Zähler und Nenner der Nä-

herungsbrüche des so umgestalteten Kettenbruchs, so hat man dabei

Q*-V I
3r = A, A.

. . . Ar 2r

^ ^ 1% — A,A^ . . . A. K
woraus sich, um dies im Vorbeigehen zu bemerlven, auch ergibt, dass

in der Form 9) Jeder Ketlenbruch enthalten ist, der mit dem ursprüng-

lich vorgelegten dieselbe Reihe von Näherungsbrücheii hat, oder ihm

äquivalent ist.

Das Factorensystem A^, Aj . . A„ kann benutzt werden, um, der

\oilen Allgemeinheit unbeschadet, das Willliührliche in der Form eines

Ketlenbruches zu beseitigen, indem man jeden auf eine beliebig ge-

wählte Normalform reducirt. Man könnte den Gedanken haben, zu die-

ser Form eine derjenigen besondern Gestalten zu wählen, aus welcher

der Bruch sich in eine vollständig angebbare Reihe verwandeln lässt,

(welches am einfachsten dann geschieht, wenn die N^, N, , Nj . . .

in Gl. 8. sämmtlich t=. 1 gemacht werden); ein solcher Versuch wird

indess durch den Umstand vereitelt, dass die Bestimmung der A gemäss

der angedeuteten Bedingung zwar immer möglich ist, aber diese Fac-

loren sich dabei selbst nur durch Kettenbrüche immer zunehmender Glie-

derzahl ergeben, so dass man sich nur in einem Cirkel bewegen und

aus dem Gebiete, in welchem man sich einmal befindet, nicht hinaus-

kommen würde. Blan kann daher keine passendere V\'^ahl der Factoren

A treffen, als diejenige, durch welche die Zähler des Bruches in 9)

sämmtlich auf Eins gebracht werden: die negalice Einheit empfiehlt sich

dabei vor der positiven durch verschiedene Rücksichten, von welchen

die Betrachtung, dass mit a •.=
-f- 1, nicht wie mit a := — 1 die alter-

nirenden Zeichen der Reihe 8) in gleiche Zeichen übergehen, die zu-

nächst sich darbietende, aber nicht die erheblichste ist*). Die Be-

*i Wichtiger ist sciion die Bemerkung, dass, wenn alle Partialzahler auf ne-
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slinimung: der A, durch w eiche alle Zahler des iimec formten Bruches 9J

ZU -- 1 werden, ist enthalten in den Gleichungen:

,m *
— ja. a^. aar -o

. _ ^,83 ..aj,.!
10) A,,

. --a,a3a,...a.,.-, '
^^' -+ a,a,...a.,

,.,

welche immer brauchbare Werthc geben, da die Ausnahmsfälle, wo eines

der a mit endlichem Index oder unendlich wäre, ohnehin keine

Untersuchug erheischen. Mnn kann daher, ohne von der Allgemeinheit

etwas aufzuopfern, annehmen, dass alle Theilzähler des vorgelegten Ket-

tenbruches auf den Werth — 1 gebracht seien ; diese Gestalt des

Bruches werde ich im Folgenden zur Abkürzung seine reducirte Form

nennen.
,

. . .^ , , , ,
>' .,-

i'Kliofl (>"l>i')(l nsb Riif «Hii'iVv

Eine zweite Art von Transformation eines gegebenen Kettenbruches

V besteht in der Ableitung eines andern V, dessen einzelne Näherungs-

brüche Vß, V,, V2 . . . nicht wie bei der ersten Art «//f« Näherungs-

brüchen Vo, V,, Vj . . . des ursprünglichen der Reihe nach gleich

sind , sondern nur bestimmte ausgewählte unter denselben wiedergeben,

so dass z. B. sei V,, — Vm, V, =- v,,^ \ ^ =: v,, V3 = Vr, etc., wo

111 <] p <^ q <^ r <^ . . . Einen Bruch V, welcher in solchem

Zusammenhange mit v steht, kann man einen aus dem letzlern coiitr'a-

Airife/i" nennen; es ist leicht Formeln abzuleiten, welche zur Ausführung

solcher Zusammenzieliung dienen. Weil nämlich allgemein der Bruch

Vk.k übergeht in den vollsländigeh vi.,x (dessen Näherungsbruch er ist)

galive VVrrllii; gchraelit sind, ein positives Increment. an irgend einem der

Parliainenner angebracht, immer auch eine positive Aenderung des Bruches

selbst erzeugt, so lange er nur bei der Variation des Nenners nicht durch

das unendliche gelil. Man hat nämlich immer die leicht zu erweisende

DifTerenlialgleichung .
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wenn man an die Stelle von bt treten lasst bt + , so hat man

lbi.-(- ^^—

—

I Zi,,k-i + ai<Zh,k-2 Zh,k+Zi,> -VtH.ao -'

ak-i-i

i|i,k-l

_^ ,

Vkt I -x

>'"-;Hhu7, •(b'4-Ll^!!^)N..k-i+akN..k-. ~NKk+NM-,~^~

— -Vb.k-p -— -
, j^-y (roai(l'jiTrr,i ,.iv,;.i,!;i

.

^^^
ak + ' + Vk+i.»t lüvYr ii,h ;iif,

INb. k

Setzt man hier nach und nach für h und k zusammengehörige

Werthe aus den beiden Reihen

ffir'h für k

m

m+1 P

P+I q

q + 1 r

etc. etc.

und wendet jede folgende Gleichung dieser Art auf den Ausdruck zur

Rechten in der vorhergehenden an, so wird dadurch der gegebene

Bruch in einen solchen transformirt, in welchem an die Stelle von

jijpj , b, , bj , b3 . . . die Grössen treten:

It) v„,,

o,m
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wiihreiid sjleiclizeiti^f dio' a, ,.aj
,
a^ . . duicli folgende Ausdrücke

oiseUt weiden: ; h
'

(— 1)"' Uj Uj aj . . . »m + i .ivNw,m;; ,. _ir/ni>M -jih ni

(— 1)1'-"'-
1 a,„ + 2 a,„+3 . . Up + i : N',„ + ,,|,

(— 1)1-1'-' a|,+, 8,, + , . . . a,+ , : N',,+ ,.,

elc.
vjb i;»t)fjiU) 'iljiiüyluliubiii.iiolui. !'jr/>.

i
.jIIh'/ titn'MiAij r. jit-. inin iiiio«

M .!'i!iifH'j / n\ I" i'i.1 Ire i'i)>,Ti

Die itiifcinanderrolgenden Nälicrungsbriiche V,, , V, , \ ., , \\ , . ..

dieses neuen Biiiclies werden alsdann , wie gel'ordcil , den Gleichnnjren

ijenügen:

Vft =: v„, , V, =: V,, , Vj = v, , V^ ^ y, elc.

'b Sfimi'

In jedem bcsondern Falle der Anwendung sind für die in

11) rechts noch vorkomnicndein Grössen N und v ihre Werthe, ausge-

drückt durch die a und b, zu setzen, was keine Schwierigkeit hat, da

diese Grössen nur mit e\f\ei beschränkten Apzfihl von Gliedern zu bilden

sind. Uebrigens geben die Ausdcüeke 1 1) nur Einen von den unendlich vie-

len continuirlichen Brüchen, welche die gestellten Bedingungen erfüllen;

üni den allgemeinsten Ausdruck eines solchen Bruches zu' erhalten,

inüsste man noch, nach Analogie der Gl. 9) den einzelnen Theilzälilern

und Nennern beliebige Facloren A beifügen. ^ „i nib , jü

Wenn es sich um Convergenzuntcrsuchungen handelt, so darf (im

Gegensalz gegen die erste Art der Umformung) die Zusammenziehun^

eines Kettenbruches in einen andern offenbar nur mit gewissen Cautelen

angewandt werden, denn da zur Convergenz erforderlich ist, dass zu-

letzt alle Näberungsbrüche sich einer bestimmten Grenze nähern, der eon-

trahirte Bruch aber nur mehr eine Auswahl der Näherungsbrüche in sieb

schliesst, so ist es sehr möglich, dass dieser convergirt, während der

ursprüngliche divcrgirte; ganz ebenso wie etwa die divergirende

Reihe. ,,,..j

71*
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2 3+4 5 + 6
'"

7 + •

in die convergirende übergehen würde,

_ — _ -L _ J- _
2.3 4.5 6.7

wenn man sich erlauben wollte, je zwei aufeinanderfolgende Glieder der

erstem zu Einem zu vereinigen.

In vielen Fällen wird die Untersuchung des Verhaltens eines Ket-

tenbruche^ bequemer, wenn man zu ihrem Gegenstande zunächst nicht

den ganzen vorgelegten Bruch macht, sondern seine Ergänzung, von

irgend einer beliebigen Stelle an. Bezeichnet man die Ergänzung,

welche zu bn in dem Bruche v„, m hinzugefügt aus diesem den vollstän-

digen Bruch v„,x macht, mit Em + i, so dass Em+ 1 gleichbedeutend

am+

1

ist mit
, so findet zwischen Vo,m, v», » und Em+i eine sehr

Vm+ I ,X

einfache Beziehung statt, welche in derselben Gleichung ausgesprochen

ist, die in §. 1 zur Ableitung der Transformationsformel 11) gedient

hat. Wenn man nämlich in dieser Gleichung anstatt h . . o, anstatt

k . . m und anstatt vi+i.oo • . . "F"— schreibt, so erhält man so-
Üm+l

gleich

:

Em+l
12) v„,„ -=v„, „(-!)- a,a,a3

. . .
»-n^^N^ N-i^TE;::;;)

welche Gleichung natürlich auch richtig ist, wenn E selbst nicht in's

Unendliche fortläuft, sondern irgendwo abbricht, wo dann unter v„,ar

ebenfalls der abbrechende Bruch zu verstehen ist, welcher mit E gleiches

Ende hat. Denkt man sich, dass E auf irgend eine Weise verändert
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werde um aE '(etwa in Folge einer Verlängerung die man ilim selbst

an seinem Schlüsse hinzufügt) so wird der eben bezeiehnele Bruch eine

correspondirende Aendcrung Av annehmen, welche sich aus Gl. 12) in

folgender Art ergibt:

aE
13)av=(— !)" a, a,a,..a„

(N™+Nm- 1 E,„+
, ) CNm+ N„., E„,+, +N,n., AE)

In Bezug auf die Convergenz oder Divergenz kann E ein dreifaches

Verhalten zeigen : t) es kann bei wachsender Gliederzahl sich einem

bestimmten Wcrthe nähern: alsdann wird nach Gl. 12) auch der mit

früheren Gliedern a und b anfangende und ebensoweit als E fortlau-

fende Bruch v„, cy, dasselbe thun, so ferne nicht zufällig der Grenzwerth

von E rz — ^^ isl, in welchem Ausnahmsfall v zuletzt Werthe an-

nimmt, welche ausserhalb aller endlichen Schranken fallen; — 2) es

kann E selbst zuletzt unendlich werden; alsdann wird v»,» offenbar

zuletzt denGrenzwerth annehmen zz Vo.oij , also convergent sein mit Aus-

nahme des besondern Falls Nm-( ^0; — endlich kann 3) E bei immer

wachsender Gliederzahl zuletzt regellos hin und her schwanken ; -^ alsdann

wird v sich ebenso verhalten.

Es treten sich also zwei Hauptfälle gegenüber:

«) Convergenz oder auch Divergenz gegen + sc

ß) oscillirende Divergenz (Fall 3.)

von der Geltung, dass jederzeit der ganze Bruch v sich in demselben dieser

beiden Fälle befindet, wie seine von irgend einer Stelle an genommene

Ergänzung E; hat man bei der letzteren den Hauptfall a, so ist eine

sehr grosse Wahrscheinlichkeit für die Conteigeiiz des ganzen Bruchs

vorhanden, indem die Divergenz nur Folge der Erfüllung ganz spcciellcr

Gleichungen sein kann. Die Divergenz gegen + sc erscheint daher bei
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Kettenbrüchen (anders als bei Reihen) da wo sie vorkommt als etwas

Zufällig'es: sie macht sofort der Converg-enz Platz, w«nn' ein Einziges

der a oder b verändert, oder wenn dem Bruche an seinem Anfang eini

Glied beigefügt oder weggenommen wird. In den meisten Fällen wird

es, wenn einmal constatirt ist, dass man sich im Hauptfalle « befindet^

nicht scliwer sein nachzuweisen, dass die Bedingungen der Divergenz

gegen + ao nicht zutreffen.

«Olä'jfcli'j'ii) li:o y tii!., ijfi -^iirji

In Folge-, des' Umstandes, dass die Kettenbruchform dieser Art der

Divergenz nicht günstig ist, können bei solchen Brüchen auffallende

Discontinnitäten zum Vorschein kommen. Verwandelt ,
man z. ß. die

X X2 X» X*

T "n".;-gri:+ 3 ~ j + • •

iju pinen ihr äquivalenten Bruch (etw a nach Gl. 8), indem man der Ein-

fachheil wegen alle N := 1 macht,) so erhält .man ,,^^^

- X
, ,.,

1 + ix
2 X

^-i^ + -^ ry
1 f X -(- .: ÜKltl'JY «Igll'Xi

1 — I x^+

iTHü oab» Aoii if'toil «s3

H rjbo
~

'

Nun ist die Reihe =: log. (1 -j- x)^j'V6' 'lange x* < 1 ist, den

Fall X := -f" 1 eingeschlossen; wird hingegen x ^ 1 ,
so divergirl

die Reihe gegen ao, indem nämlich, wenn dabei X negativ ist (den Fall

—
'1 eingeschlossen) der beständig negative Zahlenwerth ihrer Summe ohne

Ende wächst, während, wenn x positiv und ^ 1 ist, zuletzt die Sum-

men von ungeraden Anzahlen ihrer Glieder über jede positive Grösse

hinaus ' fortwährend steigen, während die Summen von geraden Glieder-
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Anzahlen unter jede negative Grösse herab sinken. Identisch den--

selben Gang haben in allen Fällen die NäherungslHüohc des Ketten^

bruches, welcher der Reihe gleichgeltend ist; die Divergenz gegen un-

endliche VVerthe, welche demnach auch hier auftreten inuss, wenn

X- > I ist, kann aber nur dadurch hervorgebracht werden, dass der

Bruch

ll < V

4 X + *
"

i X -f

li

iTibll'JUl JJr: lll 1

t^
1 - ^ X +

gegen die cönstante Grenze — l convergirt, wenn x rr — 1 oder

X' > I ist, während derselbe Bruch nach der variablen Grenze

X
. ft _L )

— 1 convergirt, so oft x- < 1 ist, den Fall x == + •

eingeschlossen. Bei dem Uebergange von x ^ -|- 1 auf Werthe, die

um beliebig wenig grösser sind, findet in dem Gange der Function, die

jdijfiph den immer convergii;enden Bruch ausgedrückt ist, ein plötzlicher

Sprung von dem BetMge p^^—^ Statt. Sollen bei Reihen ähnliche Er-

scheinungen zu Tage kommen, so müssen bekanntlich die einzelnen

Glieder derselben ungleich complicirtere Functionen von x sein, als hier

die Partialzähler und Nenner sind, aus welchen der Bruch constituirt ist.

Uebrigens versteht es sich, dass hier, ähnlich wie bei den Reihen, die

Disconlinuitäl nur dadurch möglich wird, dass in der unmittelbaren Nacli-

barschaft des Werthes x ^ 1 VVerthe von x angebbar sein müssen,

für welche der Index m, bis zu welchem man bei der Berechnung des

Bruches fortgeschritten sein muss, um seinem Grenzwertli bis auf hoch-
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slens die kleine aber bcslinimle Grösse q nahe gekommen zu sein, grösser

ist, als eine beliebig grosse Zahl M*). wf mit,' .v-iUfnr

3.

Wenn eine beliebige Reihe von reellen Grössen Vq, \^, \^, .if^H

gegeben ist, so kann man vermittelst Gl. 7) sofort einen Kettenbruch

aufstellen, welcher diese v zu Näherungsbrüchen hat. Man hat dabei

noch eine Willkühr, vermöge deren man etwa die a wählen, sie z. B.

= — 1 setzen kann; die Gleichung 7) ergibt dann der Reihe nach

die VVerthe der N, mit Hilfe deren man aus der 2ten Gl. in 3) die b

findet. Zwischen den Vorzeichen der b und zwischen dem steigenden

oder sinkenden Gange der v findet dabei ein sehr einfacher Zusammen-

hang statt, welcher ausgesprochen ist in der aus 3) und 7) hervor-

gehenden Gleichung:

»+« Hl a^ 83 ..an+' i ) 1 ^ I

14) b„+, =(-1) N„ N„ ,H>^,/v„., -v.T7„^vr^i
(/-t-lj.THOl

Am elegantesten stellt sich diese Relation dar, wenn alle a:z:— 1

angenommen werden, also wenn der Kettenbruch in reducirter Form

verlangt wird; für diesen Fall lässt sich in Worten die folgende Regel

aufstellen: Um das Vorzeichen von b„+i zu bestimmen, nehme man von

den beiden Intervallen v„-i . . . v„ und Vn ... Vn + i das kleinere: ist

dieses sinkend, so ist bn+i positiv, ist es aber steigend, negativ.

bß =: Vq ist die einzige dieser Grössen, auf welche die Regel nicht

passt; auf b, kann sie ausgedehnt werden, wenn man das Intervall

«liV • '•' • "^d' als unendlich gross ansieht. (_^i c??'^ ^ tt).

h:ui; h1'^ "iliiil 1 . -lü'i

^ , *), Vergl. meine „Note über eine Eigenschaft der Reihen, welche discontinuir-

liche Functionen darstellen," Bd. V. Abth. ü. dieser Denkschriften.
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Wenn man sich alle mög-lichcn KellpnlJriiclic' erst' iii' Sie reducirte

Form gfbrniht dciikl, und hieiaul' in Classen in der Weise abgefhcilt,

dassbci allen Brüchen derselben Classe die Aufeinanderfolge der Zeichen der

Partialncnner b dieselbe sei, so erweist sich jetzt unmittelbar, dass es

keine privilcgirte Classe gibt, welciie cnl\veder nur con\ergirende oder

nur divcrgirende Brüche in sich schlösse. Denn man kann sogleich

nach Belieben convergirende oder divcrgirende Brüche aufstellen, welche

in irgend eine vorgeschriebene Classe gehören. Um das Erslerc zu

Ihun, denke man sich irgend eine convergirende Reihe

t». + ?2 + Ps + • • •

deren Glieder sämmliich positiv sein und beständig abnehmen mögen;

s»l > ?2 > Cs > • • >
wähle hierauf eine Grösse Vq, die dasselbe Vorzeichen hat^ welches b^

haben soll, und bilde v, , v, , Vj . . . indem mau setze

Vq — V, rz + 5)j je nachdem b, -(- sein soll

V, — Vo ^ + Q.^ je nachdem bj + sein soll

Vj — Vj rz + pj je nachdem bj + sein soll

etc.

Die auf solche Weise berechneten v werden Naherungsbrüche eines

Kcltenbrnches sein, dessen b, zufolge der obigen Regel, wirklich die

vorgeschriebenen Zeichen erhalten; zugleich wird dieser Bruch sicher-

lich convergiren, denn es ist für ilm

\ ± «?1 ± Pi ± ?3 ± • • • ± ?">X Vi

welche Reihe, ins Unendliche fortgesetzt, selbst dann convergirl, wenn

alle ihre Glieder gleiches Zeichen haben.

Auf ganz ähnliche Weise wird das Vorhandensein divergirender

Brüche in jeder Ciasso bewiesen, indem man statt der o sich eine

Reihe positiver Grössen a denkt, von der Art, dass

«^i > «^2 > <^3 > • > s

Kh\\. d, II. CL d. k. ,\ki\d. d. Wiss Vll Bd. 111. .\bth. 73
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wo s eine positive von Null verschiedene Grösse vorstellt, so dass die

Reihe

laj
± ff. ± '^2 ± «3 ±

in allen Fällen divergent sein muss.

Man könnte geneigt sein, statt solcher Grössen a
,

hier eine Reihe

Von Grössen t zu Grunde zu legen, von der Art, dass

< T, < Tj < Tj < . . . .

Wenn der Versuch gelänge, in allen Fällen die Unterschiede der

consecutiven v der Grösse nach solchen t gleich zu machen, und da-

bei ihre Vorzeichen so zu bestimmen, wie es der Regel über die Zeichen

angemessen ist, so wäre damit bewiesen, dass es in jeder Classe von

Ketlenbrüchen nicht nur überhaupt divergirende gäbe, sondern sogar solche, bei

welchen die Untcrschiedp der Näherungsbrüche immer grösser werden.

Der Umstand, an welchem dieser Versuch in der That scheitert, führt

auf eine nicht uninteressante Bemerkung. Damit nämlich nach der obi-

gen Regel bei immer wachsenden Intervallen der v die im Voraus be-

stimmten Zeichen der b sich richtig ergeben, niüsste man hier machen:

Vq — V, =3 + T, je nachdem bj + sein soll

v^ — V, rr + Tj je nachdem b^ + sein soll

\^ — v, := + T, je nachdem h^ + sein soll

Vj — Vj m + Tj je nachdem b^ + sein soll

etc.
'*"'

Es treten also für das Vorzeichen von v^ — Vj zwei Bedingungen

auf, welche einander widersprechen, im Falle für b, und b^ verschie-

dene Zeichen vorgeschrieben sind. Bfan könnte die doppelte Bestimmung

des Zeichens auf das nächstfolgende Intervall wälzen, und dabei doch

zuletzt stets wachsende Unterschiede behalten, wenn man die immer po-

sitiven T eine Reihe dieser Art bilden Hesse:

T, > T., < Tj < T^ < . . .

^f nifiA lii.bd.Ui mH u .,.*A .i U .U .11 .1» .li I.
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wird aber hier auf dasselbe Ilinderniss stosscn, wenn auch b_, und bj

verschiedene Zeichen haben. Es bleibt nun wieder die Zuflucht zum

nächsten Intervall, und von diesem zum nachfolgenden, und so ferner:

kurz, wenn br und br+i das erste Paar conseculiver b sind, welche

gleiches Zeichen erhallen sollen (das Paar bo,b, ausgeschlossen), so

denke man sich die positiven Grössen z so angeordnet, dass

T, > T 2 > ^3 > • • > ^r < ^r+> < 7,4^1 < . . .

ist, und mache, nachdem für Vg eine Grösse von dem Vorzeichen von

bfl gewählt worden ist:

Vq — Vi r= + T, je nachdem b, + sein soll

^1 ^2 — i '^2 » » bj + „ „

^2 ^3 i '^3 » J!
bj + „ „

Vr-. — \r := ± tr „ „ br ± „ „

Vr-I — Vr = ± T, „ „ brl,+ „ „

Vr Vr4.,=: + rr+, „ „ br4-l+ „ „

Vrrl Vrl>=: + Tr+s„ „ br +s+ „ „

CS werden dann v„,v,,V2 . . . Näherungsbrüche eines Kettenbruches

der geforderten Classe, welcher nicht bloss divergirt, sondern zuletzt fort-

während (und wenn man will über alle Grenzen) wachsende Unter-

schiede der v gibt. Nur in dem Einen Fall kann ein solcher Bruch

nicht gebildet werden, wenn in der Reihe der Grössen b, , b, , bj . . .

nirgends zwei auf einander folgende von gleichem Vorzeichen sich be-

finden, d. h. wenn ein Bruch verlangt wäre, bei welchem, wenn er in

die reducirte Gestalt gebracht ist, die Zeichen der Theilnenner beständig

alterniren. Es ist dabei wesentlich einerlei, ob der erste von ihnen (b,)

positiv oder negativ sein soll, denn nach Gl. 9) kann der eine Fall

auf den andern zurückgeführt werden , indem man alle A := — 1 setzt

und die Gleichung mit — 1 multiplicirt. Auch sieht man , dass die

Brüche dieser ausgezeichneten Classe (nöthigcnfalls nachdem sie mit

— 1 multiplicirt worden sind) dieselben sind, welche sich, wenn man

73*
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die reducirte Form vcrlasst, mit lauter positiven Partial -Zählern und

Nennern schreiben lassen, denn macht mau in 9) die A abwechselnd

=:: — 1 und := -(- 1, so werden, wenn zuvor alle a negativ waren

und die b allernirende Zeichen hatten, jetzt alle Zeichen positiv wer-

den. Die bekannte Eigenschaft dieser am häufigsten betrachteten Classe

von Kelfenbrüchen, wornach zwar auch in ihr Divergenz möglich ist,

aber doch die stärkste Art derselben, nämlich zuletzt beständiges Wach-

sen der Unterschiede der Näherungsbrüche nicht vorkommen kann, —
bildet demnach eine Auszeichnung, welche dieser Classe allein vor allen

übrigen zukommt.

Nach dieser begünstigten Categorie, für welche die Untersuchung

der Convergenz oder Divergenz allgemein auf diejenige von Reihen zu-

rückgeführt ist, haben den nächsten Anspruch auf unsere Betrachtung

die Kettenbrüche, welche in ihrer reducirten Gestalt entweder nur po-

sitive oder nur negative Theilnenner haben. Ich werde annehmen, sie

seien positiv: der entgegengesetzte Fall kann auf diesen zurückgeführt

werden nach Gl. 9), indem man alle A rr — 1 setzt und den ganzen

Bruch mit — 1 multiplicirt. Nach dem Gesetze, welches bei Brüchen

von redncirter Form für die Zeichen der b gilt, ist es leicht anzugeben,

welchen Gang die Näherungsbrüche eines solchen Kettenbriiches mög-

licher Weise haben können (s. Gl. 14): die Norm bildet ein regel-

mässiges Sinken , dasselbe kann aber an beliebigen Stellen durch ein

Steigen unterbrochen sein, mit der Beschränkung, dass nie zwei stei-

gende Intervalle auf einander folgen dürfen (v„-i — v„ und v„— v„ + ,

nicht gleichzeitig negativ), und dass, wo ein solches vorkommt, das-

selbe grösser sein muss, als jedes der beiden sinkenden, zwischen wel-

chen es sich befindet*). Reihen mit nur negativen Gliedern sind also

Uli!

II
*) Die Worte „sinkend" und „steigend" wären mit einander zu vertauschen.
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KeUenbrüchcn dieser Classe äquivalent ; Reihen mit ausschliesslich po-

sitiven Gliedern eben solchen mit — 1 multiplicirt; aber Brüche der

nämlichen Art können auch ganz verschiedene Reihen repräsentiren , z.

R. solche, deren Glieder abwechselnd neg:aliv und positiv sind, und wo

jedes positive grosser ist, als die beiden negativen, zwischen welchen

es steht, so dass sie, um es so auszudrücken, einen terrassenarliffcn

Gang zeigen. So kann es auch vorkommen, dass die v zuletzt sich

vcruhicdenen Grenzen nähern, (oder auch wohl denselben \ollig gleich

werden) je nachdem ihre Indices, durch irgend eine bestimmte ganze

Zahl p dividirt, verschiedene Reste lassen (welches ein besonderer Fall

einer Art von periodischer Divergenz sein würde) u. s. w. Bei einem so

weilen Felde der Älöglichkeiten wird es passend sein, sich nach weiteren

Hillsmilteln umzusehen, welche wenigstens in gewissen Hauptfällen

etwas nähere Anhaltspunkte für die Deurlheilung des Fortgangs des

Bruches bieten.

4. <f
;

Ist ein Keltcnbnich in reducirlcr Form vorgelegt

V ^ bo - r- • ' '
'"*

b. _ 1

b, —

welcher gleichgeltend ist mit der Reihe

Vo — (Vo—V,) — (v,— Vj) — .

=- bn
NoN, N,N, N,N3

15) = bo + g, + gj 4- ?3 + • •

wenn a, = -(- 1 und nur die folgenden a = — 1 wären, oder, wiis das-

selbe ist, wenn man sich den ganzen Bruch mit — { multiplicirt ilenkl.
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so kann man zwar, der Weilläufigkeit der erforderlichen Operationen

wegen, das allgemeine Glied g„ dieser Reihe nicht explicite, durch die

b ausgedrückt, herstellen, doch lässt sich eine gewisse Conibination von

drei auf einander folgenden Gliedern leicht auf die gegebenen Grössen

zurückführen, und gibt dadurch eine Grundlage für gewisse Schlüsse.

Im gegenwärtigen Falle, wo die a rz — 1 sind, hat man nämlich

Nn-i-i -f N„ , zz b„ + , N„

ebenso

N„ + N„-, = b„ N„-,

'äWo^

'
Tb.. = (i + 1^) (i + f^

oder auch, weil x^ ^— =: — g„ ist, etc.

16, b. K. = (, +y (, + £^)
welche Gleichung nur eine Ausnahme erleidet für n := oder n :=: 1

in welchen Fällen an ihre Stelle die folgenden treten*):

1

16 a)
Si

bi l>2 = 1 + 1^

*) Bei einem Kettenbruche , dessen Theilzäliler a in irgend einer Weise Cxirt

sind (z. B. = — 1 gemacht) sind die Werthe der Producte auf einander

folgender b (von der Form bn bn + O von wesentlicherer Bedeutung als die

einzelnen b. Denn man kann nach Gl. 9) mit einem beliebigen Factor

gleichzeitig alle b von geradem Inde,\ miiltipliciren und die von ungeradem

Index dividiren (oder umgekehrt), wodurch man nur allen Näherungs-

briichen denselben Factor beifügt. Bei dieser Transformation, welche die
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Setzt man für den Augenblick die Verhältnisse auf einandeif fol-

gender Glieder der Reihe

?„ g„+« ! »i'jvjd

gn-l gn

SO Sieht die Glcicliung 16) auch so:

b„ b„ + , = l -\- f].,+ ~ + ^Vn + 1 »/n + 1

woraus sich unter Anderm folgendes ergibt:

a) Süll die dem Ketteiibruchc äquivalente Reihe von irgend einer

Stelle an keinen Zcichenweciisel haben , so müssen von hier an

alle Producte auf einander folgender b sicherlich grösser sein

als 1.

ß) Sollen gleichzeitig die Glieder der Reihe zuletzt immer abnehmen,

so müssen die b„b„+i grösser sein als 2 (weil -— hier ein un-

echter Bruch ist).

Y) Dasselbe nuiss der Fall sein, wenn die Glieder der Reihe zu-

letzt immer zunehmen sollen (»?„ > 1).

cf) Sollen die Glieder der Reihe (keinen Zeichenwechsel haben und)

zuletzt immer rascher abnehmen, so müssen die ba b„^., grosser

(1 73

und —'^— sind hier unechte BrücheJ.

e) Dasselbe muss der Fall sein, wenn die Glieder der Reihe zu-

letzt immer langsamer zunehmen sollen («„ und unechte

Brüche).

fc) Sind die b„ b„^.i alle kleiner als -f- l,so können in der Reihe nirgends
,

mehr als zwei aufeinander folgende Glieder gleiches Zeichen haben.

Verhältnisse der v zu einander nicht alterirt, ändern sich alle einzelnen b,

während die Producte von je zwei consecutiven ihre Werlhe behalten.
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Diesen Schlüssen lassen sich tinigc ähnliche anicihen, welche sich

auf andeim Wege ergeben. Setzt man nämlich bei einem Bruche, der

bereits in reducirter Form gedacht wird,

17) b„ + , = 2 + t,.i, (für n > 0)

so nimmt die zweite der Gleichungen 3) die Form an

N„+, — N„ = CN„ — N„-0 + «.f.-N.

aus welcher sich sofort auch ergib?,

Nn+, — N„ =N,— No-f e,N^ -f «3 N2 +«4 N3 +...+ ?„+, N„

oder auch, wenn e^ (abweichend von den übrigen t) durch die Gleich-

ung definirl wird:

17a) bj = 1 + «j

so hat man

18) Na.— N„ =*J+s.^N^-f-£3N, + ...-|-f„i:.N„

Hieraus ist sofort klar, dass, wenn in einem vorgelegten Kettcn-

bruchc kein negatives « vorkommt, derselbe auch nur auf positive, und

immer zunehmende, N führen kann, d. h. dass in diesem Falle der be-

ständig und immer langsamer sinkende Gang der Näherungsbrüche nie-

mals eine Unterbrechung erleiden wird. Ein solcher Bruch wird zu-

gleich, wenn nicht alle seine e rz sind, convergiren, weil für ihn

(zufolge Gl. 18) die Grössen N in der Reihe 8) wenigstens eben so

schnell als die Glieder einer ariihmctischcn Reihe zunehmen.

. ) nalloö

Ein entgegengesetztes Verhallen ergibt sich, wenn man annimmt,

dass von irgend einer Stelle an in dem Bruche keine positiven t mehr

vorkommen, während negative s, die dabei ihrem absoluten Werthe nach

grösser seien als eine (beliebig kleine) Grösse ^ immer aufs Neue auf-

treten sollen, soweit man auch fortgeiien mag. In diesem Falle beweist

man leicht, dass die Reihe der Grössen N unendlich oft Zeichenwcchsel

haben muss. Denn wollte man im Gcgenlheil annehmen, N, und alle
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späteren N hatten einerlei Vorzeichen, so würde man, für ein .41 >. p,

die Gleichung- 18) so schreiben könneni , ;• üü^m;; Imu

Mi« iV' N„ + ,
— N„ =: P -(- e,,+i N,, -{- tp+, Np + , + . . . -{- e„+i Nn > iii

V'iO P das Aggregat einer Anzahl der ersten Glieder rechts in 1b) vor-

stellt, die beliebig wechselnde Vorzeichen haben könnten , wahrend die

Glieder e,, + Np -\- . . . der Annahme nach alle einerlei Vorzeichen ha-

ben würden. Um die Ausdrücke zu fixiren sei etwa vorausgesetzt, dass

Np und alle spätem N positiv sein niOgen. Alsdann wird die Reihe

«p+jiNp -{- «p+i Np+, 4" • • • mir negative Glieder entlialten. Ist nun da^

bei JP positiv, so kann Anfangs diese Grösse die Summe der negativen

Glieder, die darauf folgen, überwicgea.;, So lauge dies, iridr iKalL äst,

werden der Gleichung zufolge die positiven N im Wachsen bcgriHen

sein (.N„+, > N,,): in Folge dessen müssen, \\enn man n immer grösser

nimmt, am Ende der Reiliö reclits immer aufs Neue Glieder hinzuKom-

rije'h;"\vtffchb' 'negativ und (abgesehu vom Zeicheir) > -i N,, sind*). Diese

werden bald den positiven Werlh von P erschöpft" haben, man wird also

dahin geköinmeii sein, dass einmal N„+ r
— Nn negativ wird. Vun die-

sem Augenblicke an müssen nun (weil N„+, — N„ + , noch stärker ne-

gativ wird als N„ + ,—N„) die N immer rascher abnehmen, bis 'Sie durch

Ntill '^egangbn sind, 'iilSö,"flei' Annahme zuwider, ein neuer Zcichen-

w'echstl Statt gefunden hat. T)assclbe würde noch schneller eintreten,

wenn schon P nicht einerlei Zeichen mit Np, Np+i etc. hat. Die Ab-

nahme der Zahlenwerthc der N, welche. Einmal aufgctrclcn, immer ra-

pldtfi" werden muss, ist alsdann schon von Anfang aii verbänden.

"""
fläs^ Verhällniss bleibt

'

'^afiZ ' dksieffle', wenn riTari'-dre'''6!-M^h'Np''',

h',;•JI",^ l'i 'welche hier positiv genannt worden sind, negativ voraus-
-I .1 nov Js)'jlii.\ ihn ü noiob .no^uin iisJlmiiu* udmiil

*) Wäre Np zuraliig = o, so wünlf man slatt seiner Npli m-hmen, welches

nicht gleichzeitig auch o sein kann, «ei! sonst nach Gl. 3) auch schon Np-i

und ilann auch Np--.Np-T . . . N'o = sein inüssten.

Abh d. II (;i. il. Ii. \k. il, W. VII. Bd. III. .\falli. 74
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setzen will; es sind alsdann in dem Bevmse niir die Worte „posiliv*^

und „negativ" mit einander zu verlauschen. Es ergibt sich also, dass

in dem Falle, von welchem die Sprache ist, wirklich unendlich oft ein

Zeichenwechsel der Grössen N stattfinden muss. So oft dies der Fall

ist, erhält die dem Kettenbruche äquivalente Reihe 8) ein positives Glied

oder das Intervall v„ . . . v„ + i ist steigend; weil aber dabei die b als

positiv vorausgesetzt werden (0 < — « < 2) also nie zwei steigende

Intervalle auf einander folgen können (s. §. 3 zu Ende), so wird bei

einem Kettenbruch der besprochenen Art der im Allgemeinen sinkende

Gang der Näherungsbrüche an unendlich vielen Stellen durch isolirte

steigende Intervalle unterbrochen sein. ''^'^

)H

••)»

_„, Man sieht, dass der Werth b r^ 2 eine Art von Scheide abgibt

unter den Kettenbrüchen, welche in reducirter Form positive Nenner b

haben. Sind von gewisser Stelle an alle b > 2, so gehört der

Bruch zur regulären Classe von solchen, deren Näherungsbrüche immer

in Einem Sinne fortgehn ; kommen im Gegentheil von irgend einer Stelle

an keine b > 2 vor, dagegen aber unendlich viele, die um etwas End-

liches unterhalb 2 liegen, so finden im Fortschritt des Bruches unend-

lich viele Schwankungen Statt. Der Fall, wo die Partialnenner ver-

mischt bald grösser und bald kleiner als 2 sind, bleibt dabei unbe-

rührt, sofern er nicht etwa in einzelnen Beispielen durch alternirendes

Mullipliciren und Dividiren der Theilnenner mit Ein und derselben Grösse

auf einen der beiden bezeichneten zurückgeführt werden kann (Vergl.

die Anmerkung zu S. 22). Ein näheres Interesse als dieser ganz un-

bestimmte Fall nimmt aber die Frage in Anspruch, wie sich solche

Brüche verhalten mögen, deren b sich zuletzt von unten her der 2 als

Grenze nähern.

. .!;.;< .111 .b<i .11/ M .:, AK .i -U .1.) .11 .L .iJA
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-iiiiiijiv'iil iiMii'] iil il / iii -iili; ,11 gc 'i i'iii i;/'' 1 Mir.!'!!! Uli'' .* ÜJ .

Weil die so eben bezeichneten Brüche den Ucbergang zwischen

den vorher betrachteten Fällen bilden , so wird man im Voraus erwar-

ten, CS von der grösseren oder geringeren Geschwindigkeit, mit welcher

hier' die b der Zahl 2 sich nähern, abhängig zu finden, ob der Bruch

ein Verhalten zeigt, welches demjenigen der Brüche mit positivem «

analog ist, oder ein ähnliches wie diejenig&n, deren « negativ sind,

ohne sich der Null zu nähern. 1 DieseVermuthung bestätigt sich, indem

es leicht ist, über das Gesetz, nach welchem die b sich der 2 nähern,

Annahmen aufzustellen, welche nach Willkühr auf Einen oder den an-

dern der tezeich'neten Fälle führen. Betrachtet man z. B. den Bruch,

in welchem (wenigstens für alle m, die grösser sind als ein bestimmter

Werth ,«) die Gleichung Statt finde

t I

bm =:; 2 — — oder «,„ =: — —
m m ,H |,.,i„ niiWi

so wird leicht bewiesen, dass die Nennep N seiner Näherungsbrüche

unendlich oft ihr Zeichen ändern. Denn wenn man annehmen wollte,

dass an irgejid einer Stelle, z. B. bei dem Uebcrgange von N^.i auf

Np zum lelztenmal Zeichenwechsel Statt fände, so würde man, durch

Betrachtungen, welche eine beinahe wörtliche Wiederholung des schon

im vorigen §. über den ähnlichen Fall Gesagten enthalten würden, sich

gezwungen sehen, einen neuen Zeichenwechscl zuzugestehen und so

fwl. ^Der gleiche Fall tritt immer ein, wenn die b sich der 2 von

Ante'n Her so Tangsam nähern, dass die Reihe
•''J''' "'' '' , I „ 1 I

• r
«m -)- «m+l + «m+i -)-... lU HU.

(deren Glieder sämmtlich als negativ und < 2 vorausgesetzt werden) eine

divergirende ist: in allen solchen Fällen wird der Gang der Näherungs-

brüchc do8 Keltenbruchs, anstatt in Einem Sinne fortzuschreiten, a» un-

endlich vielen Stellen Schwankungen erleiden. Umgekehrt lassen sich

aber auch Brüche angeben, deren (negative) « so rasch abnehmen, dass

die Näherungsbrüche ein- analoges Verhalten zeigen, wie bei positi-

74*
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ven e. Man nehme etwa an, es sei für alle m, welche einen bestimm-

leM Werth-i«i;äbeischreiten, inSl nylüUft-)i'jx9d nod'.i o« -»ib 11') V/

-iBY/Ti >.iiiiiu7 11« rtmii b'üii oi. .
n'jlilidl »ill'i"' idy noli

und man betrachte (was zufolge des §. 3 erlaubt ist) statt des voll-

ständigen mit bf, beginnenden Bruches einen solchen, welcher mit einem

späiterai Index, . etwa mit k — t ,> jW, anlängt, also den Bruch ,,iti

iKuhül X'->^-'_Ll~itj''' ^ :':nr i < ;-. .i i.nr" ..
'l'i

-iii; ii.li t4)0 «ania Im -id&iHiiV/ il^:
l'"

^ -'-^^^ _iilnnti^.

.Aainfl ujb .a .s nmi 'i-uAou-i\-Al .iioiiiitl -jui; . n-.l'»ii(''
+ 1)" -b niöb

laJmmii^gd (ho af« bni« loeeüi^ oib .m -jUi; liV! <v. 'I-'" >i'

iiidU iict;-: -•.fc >
lüiiv/

Man wird hier haben, wenn m > k ist:

1.n;19J — ((_,,^ij„i- (k+2)«
+•••-+-

(m+lj«/
""

n(i

Dabei ist es aus dem Bildungsgesetze des Bruches klar, dass bei

positivem « eine Anzahl seiner ersten N jedenfalls positiv ist. So

länge dies bei den rechts in den Klammern stehenden N der Fall ist,

wird der Unterschied Nk-i,m+, — Nk-,,m für wachsende m entweder

negativ werden, oder doch immer kleinere positive Werthe annehmen,

demnach werden in der Reihe

Nk uk-i > Nk-i,k , Nk-i,k + i , Nk-i,k+i , . . .

das dritte Glied und die späteren kleiner sein, als die entsprechenden

Glieder der arithmetischen Reihe

Nk >,k-, ,Nk-,,k-, + A , Nk-,,k-, + 2 A , Nk-,,k-, -f 3 A , etc.

wo zur momentanen Abkürzung die positive Grösse Nk.,,k

—

Nk-i,k-i
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:r: A'geseut worden iSU JUaik / wird demnach (das Zeichen :> algc-*

braisch verstanden) habcn'M'ix .U\\ii mU ..'i .n . uiml imii?. nioiii:'l

*i!).ii,;ii)iiTvri --.c A N- /-- ' .'_! ^ i__^Mj!iirl:iii.Ki_.iiL.ii Hit.-i(ft
|

-ni. mob-ji i-jd 11h, ,l..'l rnjWrt.O;. (''+-') «H-» - (m+t) >^

''"' '-^''^
\fk+l)'''~'"(k4-2)''"'~(k+:i)« ' ' (in+iT"/

oder auch, weil Nt ,,k-i = 1 ist:

(

k+l-k 1 k+-'-k , k+3- k . , m+l-k\

U+D« (k+2)"
"""

(k+3j«
-r • • --r

,n,^,j«_^

d. i.

-•;-(UT I' ''i ii'i>;''i7n'1 .fiTKlfid Vtd irilMU aov S liUtX Tjfa il')i«!

Nun, ist eis bekannt, dass 4iß J^eihe ; .»^/d) briv/ ii>; ,liid K ovi)

,. _L_Liiiiüi_ _i : 4_ iin^v> itiL' --i'' -•'!• .iLii-p^in ilaia rf n'>i8'ib

converglrt, sobald 9;,-r7],l,i>j|l,..isf,; in diesem Fall ist es also möglich, k

so gross zu nehmen, dass der Ausdruck

1 - '

(k-rl)"'* {k+2J«-' (ra+lj"-' ..^.. j..

beständig positiv bleibt; die Grossen A =::Nk-, w— 1 := 1 und k A — 1
' k"

^k— 1 —- sind gleichzeitig auch positiv; es ergibt sich also,

dass die linke Seite in Gl. 19) nothwendig positiv bleiben muss, wenn

die Voraussetzung erfüllt ist, dass die rechts vorkommenden N sämmt-

lich positiv sind, oder: wenn die Grössen NL-i,k-i, Nk-,,k , Nk-,,k + ,

. . Nk-,,„ säinmtlich positiv waren, so wird auch die nächstfolgende

Nk-,,„4., positiv und dabei grösser .als Nk.,,n. Da nun eine Anzahl

der ersten dieser Grössen wirklich gewiss positiv sind, so müssen also

auch alle folgenden es sein: es werden also Cl'ür«>2) die Näherungs-
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biüche des hier belrachteten Bruches Vk.i.oo ohne Schwanken immer in

Einem Sinne fortgehen. Dasselbe wird, zufolge der in GL 13) ausge-*-

sprochenen Beziehung zwischen dem Gange irgend eines Kettenbruchs

und dem seiner Ergänzung , zuletzt auch der Fall sein bei jedem an-

dern, der dasselbe Ende hat, also z. B. bei dem Bruche:

1 _ Ji'i« .Htufi labo

1
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Bruch convergircn muss, selbst wenn derjenige, mit welchem er ver-

glichen wird, sich in dem Falle der Divergenz gegen Unendlich befin-

1

den sollte. Denn der Bruch v„,^ ^=- K 7,
^^^^ "" dadurch

* 11 OD

gegen so divergiren, dass v, ,^ gegen Null convergirt. Nun ist aber

v,,^ für den zweiten der beiden verglichenen Bruche grösser {d. i. mehr

posUivJ als für den ersten, denn der zweite dieser Brüche hat der Vor-

aussetzung nach die grössern b, und nach der (schon S. 9 angeführten)

DilTerenlialgleichung

dv„.
. p /N„,p y

db..
" = (— l)""'a".+. ann. . . . a..

\^^J
kann, wenn alle a =: — 1 sind, ein positives Increment von b nur

dann ein negatives an v erzeugen, wenn bei dem Uebergange vom ur-

sprünglichen Werlha von b zum geänderten der Nenner Nm,p durch Null

geht, welcher Fall hier nicht vorhanden ist, weil die N der Voraus-

setzung nach schon positiv waren, und daher bei der Vergrösserung der b

auch positiv bleiben. Es ist also in der That v,.^ grösser für den-

jenigen Bruch, der die grösseren b hat, als für denjenigen, von welchem

ausgegangen wurde; für diesen letzteren ist es aber nicht negativ, son-

dern Null oder positiv, weil sonst v^,^ = ^o — ~ grösser ge-

Wesen wäre, als v„,„ =bo, während doch die Nüherungsbrüche von

Vj,^ den gemachten Voraussetzungen nach fortwährend sinkend gehn.

Also muss für den Bruch, dessen b sich der 2 von unten her rascher

nähern als die des ursprünglich betrachteten, v,,c« positiv und von Null

verschieden sein, und folglich wird für ihn v„,„ — ^^ nicht

gegen Unendlich divergiren können, sondern muss convergiren.

in stärkerem Verhältniss als Nm (weil y > ß), daher Nn,+> in wieder stär-

kerem u. s. w. — Aebniiches Cndet Statt, wenn man hierauf bm+i ver-

grössert u. s. f.
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'_i.)YTj mii' M'p^/' lim .OTiitiiinh luinw )».ff1'iJ! .äsiim icniijij'i

-ii'ljfl (loiri mii'jSi-j/KI vib slf«'? ifi'jb ni iloi« ,bv*i iiii!)i!i:

6.

'"" TO 'der grossen Mannichfaitigkeit einz'efher Falle, welche in dem

Sllg-€meinen begriffen sind, iii welchem zuletzt der Gang^ der Näherungs-^

brüche beständig zwischen Wachsen üVid lÄbhehnifeh s'Chvvanken muss,

möchte es sehr schwer äein, allg^riieinö' Regeln aufzustellen, nachWel^

chen beurfheilt werden könnte, iintfer vi-elclien Umständen ein solcher

Gang zuletzt zur Convcrgenz und wann er zur Divergenz führt. Indes-

sen tragen die meisten derjenigen Kettejibrüche,, welche 'bisher eine

analytische WichtigkHi erlangt haben, und deren Discussion daher für

jfetzt ein näheres Interresse hat, einen gemeinsamen Charakter, welcher

der Untersuchung sehr zu Statten kommen muss; denkt man sie sich

nämlich in die redneirte Fbrih gebracht, indfeni' man alle' ihre Partial-

zähler auf — 1 bringt','' so ''werden die Partialrieriner'^icli gewöhnlich

zuletzt einer bestimmten Grenze! öder auch alternircnd'zwei verschiedenen

Grenzen immer mehr nähern, woferne sie nicht am Ende fortwährend

und über' jedes Maass hinaus wachsen. In diesem letztern Falle, und

ebenso, wenn ein^e oder mehfbre Grenzen der b, sämlhtlich' grösser als

2j exisliren, ist die Beurtheilung des Kettenbriiches nach dem, >vas im

S. 5. hierüber gesagt worden ist, leicht. Ebenso klar ist es, dass,

cenn TÖn gewisser Stelle an alle b Einem Werthe < z strenge gleich

wären," der Bruch bei schwankendem Gange' seiner Näherungsbrüche'

divergiren müsste, und' zwar schon desshaib, weil man für' einen solchen

Bruch, seine Convergeuz einen Augenblick angenommen, einen imagi-

nären Werlh finden würde, welchen er natiiplich nicht darstellen kann.

Auch ist es leicht, mit Hilfe der recurrirenden Gleichung, aus welcher

die N sich ergeben, den kllgemeinen Werth von N™ für diesen Fall

anzugeben, in welchem man setzen kann

-tst' ..J'
=^ b. = ba =• = 2 cos ,n C" < »? < ^)
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man tindet nämlich hier' i' .iiloiil i>i -i'A Mua iii-i;« S' > (bni( /iliü

.:
[^ 2vij(>i+2li5ll'>J''.iixTi(l -iilii)! Vib t> lyli lili)

Das Verhalten der dem Ketlenbruche äquivalenlen Reihe (8), oder

auch des Bruches selbst, ist daher hier so weit von der Convcrgenz

entfernt, dass nicht einmal einzelne Glieder der ersteren zuletzt unend-

lich abnehmen, vielmehr werden (wenn schon von Anfang an alle

b rz: 2 cos ri sind) so weit man, auch fortgegangen sein mag, noch

Unterschiede aufeinanderfolgender späterer Nahcrungsbriiche vorisommen,

weiche grösser sind als eine beliebig grosse Grösse. Man liönnle liier-

durcii auf die \'crnuilhung geleitet werden, dass auch schon die Aehn-

iichlieit, welche mit einem Bruche der eben bezeichneten Art ein solcher

hat, dessen b sich zuletzt einer Grenze < 2 nähern, genügend sei,

um eine Convergenz des letztem ebenfalls unmöglich zu machen.

Von dieser Ansiciit ausgehend habe ich mich längere Zeit und auf ver-

schiedenen Wegen bemüht, einen allgemeinen Beweis für die Divergenz

dej letzteren XlasspjVon Brüchen zu führen, bin, aber dabei immer auf

irgend einen Umstand gcslossen, durch welchen die Allgemeinheit der

Schlussfülgerung abgeschiiiltcn wurde. iNachdem ich in Folge dessen

an der E.xistenz eines solchen Satzes zu zweifeln angefangen hatte, bin

^cli ländlich dahin gekommen, mich zu überzeugen, dass sich wirklich

Brüche aufstellen lassen, welche convergircn, obschon ihre b sich einer

Grenze <; 2 nähern, wie ich au einem Beispiele zeigen werde.

Da der Uebergang von der Reihe zum Klstlenbruch leichter ist als

der umgekehrte, so gehi man am bequemsten voh der Reihe 15) aus:

^l./vn'.i- V"' ''O 4^?i + -^ + ^3 + • •

und sucht ihre Glieder so 7.\\ beslininien, dass nicht nur sie selbst (und

also auch der ihr gleichgellcnde Kcltenbruth) convergirt, sondern auch

der Werth von b sich zuletzt einer bestimmten Grenze nähert, die Cpö~

Alih. d II. (;i. d. k. .\kad d. Wiss.VlI. Bil. III .\l)tli.
'"^^-

' 75
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sitiv und) < 2 sein soll. Es ist leicht, den Ausdruck der b durch die

Glieder g der Reihe herzustellen ; denif man hat z. B.

bjbj . bs b4 . bgbg b2n4.i bjnii
b.„+, = -jj -b^bsTbTbTTbTb, . . . b.„ b,„+ ,

wo die Werthe der einzelnen zur Rechten stehenden Produkte je zweier

Factoren durch die Gleichungen 16) und 16a) gegeben sind. Setzt

man dieselben wirklich in die Gleichung, und behandelt das continuir-

liche Produkt auf die gewöhnliche Weise (indem man auf seinen Lo-

garithmus übergeht), so ergibt sich, dass b.,,^:, sich mit wachsenden n

einer endlichen und von Null verschieduen Grösse nähern wird, wenn

die Reihe, deren allgemeines Glied ist

g,,.+ , + g.n+i gzn-l gtn+.
a) , 1

gin-l + gi.. g»n gl„4.-.

convergirt. Für b2„i.i wird Aehnliches Statt finden, wenn neben der

eben aufgestellten Bedingung auch die '2te erfüllt ist, dass (zufolge Gl. 16.")

b) —— = b„4., b.„+,

sich zuletzt einem endlichen und von Null verschiedenen Werthe nähert.

Sollte es sich dabei ereignen, dass der Grenzwerth eines b mit un-

geradem Index verschieden von demjenigen eines b mit geradem Index

ausfiele, so wird man beide einander gleich machen können, indem man

mit der Quadratwurzel aus dem Verhällniss beider Grenzen alle b alter-

hirend multiplicirt und dividirt, wodurch man (zufolge Gl. 9) nur allen

Näherungsbrüchen einen gleichen Factor hinzufügt.

Es sind also die Grössen g so zu wählen, dass die beiden Forde-

rungen in a) und b) erfüllt sind, und dass zugleich gemäss der in §. 3.

aufgestellten Regel über die Zeichen sich positive b ergeben. Gibt man

dabei nicht allen g gleiche Vorzeichen, so wird man auch sicher sein,

dass der Grenzwerth der b, wie es verlangt ist, < 2 wird. Man ge-

nügt den verschiedenen Bedingungen unter Anderm leicht auf folgen-

dem Wege. Es sei gesetzt:
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WO alle ^ positive Grössen vorstellen sollen; dabei müssen diejenigen ^,

deren Index durch 4 (heilbar ist, grösser sein, als die beiden mit un-

geradem Index versehenen, zwischen welchen sie liegen (damit nach der

Zcichenregel in §. 3. positive b erhalten werden). Setzt man allgemein

A-i r ^^ ^i T. 1 Xr

SO wird man der Convergenz der Reihe

und also auch der Convergenzdes Kettenbruches sicher sein, sobald

eine oönvergirende Reihe ist, und zugleich die Werthe aller x kleiner

sind, als eine gegebene Grösse. Nimmt man etwa an, dass die Glieder

der Reihe .2'A,,., ununterbrochen abnehmen, so braucht man nur die-

jenigen X, welche einen geraden Index tragen, grösser als 1 zu neh-

men, um gewiss auf keine andern als positive b zu kommen.

Bedient man sich noch der Abkürzung, zn setzen
-0.J 1

; _ 3

(wo y < 1), so stellen sich zwei aufeinanderfolgende Glieder (welche beiden

ihrer verschiedenen Bildung wegen von einander getrennt betrachtet wer-

den müssen) der in a) bezeichneten Reihe so dar:

ia>fi 4-^'^

—

—^—7 — — 1 4-' p—7 :
— — 1

(' Xjj, 1 Xip X,|,^| ' .X21i4.i -|- 1 X,p4.i Xip^.! '

und man hfit jetzt, neben der Bedingung, dass diese Reihe convergirt,

auch noch die beiden aus b) hervorgehenden zu erfüllen, dass die

Grössen

b')

75*
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sich Ein und derselben endlichen un^ von Null verschiedenen Grenze

nähern*). Aus der Vergleichung. der Ausdrücke in a') und b'j erkennt

man bialdijäaas -allen igestelUen Forderungen gleichzeitig sehr einfach

-genüg-t werden kaiHi, wenn man sämmiliche y der 1, die x mit un-

igeradem Index der Grösse ^''2;^— 1 und die, mit geradem der Grösse

^ä4^lli. alS'Grenzen sichiin^/angemessener W«ise nähern lässt.. Nimmt

(r ^ 1 \ «—

—

f und setzt dabei voraus,

dass a positiv und grösser als 1 .sei, so ist die Reihe

l)lrirli>» .1^1', i'tfi-ii' -,'./' Jl'''''i'''''*^''l'i xü'tuTiyin).) Tili i'-ioß oslri hnn

bekanntlich convergirend. Um der Reihe ,i('),i.4ie gle^Cilip_ ,lJigeflsc))S^

zu geben, kann man etwa setzen:

x,p = V 2 + 1
—

-(i'ill US i -Aii t »MDTjJi ,H'r;»fn) /

.mmnio;! ii\ '' ±.-^'^-n ' __ t

^-v^' - V , 1 (4p+2)v''2

Es ist durch diese Annahmen allen gestellten Anforderungen Ge-

nüge geleistet. Denn durch die Grössen y,, x^p und x,,,+, sind alle g

so bestimmt, dass die Reihe ^g, oder der Kettenbruch, convergirt, zu-

gleich werden die Grossen b.,^» __sich zuletzt einer bestimmten Grenze

nähern (weil die Reihe a') convergirt") und eine ähnliche Grenze wird

für die Grössen b,„+i existiren, weil die beiden in b') aufgestellten

Producte je zweier aufeinander folgender b sich zuletzt derselben Grenze

2 nähern. Endlich kann rtian" hoch die beiderl möglicherweise Von ein-

ander verschiedenen Grenzen der b mit geradem und mit ungeradeih W-

<^'<Ö1il Ml')i
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(lex einander und der Grösse v^2 dadurch ffleich machen, dass man iiiil

der Qiiädratwurzßl aus dem Vcrhiillnisse beider Grenzen allc-b'allernirend

niulliplicirli oder dividirt, 'was HufoJgc Gl. 9) erlaubt istJini 'ji> m )

•tili ilHierdürcH ist lalso die Existen?. eines convergironden KeUenörüches

erwiesen, dessen b sich zuletzt sämmllich der Grenze v^'2 nähern; und

durch ähnliche Betrachtungen wad man auch andere Brücne aufstellen

können, welche oonvcrirlren müssen, obgleich ihre b (in der reduclrten

Form") zulclat einen Grenzwerth < 2 annehmen. Hätte mauauf irgend

eine Weise oinen'xolchen Bruch von dieser Eigenschaft gewonnen, für

welfhön difr- Grenze
^
von b nicht dem doppelten Cosinus eines '?iriijr! in

rationaiem Verhältnisse stehenden Bogens gleich wäre, so würde man

in einem sehr allgemeinen Falle aus diesem andere Brüche herleiten

können, von Avelchen jeder ebenso wie der erste cönvcrgnren müsste,

während für ihn die Grenze der b einen andern als den ursprünglich

gegebenen \\'erth hätte, der dabei wieder < 2 wäre, und zugleich so

nahe als man es nur immer verlangen möchte, dem Doppelten eines

vorgeschriebenen echten Bruches gleich wäre. Das Blittel dazu bietet

die C.ontraction des vorgelegten Bruches, für welche die allgemeine

Formel zu Ende von S. !. aufgestellt ist. Nimmt man nämlich an, es

sei dort p = 2m+f, q — 3m+?, r =:: 4m+:< etc., und der gegebene

Brucii sei ein solcher, dessen a sämmdich =: —
I wären, und dessen

b sich der Grenze 2 cos »7 zuletzt ohiM3 Ende nähern, so ist es zu-

nächst klar, dass in dem zusammengezogenen die Partialzähler und

Nenner sicii auch wieder beslimniten Grenzen nähern werden, welche

man leicht angeben kann, well in einem Bruche, dessen b alle genau

= 2 cos. jy wären, die allgemeinen Wcrthc der N und ebenso der Z, also

auch der v, sich ohne Schwierigkeit herstellen lassen. Dabei wird aber

der zusammengezogene Bruch, so wie man ihn aus den Ausdrücken II)

eriiält, nicht unmittelbar in reducirter Gestalt erscheinen, indem seine

Partialzähler, anstatt alle =: — t zu sein, die Werthe haben:
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J«R iwi-i '•• 1 1 1_ "iiH zal»

.biiTiiiir" NV» ' ~ NVi,^^ i?lvj7~ii;N^»+4,,.H., ' ^'"i.iiO lab

Um sie auf — 1 zu bringen, wird man (wie in Gl. 9) Factoren A
an den Zählern und Nennern anbringen, deren Ausdrücke sich aus 10)

ergeben, indem man daselbst für a,, aj, aj . . .der Reihe nach die

so eben angesetzten Werthe — rp,— etc. 'nimmt. Wenn man dies" JN"o,m
'

iMIi.

thut, so wird es sich häufig ereignen, dass die Ausdrücke von Ajr-i

und A,r, welche als continuirliche Producte gegeben sind, mit wachsen-

dem r gegen endliche und von Null verschiedene Werthe L, L' con-

vergiren*). Unter Anderm wird dies, wie leicht zu beweisen ist, dann

allemal geschehen, wenn das Gesetz, nach welchem die b des ursprüng-

lich vorgelegten Bruches sich dem Grenzwerthe 2 cos tj nähern, einfach

genug ist, um zu bewirken, dass die an die Stelle der Grössen a n

den Gleichungen 10) tretenden Werthe — j^^— ,
— -j^^ etc.

1 » D,in IN ja+ 1
, 1 m+ 1

(welche alle gleich viele Grössen b umfassen, und welche sich desshalb

f Sin ti y
allezuletzt dem Grenzwerthe— l- ; 1 nähern) von einer gewissen

|^binCm+l)y?^

Stelle an beständig wachsen oder auch beständig abnehmen. So oft

ein solcher Fall vorhanden ist, werden in dem zusammengezogenen

Bruche, nachdem er in rcducirte Form gebracht ist, die einzelnen Par-

tialnenner mit Factoren behaftet sein, welche in altcrnirendem Gange

sich theils der Grenze L, theils der Grenze L' nähern. Da es aber er-

laubt ist, alle Partialnenner irgend eines Reitenbruches mit Einem und

;; iH-.iti'i fii fi'i-.-r iiriu;! i.

*) Wenn dies fiir Einen der beiden Ausdrücke Air., und Air der Fall ist,

uiiii ii muss es für den andern auch gelten, weil das Product von beiden, oder

' "'die Grösse — — ='+ N'(ir.,) (m+O. (•"-')("'+•)+>" sich zuletzt dem be-

stinunten Grenzwerth nähert '
''"

*

(

Sm(,n+i)r;X-!

sin<i ;
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demselben Factot abwechselnd zu miiltipliciren und zu dividiren (wodurch

die Verhältnisse der auf einander folgenden Nühcrungsbrüche nicht ge-r.

. I/I^ '

'''

ändert werden) so kann man für diesen Factor die Grösse f/jr neh-

men; nachdem die Operation vollzogen ist, werden nun alle Theilnenner

Factoron haben, welche sich derselben Grenze v^lL' nähern. Diese

ist aber dir den vorliegenden Fall nichts anderes als der Endwerth,

welchen Nk.k^m für stets wachsende k annimmt; multiplicirt man also mit

demselben den Endwerth eines Theilnenners, wie er sich in 11) dar-

stellt, und berücksichtigt man dabei, dass bei dem angenommenen Gange

der b zuletzt (.d. h. für sehr grosse k) wird vi,+„+,,k+.m+, — VL,i<+m, so

wird das Product zuletzt =::: — Nk,k+m-i + Zk,i+m welches im Grenz-

Sinm« Sin(m4-2)»?
werth gleich ist — k^— -f- —g: oder= 2 cos (ra-j- 1)17. Nachdem

also die Zähler des zusammengezogenen Bruches auf — 1 reducirt und

seine Nenner in die einfachste Form gebracht sind, werden die letzteren

zum Grcnzwerth haben 2cosfm-f-l)'7, während in dem ursprünglich vor-

gelegten Bruche '2 cos rj dieselbe Rolle spielte. So oft als 17 in irratio-

nalem Verhältnisse zu n steht, kann man die erste Grösse durch pas-

sende Annahme einer endlichen ganzen Zahl m, so nahe als es immer

gefordert werden mag, einer beliebigen , zwischen und 2 gegebenen

Quantität gleich machen. Wäre also erst ein einziger Kettenbruch auf-

gestellt, dessen Convergenz nachgewiesen wäre, während seine Theil-

nenner (in der reducirten Form) sich zuletzt einer Grenze 'i cos rj näher-

len, wo — eine irrationale Zahl vorstellte, und hätte derselbe dabei die
7t

Eigenschaft, den zuvor mit L und L' bezeichneten Grenzen continuirlicher

Pruducte endliche und von Null verschiedene Werlhe zu geben, so könnte

man aus ihm durch Contraction andere ableiten, welche, ihrem Ursprünge

nach, noihwendig ebenfalls convergiren müssten, während ihre b sich

einer Grenze nähern würden, welche einer beliebig vorgeschriebenen
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Grösse zwischen und 2 gleich wäre bis auf einen Unterschied, der

kleiner ials eine beliebig; 'kleine Grösse gemacht werden könnte. In

wie kleine Untcr-Intervallc man also auch das Intervall von bis 2

tlieilen mochte, so mussten doch in jedem derselben Zahlen existiren,

welche als Grenzwerihe der b zu convergirenden Brüchen gehören kön-

nen. (Derjenige besondere Bruch, dessen Convergenz vorher bewiesen^

kann übrigens niclit zum Ausgang für ein solches Verfahren dienen,

weil für ihn \^2 die Grenze von b ist, oder — den rationalen Werth

-j- annimmt. Ueberhaupt kann ein Kettenbruch von der geforderten

Art niemals einer Reihe äquivalent sein, in welcher, der Zeichenwechsel

der Glieder sich nach streng eingehaltenen Perioden wiederholt.)

iv \ t-j-lll)-

Liij!, 4inCi der andern Seite ist, es klar, dass zu jedem Grenzwerthe 2cosj?

der Partialnenner b auch divergirende Brüche gehören. Sobald die An-

näherung der b an 2 cos»? hinluii(ilich rasch vor sich geht, muss näm-

lich Divergenz eintreten, weil sie Statt findet, wenn die b von gewisser

Stelle an genau = 2 cos rj sind. Durch die wesentliche Bedeutung,

welche hiernach die Geschwindigkeit der Annäherung der b an eine

feste Grenze für die Convergenz des Bruches erhält, wird eine Aehn-

lichkeit mit dem ^'erhalten derjenigen Kcltenbrüche hergestellt, welche

aus nur positiven Theilzählern und Nennern gebildet ^ind. Diese letzte-

ren, in reducirte Form gebracht, haben abwechselnd positive und nega-

tive b: einer gemeinschaftlichen Grenze können sich also dieselben nur

dann nähern; wenn diese Grenze 0' ist; Dieser Fall (der sich also zu-

nächst an ,den eben besprochenen einer positiveu Grenze < 2 an-

schliesst) ist zugleich (nach dem im Eingange erwähnten früher erwiese-

neu Satze) der Einzige, wo ein Bruch solcher Art divcrgircn kann, und

ob -er dies wirklich tluit oder convergirt, hängt von der Uapidität der

Annäherung spiner b an die Null ab; ist dieselbe gross genug, um die
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Siirnfile den absohilöKiZahlüiiweiilliu der b coiivurgirend m inaulieiij bo

macht sie üugleidi den -ßruch divergüut, während derselbe im eulgegcii-

gesetzlen Balle convergirl.i Die Frage, ob vielleiehl für eiueti von J^uJl

verschiedenen (irenzwcrlh der b ein iilinlicher aber allgemeinerer SaU auf-

ges(el4t werden könnic, ntückle abeiidui sehr complicirlc Unlersuehungen

'führen'^'-};'"- i-^'^ i mi) mii .i-.i ii)i!lni-i,i.. . iiil',i'.

(1 jinbiiy/ .uni'jilqilliini niabn» lii) ,noiibi riU <l
:mu ^ib

iiio :n')bri// idiiüHi -i -,,i?- il li' • n^ ,||.,> .,||„

""'
fti' dem'Voratisgehenden ist bereits mehrfach angedeutet,, wie mau

ihi Aligenuinen einen Kettenbruch (rediicirler Gestalt), dessen Theil-

nenner b zuletzt abwechselnd gegen zwei verschiedene (positive) Gren-

zöicconvergiren, in einen solchen umwandeln kann, in welchem eine

einzige Grenze vorhanden ist. Dieser Fall kommt häufig vor, theils weil

nicht selten unmillelbar zwei verschiedene Ausdrücke für die b mit ge-

radem oder ungeradem Index gegeben sind, und theils wtil die Facto-

ren A, welche zur Zurückführung eines Bruches, der nicht in reducirler

Gestall vorliegt, auf diese Form dienen, in ähnlicher Weise aus zwei

verschiedenen Gleichungen (lO) erhalten werden. Das Verfahren, die

einzelnen b alternirend mit der Quadratwurzel aus dem Verhältnisse ih-

rer beiden Grenzen zu multiplicircn und zu dividiren, wird nur dann un-

statthaft, wenn Eine dieser Grenzen oder Unendlich ist. Man kann

aber, wenn die Eine Null, die andere eine von Null verschiedene end-

liche Quantität ist, für diejenige Grosse, mit welcher die zuletzt ver-

*) Der oben bezeichnete Fall, wo die b sich dem Grenzwerthe abwechselnd

von der positiven und negativen Seite her nähern, trifll in der Thal mitlett

zwischen solche Fälle hinein, auf welche die Betrachtungen des gegenwär-

tigen §. passen , obgleich hier zunächst nur von positiven b gesprochen

worden ist Denn wenn eine negative Grenze der b cxistirt. ist dies we-

sentlich dasselbe, als ob sie den positiven gleich grossen Werlh hätte, weil

man mit — \ abwechselnd alle b multipliciren und dividiren kann.

Abli. d. II. Cl. d. k, Ak. d. Wiss. VII. Bd. III. Ablli. 76
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schwindenden b miiUiplieirl und die anderen dividirt werden, überhaupt

eine sehr grosse Zahl nehmen, wodurch bewiirkt wird, dass nun alle b

sehr klein werden, so dass klar ist, dass ein solcher Bruch in seinem

i^ortgange unendlich oft \^ cchsel vom Steig^en zum Fallen und umge-

kehrt zeigen muss ; ebenso kann man, wenn eine Grenze endlich und von

Null verschieden, die andere unendlich ist, mit einer sehr grossen Zahl

die unendlich wachsenden b dividiren, die andern multiplicircn, wodurch

alle sehr gross, daher namentlich grösser als 2, gemacht werden; ein

solcher Bruch wird daher immer in Einem Sinne fortgehen, und, von

tesondern Ausnahmsfallen abgesehen, convergiren. Wenn alle b zu-

letzt unendlich werden, obwohl vielleicht nach verschiedenen Gesetzen,

so ist derselbe Fall vorhanden: es bleibt daher nur dann eine Schwie-

rigkeit für die Beurlheilung des Fortschreitens der Näherungsbrüche,

wenn etwa die b mit geradem Index sich zuletzt der Null nähern, und

gleichzeitig die mit ungeradem über alle Grenzen wachsen, oder umge-

kehrt. Ereignet sich dieser nicht seltne Fall, (welcher unter Anderm

bei dem von Güii.ts für die hypergeometrische Reihe gegebenen Bruche

zum Vorschein kommt, wenn man denselben in die reducirle Form bringt),

so kann man sich sehr häufig dadurch helfen, dass man den vorgeleg-

ten Bruch (nach den Ausdrücken 1 1.) in einen solchen contrahirt, welcher

nur mehr die Näherungsbrüche von geradem Index, oder auch nur die

von ungeradem , aus dem ersten enthält. Wenn alsdann der zusammen-

gezogene Bruch schwankenden Gang hat, oder wenn man gar seine

Divergenz beweisen kann, so ist kein Zweifel, dass der zuerst gege-

bene die eine oder die andere Eigenschaft mit ihm thcilea muss. Da-

gegen scheint ein Forlschreilen in Einem Sinne des conlrahirten Bruchs

zunächst keinen Schluss auf ein gleiches Verhallen des vorgelegten selbst zu

gestatten, weil dieser auch steigende Intervalle gehabt haben könnte,

welche nur durch das dominirende Sinken der andern bei der Zusammen-

ziehung je zweier , verdeckt worden waren. Eine etwas genauere Bc-
'

'

'
' ' ' 'II ' -^'i 'IM' :'. !• 'i -:! •' vi'; •

'
' j-i-

Irachtung ^eigt indess, dass Fälle dieser Art nur unter besondern Um-
" '

.
' '. ::l .. ;

I; / ?. , III.'-,. : >
1
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Itfn^ 'iU' fixirfen, mögeetWa angcnortimon werden, dassdie' Nähcrüft'gS-

brttchPVo ;i V, i^'VjJ'V'/-. tftS iWsarrthicnnrezo*enf ri -BVücheS ^leich^iellsn^

(fen Nähertfnfg^MÄchert' mit gÖHldeM Index des rirtpi'ön^lichen; älSÖ"" '

' »0 — '^o ' ' 1 — ^2 7 ^ i — M J • • *' — ^^' r • •

-fciiiii iii"- ri>>'Vi:; diiHmfiii.'. !i/. rMiii.'! I' ii'ii'iir.i'ili i'id(fw .nl'j^il-fj /f

Schreiten nun Stffe' V Ift EillÄWl SWwe ör^i^a .W«*(!;)i(/' rbrl/'^o-^Öl"''*

-111/ Uli) liVk H-w!V,^niidDil(vi>>l^?- Vi,l4.ii)i 4ftli|V.,!.f<ii4*- iivijH(.j)>ifii')^'

positiv, woraus hervorgeht, dass ent\k'eder die Differenzen T,i,.'-^iV:^^.i

und v,r4» — V2,4.j beide ebenfalls positiv sind, oder, wenn Eint nega-

tiv wäre, so müsste es die (absolut genommen) kleinere von beiden

sein. Nun aber ist nach der allgemeinen Regel über die Zeichen (S.

§. 3.) das Vorzeichen der kleineren unter den beiden Differenzen v„.i

— v„ und v„ — v„+, massgebend für das Vorzeichen von b„+, ; weil

also hier angenommen wird, dass alle b einerlei Zeichen (-|-) haben, so

muss in allen Paaren von je zwei auf einander folgenden Differenzen v,r

— Vjr+i und Vjr+i — v,T+i die (absolut genommen) kleinere dasselbe Zei*-

eben haben, und zwar das nämHthe, welches auch schon die kleinere

der beiden Differenzen v^ — v^ und v, —^ v^ hat. Findet inan also

bei der leicht anzustellenden Urdersuch'unf, dass Vq — v^ undv, — Vj

beide dasselbe Zeichen haben, wie Vp '^—"Tj'oder wie alle V,- V,.,.,

s<y"ferg1bt sich, dkss schon der ursprünglich' vorgelegte Bructi ebenso

w'id dbr ^ttäämmciigezögen'e beständig sinkenden Gang hat. .Zugleich

folgt iü' diesem Fälle äilS der Cortvgrgenz' des cohtrahirten offenbar auch

die d'es itiei'st gegebenen. Zeigt Sieh" im Gegenlheile, dass das kleinere

der' i\\ei trltörvälle V^ — v, ui4d' V^' — Vj entgegengesetztes Tor-

zeicHen hat m\\^ ^ — V,, so müks'aucli in jeclem spätem Paare von

TTffttttinifiti Vir
—

'VU+i "tind v^'.r+i — v^r+l Eine, lind zwar die kleinere

Vöit bieidfell, örrtgeg^eng'esetzfteB 5feic1ien mit der andern und mit V,— V,+,

haben. Weil aber iW dbm vorgelegten Bruche, wenn er lauter positive

b hat, nirgends zwei steigende, und ebenso, wenn er nur negative b

76*
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h2(t,j)irgends zwei sinkende, Intervalle, ftuf §inpndf)V,,/;iQ|lgi^p KöBnenCS-ß,)

so. ist,
I

also in diesem Falle (wQ„,y„(,.TTniiyi(w»nd,*,i,ii—11)^4/ iRgleicN;

Zeiclien haben) aus dem
,
stets in, einerlei Sinne A'or sjch gphendei^

FortsQhifglten ,des ziisaii^piengezogenen Bruches,, zii, sc,l\l,i?sse;^, (}^ss,,iij,

dem vorgelegten selbst steigende und sinkende In^ervallp regelmässig

wechseln, wobei diejenigen der Einen Art sämmtlich grösser sein müs-

sen, als die |4pr andern zyvischen -welchen §ie liegj^n.,,,,,,
(|.))j.,i;lo?.

Wendet man diese Hilfsmittel der Beurtheihmg etwa atif den vor-

hin erwähnten Gauss'schen Kettenbruch -anii . ni -m/rjii -mhuiii ./'nl-Mq

tribiod (iiwajjX v,\ (namiiionVü trilo^itln) '»ib >.) 'jl^i^iinii ai: .nUii ii\

.?,) (DiliiiX ail) riflgXJ')!: iM njitioirriüllri Tib (bi:ii J^i v)i\u fini^ iiiv«

i.„7 ii-jxiiTuTiKI in')virl_!i fln ^ilfirr tr>TjiiiMi/l vsh n'ifloiosioY ?/ii) f.H .g

liflw' :
,

.
„d »0/ ii')(1')i'jxin7 ''iTTT Tili bfi'jd't!:^>(iin ,.(.„7 — „v biiu , / —

08 .nidßd t-(^) h'^floi'jS i-th-iM!'! <J öllii <;>i:li biiw (i)fnminrj>!irß Tjiri oelij

I fi NiiTiillid )ioi)fri^! 1) lufi i'tv^x 'ij, im/ (loißti'l »\ A\Ti rir i;>nm

iuj-jWeidhemnb •iniii-)!;! iir,:a..i lU )iilii>i1(i' 'lib .,. ^ - ^i"' bim ,.^, v-fi

•n <iii i|y| '»II) fii)U-i> liiiiii J-iisMiTT" .''ii !Hrtiiriiir~<f;I^Jin //x bmi , nudiii! iriii'j

oalß (lerri tobdi'l IhiI H "^~
, "i"^' H "•" "/ ^^ixii'.)i illi'l iiobi-jd v)\j

,
, Im, . _ " X«' + fy + r ^^^) MXMii J.l'ji-.l rib I-I.1

;,/ .,- ^'".~::^(5'+ 2r -,M (rTf-!m:,i,v Kil.^.nh ',hivl

ist^ so findet. sich, jdass für positiYe, |X,|,^!^elche kleifle,r aj^, Eifl^^^iniJ^,^

seine Näherungsbrüche zuletzt immer, in demselben ß^jjpe,, fortschreiten,,

wobei (wenigstens von ^anz speciellen Ausnahmsfällen abi^esqhenj, der|

Bruch convergiren niuss. Ist hingegen x>l, so schwankej), die j^^hcj],

rungsbrüche zuletzt beständig zwischen Waj;hsen u;id AbflQhpe^, wobei^

eine genauer eingehende Untersuchung erforderlich wäre, um zu unter-

scheiden, ob und wann Hier noch Convergenz mögliqh ist. Für negajjj

tive X, wo der Bruch zu denjenigen g;eliörtj j\y.elche sich |||us Jfti}|pf
j

p^o-,.

sitlven Stücken zusammensetzen,, convergirt er immer.
,, ,,. ,: ., „,.,1,.

.

d ovilß^g'iii •iirri iy iiii!}« . o>u'jd'j b.iu

—

ibii '

ijji'il>< I'jv/n f^bii^ruiiii .Im! d
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