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Vorwort

Die Potentialtheorie ist eine ziemlich alte mathematische Disziplin. IThre Geburtsstunde
schlug, als P. S. Laplace entdeckte, dall das zu einem elektrischen Feld gehérige Potential
auBerhalb des Trigers der Ladung harmonisch ist. Physikalische Ideen prigten dann auch
die Anfangsphase, in der Gaull wohl die wichtigsten Beitrige lieferte. Aber schon Riemann
stie3 auf groBe Schwierigkeiten, als er diese physikalischen Methoden zu einem mathe-
matischen Prinzip erhob. Auf einer mathematisch gesicherten Grundlage wurde dann die
klassische Epoche der Potentialtheorie etwa bis zum Jahre 1930 abgeschlossen. Die letzten
Arbeiten aus dieser Zeit, ich denke hier vor allem an die Theorie der superharmonischen
Funktionen von F. Riesz und an die Perronsche Losung des Dirichletschen Problems,
leiten dann zur modernen Epoche der Potentialtheorie iiber.

Charakteristisch fir die neueren Entwicklungen ist das Verschwinden der Differential-
rechnung aus der Potentialtheorie. Ausgehend von der axiomatischen Behandlung des
Dirichletschen Problems entwickelten M. Brelot und H. Bauer die Theorie der harmo-
nischen Riume, die sehr allgemeine elliptische und parabolische Differentialgleichungen
zweiter Ordnung umfaft. J. L. Doob und vor allem G. A. Hunt schufen die Potential-
theorie Markoffscher Prozesse und gaben fiir zahlreiche potentialtheoretische Phédnomene
eine wahrscheinlichkeitstheoretische Interpretation. A. Beurling und J. Deny abstrahier-
ten die klassische Theorie der Energie von O. Frostmann und H. Cartan und gelangten
zu den Dirichletschen Rdumen. Uber diese Entwicklungen geben die unten aufgefiihrten
Ubersichtsartikel genauer Auskunft.

Im Zeichen der ,,modernen’* Potentialtheorie steht auch die hier vorgelegte Arbeit.
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Einleitung

Sei X eine offene Teilmenge des R, die eine Green-Funktion besitzt (siche He., S. g9).
HY , sei der konvexe Kegel aller positiven, hyperharmonischen Funktionen auf X (siche
He, S.174). In der klassischen Potentialtheorie spielt die Gefegte R} einer positiven,
hyperharmonischen Funktion f Gber einer Menge A C X eine zentrale Rolle. Die fol-
gende Aussage ist als Brelotscher Konvergenzsatz bekannt:

R = inf{g & H{, : I, -f < g bis auf eine polare Menge}. Ersetzt man in obiger
Gleichung die polaren Mengen durch die Nullmengen des Lebesgueschen Malles A", so
gilt im allgemeinen keine Gleichheit mehr. Man gelangt zu einem neuen Objekt:

S =inf{gE HE  : I, f < g bis auf eine A>-Nullmenge }. Da S} < R} ist, nennt
man S} die starke Gefegte von f iiber A. Ausgehend von diesem Begriff entwickelten
M. Kac, Z. Ciesielski, D. W. Stroock und andere eine zur klassischen Potentialtheorie
analoge, aber mit dieser keineswegs identische Theorie, die man als semiklassische oder
Kacsche Potentialtheorie bezeichnet. In Cie wird diese Theorie ziemlich detailliert darge-
stellt. In der Kacschen Potentialtheorie kann man das Dirichlet-Problem behandeln, man
hat einen Diinnheits-Begriff und es besteht eine enge Beziehung zur Brownschen Be-
wegung.

Die weitere Entwicklung wird von zwei Bemerkungen ausgelost:

(1) Die positiven, hyperharmonischen Funktionen auf X sind genau die beziiglich der
Brownschen Bewegung auf X exzessiven Funktionen.

(2) Die A*-Nullmengen sind genau die Mengen vom Potential o der Brownschen Be-
wegung.

Begriffe wie ,,exzessiv’ und ,,vom Potential o*‘ sind aber bereits fiir jede beliebige sub-
markoffsche Resolvente (V). , auf einem beliebigen MeBraum (E, €) definiert. Wir
konnen deshalb verallgemeinern:

Sp:=inf{g&€ §:1,-f<g bisauf eine Menge vom Potential o }

(hierbei sei ¢, der konvexe Kegel aller beziglich (V)), - o exzessiven Funktionen).

Die Operation S wurde bereits von mehreren Autoren untersucht. Ich méchte be-
sonders die Arbeit Wa von T. Watanabe erwihnen. In all diesen Arbeiten fehlt jedoch
die Beziechung zur semiklassischen Potentialtheorie, die fir meine Arbeit richtungsweisend
ist. In der Tat zeigt es sich, daB eine ganze Reihe von Resultaten aus der semiklassischen
Potentialtheorie sich in nattirlicher Weise auf die obige, ziemlich allgemeine Situation
verallgemeinern lassen. Ich méchte hier nur das in diesem Zusammenhang wichtigste
Resultat, den Approximationssatz, ansprechen:

St =sup{Vg:gE€B,;(E,C), Vg<f,{g>0}CA}
(der Potentialkern V von (V) sei hierbei eigentlich).

In Teil I beschiftigen wir uns also mit der Kacschen Potentialtheorie fiir beliebige
submarkoffsche Resolventen auf beliebigen Mellriumen. In Teil IT sollen dann die meisten
Begriffe aus Teil I wahrscheinlichkeitstheoretisch interpretiert werden,
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Um das Hauptresultat zu skizzieren, mul} ich etwas weiter ausholen. Sei (V ), -, die
Resolvente eines Hunt-Prozesses (X)), ., mit einem LKAB E als Zustandsraum. Fur
alle Borelschen Mengen A des Zustandsraumes und alle exzessiven Funktionen f bewies
G. A. Hunt die folgende grundlegende, als Balayage-Theorem bekannte Aussage:

Rf: =inf {g & Gy: I, f << g} ist supermedian,

AN
XI= - fe ur alle x &
(R) ) = E* (I, <) « £ = Xy,) flir all E

(hierbei sei § die ,,Lebenszeit” und T, die erste Eintrittszeit in die Menge A des Prozesses

(Xd:»0)-
Fir die starke Gefegte lautet die analoge Aussage:

S8 = E (I, <n)  [° Xy,) fiirallex € E

(hierbei sei W, die wesentliche Eintrittszahl des Prozesses (X)), , in die Menge A).

Fiir Standard-Prozesse wurde dieses Balayage-Theorem in der oben bereits erwihnten
Arbeit von Watanabe bewiesen. In Teil IT wird hierfiir ein véllig anderer Beweis gegeben,
der fir sehr allgemeine Markoff-Prozesse gultig ist. Da die Begriffe aus der Theorie der
Markoff-Prozesse sich im stindigen Umbruch befinden, habe ich mich fir eine eigene
Definition eines Markoff-Prozesses entschieden, die auf das Balayage-Theorem besonders
gut zugeschnitten ist. Vorkenntnisse iber Markoff-Prozesse sind nicht nétig, Standard-
wissen Uber Wahrscheinlichkeitstheorie, wie es in Ba vermittelt wird, reicht fiir das Ver-
stindnis von Teil II vollig aus.

Teil III spielt sich im Rahmen der Theorie der harmonischen Riume ab. Man be-
trachtet Resolventen, deren exzessive Funktionen genau die positiven, hyperharmonischen
Funktionen sind. Leider kann die starke Gefegte je nach Wahl der zu Grunde liegenden
Resolventen stark schwanken. Die starke Gefegte ist also fiir einen harmonischen Raum
nicht eindeutig definiert. Wie in der Mathematik iiblich, versucht man, wenn ein Objekt
nicht eindeutig bestimmt ist, alle Méoglichkeiten zu klassifizieren. Dieser Problembe-
schaffungstrieb der Mathematiker ist jedoch nicht der einzige AnlaB3 fir Teil III. Beson-
ders die Charakterisierung der ,,gréBten‘ starken Balayage-Operation {iber einer Menge
A (siehe Satz III, 3.13) gestattet es, eine Reihe von Resultaten aus der Theorie der har-
monischen Rdume zu beweisen, die nichts mit starker Balayage zu tun haben. Ahnliche
Resultate wurden gleichzeitig von W. Hansen in Ha erzielt. Teil III ist unabhingig von
Teil I1. Ich mochte nun Gber den Begriff des Verzweigungspunktes sprechen, der fast
pausenlos in Teil I und II auftaucht. A priori hat dieser nichts mit Kacscher Potential-
theorie zu tun. Grob gesprochen tauchen Verzweigungspunkte immer dann auf, wenn ein
als richtig eingeschitztes Ergebnis sich fiir manche ,,pathologische’‘ Resolventen als falsch
erweist. Wie geben eine kurze Kostprobe,

In I, § 3 wird der Begriff der S-Diinnheit eingefiihrt. Analog zur ,,iblichen‘‘ Diinnheit
wire zu erwarten, daB3 die Vereinigung zweier in einem Punkt S-dinnen Mengen eben-
falls S-dtinn in diesem Punkt ist. Dies ist im allgemeinen falsch.

Entscheidend fiir die Einfihrung des Begriffes ,,Verzweigungspunkt ist aber nicht das
Auftreten von ,,Pathologien®’, sondern daB all diese ,,Pathologien’* zueinander dquivalent
sind. ,,Verzweigungspunkt* ist also ein Name fiir eine Aquivalenzklasse von ,,Patho-
logien*‘.

Resolventen, die keine Verzweigungspunkte besitzen, werden sinnvollerweise als normal
bezeichnet.
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Fur Ray-Prozesse kennt man bereits einen Begriff ,,Verzweigungspunkt‘‘, der in fast
allen Fillen mit dem in dieser Arbeit entwickelten Ubereinstimmt.

Grundlegend fir eine andere Reihe von Anwendungen ist das folgende in I, § 4 bewie-
sene Resultat.

Sei (V,),~ ¢ eine normale, submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €). Die
grobste Topologie, beziiglich der jede fiir ein a > o a-exzessive Funktion stetig ist, wird
als feine Topologie bezeichnet. Fir alle fein-offenen Mengen U und alle exzessiven Funk-
tionen f gilt dann: S = R}.

Dieser Zusammenhang zwischen der starken Gefegten und der ,,iblichen Reduzierten
erlaubt es, zahlreiche Aussagen Uber letztere zu machen, wenn U fein-offen ist. Bislang
war nicht einmal bekannt, ob RY fiir alle fein-offenen Mengen {berhaupt mefBbar ist.
Kombiniert man obiges Resultat mit verschiedenen Versionen des Approximationssatzes,
so erhilt man Verallgemeinerungen und Verschirfungen einiger Resultate von Hunt.

Am Ende der einzelnen Paragraphen steht meistens eine SchluBbemerkung, die einer-
seits die wesentlichen Ergebnisse herausheben und andererseits auf bereits bekannte
Resultate hinweisen soll. Einige erginzende Fragen werden in verschiedenen Anhingen
behandelt.

Frau Dr. U. Schirmeier schulde ich Dank fur zahlreiche Hinweise.

Meinem verehrten Lehrer, Herrn Prof. Dr. Heinz Bauer, mochte ich an dieser Stelle
zum einen fiir die dieser Arbeit entgegengebrachte Aufmerksamkeit und zum anderen fiir
das mir vermittelte Wissen danken.



I, § 1 Grundlagen aus der Theorie der Resolventen

: Fur einen MeBraum (E, €) fihren wir folgende Bezeichnungen cin:
€,: = o-Algebra der universell-meBbaren Mengen von (E, €).
Jeder eigentliche Kern K auf (E, €) besitzt dann eine eindeutige Fortsetzung K* auf
den MeBraum (E, €).
B (E, €): = Menge aller numerischen, meB3baren Funktionen auf (E, €).
B+(E,&):={feB(EE:.f>0}.
B, (E, €): = {f& B(E, €:fist beschrinkt }.
B, . (E, €): = (B,(E, € ~ B+(E, €).
Auf dem Vektorraum B, (E, €) fihren wir die Supremum-Norm ein:

” “oo : Bb(E’ 6)

f——sup {|f®x)|: xEE}

— s Ry

: Eine Familie (V ), ., von Kernen auf einem Mefiraum (E, €) heilt eine Resolvente
auf (E, €), falls fur alle p > q > o gilt:

Vo=V, +(p—9q) -V, V, V.V =V V.
Die Resolvente (V ), heilt submarkofsch, falls fir alle p > o der Kern pV sub-
markoffsch ist. Mit anderen Worten:

pV,1 <1 firalle p >o.

Ist (V,),~¢ eine submarkoffsche Resolvente auf einem MefBraum (E, €), so ist auch
(V)p>o eine submarkoffsche Resolvente auf (E, €)).
Bis auf weiteres sei (V) , eine submarkoffsche Resolvente auf einem MelBraum

(E, ©).

: Nach Me, IX, T 46 (a) gilt fur alle f € B4(E, €) und alle x € E:
Die Funktion p ————— V _{(x)

ist antiton und rechtsseitig stetig auf ] o, oo [.

Folglich wird durch V (x,A): =sup V (x,A) (x€E, A€ €

p
ein Kern auf (E, €) definiert. Wir nennen den Kern V, den wir manchmal auch mit
V, bezeichnen, den Potentialkern von (V).

: Fir alle a > o ist (V,, ) -, erneut eine submarkoffsche Resolvente auf (E, €) mit
V. als Potentialkern.

: Fur alle A € € sind folgende Eigenschaften dquivalent:
i V,Iy=o0 firalep=o.
(i) VI, =o0 firemnp>o.
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A C E hei3t eine Menge vom Potential o (beziiglich (V) ), falls eine Menge
A’ e €, A'C A existiert, die die Eigenschaft (i) (oder (ii)) erfullt.

Man sagt eine ,,Eigenschaft' gilt (V) . -f. 0., falls diese ,,Eigenschaft” auflerhalb
einer Menge vom Potential o gultig ist.

: Eine Funktion f € B(E, €) heillt supermedian (beziglich (V) <),

falls fur alle p >0 pV f<f gilt.

Da die Resolvente (V), ., submarkoffsch ist, ist die Funktion 1 supermedian.

Eine supermediane Funktion f hei3t exzessiv (beziiglich (V)< o),

falls lim pV_f(x) = f(x) fir alle x € E ist.

Sei ap> o. Eine Funktion f & By (E, €) heilt a-supermedian (beziglich (V) - ),
falls f beziiglich (V,. ), supermedian ist.

Eine Funktion f € B4(E, €) heillt a-exzessiv (beziglich (V,), ), falls f beziiglich
(Va4 p)p>o €Xzessiv ist.

Offensichtlich sind die o-supermedianen Funktionen gerade die supermedianen Funk-
tionen. Ebenso sind die o-exzessiven Funktionen gerade die exzessiven Funktionen.

Supermediane und exzessive Funktionen besitzen die folgenden elementaren Eigen-
schaften:

: (a) Fir alle supermedianen Funktionen f, g und alle a, b € Ry ist inf (f, g) und
(a-f+ b-g) ebenfalls supermedian.

(b) Fiir alle exzessiven Funktionen f, g und alle a,b &€ Ry ist (a-f 4 b - g)
ebenfalls exzessiv.
Das Infimum zweier exzessiver Funktionen ist aber i.a. nickt exzessiv. Wir
werden dieses Problem eingehend in § 3 und § 4 untersuchen.

(¢) Fur alle Folgen (f)),cn von supermedianen Funktionen ist die Funktion
liminf f, ebenfalls supermedian.

(d) Fir alle aufsteigenden Folgen (f,), -y von exzessiven Funktionen ist die Funk-
tion sup f, ebenfalls exzessiv.

n

: (a) Ist eine Funktion a-supermedian fir ein a 2> o, so ist sie auch b-supermedian
far alle b > a.

(b) Ist eine Funktion a-exzessiv flir ein a > o, so ist sie auch b-exzessiv fir alle
b > a.

(¢) Eine Funktion ist genau dann a-exzessiv fur ein a > o,
wenn sie fir alle b > a b-exzessiv ist.

(d) Eine Funktion ist genau dann a-supermedian fiir ein a > o,
wenn sie fir alle b > a b-supermedian ist.

(e¢) Eine fir ein a > o a-supermediane Funktion ist bereits dann a-exzessiv,
wenn sie fir ein b 2> o b-exzessiv ist.
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Exzessive Funktionen besitzen die folgende Riesz-Zerlegungs-Eigenschaft:

: Fur alle exzessiven Funktionen f, g;, g, mit f < g, + g, existieren zwei exzessive

Funktionen f, f, mit f; 4+ f, =f, f]; < gy, f, < g,
(Bew.: siehe CL, Korollar zu 3.1.7. Man beachte jedoch, dal} unsere Definition der
exzessiven Funktionen nicht mit der von CL {ibereinstimmt.)

Nach CL, 3.1.5 (a) ist fur alle f € B (E, €) die Funktion
Sf: = inf { g supermedian: g > f } supermedian.

(a) Fir alle f € B4(E, €) (oder f € B, (E, €)) und alle x € E gilt:

Existiert lim pV

p—»m
lim pV, . f(x) fir alle a > o, und fur alle a,b > o gilt:
p— o
lim pV, ,  f(x) = lim pV,, f(x).
p— 0o p— 00
Sei f € B+(E, €) oder f € B, (E, €).

Existiert fir alle x € E lim pV f(x), so kénnen wir definieren:
p—0

a+pf(¥) fir ein a 2> o, so existiert

ftB———R
X - == limv pV_fi():

p— 00

Sei f nun a-supermedian fiir ein a = o.
Nach Me, IX, T 46 (b) ist dann die Funktion p —— o Y LR 64
fur alle x € E isoton auf ] o, oo [. Also gilt in diesem Fall:
() f=suppV, .F
p>0
Nach Me, IX, T 60 ist f a-exzessiv, und es gilt:
() f =sup {ga-exzessivig <f}.
(d) Die Menge {f == f } ist vom Potential o.

Wegen (c) nennt man f{ auch die untere Regularisierte der a-supermedianen Funk-
tion f (bezliglich (V) o)
Wegen (a) stimmt die Definition von f beziiglich (V_, )~ fiir alle a > o {iberein.

(a) Fur alle a > o und alle f € B.(E, €) ist die Funktion V,f a-exzessiv.
(b) Fur alle p > o und alle fiir ein a >> 0 a-supermedianen Funktionen f ist die

Funktion V_f a-exzessiv, und es gilt:
VR

Der Potentialkern V = V, von (V) -, sei eigentlich.

(Fir die Resolvente (V, . ) ~ound alle a > o ist obige Voraussetzung immer erfillt.)
Dann existiert fiir jede exzessive Funktion f eine Folge (g,),<n~ aus B, .(E, €) mit
den Eigenschaften:
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(i) Vg, ist fur alle n & N beschrinkt.
() Vg, tf.
(Bew.: Me, IX, T 64 (b))

Wie wir in § 3 sehen werden, sind die folgenden beiden Eigenschaften nicht fir jede
submarkoffsche Resolvente erfullt:

(sup) Das Supremum einer aufsteigend filtrierten Menge von exzessiven Funktionen
ist exzessiv.

(inf) Fir jede absteigend filtrierende Menge § von supermedianen Funktionen
existiert eine exzessive Funktion f mit:

@ f<inf§,
(i) Die Menge {f < inf § } ist vom Potential o.

Ein c-endliches MaB y auf (E, €) heilt ein Referenzmaf fur die Resolvente (V) < g,
falls die p-Nullmengen genau die Mengen vom Potential o sind.

Besitzt die Resolvente (V) ein ReferenzmaB, so besitzt sie offenbar auch ein be-
schrinktes ReferenzmaQB.

Jedes Referenzmal} fur die Resolvente (V) -, ist auch ein Referenzmall fir die
Resolvente (V, | ).~ wobei a > 0 ist.

Besitzt die Resolvente (V)< , ein ReferenzmaB, so erfiillt die Resolvente (V) -, die
Eigenschaften (sup) und (inf).

(Bew.: Fiir .Resolventen von Standard-Prozessen wird (sup) in BG, V, 1.5. bewie-
sen, (inf) folgt aus BG, V, 1.6. Die Beweise hierflir lassen sich ohne Schwierigkei-
ten auf beliebige Resolventen verallgemeinern.)

Sei ¥ eine Topologie auf E mit den Eigenschaften:

(i) Jede exzessive Funktion ist n.u.h. beziiglich ,

(i) (E, T) ist ein separabler topologischer Raum.

Ist der Potentialkern V von (V) -, eigentlich, so besitzt die Resolvente (V) -,
ein Referenzmal.

(Bew.: Sei {x,: n& N} dicht in E beztiglich &.

=" z—ln - V(x,, ) ist dann das gewiinschte Referenzmal.)
n=1

Sei K ein Kern auf cinem MeBraum (E, €).

Eine Funktion f € B+(E, €) heit K-dominant, falls fur alle g,h & B+(E, €) gilt:
Kg < Kh 4 f auf {g>o0}=Kg < Kh4 f aufgaenzE.

Man sagt, der Kern K erfullt das vollstindige Maximumprinsip, falls die Funktion 1
K-dominant ist.
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Sei (V ), eine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €).
V = V, sei der Potentialkern von (V,),~,. Dann gilt:

(a) Jede supermediane Funktion ist V-dominant.
Insbesondere erfiillt der Kern V das vollstindige Maximumprinzip.

Ist V zusitzlich eigentlich, so gilt auch die Umkehrung:

(b) Jede V-dominante Funktion ist supermedian.
(Bew.: (a) Me, IX, T 68 (d) oder CL, 4.1.5,
(b): Me, IX, T 70 oder CL, 4.1.6.)

Sei (E, €) ein MeBraum. C sei ein beztiglich gleichmiBiger Konvergenz
abgeschlossener Untervektorraum von B, (E, €¢) mit 1 & C.
U sei ein Kern auf (E, €) mit den Eigenschaften:

(i) U erfillt das vollstindige Maximumprinzip,
(if) Ug & C fur alle g € C (insbesondere ist der Kern U beschrinkt).

Dann existiert eine submarkoffsche Resolvente (V) -, auf (E, €)
mit den Eigenschaften:

(iii) U ist der Potentialkern von (V) -,
(iv) Vg€ C fir alle g € C und alle p > o.

(Bew.: Fir C = B,(E, ¢ wurde obiges Ergebnis in Me, X, T 10 bewiesen. Dieser
Beweis 140t sich ohne Schwierigkeiten auf die obige, allgemeine Situation tibertragen.)

Sei (E, €) ein Melraum.

Eine Familie (P), . , von Kernen auf (E, €) heilit eine Halbgruppe auf (E, €), wenn
fur alle s, t > o gilt: P, ., = PP,

Die Halbgruppe (P), . o heil3t submarkoffsck, falls fur alle t > o der Kern P, sub-
markoffsch ist.

Die Halbgruppe (P), » , heiB3t mefbar, falls fur alle A & € die Abbildung

(t,x) —— P(x,A) M+RC)-Ry-meBbar ist.

Nach Me, IX, 39 wird fiur jede meBbare Halbgruppe (P)), . , auf einem Mefiraum
(E, €) durch

V,x,A): = fc"’"- P(x,A)dt (p>o,x€E A€ ()

eine Resolvente definiert.

(Vp)p>o wird die zu (P), . , gehorige Resolvente genannt.

Ist (P), » ¢ submarkoffsch, so ist auch (V) -, submarkoffsch.

Bis auf weiteres sei (P), ., eine mefibare, submarkoffsche Halbgruppe auf einem
MeBraum (E, €).

(Vp)pso sei die zu (P), ., gehorige submarkoffsche Resolvente.
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Fur alle a > o ist (™ °- P, . , erneut eine meBbare, submarkoffsche Halbgruppe
auf (E, €), und (V,, ), ist die zu (e™ '+ P), , , gehérige Resolvente.

Eine Funktion f & B+ (E, €) heilit supermedian (beztglich (P), . ),

falls fur allet >0 P f <f gilt.

Eine beziiglich (P), ., supermediane Funktion f heilit exzessiv (bezlglich (P), s o),
falls lim P f(x) = f(x) fir alle x € E ist.

t—0
Sei a > o. Eine Funktion f & B4 (E, €) heillt a-supermedian (beziglich (P), . o),
falls f supermedian bezlglich (e™ - P), 5, ist.
Eine Funktion f & B+(E, €) heifit a-exzessiv (beztglich (P),. ), falls f beziiglich
(e™ "+ P), s o exzessiv ist.
Wiederum stimmen die o-supermedianen bzw. o-exzessiven Funktionen mit den
supermedianen bzw. exzessiven Funktionen tiberein.

Sei a > o.

(a) Jede bezlglich (P), ., a-supermediane Funktion ist a-supermedian bezlglich
(Vodp>o-
Die Umkehrung gilt i. a. nicht (man nehme z. B. die Wirmeleitungs-Halb-
gruppe).

(b) Eine Funktion ist genau dann a-exzessiv bezlglich (P), . ,, wenn sie a-exzessiv
bezliglich (V ), ist.
(Bew.: Me, 1X, T 65)

Sei f € B4(E, €) (oder f € B,(E, €)) und x € E. Dann gilt:

(a) Existiert lim e ‘. P f(x) fir eiz a > o, so existiert lim e™ - P f(x) fir

0<t—0 0Lt—0
alle a Z o, und fur alle a, b > o gilt:
lim e®* ' Pf(x) = lim e®': Pf(x).
0<t—0 0<t—0
(b) Existiert lim P f(x), so existiert auch lim pV f(x), und es gilt:
0<t—>0 p— oo :
lim P f(x) = lim pV {(x).
0<t—0 p— o

Die Funktion f sei jetzt fiir ein a > o a-supermedian beziglich (P), ., Dann
ist die Funktion t ——— ¢™ '+ P (x) antiton auf Ri. Zusammen mit (a) und
(b) folgt hieraus:

() f(x) =supe®t: Pf(x) = lim P f(x).
t>0 0<t—0

Zum Schlufl wollen wir noch ein wichtiges Beispiel fiir Resolventen und Halb-
gruppen erértern (siehe Me, S. 200, 201):

Sei K ein submarkoffscher Kern auf einem Mefiraum (E, €). Durch

e—t(I-K): — E" _nl_' . (—t)n(I—K)“ —at g‘ nl_' ¥ (t.K)n (t }O)

n=0 n=0
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wird eine meBbare, submarkoffsche Halbgruppe auf (E, €) definiert.
Fir die zu (e** %), _ , gehérige Resolvente (V)), ., gilt:

(2)

(b)

©

CY

()

oc

=D (p;_l -K") fir alle p > o.

1
i
Fiir den Potentialkern V = V, von (V) ., folgt hieraus:
Ve=ey
n=20

Aus (a) oder (b) folgt:

Die leere Menge ist die einzige Menge vom Potential o.

Besitzt der MeBraum (E, €) eine Giberabzihlbare Familie von disjunkten, nicht-
leeren, meB3baren Teilmengen von E, so folgt aus (c), daB die Resolvente (V)
kein Referenzmal besitzt.

Ist | Kl |, < 1, so ist der Potentialkern V beschrinkt.

Uber exzessive und supermediane Funktionen kénnen wir folgende Aussage
machen:

Fir alle f € B4+ (E, €) sind folgende Bedingungen dquivalent:

(i)  fist exzessiv beziiglich (V) <.

(ii) fist supermedian beziiglich (V) .

(iii) f ist exzessiv beziiglich (e -5 _ .

(iv) fist supermedian beziiglich (e™* =) _ .

v) Kf<gHf

(Bew.: (i) nach (iii) folgt aus 23 (b). (ili) nach (iv) ist trivial. (iv) nach (ii) folgt aus
25 (a). (ii) nach (i) folgt aus (c). Die Aquivalenz von (i) und (v) wurde in Me, S. 201
bewiesen.)



I, § 2 Elementare Eigenschaften der starken Gefegten

I: Sei (V,),>, eine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €).
Fir eine Menge A C E und eine exzessive Funktion f kénnen wir dann die Redu-
zierte von f liber A definieren:

Rf: = inf {g exzessiv: [, - f < g }.

Es ist i. a. nicht bekannt, ob R{* supermedian ist.

Ist jedoch (V,),s, die Resolvente eines Standard-Prozesses auf einem lokalkom-
pakten Raum mit abzihlbarer Basis, so weill man, falls A eine beinahe Borelsche
Menge ist, daB3 R} supermedian ist, und daB sich R} von seiner unteren Regulari-
sierten nur auf einer semipolaren Menge unterscheidet.

Definition 2: Sei (V,),~, cine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €).
Fur alle Mengen A C E und alle exzessiven Funktionen f definieren wir:

Sf: = inf { g supermedian: I, - f < g},
Sp: = inf {gexzessiv: I,-f<g (V) 5o—Ffi}

St wird die starke Reduzierte von f iiber A genannt.
SA wird die starke Gefegte oder starke Balayage von f iiber A genannt.

Die folgenden Eigenschaften sind trivial:

Lemma 3: Sei (V). , eine submarkoffsche Resolvente auf einem MefBraum (E, €).
Fur alle exzessiven Funktionen f und alle A, B C E gilt:

(a) (A —B) ist vom Potential 0 => §} < SP.

(b) A ist vom Potential 0 = S# = o.

Bevor wir in der allgemeinen Theorie weiter fortfahren, betrachten wir zwei Beispiele:

4: Sei K ein submarkoffscher Kern auf einem MeBraum (E, €).
(Vpso sei die zu (€*4~¥) ., gehorige Resolvente.
Wegen 1.27 (¢), (e) gilt fiir alle A C E und alle exzessiven Funktionen f:
R

5: Sei (V,),>o die Resolvente der Brownschen Bewegung auf dem R".
Dann ist das n-dimensionale Lebesguesche Mall A* ein Referenzmall fir die Resol-
vente (V)< ¢
Die exzessiven Funktionen sind genau die positiven, hyperharmonischen Funktionen
im Sinne der klassischen Potentialtheorie.
Aus beiden Tatsachen folgt fir alle AC E und alle positiven, hyperharmonischen
Funktionen f:
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S2 = inf { g positiv, hyperharmonisch: I, - f < g A*—f. . }.

Auf der rechten Seite steht jetzt ein Ausdruck, mit dessen Hilfe man in der Kacschen
Potentialtheorie die starke Gefegte definiert. Unsere Definition ist also eine natiirliche
Verallgemeinerung der fir die Resolvente der Brownschen Bewegung lingst be-
kannten Definition der starken Gefegten.

Lemma 6: Sei (V). , eine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €).

Fur alle A C E und alle exzessiven Funktionen f gilt:

(a) SA=inf{SF: B&€ ¢ BDOA},
(b) S*=inf{SF: B€ G BDOA}

Beweis: (a): Sei g eine supermediane Funktion mit I, - f < g.

Sei B: = {{ < g} Danngilt: BE ¢, B DA und [,-f g

Aus letzterem folgt: SP < g. Damit ist (a) bewiesen.

Sei g eine exzessive Funktion mit I, - f < g (V)5 —f. 0.

Sei B’: = {f < g }. Nach Voraussetzung ist die Menge (B’—A) vom Potential o.
Deshalb existiert eine Menge N € €, N D (B’—A), die ebenfalls vom Potential o
ist. Sei B: = (B’ N).

Danngilt: BE€ €, BDA und I-f<g (V),5o—f 0.

Aus letzterem folgt: SP < g. Damit ist auch (b) bewiesen.

Lemma 7: Sei (V,) -, eine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €).

Dann gilt ftr alle A & € und alle exzessiven Funktionen f:
St = sup (I, - f, 5%

Beweis: Sei g eine supermediane Funktion mit I, - f < g.

Nach 1.11(d) gilt dann: I, - £ < g (V)50 —f. 0.

Da die Funktion g exzessiv ist, folgt: S} < g < g.

Daraus folgt wiederum: sup (I, - f, S} < g.

Hieraus folgt schlieBlich: sup (I, - f, S#) < SP.

Wir wollen nun die umgekehrte Ungleichung beweisen.

Sei hierzu g eine exzessive Funktion mit I, - f < g (V)5 —f. 1.

Sei g’: = sup (I, - f, g). Nach Voraussetzung gilt:
g=g (Vo)pso—f G und g <g'.

Daraus folgt: pV_ g’ = pV, g < g < g’ firalle p > o.

Also ist g’ eine supermediane Funktion.

Nach Def. von g’ gilt: I, - f < g".

Beides ergibt zusammen: SP < g’ = sup (I, - f, g).

Hieraus folgt schlieBlich: S < sup (I, - f, SM).

Mit Hilfe von Lemma 6 und Lemma 7 erhalten wir unmittelbar:

Satz 8: Sei (V,),~, eine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €).

Dann gilt fir alle A C E und alle exzessiven Funktionen f:
St < St <R
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Bislang wissen wir noch nicht, ob S? eine exzessive Funktion ist.
Eine erste Antwort auf diese Frage wollen wir jetzt geben:

Satz 9: Sei (V,),~, eine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €).
Fir alle A € € und alle exzessiven Funktionen f gilt:

(a) Sp ist supermedian.

(b) Sp ist die untere Regularisierte von S?. Also: S = (SP).
Insbesondere ist die Funktion S? exzessiv.

(© I,-f<<SF (V)pso—f ii

Beweis: (a): Nach t.10ist S} = S(I, - f) supermedian.

7
(b) Aus I, f < S folgt nach 1.11(d): I, - £ < (S (V)50 —F 0.

Aus der Def. von S2 folgt dann: §# < (S/fA\).

Wir wollen jetzt die umgekehrte Ungleichung beweisen.

Sei hierzu g eine exzessive Funktion mit I, - f < g (V)5 —f ..
Sei g’: = sup (I, - f, g). Nach Voraussetzung gilt:

g=2¢g (V)pso—f . und g < g’
Daraus folgt: pV, g’ = pV, g < g < g’ fiir alle p > o.
Hieraus folgt wiederum: g’ ist supermedian, und g = g.
Da I gl ish folatadS: < g

Jetzt kénnen wir schlieBen: (S}) < @ = g.
/N

Also folgt: (SP) < 82

(c) folgt unmittelbar aus (b) und 1.11 (d).

10: Sei (V,), o eine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €).
Mit &(((V,),) bezeichnen wir die Menge aller A C E mit der Eigenschaft:
Fiir jede exzessive Funktion f ist S} exzessiv,
und es gilt: I, f < 5" (V)5 0—1 ..
Weiter definieren wir: &((V,)o50): = (1) So((Va+ p)p>0)-
az0

Aus 9 (b), (c) folgt: EC S ((V,),>0)-
Weiter kann man zeigen, da3 &,((V,),~) und & ((V,), ) stabil sind beziiglich der
Bildung abzihlbarer Vereinigungen.

Satz 11: Sei (V),~, eine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €). Die
Eigenschaft (inf) sei erfiillt (siehe 1.14). Dann ist jede Teilmenge von E in &,((V,), )
enthalten.

Beweis: Sei A C E. Sei f eine exzessive Funktion.

Nach 9(a) ist §: = {SP: BE €, B DA} eine absteigend filtricrende Menge von
supermedianen Funktionen.

Wegen (inf) existiert folglich eine exzessive Funktion g mit

(1) g <inf§,
(2) {g < inf § } ist vom Potential o.

2 Ak, Wittmann
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Aus (1) folgt: g < Sf firalle BE €, B D A.
e

Daraus folgt: g < (SP) = SP (nach 9 (b)) fiir alle B € €, B D A.
Wir erhalten: g <inf {SP: B & € BC A } = S? (nach Lemma €).
Wir wollen jetzt die umgekehrte Ungleichung beweisen.
Aus (2) folgt: g > inf§ = I, £ (V). o—f G..
Nach Def. von S folgt jetzt: § < g. Wir haben damit bewiesen:
g = S
Insbesondere ist S# exzessiv. Wegen (2) gilt auBerdem:
St=g>inf§ =21, -f (V),5o—f 0.
Da f eine beliebige exzessive Funktion sein darf, folgt:

Ae 60 ((Vp)p>0)'

Korollar 12: Sei (V,), 5, eine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €).
Dann gilt:
Besitzt die Resolvente (V) -, ein ReferenzmaB, so ist jede Teilmenge von E in
S((V,)>0) enthalten.
Beweis: Jedes Referenzmal fiir die Resolvente (V) ist fiir alle a > o auch ein
ReferenzmabB fiir die Resolvente (V_ ), 5. Nach 1.16 besitzt die Resolvente (V, | ).~
fiir alle a > o die Eigenschaft (inf). Jetzt folgt die Behauptung aus Satz 11.

Im Gegensatz zur ,,ublichen* Gefegten ist starke Balayage cine idempotente Ope-
ration:

Satz 13: Sei (V),~, eine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €).
Dann gilt fir alle A € &4((V,),~,) und alle exzessiven Funktionen f:
A _ &A
Sl ) .
Beweis: Da S < f ist, folgt sofort: S?é?) < S4.

Da A € &((V,),50) ist, gilt: S > 1, 82 2 I, f (V)50 —F i
Nach Def. von §% folgt dann: S} < gA(éA).

Lemma 14: Sei (V,),~, cine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, ®).
Der Potentialkern V von (V) ., sei eigentlich. €, sei der konvexe Kegel aller exzes-
siven Funktionen.

Ty, Ty & —— R+ seien zwei Abbildungen mit den Eigenschaften:
(@ T,(f+g <Tf+Tyg To(f+g) = Tof + Tog fiir alle f, g € &,.
(b) Ty(n:f) = n-T,f fiir allen & N und alle f € §,.

(¢) Firalle f,g € §, gilt:
f<g——=T,f L Tg Tof < T,g.

(d) Fir jede aufsteigende Folge (f,),ox von Funktionen aus &, gilt:
T, (sup f,) = sup T,f,.
(e) Firalle f € &, gilt: T,f < T,f.

(f) Es existiert eine strikt positive, meBbare Funktion h auf E mit
T, (Vh) = T, (Vh) < o0.

Dann folgt: T,f = T,f fiir alle f & §,.
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Beweis: Wir zeigen zuniichst:

(1) Fur alle g € By, . (E, €) mit g < n-h gilt: T,(Vg) = T,(Vg).

Wir schliefen: T;(V(n-h)) = T,(Vg 4+ V(n-h—g)) <

T,(Vg) + T,(V(n - h—g)) (nach (2)) < T1(Vg) + To(V(n - h —g))

< Ty(Vg) + Ty(V(nh —g) (nach (9) = T,(Vg + V(n~h —g)

— T,(V(n - b)) = Ty(V(n - b)) (nach (), (b).

Daraus folgt: T,(Vg) + To(V(n-h—g)) = T(Vg) + To(V(n-h—g)).
Da Ty(V(n-h—g)) < n-Ty(Vh) < co ist, folgt schlieBlich:

T,(Vg) = T,(Vg). Damit ist (1) bewiesen,

Als nichstes zeigen wir:

(2) Furalle g € By, . (E, €) gilt: T;(Vg) = T,(Vg).
Hierzu definieren wir fir alle n & N: g,: = inf (g, n - h).

Da h strikt positiv ist, gilt: g, 1 g.

Jetzt kénnen wir schlieBen: Ty(Vg) = sup Ty(Vg,) (nach (d))

= sup T;(Vg,) (nach (1)) < T;(Vg) (n';ich (©) < To(Vg) (nach (e)).

Daraus folgt (2).

Sei f jetzt eine beliebige exzessive Funktion.

Da der Potentialkern V eigentlich ist, existiert nach 1.13 eine Folge (g ).cn
aus By, , (E, &) mit Vg, 1 f.

Wir beenden den Beweis von Lemma 14 mit den folgenden Schliissen:

Tof = sup T,(Vg,) (nach (d)) = sup T,(Vg,) (nach (2))

< Tyf (nach (¢)) < T,f (nach (e))

15: Sei (V,),> eine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €). Fur alle
A C E, alle a = o und alle a-exzessiven Funktionen f bezeichnen wir die starke Gefegte
(bzw. starke Reduzierte) von f tber A beziiglich der Resolvente (V, , ).+, mit *S} (bzw.
55l

Da die folgenden drei Sidtze von ithren Beweisen her untereinander verbunden sind,
beweisen wir diese gemeinsam.

Satz 16: Sei (V,),~, eine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €).
Dann existiert fir alle A C E und alle x € E eine Menge A’ mit:

) A'EE A DA,
() *58(x) = 5} (%), *SP(x) = *SP ()

fur alle a > o und alle a-exzessiven Funktionen f.

Satz 17: Sei (V),~, eine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBSraum (E, €).
Sei A C E.

(a) Fir alle b 2> a > o und alle a-exzessiven Funktionen f gilt:
'St <88, 8 <
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(b) Fuar alle a > o und alle a-exzessiven Funktionen f gilt:
S —Rsuplica e =NCpIES
b>a b>a
(c) Fir alle a > o und alle g € B4 (E, €) gilt:

adA o b&A aQA e bgA
Sv.e = Sup 'Sy, Sy, = sup Sy, ..
b>a b>a

Satz 18: Sei (V), <, eine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €).
Sei AC E.

(a) Far alle exzessiven Funktionen f, g gilt:
S2?+g) = S!{\ 2 S‘;, S?f+g) = S? a5 SgA'
(b) Far alle a > o und alle exzessiven Funktionen f gilt:

GA GA A A
S(a~f) = a'Sf, S(a~f) == a'Sf.

(© Fir jede gegen eine Funktion f aufsteigende Folge (f.), cn von exzessiven Funk-
tionen gilt:

S§ = sup 55, S; = sup S

Beweis von Satz 16, 17 und 18: 17(a) und 18(b) sind trivial. Wir werden Satz 17 und
18 zunichst nur fiir alle A € € beweisen. Mit Hilfe dieser Zwischenergebnisse beweisen
wir dann Satz 16. Mit Hilfe von Satz 16 konnen wir schlieBlich Satz 17 und 18 auf be-
liebige A C E verallgemeinern.

1. Abschnitt: Beweis von Satz 17 fiir alle A & €.
Wir beweisen (b) und (¢) gemeinsam: Sei a = o.

f sei eine a-exzessive Funktion. Sei g € B4.(E, €).
Da V,g < V, g fur alle b > a ist, sind b — 82 und b ——— *§%

Vog

antiton auf [a, oo[. Daraus folgt:
() sup 'S <8, sup S, < 'S,

b>a b>a
Nach 1.8(b) sind die Funktionen ®S#, *S3 _ fiir alle ¢ > b > a c-exzessiv.
Nach 1.7(d) sind dann auch die Funktionen sup *S? = sup °S{

a>b czb>a

. X beQ

und sup *S§ . = sup Sy, c-exzessiv fiir alle ¢ > a.
b c E bsa
€

Zusammen mit 1.8(c) folgt:

(2) sup "S?, sup "S§,, sind a-exzessiv.
b>a b>a
5 bEA _ b&A ; E
Aus 9(c) folgt: sup °Si = sup °S¢ = I, - f (V),5o—f. 1.
b>a b>a
b
Vor
b>a b>a
beQ
Daraus folgt zusammen mit (2):
S < sup Y88, 84, < sup “Sh,..
b>a b>a

. €Q
und sup °S% , = sup *S{ , = I, (sup V,g) = I, V,g (V)50 —1. G
b>a
beQ
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Zusammen mit (1) erhalten wir:

(3 *5t = sup "5, *S3,; = sup *5¢,,.
b>a b>a
Mit Hiife von Lemma 7 folgt auch der Rest von Satz 17:

"5 — sup (I, £, *3%) = sup (I, - £, sup "$%) = sup sup (I, - f, "$3)
b>a b>a
= sup bS‘?,
b>a . N
Sy, = sup (I, - V,g,"Sv.) = p (sup I, - Vg, aup *84,)

= sup sup (I, - V, g, °53,.) = sup Sy,
b>a b>a

2. Abschnitt: Beweis von Satz 18 fiir alle A & C.

(a): f, g seien exzessive Funktionen. Offensichtlich gilt:

O Sg <+

Wir definieren: h: = §§.,,, B: = {h=(f4g) }.

Wegen (4) existieren nach 1.9 zwei exzessive Funktionen h;, h, mit h; < f,
h2 <g, h1+h2= h.

Fir alle x € B folgern wir:

hy(x) = h(x) —hy(x) = (f + g) () — hy(x) = (f + g) (¥) — g(x) = f(x).
Analog erhilt man fir alle x € B: h,(x) > g(x).

Da die Menge (A-B) nach 9(c) vom Potential o ist, folgt daraus:

Serthy St <hg

SchlieBlich folgt: S + S} <h; + h,=h = St

Mit Hilfe von Lemma 7 kénnen wir jetzt schlielen:

St+e = sup (I - (f + g), St+e) =sup (5 f, S%) + sup (I, g, Sp)

= Sh 4 S

(c): Sei (f),en eine gegen f aufsteigende Folge von exzessiven Funktionen.
Trivialerweise gilt: sup S5 < Sf.
Andererseits gilt:
sup SP ist exzessiv nach g(b) und 1.7(d),
supSE Zsup I, f, =1I,-f (V,),5,—f G nachog(c).
Daraus folgt: S% < sup SE.
Mit Hilfe von Lemma 7 kénnen wir schliefen:
S% = sup (I, - f, $4) = sup (sup I, - f,, sup S}) = sup sup (I, - f,, S})

= sup S¢.
n

3. Abschnitt: In diesem Abschnitt sei der Potentialkern V von (V) -, eigentlich.
Sei A C E und x & E beliebig.
h sei eine strikt positive, meBbare Funktion mit Vh(x) < co.
Nach Lemma 6 existiert fiir alle n & N eine Menge B, € €, B, D A mit:
$B <SHhE + -, SHE <SHE + -
Sei B: = () B, Trivialerweise gilt: B & &, B D A.

neN
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Fir alle n € N gilt: §%,(x) < §%,() < $H() < 8% + .
Darausfelgt: Svn o —="Stu(x). Analog foleta s Gai= ST
Durch T,f: = §8(x), Tif: = S4(x), Tof: = SB(x), T,f: = SB(x) werden vier Abbil-
dungen auf dem konvexen Kegel aller exzessiven Funktionen definiert. Wir haben vorhin
bewiesen:
T,(Vh) = T,(Vh), T;(Vh) = T;(Vh).

Offensichtlich erfiillt T; (bzw. T}) die Voraussetzungen von Lemma 14. Wegen der im
2. Abschnitt bewiesenen Ergebnisse erfiillt auch T, (bzw. T,) die Voraussetzungen von
Lemma 14.

Aus Lemma 14 folgt dann: T,f = T,f und T;f = T,f fiir alle exzessiven Funktionen f.
Also gilt:

§4(x) = SB(x), SA(x) = SP(x) fur alle exzessiven Funktionen f.

4. Abschnitt: Beweis von Satz 16.
Sei AC E und x € E beliebig.
Fir alle b > o ist der Potentialkern (von V. ) <, eigentlich.
Wie wir im 3. Abschnitt bewiesen haben, existiert dann fiir alle b > o eine Menge
A, € €, Ay DA mit:

*5F(x) = PSP (x), "St(x) = "Sp*(x)

fir alle b-exzessiven Funktionen f.
Sef-Afh=" (AL A,

bSO

Dann gilt: A’€ ¢, A’ DA und

(s) 8 (x) = PS¢ (), PSE(x) = St ()
far alle b € Q, b > o und alle b-exzessiven Funktionen f.
Fir alle a > o und alle a-exzessiven Funktionen f schlieBen wir:

BHx) <SP () = o *S¥(x) (nach 17 (a), (b))

beQ -
= sup "S54 (x) (nach (5)) < *$¢(x).
b>a
b2 ,
Analog zeigt man: *S%(x) = *S%'(x).

5. Abschnitt: Satz 17 (bzw. Satz 18) folgt jetzt unmittelbar aus den Ergebnissen des
1. Abschnittes (bzw. des 2. Abschnittes), wenn wir Satz 16 heranziehen,

19: In Anbetracht von Satz 18 erscheint es moglich, daf3 fiir alle A C E und alle
x € E ein Mal} g, ,, existiert derart, daB fiir alle exzessiven Funktionen f gilt:

ST = [ fdy, .
Diese Vermutung ist im allgemeinen falsch, selbst dann, wenn A & € ist. Ist jedoch

(V,)p>o die Resolvente eines starken Markoff-Prozesses, so ist obige Vermutung richtig
(siehe II, 4.13).

Satz 20: Sei (V), 5 eine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €).
Sei f eine exzessive Funktion.



Elementare Eigenschaften der starken Gefegten 23

(a) Fur alle A, B C E gilt:
SgAr\B) + S(fAuB) < St.:\ + SfB, S(fAr\B) _|_ S?A\JB) < S:_\ + S{-\

(b) Fir jede gegen ecine Menge A aufsteigende Folge (A)), oy von Teilmengen
von E gilt: :

S# = sup S, SP = sup Sf-.

Beweis: (a): Sei zuniichst A, B & €. Wir definieren:
N e U R R I e A e e

Wegen g(b) sind die Funktionen h; und h, exzessiv. Wegen g(c) gilt:
(1) Die Mengen (A-A"), (B-B’) und ((A\/ B)- (A’ B’)) sind vom Potential o.
Offenbar gilt:
@) hy (%) + hy(x) < f(x) + f(x) = S}(x) + SP(x) fiir alle x € (A’ ~ B'),
@ B0+ hy() < hy(x) + () <SPG + SAx) far alle x € (A’ — B,
(4 hy (%) + he(x) <hy(x) + £(x) < SF () + &7 (x) fiir alle x € (B' — A”).
Aus (2), (3) und (4) folgt:
h, (%) + hy(x) < 5§ (%) 4+ SP(x) fiir alle x € (A’ v B').
Zusammen mit (1) folgt: I, g * (hy + hy) < S + §P (V)50 — 1. 0.
Nach Def. von SV P folgt:
()  SAYD <8+ 5
Jetzt kénnen wir schlieflen:
SANPB 4 SAYE = h) + hy = §MP 4+ §A~D) (nach Satz 13)
<SP 4 SR = ST (nach 18 (a)
<SP+ 5P (nach (5)).
Mit Hilfe von Lemma 7 schlieBen wir: S& B . SAVE) —
= sup (Ia~p " f, S 4 sup (Iaom " i)
L sup (I, - f, 88 + sup (I5  f, SP) = SA + SE.
Sei jetzt A, B C E beliebig. Sei x & E.
Nach Satz 16 existieren zwei Mengen A’ & €, A’ DA, B’ € €, B’ D B mit:
(©6) 58 (x) = S¢(x), SF () = St (),
S¥(x) = SP(0, SP(x) = SP(x).
Wie wir eben bewiesen haben, gilt:
O S T
SgA'f\B') + St(’A'\JB') < S?’ + S?’
Wir schlieBen:
SANB() + SAVB(x) < SV OPI(x) + SEVEI) < S + SE ()
(nach (7)) = 5#(x) + SP(x) (nach (6)).
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Analog zeigt man: SA"B(x) + SAVYBI(x) £ SA(x) + SP(x).

(b): Sei zunichst (A)), <y eine Folge aus €.
Nach g(b) ist (5#), o eine aufsteigende Folge von exzessiven Funktionen. Nach 1.7(d)
ist sup Sf» dann exzessiv.

Nach g(c) gilt:
e sup L sup s 0V Jus = fi . ¢

Daraus folgt: & < St Sia,
Mit Hilfe von Lemma 7 folgt: S} < sup Spa.

Sei nun (A), < eine beliebige Folge von Teilmengen von E. Sei x € E.
Nach Satz 16 existiert fiir alle n € N eine Menge A] € €, Al D A mit:

® St () = SP(x), Sph(x) = SP(x).
Firallen & Niset AT =u M)A #Sel Al =" [T) AL,

mz2n n&eN
Wie wir oben bewiesen haben, gilt:
9) S sup S5, SAT L sup SA%.

Jetzt konnen wir schlieBen:
NCOR S i sup Sf4(x) (nach (9)) < Sup Sta(x) = sup Sf=(x) (nach (8)).

Analog zeigt man: S (x) < sup Sf(x).

Die umgekehrten Ungleichungen sind trivial.

21: Aus Satz 20 folgt, daB A — 5 (x), A — S (x) fiir alle exzessiven Funktionen f
und alle x € E stark subadditive Praekapazititen sind. Beide Mengenfunktionen sind
aber selbst, wenn (V) -, die Resolvente der Brownschen Bewegung ist, 4ezze Choquet-
schen Kapazitiiten. Die Mengenfunktion A — R2(x) ist bekanntlich fiir alle stetigen,
exzessiven Funktionen f und alle x € R" eine Choquetsche Kapazitit, wenn (V), -, die
Resolvente der Brownschen Bewegung auf dem R® (n > 3) ist. Aus dem Kapazitabili-
titssatz folgt dann: R (x) = sup { RF(x): K C A kompakt } fiir alle Borelschen Men-
gen A.

Interessanterweise ist das letzte Resultat trotz der obigen negativen Bemerkung auch
fir die starke Reduzierte und die starke Gefegte richtig. Wir werden nidmlich in Korollar
5.11 zeigen:

S#(x) = sup { SF(x): KC A kompakt },
A(x) = sup { SF(x): KC A kompakt },

wobei (V) -, eine beliebige Resolvente auf einem polnischen Raum ist, wobei A eine
universell-meBbare Menge ist und wobei f eine beliebige exzessive Funktion ist.

SchluBbemerkung: Die starke Gefegte und die starke Reduzierte sind bereits in Wa
und Me (4) studiert worden. Ziel von § 2 war es, deren Ergebnisse zu verfeinern und
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zu verallgemeinern. Fir die weitere Entwicklung ist die unter 5 gemachte Bemerkung
entscheidend. Viele Resultate aus der Kacschen Potentialtheorie werden sich nidmlich
spiter in unserer allgemeinen Theorie wiederfinden. Genau dieser Gesichtspunkt unter-
scheidet unsere Arbeit von den bislang tber ,,starke Balayage'‘ erschienenen Arbeiten.
Es ist deshalb nicht verwunderlich, dal3 der Name ,,starke Balayage‘ — er stammt aus
der Kacschen Potentialtheorie — in diesen Arbeiten nicht auftaucht.



I, § 3 S-Diinnheit

Der von M. Berlot eingefihrte Begriff der Dunnheit hat sich in der Potentialtheorie als
sehr nutzlich erwiesen, Leider beniitzen die bisherigen Definitionen der Dinnheit topo-
logische Begriffe. Wir kénnen aber nur solche Begriffe in unsere Theorie iibertragen, die
rein durch Balayage-Operationen definierbar sind. Aus diesem Grund wollen wir zunichst
fur P-harmonische Ridume den Begriff der Dinnheit durch eine Bedingung charakterisie-
ren, die von topologischen Begriffen keinen Gebrauch macht:

Satz 1: Sei (X, H*) ein P-harmonischer Raum.
Far alle AC X und alle x € X sind folgende Bedingungen #4quivalent:
i) A ist diinn in x.

(i1) Es existiert eine positive, hyperharmonische Funktion f auf X mit der Eigen-
schaft: R*(x) < f(x).

Beweis: (i) nach (ii) folgt sofort aus CC, Prop. 6.3.2.

(i) nach (i): Existiert eine positive, hyperharmonische Funktion f mit R (x) < f(x),
so existiert wegen CC, Korollar 2.3.1 sogar ein stetiges Potential p mit R%(x) < p (x).
Die Bedingung (i) folgt jetzt aus CC, Prop. 6.3.2.

Jetzt ist die folgende Definition gerechtfertigt:

Definition 2: Sei (V) -, eine submarkoffsche Resolvente auf einem Mefraum (E, €).

Eine Menge A C E hei3t Sy-déinn in einem Punkt x € E (beztglich (V) - ) falls eine
exzessive Funktion f mit S#(x) < f(x) existiert. Eine Menge A C E heiBt S-dinn in
einem Punkt x € E (beztglich (V) ), falls die Menge A fiir ein a 2> o Sy-diinn im
Punkt x beziiglich (V. ), ist. Fir eine Menge A C E bezeichnen wir die Menge aller
Punkte, in denen A nicht S-diinn ist, mit A®.

Aus Lemma 2.6 (b) folgt sofort:

Lemma 3: Sei (V) + , eine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €).
Ist eine Menge A C E S-dinn (bzw. Sy-diinn) in einem Punkt x & E, so existiert eine
Menge A’ € €, A’ D A, die ebenfalls im Punkt x S-diinn (bzw. S,-diinn) ist.

Satz 4: Sei (V,),~, eine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €). Der
Potentialkern V von (V) <, sei eigentlich. h sei eine strikt positive, meBbare Funktion
auf E derart, daBl Vh(x) fiir alle x & E endlich ist (wegen der Eigentlichkeit des Kernes V
existiert immer eine solche Funktion h).

Fir alle A C E und alle x € E sind dann folgende Bedingungen idquivalent:

0 A ist Sg-dann im Punkt x.
(ii) 54, (%) < Vh(x).
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Beweis: (ii) nach (i) ist trivial.

(i) nach (ii): Auf dem konvexen Kegel aller exzessiven Funktionen werden durch
T,f: = S2(x), Tof: = f(x) zwei Abbildungen definiert. Wegen Satz 18 erfiillen T, und
T, die Bedingungen 2.14 (a), (b), (c), (d) und (e). Gilt nun 5%, (x) = Vh(x), so ist auch
die Bedingung 2.14 (f) erfullt. Aus Lemma 2.14 folgt dann: T; = T,.

Dies besagt nichts anderes als:

S} (x) = f(x) fiir alle exzessiven Funktionen f.

Also ist die Menge A nicht Sy-diinn im Punkt x.

Lemma 5: Sei (V,), ., eine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €).
Ist eine Menge A C E in einem Punkt x Sy-diinn beziiglich (V,),, so ist A fiir alle
a > o auch beziiglich (V,. ) - Sp-diinn im Punkt x.

Beweis: Sei A Syp-dlinn im Punkt x beziglich (V) .
Dann existiert eine exzessive Funktion f mit 52 (x) < f(x).
Nach 1.8(b) ist f fur alle a > o a-exzessiv, und nach 2.17(a)
gilt BBrx) € 82 (x) < f(x) fir alle a > o.
Also ist A fiir alle a 2> o Sy-diinn im Punkt x beziiglich (V, ; ). <.

Ist der Potentialkern eigentlich, so gilt auch die Umkehrung des letzten Lemmas. Zum
Beweis benétigen wir folgendes Lemma:

Lemma 6: Sei (V). einc submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €).
Fir alle a > o gilt:

(a) Ist f eine a-supermediane Funktion, so ist die Funktion
(f + a - Vf) supermedian.
(b) Ist f eine a-exzessive Funktion, so ist die Funktion

(f + a - VI) exzessiv.

Beweis: (a): Wir miissen fir alle p > o zeigen:
pV,(f +a- V) <(f 4 a- V).

1. Fall: a>p>o. Esgilt: pV (f+a-Vf) =pV f+4p-a-V,Vf
<a'Vf+a-p-VVf{daazp)=a-(Vf+ pV,Vf)=a-Vf
(Resolventengleichung!) < f + a - Vf.

2. Fall: p>a. Esgilt: pvV (f+a V) =pV f+p-a-VVf
=@p—a) Vf+a (VEf+pV,Vf)=(p—a) - Vf+a-Vf
(Resolventengleichung!) < f 4 a - Vf (da f a-supermedian ist).

(b): Ist f a-exzessiv, so kdnnen wir schlieBen:

lim pV (f + a- Vf) = lim ((p—a) - Vf 4 a - Vf) (sieche 2. Fall)
p— o0 p-—>o0
lim (p—a) - V,f+a-Vf=f+a-V

p—00
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Satz 7: Sei (V,),~, eine submarkoffsche Resolvente auf einem MefBraum (E, €). Der
Potentialkern V von (Vp>p>0 sei eigentlich. Fir alle a 2 o, alle AC E und alle x € E
sind folgende Aussagen dquivalent:

o A ist Sp-diinn im Punkt x beztglich (V ),

(i1) A ist Sy-diinn im Punkt x beziiglich (V, 4 )~

Beweis: (i) nach (ii) wurde bereits in Lemma 5 bewiesen.

(ii) nach (i): Wegen Lemma 3 diirfen wir 0. B.d. A. annehmen, dall A & € ist.
Sei h eine strikt positive, mef3bare Funktion derart, daBl Vh(y) fir alle y & E endlich
ist. Dann ist auch V_ h(y) fir alle y € E endlich. Nach Satz 4 folgt aus Bedingung (ii):

(1 "Son (®) < V,h().

Da A € € ist, ist die Funktion g: =3S$,h a-exzessiv.
Nach Lemma 6(b) ist die Funktion (g + a - Vg) exzessiv.
Folglich ist auch die Funktion

fi=g+aVV,h=(g+a Vg + V(a:(V,h—g))

als Summe zweier exzessiver Funktionen ebenfalls exzessiv.
Firallex € B: = {g > V,h } = {°5§, > V,h } gilt:

f(x) = g(x) + aVV,h(x) > V,h(x) + aVV,h(x) = Vh(x)
(Resolventengleichung!).
Da die Menge (A-B) vom Potential o ist (siehe 2.8(c)), folgt:
@)W L VR )
Jetzt kénnen wir schlieBen: 5§, (x) < f(x) (nach (2))

= g(x) + aVV,h(x) = *5} , (x) + aVV,h(x) < V,h(x) + aVV,h(x)
(wegen (1) und wegen a * VV_ h(x) < Vh(x) < c0)
= Vh(x) (Resolventengleichung!).

Also ist A Sy-diinn im Punkt x beztglich (V)), .

Korollar 8: Sei (V) , eine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €).
Fir alle A C E und alle x € E sind folgende Aussagen idquivalent:

@) Fir a/le a > o ist A S-diinn im Punkt x bezlglich (V, ) ;5o
(i1) Fir ein a > o ist A S-dlinn im Punkt x beztglich (V,, ).~

(iii) Fur alle a > o ist A Sy-diinn im Punkt x beziiglich (V, , ) < q.
(iv) Fir ezn a > o ist A Sy-dlinn im Punkt x beziiglich (V_ )~ -

Ist der Potentialkern V von (V) ., cigentlich, so gilt auch Aquivalenz mit der fol-
genden Aussage:

) A ist Sy-diinn im Punkt x beziglich (V)), .

Beweis: In Satz 7 wurde bereits die Aquivalenz von (iv) und (v) bewiesen. (iii) nach
(iv) nach (ii) ist trivial.
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(ii) nach (iii): Wegen (ii) existiert ein b > o derart, da3 A S-diinn im Punkt x beziig-
lich (Vy, ; ), >0 ist. Also existiert ¢ 2> 0 mit:

(1) A ist Sy-diinn im Punkt x beziglich (V.1 )50
Sei a > o beliebig. 1. Fall: a > ¢ + b.
Dann ist A nach Lemma 5 auch beziliglich (V, . ), Se-diinn im Punkt x.
2.Fall: a<c+b. Seidi =c+ b—a.
Wegen (1) ist A im Punkt x Sy-dlinn beziglich (V4. .4 )50
Da der Potentialkern der Resolvente (V, ; ).~ , eigentlich ist, folgt hieraus nach Satz 7:
A ist Sy-diinn im Punkt x bezlglich (V, , ), <
(iii) nach (i) nach (ii) ist wiederum trivial.

Korollar 9: Sei (V,),~, cine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €).

Sei a 2> 0. h sei eine strikt positive, mef3bare Funktion auf E derart, dafl V_ h(x) fiir
alle x & E endlich ist.

Dann gilt firalle AC E: A*= {*5§§ , =V, h} = {5}, > V.h}.

Beweis: Im Fall a = o ist der Potentialkern V = V, = V_ eigentlich. Die Behaup-
tung folgt sofort aus Satz 4 und Korollar 8.

Lemma 10: Sei (V) -, eine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €).

(a) Fur alle A C E und alle exzessiven Funktionen f gilt:
SR 8 08
(b) Fur alle A C E gilt: (A% C A®.

Beweis: Nach 2.8 gilt: R} > S} 2
Sei g eine exzessive Funktion mit I, f SE V) g oy
Dann gilt fiir alle x € A®: f(x) = 53 (x) < gx).
Wir haben damit fur alle exzessiven Funktionen g gezeigt:
L f<g(V)pso— L. —= 1. <g

Daraus folgt schlieBlich: §* > R,
Mit Hilfe von (a) und Korollar g folgt (b):

Ay = {*5{, > Va}C {*5,> Va1 } = A
(hierbei sei a > o beliebig).

Wir sind jetzt in der Lage die Elemente von &((V,),~) zu charakterisieren:

Theorem 11: Sei (V,),~ , eine submarkoffsche Resolvente auf einem MefBraum (E, €).
Fir alle A C E sind folgende Aussagen dquivalent:

® AEB (Vs
(i) AE G ((Vasova fiirallea > o.
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(iii) A€ Sy ((Voy,)p>o) fiireina>o.
@iv) A* & €, (A-AY) ist vom Potential o.
) A* € & ((V,),>0) (A-A% ist vom Potential o.

Ist der Potentialkern V von (V) ., eigentlich, so gilt auch Aquivalenz mit den fol-
genden Aussagen:

(vi) AE&,((Vy)pso)
(vii) Es existiert eine Menge A’ € €, A" D A derart, daB fur alle exzessiven Funk-
tionen f gilt: 5} = S}

Beweis: (i) und (ii) sind per definitionem #quivalent.

Wir nehmen zunichst an, daf3 der Potentialkern V eigentlich ist.

(vi) nach (iv): Sei h eine strikt positive, meBbare Funktion derart, da Vh(x) fir alle
x € E endlich ist. Aus A € &,((V,),>) folgt:

(1) S§,, ist exzessiv (insbesondere also meBbar),
(2) I,-Vh <54 (V),so—f 0.

Nach Korollar g gilt:
(3 A= {50, > Vh}

Aus (1) und (3) folgt: A®* & €. Aus (2) und (3) folgt:

(A—A”) ist vom Potential o.

(iv) nach (vii): Da (A—A®) vom Potential o ist, existiert eine Menge B & ¢, B D (A—AY)
die ebenfalls vom Potential o ist.

Sei A’ = (A*v B). Danngilt: A" € ¢, A’ D A.

Sei f eine beliebige exzessive Funktion. Da (A’—AF) vom Potential o ist, gilt nach
2.3 (a) und Lemma 10:

SF < S SE
Die umgekehrte Ungleichung ist trivial. Also gilt (vii).

(vii) nach (vi) folgt unmittelbar aus 2.9 (b), (c).
Von nun an braucht der Potentialkern V nicht mehr eigentlich zu sein.

(ii) nach (iii) ist trivial.

(iii) nach (iv): Sei A € &¢((V, 4 p)p>o) flir ein a > o.

Da der Potentialkern der Resolvente (V, . ), eigentlich ist, kénnen wir (vi) = (iv)
auf die Resolvente (V, . ) -, anwenden, und wir erhalten auf diese Weise die Bedin-

gung (iv).
(iv) nach (ii): Wenden wir (iv) = (vi) fir alle a > o auf die Resolvente (V,, ), an,
so erhalten wir:

@) AEG, (V.15 firallea > o.
Wir sind fertig, wenn wir auch zeigen konnen:
(s) A€ So((Vodpsa)
Sei f eine beliebige exzessive Funktion. Aus (4) folgt:

6) 254 ist a-exzessiv fiir alle a > o,
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Q) I4-f < o8 (V)),5o—f. 1. fiiralle a > o.
Nach 2.17 (a), (b) gilt:
(8) *SA 4 SA wobei a, | 0 und a, > o furalle n € N.

Aus (6), (8) und 1.8 (c) folgt: 5P ist exzessiv.
Aus (7) und (8) folgt: I, - f < S§? Vo) a—E
Damit ist (5) gezeigt.

(iv) nach (v) ist trivial.

(v) nach (iv): Wenden wir (i) = (iv) auf die Menge A* € & ((V,), ) an, so erhalten
wir:

(©) Ay e €
Da (A — A®) vom Potential o ist, folgt nach 2.3 (a) und Lemma 10:
Spi< 5F <SR
Daraus folgt sofort: (A®)* = A®,
Zusammen mit (9) folgt (iv).

12: Sei K ein submarkoffscher Kern auf einem MeBraum (E, €).

(V)pso sei die zu (e7@9) _ , gehérige Resolvente (siehe 1.27). Da die leere Menge
nach 1.27 (c) die einzige Menge vom Potential o ist, folgt sofort:

(a) AC A% furalle AC E.
Wir machen nun die folgende Zusammensetzung:
{x}€ € und K@, {x})=o0 firalex,yc E, x = y.

Nach 1.27 () ist dann die Funktion I,, fir alle x € E exzessiv.

Fir alle A C E und alle x € (E—A) gilt: Sff{x}) =:0:
Daraus folgt fur alle A C E: A ist Sg-diinn in allen Punkten x &€ (E—A).
Zusammen mit (a) erhalten wir:

(b A =A° furalle AC E.
Nach Theorem 11 folgt aus (b):
() S (V. o0) = GV v osn) = € fiirallea > o:
Zusammen mit 2.11 folgt daraus:
(d) Die Resolvente (V, ; ).~ erfillt firr alle a > o nickt die Eigenschaft (inf) (siehe

1.14).

Da unter unseren Voraussetzungen jede a-supermediane Funktion bereits a-exzessiv
ist, verletzt die Resolvente (V,, )., fir alle a > o sogar die folgende, fir beliebige
Resolventen schwiichere Bedingung:

inf’ Fir jede absteigend filtrierende Menge § von exzessiven Funktionen existiert
] g g
eine exzessive Funktion f mit:
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@ f<inf§,
(i) die Menge {f < inf § } ist vom Potential o.

Theorem 13: Sei (V ), , eine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €).
Fir alle A € & ((V,),~0) und alle exzessiven Funktionen f gilt:

A= SN = SN = RN = §A A = RANAY,

Beweis: Wegen 2.8 und Lemma 10 geniigt es zu zeigen:
88 < S
Nach Theorem 11 (i) == (iv) ist die Menge (A — A®) vom Potential o.

Dann ist auch die Menge (A — (A ~ A%) vom Potential o.
Nach 2.3 (a) folgt daraus: S} < S(A7AY,

Aus Theorem 13 folgt sofort:

Korollar 14: Sei (V) eine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €).
Dann gilt fir alle A € & ((V,),50) : A* = (A% = (A ~ A%,

In Analogie zur ,,Gblichen’* Balayage-Theorie kénnte man eine Menge A &€ & ((V,),~.)
total S-dinn nennen, wenn A’ = ¢ ist. Unter einer S-semipolaren Menge wiirde man
dann eine abzidhlbare Vereinigung von total S-diinnen Mengen verstehen. Wie das
nichste Korollar aber zeigt, stimmen diese Mengen mit den Mengen vom Potential o
iiberein. Aus diesem Grund fiihren wir die Begriffe total S-diinn und S-semipolar nicht ein,

Korollar 15: Sei (V,),~, eine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €)
derart, dafl mindestens eine strikt positive, exzessive Funktion existiert.
Fir alle A € © ((V,),~,) sind folgende Bedingungen idquivalent:
(1) A ist vom Potential o.
i) A*=o.
(iii) (A "A =o.
(iv) (A ~A®) ist vom Potential o.
(v) A’ ist vom Potential o.
(vi) (A ~ A% ist vom Potential o.

Beweis: (i) nach (ii): Die Menge A ist in allen x € E Sy-dnn, denn nach 2.3(b) gilt
SHx) = o < f(x) fiir alle x € E (f sei dabei eine strikt positive exzessive Funktion).
Daraus folgt: A® = o.

(ii) nach (iii) nach (iv) ist trivial.

(iv) nach (v) folgt aus Korollar 14. (v) nach (vi) ist trivial.

(vi) nach (i): Nach Theorem 11 (i) = (iv) ist die Menge (A—A®) vom Potential o.
Nach (vi) ist die Menge (A ~ A®) vom Potential 0. Also ist auch A = (A—A%) v (AU AY)
vom Potential o.
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In Korollar 15 kann man auf die Existenz einer strikt positiven, exzessiven Funktion
nicht verzichten. Dies zeigt das folgende Beispiel: Auf einem MeBraum (E, €) wird durch
V,(x,A): =0 (p >0, x €E, A C) trivialerweise eine Resolvente definiert. Die Funk-
tion o ist die einzige exzessive Funktion. Folglich ist die leere Menge in keinem Punkt
x € E S-dann. Also gilt: ¢* = E.

16: Wie wir in Theorem 11 gesehen haben, ist fiir alle A € & ((V,),~,) die Menge
(A—A% vom Potential o. Im Gegensatz dazu ist die Menge (A*—A) im allgemeinen
nicht vom Potential o, auch dann nicht, wenn A & € ist. Wir kénnen hierfiir allerdings
erst in III, 3.54 ein Beispiel angeben.

Lemma 17: Sei (V) eine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €).
Dann existiert fiir jede exzessive Funktion f eine gegen f aufsteigende Folge (f)), c v
von beschrinkten exzessiven Funktionen.

T
Beweis: Fir alle n & N sei f,: = inf (f, n). Dann gilt:

f': = sup f, =supinf(f,n) = (V),5o—f U

Daraus folgt: pV {" = pV { firalle p > o.
Da die Funktionen f und ' exzessiv sind, folgt schlieBlich:

f=suppV,f=suppV, f' =1{ =supf,.
p>0 p>0 n

Das folgende Theorem deckt die Bezichung zwischen dem Begriff der S-Diinnheit und
der inf-Stabilitit exzessiver Funktionen auf:

Theorem 18: Sei (V). -, eine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €).
Fir alle x & E sind dann folgende Aussagen dquivalent:

/\
() inf(f(x), g(x)) = inf(f, g) (x) fir alle exzessiven Funktionen f, g.

(i) Fur alle A, B C E gilt:
A und B sind Sg-diinn im Punkt x =
(A w B) ist Sg-diinn im Punkt x.

(iii) Fur alle A € € ist A oder (E—A) im Punkt x nicht Sg-dann.

Beweis: (i) nach (ii): Wegen Lemma 3 diirfen wir annehmen, da A, B & € ist. Sind
die Mengen A, B im Punkt x S;-diinn, so existieren zwei exzessive Funktionen f;, f, mit:

S5 (0 < i), 5 () < £(x).
Wegen Lemma 17 dirfen wir o.B.d.A. annehmen, daB8 f; und f, beschrinkt sind.
Nach 2.18(a) folgt fiir die exzessive Funktion f: = f; + f,:
(1) St < f(x), SFE) < f().
s
Wir definieren: h: = inf (S}, SF), g: = f + h.
Esgilt: I, - f < 5P (V),50—f 0, I,-h <SP

3 Ak, Wittmann
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Daraus folgt:

(2) Liog=L +h) <5+ 5 (V)s,—f i
Analog erhilt man:

(3) Ig-g <5+ 5 (Vp)pso—f i

Aus (2) und (3) folgt:

@  SPUP <S48

Wir schlieBen jetzt: SéAUB)(xz < S2(x) + 5B(x) (nach (4))
= sup (57 (%), 57 (x)) + inf (5} (x), SF(x)) < £(x) + inf (S} (x), 5P ()

/
(nach (1)) = f(x) + inf (5%, SF) (x) (nach (i)) = f(x) + h(x) = g(x).
Also ist (A v B) S;,-dinn im Punkt x.
(ii) nach (iii): Sei A € €. Wire A und (E—A) im Punkt x Sy-dunn, so wire nach (ii)
auch die Menge E = (A v (E—A)) im Punkt x Sy-dtnn.
Dies ist aber unmoglich.

(iii) nach (i): Seien f, g zwei beliebige exzessive Funktionen.
Sei 0.B.d. A. f(x) < g(x).

1. Fall: f(x) < g(x).

Sei A: = {f<<g} Danngilt: [z_,, g <f
Daraus folgt: SE-(x) € f(x) < g(x).

Also ist (E—A) S;-dinn im Punkt x.

Nach (iii) ist dann die Menge A nicht Sy-diinn im Punkt x.
Insbesondere gilt:

(5) St = f(x).
Trivialerweise gilt: I, - f < inf (f, g).
T
Mit Hilfe von 1.11(d) folgt: I, - f <inf(f, g) (V,),5o—f. .
Aus (5) und (6) folgt schlieBllich:

inf((e), g () = £(9) = SA() < inf (6, 8) (%) < inf(EG), 2G9).

2, Fall: o < f(x) = g(x) < 0.
Fur alle o < a < 1 erfullen dann die exzessiven Funktionen (a - ), g die Voraussetzung
des 1. Falles. Wir kénnen schliefen:

— T
inf(£(), () = sup inf(a - 1), §() = sup fof(a-£,8) ()

T
(1. Falll) < inf(f, g) (x) < inf(f(x), g(x)).
3. Fall: f{(x) = g(x) = o. Der Beweis ist trivial.
4. Fall: f(x) = g(x) = 0.
Nach Lemma 17 existiert eine gegen f aufsteigende Folge (f),cn von beschrinkten,

exzessiven Funktionen. Fur alle n € N erfiillen dann die Funktionen f, g die Voraus-
setzung des 1. Falles. Wir schlieBen:
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T
inf(f(x), g(x)) = sup inf(f,(x), g(x)) = sup inf(f, g) (x)

B
(1. Fallt) < inf(f, g) (x) < inf(f(x), g(x)).

Definition 19:

(a) Sei (V,),~¢ eine submarkoffsche Resolvente auf einem MefBraum (E, €). Ein Punkt
x € E heilt ein Verzweigungspunkt (beziglich (V) <), wenn zwei Mengen A, BC E
existieren, die beide im Punkt x S-diinn sind, deren Vereinigung (A \ B) aber nicht
S-dinn im Punkt x ist.

(b) Eine Resolvente (V) - heit normal, wenn kein Verzweigungspunkt beziiglich
(Vo> existiert.

(c) Sei (P, eine meBbare, submarkoffsche Halbgruppe auf einem MeBraum (E, €).
Ein Punkt x € E heiBt ein Verzweigungspunkt (beziglich (P), ), wenn x ein Ver-
zweigungspunkt beziiglich der zu (P),. , gehoérigen Resolvente ist.

(d) Eine melBbare, submarkoffsche Halbgruppe (P), . o heillt normal, wenn kein Ver-
zweigungspunkt beziiglich (P), .  existiert.

Offensichtlich ist eine meBbare, submarkoffsche Halbgruppe genau dann normal, wenn
die dazu gehérige Resolvente normal ist.

Aus Theorem 18 und Korollar 8 kénnen wir folgern:

Korollar 20: Sei (V) eine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €).
Fuar alle x € E sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Fir alle a > o ist x kein Verzweigungspunkt bezlglich (V,, ) <.

=
(i1) Fir e/n a > o ist x kein Verzweigungspunkt beztiglich (V, ;. ). <.

/\
(iii) inf(f(x), g(x)) = inf(f, g) (x) fir alle a > o und alle
a-exzessiven Funktionen f, g.

T
(iv) inf(f(x, g(x)) = inf(f,g) (x)  fiir ezz a > o und alle
a-exzessiven Funktionen f, g.
™) Fir alle A, BC E gilt:
A und B sind S-diinn im Punkt x =
(A v B) ist S-dinn im Punkt x.

Ist der Potentialkern V von (V) -, eigentlich, so gilt auch Aquivalenz mit den fol-
genden Aussagen:
/\
(vi) inf(f(x), g(x)) = inf(f, g) (x) fiir alle exzessiven Funktionen f, g.

(vii) Fir alle A, BC E gilt:
A und B sind Syp-dinn im Punkt x =
(A v B) ist 54-dinn im Punkt x.
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Aus dem letzten Korollar folgt sofort:

Korollar 21: Sei (V,), -, o eine submarkoffsche Resolvente auf einem MeSraum (E, €).
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

6)) Fiir a/le a > o ist die Resolvente (V, ), < o normal.

(ii) Fir ein a 2> o ist die Resolvente (V_, ) < ¢ normal.

(iif) Fir alle a 2 o und alle a-exzessiven Funktionen f, g ist die Funktion inf(f, g)
erneut a-exzessiv.

(iv) Fir esz a > o und alle a-exzessiven Funktionen f, g ist die Funktion inf(f, g)
erneut a-exzessiv.

W) Fir alle A, BC E gilt: (A u By = (A® U B").

Ist der Potentialkern V von (V) , eigentlich, so gilt auch Aquivalenz mit der fol-
genden Aussage:

(vi) Fiir alle exzessiven Funktionen f, g ist inf(f, g) exzessiv.

SchluBbemerkung: Der Begriff der S-Dunnheit geht auf Z. Ciesielski zuriick. Seine
Definition (siehe Cie, § 8.2), die speziell auf die Brownsche Bewegung zugeschnitten ist,
benutzt allerdings topologische Begriffe. Nach Cie, Lemma 8.3 sind in diesem Fall beide
Definitionen #quivalent. In I1I, 2.11 werden wir diese Aquivalenz in einem allgemeineren
Rahmen beweisen. Fur die Resolvente der Brownschen Bewegung bewies Ciesielski be-
reits Theorem 11 (i) = (iv) und Theorem 13.

Als Anwendung von Theorem 11 konnten wir in 12 eine groBe Klasse von Resolventen
angeben, die nicht Axiom (inf) oder (inf’) erfillen. Unseres Wissens fehlte hierfiir bis-
lang ein Beispiel.

Die Frage, ob die Vereinigung zweier in einem Punkt S-diinnen Mengen ebenfalls in
diesemn Punkt S-diinn ist, fihrte uns in kanonischer Weise zum Begriff des Verzweigungs-
punktes. Korollar 20 lieferte uns dann eine erste, sehr wichtige  Charakterisierung der
Verzweigungspunkte. Der Zusammenhang zwischen Verzweigungspunkten in unserem
Sinne und Verzweigungspunkten im Sinne der Theorie der Ray-Prozesse wird in 4.43
und 4.53 geklirt. Die erste dhnlich allgemeine Definition eines Verzweigungspunktes
wurde von H. J. Engelbert in En(3), Definition 1 gemacht. In Korollar 4.17 werden wir
zeigen, dal seine Definition zu unserer dquivalent ist. Fiir Resolventen von Markoff-
Prozessen folgt dies auch aus En(3), Theorem 3 und Korollar 20.
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Definition 1: Sei (V,),~, eine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €).

(a) Eine Teilmenge U von E heillt R-offer (beziglich (V) ), wenn fiir alle x € U
eine Menge U’ € €, U’ C U existiert mit:
limsup pV, (x, E—U’) = o.
p—>» 0
(b) Offenbar bilden die R-offenen Mengen eine Topologie auf E. Wir nennen diese
Topologie die R-Topologie (bezliglich (V) (). Unter einer R-Umgebung eines Punktes
aus E verstehen wir eine Umgebung dieses Punktes beziiglich der R-Topologie. Eine
bezuglich der R-Topologie in einem Punkt x € E n.u.h. (bzw. stetige) Funktion auf E
nennen wir R-n.2. 4. (bzw. R-stetzg) im Punkt x.

(c) Eine Topologie ¥ auf E heiBt assozizert an die Resolvente (V) o, wenn jede offene
Menge U & T R-offen beziiglich (V ), ¢ ist. Offenbar ist die R-Topologie die feinste an
(V,)p> o assoziierte Topologie.

Lemma 2: Sei (V,),, eine submarkoffsche Resolvente auf einem Mefraum (E, €).

(@) Fir alle R-offenen Mengen U und alle Mengen N vom Potential o ist auch die
Menge (U—N) R-offen.
(b) Fur alle a, b > o stimmt die R-Topologie beztglich (V, . ), ¢ mit der R-Topo-

logie beziiglich (Vy,, ).~ Gberein.

(c) Fuar alle a, b > o und jede Topologie & auf E gilt:
¥ ist genau dann an (V, ) -, assoziiert, wenn & an (Vy,, ), ¢ assoziiert ist.

Beweis: (a) ist trivial. (b) folgt aus 1.11(a). (c) folgt aus (b).

3: Sei K ein submarkoffscher Kern auf einem MeBraum (E, €).

Sei (V,),5 o die zu (e @~9), . gehérige Resolvente (siche 1.27).

AuBerdem sei {x} € € fur alle x € E.

Aus 1.27(a) folgt unmittelbar:
Die R-Topologie beziiglich (V) -, stimmt mit der diskreten Topologie auf E
uberein.

Daraus folgt:
Jede Topologie auf E ist an (V) o assoziiert.

4: Sei (V,),~ eine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €).
Sei ¥': Ry -——-—— Ry eine Funktion mit der folgenden Eigenschaft:

(a) Es existiert ein p,& Ry derart, daB fir alle p > p, gilt:
T =p
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Eine Menge U C E heilt Y-offen, falls fur alle x € U eine Menge U'& €, U'C U
existiert mit: limsup ¥ (p) -V, (x, E—U") = o.

p———>

Offenbar bilden die W-offenen Mengen eine Topologie auf E. Wir nennen diese Topo-
logie die W-7opologie.
Wegen (a) ist jede W-offene Menge R-offen. Also folgt:

(b) Die W-Topologie ist an (V) -, assoziiert.
Ist W (p) = p fur alle p € Ry, so ist die ¥-Topologie offenbar genau die R-Topologie.
Seien ¥, ¥,: Ry ———— Ry zwei Funktionen mit der Eigenschaft (a).
_‘Fl (p)

< + oo, so ist die ¥;-Topologie feiner als die

Gilt die Bezichung plirnsupco ¥, (p)

Y,-Topologie. Fur die W-Topologie ist also nur das asymptotische Verhalten der Funk-
tion ¥ relevant.

Der folgende bekannte Begriff (sieche Dy, S. 53) ist analog zum Begriff der Assoziiert-
heit einer Topologie an eine Resolvente:

Definition 5: Eine melbare, submarkoffsche Halbgruppe (P, . ; auf einem MeBraum
(E, €) heilt stochastisch stetig beziglich einer Topologie € auf E, wenn fur jede offene
Menge U & € und jeden Punkt x & U eine Menge U’ & €, U'C U existiert mit

limsup P, (x, E—U’) = o.

0<t > 0

Aus 1.26 (b) folgt:

Satz 6: Sei (P),, eine meBbare, submarkoffsche Halbgruppe auf einem Mefraum
(E, €). (V), 5 sei die zu (P),, o gehorige Resolvente.

Dann gilt fiir jede Topologie ¥ auf E:

Ist (P), » o stochastisch stetig beztiglich &, so ist & an (V) -, assoziiert.

7: Sei M, M, (P ce, Mier,, Xer,) ein Markoff-ProzeB mit Zustandsraum
(E, €) (im Sinne von II, 4.1).
Sei (P), ., die Halbgruppe von (M, M, (P*), cx,, M)ierr Xier,)- Fir alle x & E
gelte: P*({X,=x1}) = 1.
¥ sei eine Topologie auf E mit der Eigenschaft:
Fir alle x € E sind die Pfade t — X (w) P*—f.s. rechtsseitig stetig auf [o, oo[.
Nach Dy(2), Lemma 6.2 ist die Halbgruppe (P,),., dann stochastisch stetig bezlg-
lich €. Zusammen mit Satz 6 folgt:
Die Topologie T ist an die zu (P),. , gehorige Resolvente assoziiert.
Obiger ProzeB mul} nickt die starke Markoff-Eigenschaft erfillen. Obiges Beispiel

zeigt, daB3 die Assoziiertheit einer Topologie an eine Resolvente eine natiirliche und damit
hiaufig erfullte Eigenschaft ist.
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Lemma 8: Sei (V). , cine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €).
¥ sei eine an (V). assoziierte Topologie auf E. Sei x € E mit der Eigenschaft:

lim pV 1(x) =1.
p—>00

Dann gilt fiir jede beziiglich ¥ im Punkt x n. u.h., supermediane Funktion f: f (x) = f(x).

Beweis: Sei ¢ > 0. Die Menge { f > f(x) — ¢ } ist dann eine R-Umgebung des Punk-
tes %, denn f ist n.u.h. im Punkt x bezlglich €. Daraus folgt:
(1) limsup pV, (%, {f < f(x) —c}) = o.

p—> x

Jetzt kénnen wir schlieBen:

f(x) = lim pV f(x) > liminf | f(y) - pV, (%, dy) =

p—> 00 p—>o00 {f>f(x)—e}

liminf (f(x)—¢)  pV, (x, {f > f(x)—e}) >

p———>

liminf (f(x)—c¢) - pV (x,E)— limsup (f(x) —¢) - pV, (x, {f < f(x)—e})

p———>c¢0 p—>

= liminf (f(x)—¢) pV,1(x) —o (nach (1)) = (f(x)—¢).

p—> 0

Korollar 9: Sei (V,),~ eine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €).
Die Funktion 1 sei exzessiv.

2 sei eine an (V) 5, assoziierte Topologie auf E. Dann ist jede beziiglich T n.u.h.,
supermediane Funktion exzessiv.

Beweis: Da die Funktion 1 exzessiv ist, gilt lim pV 1(x) =1 fiir alle x € E. Jetzt
p—> 00

folgt die Behauptung sofort aus Lemma 8.

In Anbetracht der letzten beiden Ergebnisse liegt die Frage nahe, ob nicht umgekehrt
jede exzessive Funktion n.u.h. beziiglich der feinsten an (V ), assoziierten Topologie -
der R-Topologie — ist. Im allgemeinen ist die Antwort negativ. Dort, wo diese Antwort
negativ ist, tauchen die bereits aus § 3 bekannten Verzweigungspunkte wieder auf. Grund-
legend fiir diesen Fragenkomplex sind die folgenden beiden Lemmas:

Lemma 10: Sei (V,),~, eine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €).
Fir alle supermedianen Funktionen f und alle a > o existiert eine Menge U mit den
Eigenschaften:

(i) U & €, U ist R-offen,
() UC{f>a},
(iii) die Menge ({f > a } — U) ist vom Potential o.

Beweis: Sei g: =1 die untere Regularisierte der supermedianen Funktion 1. Wir
definieren:

N:={g<1}€e€
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Wegen 1.11(d) ist die Menge N vom Potential o.
Firallet >osei A;: = {f >t}
Fir die Menge U: = [ (A)*—N wollen wir jetzt die Bedingungen (i)-(iii) nach-
t>a
weisen.

Sei x € U. Dann existiert ein t > a mit x & (A)*. Insbesondere gilt:

(1) S¢() = g(x) =1 (dax g N).
Da aber andererseits I, g < I, < % ist, folgt:

f

(2 Sp =5y <+

Fassen wir (1) und (2) zusammen, so erhalten wir:
A f(x)
SO o= =
Also gilt: f(x) > t > a. Damit ist (ii) bewiesen.

Offenbar gilt: {f>a}={JA, U=J@A) —N.
128 120

Daraus folgt, daB ({f > a } —U) vom Potential o ist, denn nach Theorem 3.11 (i) =
(iv) ist die Menge (A,—(A,)) fiir alle q > o vom Potential o. Damit ist (iii) bewiesen.
Nach 3.11 (i) = (iv) ist (A,)* € € fiir alle q > o. Daraus folgt:
U= JA)—NektC
q>a
q€Q
Wir missen noch zeigen, daBl U R-offen ist.
Sei x € U. Dann existieren zwei reelle Zahlen u, t mit:

(3) a<u<t x & (A)
Wie in (2) kénnen wir zeigen: S < %
Fiir alle z € (E—A)) gilt dann: 5(z) <
Wir haben gezeigt:

f(z)
t

u
<<

u

@ I(E—A..)' SQ‘ < I(E—A..)' T
Aus x & (A) folgt:

(5) S (x) = g(x).
Jetzt kénnen wir schlieBen:

limsup pV,(x, E—A)) + liminf pV (x,A) = lim pV_ 1(x)

p—> p———> 0 P

= Sg'(x) (nach (5)) = lim pr(Sg") (x)

= limsup pV, (Ig_ay S8 (x) + liminf pV, (I, 52 (%)

p——> 0 p—>

< limsup pV, (Ig—ay +) (0 + liminfoopr(IAu) (x)

L) = ) P
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(wegen (4) und I, - 5% < 1,)

u . .. .
=< hmsupw pV,(x, E—A) + llmmfoopr(x, A).

D™ P——>

Wir haben gezeigt:
limsup pV,(x, E—A)) + liminf pV (x, A)

p—> X p—> X

< & limsup pV (x, E—A) + liminfcopr(x, A,

>

t p—x P
Hieraus folgt:
limsup pV, (x, E—A) < % limsup pV,(x, E—A).

p—> p———> 0

Da % < 1 ist, folgt: limsup pV (x, E—A) = o.

p—>
Da (A,— (A,)") vom Potential o ist, folgt daraus:
limsup pV,(x, E—(A)) = o.

p—> 0

Da ((A,)’—U) C N vom Potential o ist, folgt schlieBlich:
limsup pV (x, E—U) = o.

p——>» 00

Da x & U beliebig wihlbar ist, folgt: U ist R-offen.

Lemma 11: Sei (V,),~, eine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum. (E, €).
Fur alle supermedianen Funktionen f und alle a > o existiert eine Menge U mit den
Eigenschaften:

i) U e €, U ist R-offen,
() UC{f<a},
(iif) die Menge ({f < a } — U) ist vom Potential o.

Beweis: Nach 1.11(d) ist die Menge N: = {f <f} &€ € vom Potential o. Fiir alle
> el A= <L
Wir behaupten nun, daB die Menge U: = |_J (A)*—N die Eigenschaften (i)-(iii)
t<a
erfillt.

Sei x & U. Dann existiert ein t < a mit x & (A)* Insbesondere gilt:
(1) S?A'(X) = f(x) = {(x) (da x & N).

Da aber andererseits I, - f < t ist, folgt:
©) SN AR S

Fassen wir (1) und (2) zusammen, so erhalten wir:
f(x) <t < a. Damit ist (ii) bewiesen.
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Offenbar gilt: {f <a} = JA, U={J@A)—N
q<a a<a
qeQ

q€Q
Nach 3.11 (i) = (iv) ist A€ € und (A, —(A,)") vom Potential o fir alle q > o. Aus
obiger Darstellung folgt dann:

U € €, ({f < a}—1U) ist vom Potential o.
Insbesondere ist damit (iii) bewiesen.

Wir missen also nur noch zeigen, dal U R-offen ist. Sei x & U. Dann existieren zwei
reelle Zahlen u, t mit:

(3) t<u<a x €& (A

Wie in (2) kénnen wir zeigen: 5% < t.

Fir alle z € (E—A)) gilt dann: g?t(z) <t < u < f(z). Wir haben damit gezeigt:
4) f_S?‘ Zlg_ay u—1).

Aus x € (A) folgt:
(5) () = £(x).

Jetzt konnen wir schlieBen:

limsup (u—t) - pV,(x, E—A)) < limsup pV,(f—5%) (x) (nach (4))

p———> ' p—>
= lim pV f(x) — lim pV, (S?c) (x) = {(x) — S‘%‘: (%)
p —> p—> 0

= f(x) — f(x) (nach (5)) = o.
Da (u—t) > o ist, folgt hieraus: limsup pV (x, E—A) = o.

p————> 00
Da (A,— (A))") vom Potential o ist, folgt:
limsup pV, (x, E—(A)’) = o.

p—>

Da ((A,y—U) C N vom Potential o ist, folgt schlieBlich:
limsup pV,(x, E—U) =o.

p——m>

Da x & U beliebig wihlbar ist, erhalten wir: U ist R-offen.

Satz 12: Sei (V) 5, eine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €).
Dann existiert fir alle supermedianen Funktionen f eine Menge N vom Potential o
derart, daB f in allen Punkten x € (E — N) R-stetig ist.

Beweis: Nach Lemma 10 existiert fiir alle a > o0 eine Menge U, mit:
(1) U, € G, U, ist R-offen,
(2) U.C{f>a},
(3) die Menge ({f > a } —U,) ist vom Potential o.
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Wegen (3) ist die Menge Ny: = ) ({f > q } —U,) vom Potential o.
qz0
qeQ

Sei x € (E—Nj) und a > o mit f(x) > a.

Dann existiert q € Q mit f(x) > q > a.

Daxg N,ist, gilt: x€ ({f>q}—NpC U, C{f>a}

Weil U_ R-offen ist, folgt daraus: {f > a } ist eine ®-Umgebung von x. Wir haben

damit gezeigt: f ist in allen x & (E— N;) ® — n.u.h. Analog findet man eine Menge N,
vom Potential o derart, daB f in allen x € (E— N,) R®-—n.o.h. ist, man muf3 nur statt
Lemma 10 das Lemma 11 verwenden. f ist dann in allen x € E, x & N: = N; U N,
R-stetig.

Lemma 13: Sei (V). , cine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €).

Sei x & E.

M sei eine Menge vom Potential o.

f &€ B (E, €) sei eine in allen y € (E—M) R-stetige Funktion mit |f(x)| < oo.

Gilt dann limsup pV, (|f—f(x)|) (x) = o, so ist f auch im Punkt x R-stetig.
p———>00

Beweis: Sei 0.B.d.A. M € €. Sei € > o.

Wir definieren: U'": = {|[f—f(x) | <e}—M, U: = (U u {x}).

Wir wollen zeigen, da3 U R-offen ist.

Fir alle y € U’ ist {|f—f(x)| < ¢ } eine R-Umgebung von y, denn f ist in allen y & U’

R-stetig. Nach Lemma 2(a) ist dann auch die Menge U’ = ({|f —f(x)| <e}—M) fir
alle y € U’ eine R-Umgebung von y. Also ist U’ R-offen. Fir alle y € U’ gilt deshalb:

limsup pV, (v, E—U) < limsup pV, (y, E—U’) = o.

p——m> 0 p———> X
Wir sind demnach fertig, wenn wir auch folgendes zeigen koénnen:

limsup pV, (x, E—U) = o.

p———> 0

Dies sieht man folgendermalen ein:

limsup pV (x, E—U) < limsup pV (x, {|f—f(x)|>¢c})

p—> p—> 00

< = - limsup pV, (|f—f(x)|) (x) = o.

p——>

Theorem 14: Sei (V) -, eine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €).
Sei x € E mit lim pV,1(x) = 1.

p—>x

Fir alle a 2 o und alle a-supermedianen Funktionen f sind folgende Aussagen dqui-

valent:
(i) f ist R-stetig im Punkt x.
(ii) f ist R-n.u.h. im Punkt x.
T
(iii) inf(f, t) (x) = inf(f(x), t) far alle t Z= o.

T
>iv) inf(f, q) (x) = inf(f(x), q) fur alle g € Q, q = o.
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Ist f(x) < 00, so gilt auch Aquivalenz mit:

T
) I G GO ) i=Fl G
(vi) limsup pV, (|f—f(x)]) (x) = o.

Pl

Beweis: Es gentigt die Behauptung fiir a = o zu beweisen, andernfalls gehe man zur
Resolvente (V, , ), liber und verwende 1.11(a).

(i) nach (ii) ist trivial.

(ii) nach (iii): Far alle t > o ist die Funktion inf(f, t) supermedian und R-n.u.h. im
Punkt x. Aus Lemma 8 folgt dann:

T
inf(f, t) (x) = inf(f, t) (x) = inf(f(x), t) fiir alle t > o.
(iii) nach (iv) ist trivial.

Wir beweisen den Rest der Behauptung zunidchst nur unter der Zusatzbedingung:
f(x) < o0.

(iv) nach (v): Sei € > o. Dann existiert q € Q, q >0 mit (f(x) —¢) < q < f(x).

Wir kénnen jetzt schlieBen:

e
inf(f, f(x)) (x) = lim pV (inf(f, f(x))) (x) >
~ .
= inf(f, q) (x) = inf(f(x), q) (nach (iv)) > (f(x) —e).
Da ¢ > o beliebig wihlbar ist, folgt (v).
(v) nach (vi): Sei g: = inf(f, f(x)). Wir schlieBen:

el (it co

P

limsup pV,([f—f(x)|) x) = limsup pV (f+1f(x) —2g) (x)

> 00 P > 00

lim pV,(f(x) 1) (x) —2 -

< f(x) + {(x) © lim pV 1(x) —2 * lim pV g(x)

P p—>00

=2-f(x)—2:g(x) =2 f(x) —2 - f(x) (nach (v)) = o.

P

= lim pV f(x) +

P

lim pV g(x)

P

(vi) nach (i): (i) folgt mit Hilfe von Lemma 13 und Satz 12 unmittelbar aus (vi).

Im Fall f(x) = oo missen wir noch zeigen:

(iv) nach (i): Fur alle n € N definieren wir f_: = inf(f, n).

Fiir alle q € Q, q > o gilt: inf(f,, q) (x) = inf(f, inf(n, q)) (x)
= inf(f(x), inf(n, q)) (nach (iv)) = inf(f (x), q).

Also erfiillt die Funktion f_ fiir alle n € N die Eigenschaft (iv).
Da f (x) < co ist, folgt, wie vorhin bewiesen wurde:

f, ist fur alle n € N R-stetig im Punkt x.

Folglich ist die Funktion f = sup f, ®—n.u.h. im Punkt x.

Da f(x) = oo ist, ist f dann sogar R-stetig im Punkt x.
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Korollar 15: Sei (P),., eine meBbare, submarkoffsche Halbgruppe auf einem MeB-
raum (E, €).
(Vo)pso sei die zu (P)), . o gehdrige Resolvente.
Sei x €E mit lim P, 1(x) = 1.
p—>0
Dann sind fiar alle a 2> o und alle beziglich (P),. , a-supermedianen Funktionen mit
|f(x)| < oo folgende Aussagen dquivalent:

i) f ist R-stetig im Punkt x.
(if) lim P({f—f(x)|) (x) = o.
—> 0

P
Beweis: Aus lim P,1(x) = 1 folgt nach 1.26(b):
p—>0

lim pV 1(x) = lim Pj1(x) = 1.

p—> 00 t—>0

Sei f eine beziiglich (P,), ., a-supermediane Funktion mit f(x) < co. Dann sind die
Funktionen (f(x) - 1), inf(f, f(x)) ebenfalls a-supermedian beziiglich (P,), . . Nach 1.26 (c)
existiert also:

lim P (|[f—fx)|) (x) = lim P (f+f(x) —2-inf(f, f(x))) (x).
Mit Hilfe von 1.26(b) folgt hieraus:
lim_pV, (Jf—fGO) (9 = lim P,(jf—£G))

p—> p

Die Behauptung des Korollars folgt jetzt sofort aus Theorem 14 (i) <= (vi).

Korollar 16: Seci (V,),~ ¢ eine submarkoffsche Resolvente auf einem MefBraum (E, €).
Sei x € E mit lim pV, 1(x) = 1.

p—>

Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1) Jede exzessive Funktion ist R-stetig im Punkt x.
o e S
(ii) inf(f, g) (x) = inf(f(x), g(x)) fiir alle exzessiven Funktionen f, g.

Beweis: (i) nach (ii): Sind f und g zwei exzessive Funktionen, so ist inf(f, g) super-
median und nach (i) auch R-stetig im Punkt x. Nach Lemma 8 gilt dann:

N
inf(f, g) (x) = inf(f, ) (x) = inf(f(x), g (x))

(if) nach (i): Sei f eine exzessive Funktion und t > o beliebig. Sei g die untere Regu-
larisierte der supermedianen Funktion (t * 1). Nach Voraussetzung gilt: g(x) = t.

/\ /\
Wir schlieBen: inf(f(x), t) = inf(f(x), g(x)) = inf(f, g) (x) (nach (ii)) < inf(f, t) (x)
< inf(E(x), 1).

Y
Wir haben gezeigt: inf(f, t) (x) = inf(f(x), t) fiir alle t > 0. Nach Theorem 14 (iii) = (i)
ist f dann R-stetig im Punkt x.
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Korollar 17: Sei (V,),~, eine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €).
Sei x € E mit lim pV 1(x) = 1.

p

Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) x ist kein Verzweigungspunkt.
(ii) Fir alle a Z o ist jede a-exzessive Funktion R-stetig im Punkt x.
(iii) Far ezn a > o ist jede a-exzessive Funktion R-stetig im Punkt x.

Ist der Potentialkern V von (V) <, eigentlich, so gilt auch Aquivalenz mit:

@iv) Jede exzessive Funktion ist R-stetig im Punkt x.

Beweis: Die Aquivalenz von (i) und (iv) folgt aus Korollar 16 und Korollar 3.20(i) < (vi).
(1) nach (ii) folgt aus Korollar 16 und Korollar 3.20(ii) = (iii).
(ii) nach (iii) ist trivial.

(iii) nach (i) folgt aus Korollar 16 und Korollar 3.20(iv) = (i).

Definition 18: Sei (V ), eine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €).
Die grobste Topologie derart, daB3 alle fiir ein beliebiges a > o a-exzessiven Funktionen
stetig sind, nennen wir die feine 7Topologie der Resolvente (V) .

Korollar 19: Sei (V ), o eine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €).
Sei x € E mit lim pV, 1(x) = 1.
p——>x

Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

() x ist kein Verzweigungspunkt.
(i1) Jede feine Umgebung von x ist eine R-Umgebung von x.
(iii) Jede feine Umgebung von x ist nicht vom Potential o.
Beweis: (i) nach (ii): Sei U eine feine Umgebung von x. Dann existieren s;, . ..., s,
ty, ..., t, aus R+ und fir ein a > o a-exzessive Funktionen fj, . ..., f, mit;

e (G =ttt e U.

i=1

Nach Korollar 17(i) == (ii) ist {s; < f; < t;} fur alle 1 <i < n eine R-Umgebung
von x. Also ist auch U eine R-Umgebung von x.

(ii) nach (iii) ist trivial.
(iii) nach (i): Sei a >> o, und seien f, g zwei a-exzessive Funktionen. Dann ist die

T
Menge {inf(f, g) < inf(f, g) } fein-offen und nach 1.11(d) vom Potential o.
T
Aus (iii) folgt dann: x & {inf(f, g) < inf(f, g) }.
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Aus Korollar 17 und 19 folgt sofort:

Korollar 20: Sei (V,),~, cine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €).
Die Funktion 1 sei exzessiv.

Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

o) Die Resolvente (V) ¢ ist normal.

(i1) Die feine Topologie ist an die Resolvente (V) + o assoziiert.
(iii) Jede fein-offene Menge ist nicht vom Potential o.

(iv) Fir alle a 2 o ist jede a-exzessive Funktion R-stetig.

v) Fir e¢/n a > o ist jede a-exzessive Funktion R-stetig.

Ist der Potentialkern V eigentlich, so gilt auch Aquivalenz mit:
(vi) Jede exzessive Funktion ist R-stetig.

Durch die Korollare 16, 17 und 20 wird die im Anschlu3 an Korollar g gestellte Frage
vollstindig beantwortet.

Korollar 21: Sei (V,),  eine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €).
Sei x € E mit hm pV 1(x) = 1. x sei kein Verzweigungspunkt. Sei A € €.

Gilt nun llmsup pV (x,A) > o, so folgt x € A*,
p—>» ©
Beweis: Nach Theorem 3.11(1) = (iv) gilt:
A* e €, (A— A% ist vom Potential o.
Annahme: x €& A% Dann existiert ein a 2> 0o und eine a-exzessive Funktion f mit
8 (x) < f(x).
Nach Korollar 17(i) = (iii) ist U: = {*§# < f } dann eine R-Umgebung von x. Ins-
besondere gilt: limsup pV, (x, E—U) = o.

p————>

Wir schlieBen:
limsup pV,(x,A) < limsup pV (%, A% (da (A—A®) vom Potential o ist)

p——> p—>
< limsup pV, (x, E—U) (da A*C (E—U)) =
p—)

Dies ist aber ein Widerspruch. Also ist obige Annahme falsch.

Korollar 22: Sei (P), ., eine meBbare, submarkoffsche Halbgruppe auf einem MeD-
raum (E, €).

Sei (V,),> ¢ die zu (P), » o gehodrige Resolvente.

Sei x € E mit lim P,1(x) = 1. x sei kein Verzweigungspunkt. Sei A € €.

t—>0

Gilt nun liminf P (x, A) > o, so folgt x € A",

t——>0
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Beweis: Aus lim P 1(x) = 1 folgt nach 1.26(b):

t—>0

lim pV, 1(x) = lim P1(x) = 1.
—> )

p t

Mit Hilfe einfacher Uberlegungen folgt aus liminf P,(x,A) =:¢c >0

t——>0

liminf pV (x,A) = liminf p-[e™ ™ P (x,A)dt > c >0

p—> 00 p——> 0 0

Die Behauptung folgt jetzt unmittelbar aus Korollar 21.

23: (a) Es seien die Voraussetzungen von Korollar 21 erfillt. Dann folgt aus x & A°®
L.a. nickht limsup pV, (x, A) > o.

p———> 00

(b) Es seien die Voraussetzungen von Korollar 22 erfullt. Dann folgt aus
limsup P, (x, A) > o i.a. nicht x & A°.

p—>

Gilt jedoch P,(y, N) = o fiir alle y € E und alle Mengen N &€ ¢ vom Potential o,
so ist die obige Verschirfung von Korollar 22 richtig. Korollar 15 ist das entscheidende
Hilfsmittel beim Beweis dieser Aussage.

Die negativen Aussagen in 23 kénnen wir durch das folgende Beispiel belegen:

24: Sci R o-Algebra der Borelschen Mengen von R. Auf dem MeBraum (R, R) be-
trachten wir die Halbgruppe der gleichmiigen Bewegung nach rechts:

P(x,A:=1,x+1t) t=0,xE R AER).
Fiar die zu (P), . o gehorige Resolvente (V ), gilt:
(a) V,xA)=[e? P(x,A)dt =[eP I, (x+4t)dt
0 0
=[ePt=®. [, ()dt= [ePt¥dt(p>o0,xE R AER).
x AN [x, 00f

Fiir den Potentialkern V von (V) , folgt daraus:

(b) Ve A) = sup V(5 A) =AA nlroo) xER, AEW)

Mit Hilfe von 1.25(b) kénnen wir folgendes Uber die exzessiven Funktionen aussagen:

(c) Eine positive Funktion auf R ist genau dann exzessiv, wenn sie antiton und
rechtsseitig stetig ist.

Zusammen mit Korollar 3.21(vi) = (i) folgt daraus:

(d) Die Halbgruppe (P), . ¢ ist normal.

Die Menge A: = i% n & N, ist nach (b) vom Potential o.
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Nach 3.15 gilt dann: A*= @.
Andererseits gilt: limsup P,(0, A) = 1.

t ——e—>0

Also ist die Menge A ein Beispiel fur 23(b).
Fur alle x,y € R mit x <y gilt: liminf P (x,]x,y[) = 1.

t > 0
Zusammen mit Korollar 22 folgt:
(e) xE (]x,y[) furalle x,y € R mit x <y.

Wir geben uns jetzt zwei Folgen (x,),cx und (v,).ex aus R vor, die beide gegen o
absteigen und die folgende Eigenschaft besitzen:

Vo1 <X, <y, furallene N.
Sei B: = | [x,, y,[. Nach (e) gilt:

neEN
) x, € (1%, v.[)°C B* furallen &N,
Fir jede exzessive Funktion f kénnen wir schlieBen:

£(0) = lim SP(x,) (nach (c) ist SP rechtsseitig stetig) = lim f(x,)

n n—-> 0o

(nach (f)) = f(0) (nach (c) ist f rechtsseitig stetig). Daraus folgt:
® o€ B
Wir stellen jetzt eine Zusatzbedingung an die Folgen (x,), (v,):
(h) Pa—%) € —* K —VasD firallenEN.

Da die Funktion t

— p * e " antiton ist, folgt:

1

¥n
I preMdb- G ) ey ) o p el

n

Xn
1 A8 . 0 . 0
< oy f p - e?* dt. Hieraus konnen wir schlielen:
Yn+1
00 yn

i peEetfde = 8 o fn o ne <Z%J‘ ..... <

B0,y n=k xp n=k

[o] Xn
L LA . @ Pt L
ZT'J‘ ..... —kJ‘pe dt < -
Yn+41

n=k {0,yx]1-B
Wir haben damit bewiesen:

G) [ pre?dt < firallep>oundallek €N.

B 0, yi)

Das folgende Ergebnis ist trivial;

(k) limsup [p-eP'dt=o0 firalley>o.

PSP OO gy,

4 Ak. Wittmann
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Jetzt konnen wir fur alle k & N schlieBen:

limsup pV, (o, B) = limsup  [p-eP'dt (nach (a))

p———> 00 B[O, oo]

P

< limsup Jpre®?dt 4 limsup [p-ePtdt

p——>® BI[0, v p—> 0 Yy
< % + o (nach (§) und (k)). Wir haben gezeigt:

(m) limsup pV,(o, B) = o.
p—> 0
Wegen (g) und (m) ist die Menge B ein Beispiel fiir 23 (a).
AbschlieBend méchten wir noch bemerken, daf3 man mit dhnlichen Uberlegungen ein
Beispiel zu 23(a) finden kann, welches die Resolvente der Brownschen Bewegung im
R* benutzt.

In Korollar 21 kann man unter gewissen Umstdnden darauf verzichten, dall x kein
Verzweigungspunkt ist:

Satz 25: Sei (V,), ¢ eine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €).
Sei x € E und A € G.
Gilt nun limsup pV, (x, E—A) = o, so folgt x &€ A".

P > 00

Beweis: Sei a > o. Sei f eine beschrinkte, a-exzessive Funktion. Wir schlieflen:

f(x) — "‘Sf‘ (x) = lim pV (f ——"Sf}) (x) < limsup pV, (I e E ——“S?)) (%)

P p—>

+ limsup pV, (Ig_as - F—25) &) <0 + ||| * limsup pV, (x, E—A?)

p—>x p——>» 0

< | f] - limsup pV,(x, E—A) (denn (A—A®) ist nach 3.11(i) = (iv) vom

p——> ©

Potential 0) = o. Wir haben damit gezeigt: *5? (x) = f(x) fiir alle beschrinkten,
a-exzessiven Funktionen f. SchlieBlich folgt: x & A®.

Aus Satz 25, Satz 2.8 und Lemma 3.10 folgt sofort:

Korollar 26: Sei (V),, eine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €).
Dann gilt fir alle R-offenen Mengen U:

(a) UC U = (U~

(b) RY = SY = §7 fiir alle exzessiven Funktionen f.
(c) Ist zusitzlich U € &,((V,),>0) so ist RY fiir alle exzessiven Funktionen f
exzessiv.

Unter den zusitzlichen Voraussetzungen, daB die Resolvente (V)  , normal ist, und
daB die Funktion 1 exzessiv ist, kann man im Beweis von Korollar 26 statt 25 auch Korol-
lar 21 verwenden.
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Wir kehren zu Korollar 17 zurlick. Es ist in vielen Situationen nicht einfach, die Be-
dingungen 17 (iii) bzw. 17 (iv) nachzuweisen. Im Gegensatz dazu gelingt es hiufig leicht
zu zeigen, dall geniigend viele exzessive Funktionen R-stetig in einem vorgegebenen
Punkt sind. Unser nichstes Ziel ist es, diesen Sachverhalt zu prizisieren, und zu zeigen,
daB dann dieser Punkt kein Verzweigungspunkt ist. Zunichst filhren wir einige Be-
zeichnungen ein:

27: Sei § eine Menge von Funktionen auf einer Menge E.
Mit 6(§) bezeichnen wir die von § auf E erzeugte c-Algebra.
Mit 6,(§) bezeichnen wir die o-Algebra aller universell-meBbaren Mengen von (E,

6

Eine o-Algebra § auf E heiBt abzdhlbar erzeugt, wenn eine abzihlbare Menge § von
Funktionen auf E mit § = o(§) existiert. Eine o-Algebra § auf E heilt w-abzdhlbar
erzeugt, wenn eine abzihlbare Menge § von Funktionen auf E mit § = o,(§) existiert.

Definition 28: Sei (V ), eine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €).
Eine Menge § C By, , (E, €) heillt ein Riesz-LErzeuger fur die Resolvente (V) <, falls
folgende Eigenschaften erfiillt sind:

(1) fe B(E, ¢,@) fur alle a >> o und alle a-exzessiven Funktionen f,
(it) LIS
(iii) inff,e) €&, f+gEF furallef,g €§.

Gilt statt (iii) die folgende Bedingung:

Giiy ({-g e firalef,ge§,
so heilt § ein multiplikativer Erzeuger fir die Resolvente (V ), <.

& heillt ein Zrzeuger fir die Resolvente (V) <, falls § ein Riesz-Erzeuger oder ein
multiplikativer Erzeuger fiir die Resolvente (V) - ist.

Die Resolvente (V) ¢ hei3t separabel, falls ein abzihlbarer Erzeuger fir die Resol-
vente (V ), ¢ existiert.

Die Nitzlichkeit der Erzeuger fiir Resolventen beruht unter anderem auf dem ,,mono-
tone class theorem‘. Wir wollen hierfiir eine Version, die auf Riesz-Erzeuger, und cine,
die auf multiplikative Erzeuger zugeschnitten ist, angeben:

Satz 29: Sei H ein Vektorraum von beschrinkten Funktionen auf einer Menge E.

(1) Fir jede gegen eine beschrinkte Funktion f aufsteigende Folge (f),cn von
Funktionen aus H sei die Funktion f ebenfalls in H enthalten.

Weiter existiere eine Menge § C H mit folgenden Eigenschaften:
(i) 1€ 3,
(iii) 7 inff,g) eq, f+g &F furallef,g €.

Dann gilt: B, (E, o (§)) C H.

4
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Beweis: Sei V der von § erzeugte Vektorraum. Elementare Uberlegungen zeigen, daB
V ebenfalls die Bedingungen 29 (ii), (iii) erfiillt. Die Behauptung folgt nun aus der Me, I,
T 20 nachfolgenden Bemerkung.

Die folgende Version des ,,monotone class theorem' wird in Me, I, T 20 bewiesen:

Satz 30: Sei H ein Vektorraum von beschrinkten Funktionen auf einer Menge E.

@ Fiir jede gegen eine beschriinkte Funktion f aufsteigende Folge (f)),y von
Funktionen aus H sei die Funktion f ebenfalls in H enthalten,

(i1) H ist abgeschlossen bezuglich gleichmiBiger Konvergenz,

(iii) 1 € H.

Weiter existiere eine Menge § C H mit folgender Eigenschaft:

(iv) f-gpe§ furallef,g e §.
Dann gilt: B, (E, ¢ (§)) C H.

Lemma 31: Sei (V,),~, eine submarkoffsche Resolvente auf einem Mefraum (E, €).

Sei x € E mit lim pV 1(x) = 1.

p—>x

Sei g € B, , (E, €) derart, daB3 Vg(y) fiir alle y € E endlich ist.
Sei H: = {f € B, (E, €): V(f- g) ist R-stetig im Punkt x }.

Dann gilt:
(a) H ist ein Vektorraum.
(b) Fiir jede gegen eine beschrinkte Funktion f aufsteigende Folge (f),cx von

Funktionen aus H ist die Funktion f ebenfalls in H enthalten.
Ist die Funktion Vg sogar beschrinkt, so gilt zusitzlich:

() H ist abgeschlossen beziiglich gleichmiBiger Konvergenz.

Beweis: (a) ist trivial.

(b): Sei (f)),cn €ine gegen eine beschrinkte Funktion f aufsteigende Folge von Funk-
tionen aus H.

Wir diirfen o.B.d.A. annehmen, daB} f, > o fiir alle n € N ist, andernfalls betrachte
man die Folge (f, —f)), c -

(V(f, - ©)acn ist also eine gegen V(f - g) aufsteigende Folge von exzessiven Funktionen,
die im Punkt x R-stetig sind.

Folglich ist die exzessive Funktion V(f - g) ®-n.u.h. im Punkt x.

Nach Theorem 14(ii) = (i) ist V(f - g) sogar R-stetig im Punkt x.

Also gilt: f € H.
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(¢): Die Funktion Vg sei von nun an beschrinkt.

Dann wird durch f—— V(f-g) ein beschrinkter Operator auf dem Banachraum
(B,(E, ©), | o) definiert. Ist also (f,), N eine gegen f gleichmiBig konvergierende Folge
aus H, so konvergiert die Folge (V(f, ' g)),c~ gleichmiBig gegen die Funktion V(f- g).
Da die Stetigkeit bei gleichmiBiger Konvergenz erhalten bleibt, folgt aus der R-Stetigkeit
im Punkt x der Funktionen V(f, - g) die R-Stetigkeit im Punkt x der Funktion V(f- g).
Also ist f & H. Damit ist auch (c) bewiesen.

Lemma 32: Sei (V,),~, eine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €).
Der Potentialkern V von (V) ~, sei eigentlich.

Sei €' C € eine o-Algebra auf E derart, daB fiir alle a > 0 und alle a-exzessiven
Funktionen g gilt: g € B(E, €.

Dann existiert fiir alle exzessiven Funktionen f eine Folge (h,),cx aus By (E, €’) mit
Vh, { f.

Beweis: Fiir alle h € B+(E, €’) und alle p > o ist V h p-exzessiv.

Nach Voraussetzung folgt: V.h € B (E, €’) fiir alle h € B+(E, €).

Folglich wird fiir alle p > o durch U (x, A): = V_ (3, A) x € E, A € €’) ein Kern
auf dem MeBraum (E, €') definiert.

Offenbar ist (U ), ¢ eine Resolvente auf dem Mefraum (E, €”).

Da jede beziiglich (V,),~ , exzessive Funktion in B(E, €’) enthalten ist, folgt:

(@) Die exzessiven Funktionen beziiglich (V)  + o stimmen mit den exzessiven Funk-
tionen beziiglich (U ),~ , Gberein.

Sei U der Potentialkern von (U)o Offensichtlich gilt:
(2) Uh = Vh fiir alle h € B(E, €.

Insbesondere ist der Potentialkern U eigentlich.

Sei nun f eine beztglich (V ),  exzessive Funktion.

Wegen (1) und 1.13 existiert eine Folge (hy), oy aus B,,+(E, €") mit Uh, { f. Mit Hilfe
von (2) folgt schlieBlich: Vh_ 1 f.

Theorem 33: Sei (V,),~, eine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, §).
Die Funktion V1 sei endlich.
Sei x € E mit lim pV 1(x) = 1.
p—>
§ sei ein Riesz-Erzeuger fiir die Resolvente (V)< .
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
i) x ist kein Verzweigungspunkt.

(ii) Fur alle f € § ist die Funktion Vf R-n.u.h. im Punkt x.

Beweis: (i) nach (ii) folgt aus Korollar 17(1) = (iv).
(ii) nach (i): Wir betrachten ]
H: = {h & B, (E, €): Vh ist R-stetig im Punkt x }.
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Aus (ii) und Theorem 14(ii) = (i) folgt: § C H.
Wegen Lemma 34 ist H ein Vektorraum und erfillt Bedingung 29(i).
Wegen 28(ii), (iii) sind auch die Bedingungen 29(ii), (iii) erfiillt.
Aus Satz 29 folgt dann: By (E, ¢ (§)) C H. Also gilt:
(1) Fir alle h € B, . (E, o (§)) ist Vh R-stetig im Punkt x.

Sei nun h € B, , (E, 5,(8) ~ €).

Dann existiert h' € By , (E, ¢ (§)) mit h’ < h und Vh(x) = Vh’'(x).

Sei Vh(x) > a fur ein a > o. Dann ist auch Vh'(x) > a.

Wegen h'E B, , (E, 6 (§)) und (1) folgt: { Vh' > a} ist eine R-Umgebung von x.
Erst recht ist dann { Vh > a } D { Vh’ > a } eine ®-Umgebung von x. Wir haben damit
gezeigt:

(2) Fir alle h &€ By | (E, 6,(§) ~ €) ist Vh R-n.u.h. im Punkt x.
Sel € =6, (§) ~ ¢
Nach 28(i) gilt fir alle a >> o und alle a-exzessiven Funktionen g:

g & B (E, €"). Wir kénnen deshalb Lemma 32 anwenden:
(3) Fir alle exzessiven Funktionen f existiert eine Folge

(hn>n€N aus Bb, +(E, C’J) mit th ? i

(2) und (3) ergeben zusammen:
Jede exzessive Funktion ist ®-n.u.h. im Punkt x.
Zusammen mit Theorem 14(ii) = (i) folgt schlieSlich:
Jede exzessive Funktion ist R-stetig im Punkt x.

Aus Korollar 17(iv) = (i) folgt nun die Behauptung.

Theorem 34: Sei (V). , eine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €).

Sei x € E mit lim pV 1(x) = 1.

P>
& sei ein multiplikativer Erzeuger fiir die Resolvente (V_), <.
g sei eine strikt positive Funktion aus § derart, daB die Funktion Vg beschrinkt ist.
Dann sind folgende Aussagen iquivalent:
@) x ist kein Verzweigungspunkt.

(i1) Fur alle f € § ist die Funktion Vf ®-n.u.h. im Punkt x.

Beweis: (i) nach (ii) folgt aus Korollar 17(1) = (iv).
(ii nach (i): Wir betrachten

H: = {h & B,(E, €): V(h-g) ist R-stetig im Punkt x }.
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Aus (ii), Theorem 14(ii) = (i) und 28(iii") folgt: § C H.
Wegen Lemma 34 ist H ein Vektorraum und erfallt 30(), (it), (iii).
Wegen 28(iii") ist auch die Bedingung 30(iv) erfiillt.
Aus Satz 30 folgt dann: B, (E, ¢ (§)) C H. Also gilt:
Fir alle h € B, , (E, 6 (§)) ist die Funktion V (h - g) R-stetig im Punkt x.

Daraus folgt wiederum:
Fir alle h € B4 (E, 6 (§)) ist die Funktion V(h - g) ®-n.u.h. im Punkt x.
Da die Funktion g strikt positiv ist, folgt:
Fiir alle h € B4 (E, 6 (§)) ist die Funktion Vh = V ((%) : g) R-n.u.h.
im Punkt x.

Nun verliuft der Beweis von Theorem 34 genauso weiter wie der von Theorem 33.

Aus Theorem 33 und Theorem 34 folgt sofort:

Korollar 35: Sei (V,),+, eine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €).

Sei x € E mit lim pV 1(x) = 1.

p—>

3§ sei ein Erzeuger fiir die Resolvente (V,)_ < -
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
() x ist kein Verzweigungspunkt.

(if) Fir ein a > o und fir alle f & § ist die Funktion V,f R-n.u.h. im Punkt x,

Korollar 36: Sei (V,),~, cine submarkoffsche Resolvente auf einem MefBraum (E, €).
Ist die Resolvente (V) separabel, so ist die Menge E, aller Verzweigungspunkte
vom Potential o.

Beweis: Sei E': = {x € E: lim pV,1(x) =1 }.

P

Nach 1.11(d) ist die Menge (E — E’) vom Potential o.
Sei §: = {f,: n € N } ein abzihlbarer Erzeuger fiir die Resolvente (V_) -, Seia > o.

Nach Korollar 33 gilt:
(E, ~nE)=|J {x € E": V,{, ist nicht R-n.uh. im Punkt x }.

neN
Nach Satz 12 ist dann die Menge (E, ~ E’) vom Potential o.

Also ist auch E, C ((E, n E’) v (E—E')) vom Potential o.

Eine Resolvente (V) -, auf einem Mefraum (E, €) ist schon dann separabel, wenn
eine abzihlbare Menge § existiert, die lediglich Bedingung 28(i) erfillt. Sei hierzu §' die
Menge aller endlichen Produkte von Funktionen aus §. Dann ist (§' ' {1}) ein abzihl-
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barer, multiplikativer Erzeuger fiir die Resolvente (V) -, Zusammen mit Korollar 36
folgt jetzt sofort:

Korollar 37: Sei (V,), ¢ eine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €).

Die o-Algebra € sei abzihlbar oder u-abzihlbar erzeugt. Dann ist die Menge E, aller
Verzweigungspunkte vom Potential o.

Obige Voraussetzungen sind z. B. dann erfullt, wenn E ein Lusinscher Raum oder ein
Polnischer Raum oder ein lokalkompakter Raum mit abzihlbarer Basis ist, und wenn ¢
die o-Algebra der Borelschen oder der universell-meBbaren Mengen von E ist.

38: Fir den Rest des Paragraphen sei (E, ) ein lokalkompakter Raum mit abzihl-
barer Basis.
¢ sei die 6-Algebra der universell-meBbaren Mengen von (E, ).
C(E): = {f: E— R: f ist stetig },
C,(E): = {f € C(E): f ist beschrinkt },
Cor(BE):={fECE):f>=0}
C,(E): = {f & C(E): {f = o} ist kompakt},
C+(E):={feCGE):f>0}

Konvergiert eine Familie (m,) -, von Radon-MaBen auf (E, €) fiir p gegen co vag
gegen ein Radon-Mal} m, so schreiben wir hierfir: vag-lim m, = m.

p——>

Lemma 39: Sei (V,),~, eine submarkoffsche Resolvente auf (E, €).

(a) Fur alle x € E sind folgende Aussagen dquivalent:

) vag-lim pV (%, ) = e,.

p——> 00

(ii) liminf pV f(x) > f(x) fir alle positiven, n.u.h. Funktionen f.

p—> @

(iif) Fir alle U € € mit x € U gilt: lim pV (x,U) = 1.

P

(iv) Fir alle U € € mit x € U gilt: limsup pV, (x, E—~U) =o

p—)m
und lim pV, 1(x) = 1.

p—> 00

(b) Folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) vag-lim pV (x, ) = ¢, firallex&E.
p———> 00

(ii) Die Topologie ¥ ist an die Resolvente (V) , assoziiert, und die Funktion 1
ist exzessiv.
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Beweis: (a):

(i) nach (ii): Sei f n.u.h. und positiv.

Dann existiert eine gegen f aufsteigende Folge (g,),cx aus G,  (E). Wir schlielen:

liminf pV_ f(x) > sup liminf pV g (x) = sup g,(x) (nach (i)) = f(x).

p—» n p——>» 00

(ii) nach (iii): Man wende (ii) auf die n.u.h. Funktion I;; an. Die Aquivalenz von (iii)
und (iv) ist trivial.

(iv) nach (i): Sei f & C, ,(E). Sei € > o.

Dann existiert eine offene Menge U € & mit x € U derart, daB} fir alle y € U gilt:

(fx) —e) < f(y) < (fx) + €). Also gilt:
(1) () —e) Iy < f < (f&) + 2) Iy + [ oo - Lg—uy.

Wir schlieBen jetzt:
(fx) —e) = lim pV ((f(x) —¢) - Iy) (x) (nach (iii))

< liminf pV f(x) (nach (1)) < limsup pV, f(x)

p—>® p——>

< limsup pV, ((f(x) + ¢)  Iy) (x) + | f | limsup pV (x, E—U) (nach (1)
p——> 00 p—
= (f(x) + &) + o (nach (iii) und (iv)).
Da ¢ > o beliebig wihlbar ist, folgt (i).
(b) folgt unmittelbar aus (a).

Satz 40: Sei (V,), -, eine submarkoffsche Resolvente auf (E, €). Fir alle h € C, ,(E)
sei die Funktion Vh beschrinkt und n.u.h. beziglich der Topologie .

Ist dann x ein Punkt aus E mit vag-lim pV, (x, ) = ¢, so ist x kein Verzweigungs-
punkt. L

Beweis: Aus der Voraussetzung folgt:

(1) Fir alle h € G, , (E) ist Vh n.u.h. beziiglich ¥,

(2) es existiert eine strikt positive Funktion g &€ C, (E) derart, da die Funktion Vg
beschrinkt ist.

Sei h & C,, , (E). Nach (1) ist die Funktion inf(Vh, t) fiir alle t 2> o n.u.h. Aus Lemma
39(i) = (ii) folgt dann:
liminf pV,_ (inf(Vh, t)) (x) > inf(Vh, t) (x).

p————> 00

T T
Daraus folgt: inf(Vh, t) (x) = lim pV_(inf(Vh, 1)) (x) = inf(Vh(x), t) > inf(Vh, t) (x).

p—> o0
Hieraus folgt mit Hilfe von Theorem 14(iii) = (i): Vh ist R-stetig im Punkt x. Wir haben
damit gezeigt:
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(5) Fir alle h € G, (E) ist Vh R-stetig im Punkt x.

Wegen (2) und (3) sind die Voraussetzungen von Theorem fiir den multiplikativen
Erzeuger G, , (E) erfillt. Aus Theorem 34 folgt schliefSlich: x ist kein Verzweigungspunkt.

Korollar 41: Sei (V,),~, eine submarkoffsche Resolvente auf (E, €). Fir ein a >0
und alle f € C, , (E) sei V,_f n.u.h. beziiglich ¥.

Ist dann x ein Punkt aus E mit vag-lim pV (%, ) = ¢,, so ist x kein Verzweigungs-
punkt. il

Beweis: Man wende Satz 40 auf die Resolvente (V,, ) ~, an.

Das nichste Korollar folgt sofort aus Korollar 41. Fir Fellersche Halbgruppen folgt
daraus zusammen mit Korollar 3.21(i) = (iii), da3 deren exzessive Funktionen inf-stabil
sind. Fir dieses Resultat fehlte bislang ein rein analytischer Beweis.

Korollar 42: Sei (V). , eine submarkoffsche Resolvente auf (E, €). Fir ein a >o
und alle f € C, , (E) sei V,f n.u.h. beziiglich ¥. Fiir alle x € E gelte:

vag-lim pV (x, ) = ¢,
p— X
Mit anderen Worten: Die Topologie & sei an (V),~, assoziiert. Dann ist die Resol-
vente (V_)_~ o normal.

Wir erdrtern nun eine andere Definition fiir Verzweigungspunkte:

43: Sei E kompakt. (V,),~, sei eine Ray-Resolvente auf (E, €) (siche Me, X, D 18
oder Ge, 3.1). Ein Punkt x aus E heif3t ein Verzweigungspunkt im Sinne der Theorie der
Ray-Prozesse (siche Me, X, T 21), wenn folgendes nicht gilt: vag-lim pV (%, ) = ¢,.

Aus Korollar 41 folgt dann: Jeder Verzweigungspunkt in unsperem Sinne ist ein Ver-
zweigungspunkt im Sinne der Theorie der Ray-Prozesse. Die Umkehrung gilt i.a. nicht.

In Ta (3) werden die Begriffe Ray-Resolvente und Ray-ProzeB in zweierlei Weise auf
lokalkompakte Riume mit abzdhlbarer Basis verallgemeinert. An der Definition der Ver-
zweigungspunkte dndert sich nichts. Korollar 41 und Satz 40 liefern in beiden Fillen:
Jeder Verzweigungspunkt in unserem Sinne ist ein Verzweigungspunkt im Sinne von
Ta (3), 2.1. Man kénnte nun fir beliebige Resolventen auf einem lokalkompakten Raum
die folgende Definition machen: Ein Punkt x € E heit Verzweigungspunkt, falls nicht
gilt: vag-lim pV_(x, ) = e,. Die Beispiele 45 und 46 werden jedoch zeigen, daf} diese

p—> &

Definition in zweierlei Weise unverniinftig wire. Wir benédtigen dabei den folgenden Satz:

Satz 44: Sei (G, ) eine lokalkompakte Gruppe mit abzihlbarer Basis. & sei die o-
Algebra der universell-meBbaren Mengen von G. (V). sei eine beziglich Linkstrans-
lationen invariante, submarkoffsche Resolvente. Das soll heilen:

V,(z:x,2-A) =V (x,A) (p>0,2E G, AE G).

Dann ist die Resolvente (V) , normal.
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Beweis: Ist (V) -, die Null-Resolvente (d.h.: V = o fiir alle p > 0), so ist die Be-
hauptung trivial. Wir nehmen deshalb an, daBB die Menge G nicht vom Potential o ist.
Nach Korollar 37 existiert dann wenigstens ein Punkt x aus G, der kein Verzweigungs-
punkt ist. Wegen der Translationsinvarianz ist dann jeder Punkt aus G kein Verzwei-
gungspunkt.

45: Sei (P, o die Brownsche Halbgruppe auf dem R" (n > 1). w sei das normierte
Haar-MaB auf dem m-dimensionalen Torus T® (m > 1) G: = (R*xT™) ist dann eine
lokalkompakte, abelsche Gruppe. Die Elemente von G schreiben wir als Paare (x;, x,),
wobei x; € R" und x, & T™ ist.

& sei die o-Algebra der universell-meBbaren Mengen von G. Wir definieren:

Qu((x1, x2), A): = [[Ix(y1, ¥2) Pi(xy, dyy) w(dys) (t 20, (x4, %) € G, A € G).

Man beachte: Q,((x;, x,), A) hiingt nicht von x, ab. Fur alle s, t > o, alle (x;, x) € G
und alle f € B4(G, ®) kénnen wir schlielen: Q,Q,f(x;, x,)

= [[ Qf(yy, y2) Py(x1, dyy) w(dys) = [[[[{(z1, 22) Py, dzy) w(dz,y) P, (x4, dyy)
w(dys) = [[[f £(zy, z5) P,(y1, dzp) P, (xy, dyy) w(dzy) w(dy,) (nach Fubini)
[ £(zy, 29) P, 4 (3, dzy) w(dzp) = Q,, f(xy, Xy).

Wir haben gezeigt: (Q),., ist eine Halbgruppe. Trivialerweise ist die Halbgruppe

(Q: = o auch meBbar und submarkoffsch. Sei (V) , die zu (Q)), , , gehdrige Resolvente.
Man verifiziert leicht:

(1) (Vp)p>o ist invariant beziiglich Translationen,

(2) V. f € C,(E) fur alle p > o und alle f € C,(E).

Aus (1) und Satz 44 folgt:

(3) Die Resolvente (V,), ¢ ist normal.

Da Q,((xy, xp), A) nicht von x, abhingt, folgt:

(4) Vag'lim pvp((xl’ XZ): ) == pvag'lim Qt((xlr X2)’ ) = (ax, ®W)
p ———> 0 —_—

fur alle (x4, x,) € G.

Also ist jeder Punkt x aus G ein Verzweigungspunkt im Sinne von 43.
Obiges Beispiel zeigt auch, dal die Umkehrung von Satz 40 und Korollar 41 i. a.
falsch ist.

46: Wir betrachten die ,,verzweigte Bewegung nach rechts*:

a Es handelt sich hierbei um einen Markoff-
/ ProzeB, den wir im folgenden nur auf an-
schauliche Weise beschreiben wollen. Dieser

& Proze} bewegt sich, bis er den Punkt o
/ erreicht hat, gleichmiBig nach rechts. Im
Punkt o verzweigt sich dann der Prozef3 mit

Wahrscheinlichkeit !/, jeweils in den oberen

\i Ast a und den unteren Ast b. In den beiden
Y Asten bewegt sich der ProzeB gleichmiBig
b in Richtung des jeweiligen Astes weiter.

Offensichtlich ist die ,,verzweigte Bewegung
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nach rechts* ein Markoff-Prozef3 mit stetigen Pfaden. Der Zustandsraum trage dabei die
Ubliche vom R? induzierte Topologie.

Sei (P)), > o die Halbgruppe dieses Markoff-Prozesses.
(V)p>o sei die zu (P), . , gehdrige Resolvente.
Nach 7 ist die Topologie des Zustandsraumes an (V) , assoziiert.
Also gilt fur alle Punkte x des Zustandsraumes:
vag-lim pV (x,) = «,.

p > 00

Der Punkt o ist aber ein Verzweigungspunkt, denn die Aste a und b sind S-diinn im
Punkt o, und die Vereinigung beider Aste ist nicht S-diinn im Punkt o.

Dieses Beispiel zeigt, daf3 auf die Feller-Eigenschaften in Satz 40 und Korollar 41 nicht
verzichtet werden kann.

Dieses Beispiel zeigt ebenfalls, da3 die in 43 vorgeschlagene Verallgemeinerung der
Definition eines Verzweigungspunktes im Sinne der Theorie der Ray-Prozesse auf be-
liebige Resolventen im Widerspruch zur Anschauung stehen wiirde, denn im Punkt o
verzweigt sich der obige Proze3 auf sehr anschauliche Weise.

Definition 47: (V) -, sei eine submarkoffsche Resolvente auf (E, €).
Man sagt, eine Funktion f: E —— R, wverschwindet am Rande (beziglich (V) ),
wenn fir alle x & E und alle € > o cine supermediane Funktion s existiert mit:

{f > s} ist relativkompakt, s(x) < .

Eine exzessive Funktion, die am Rande verschwindet, heifit ein Potential (beziglich
(V)p>0)- Offenbar ist eine exzessive Funktion f genau dann ein Potential, wenn

o = inf {SF¥: KC E kompakt }
= inf {$F¥: K € E kompakt}  (nach 2.7).

Die Potentiale beztiglich (V, ).~ werden a-Potentiale genannt.

Lemma 48: Sei (V) , eine submarkoffsche Resolvente auf (E, €).

Gegeben sei weiter ein Punkt x &€ E, der kein Verzweigungspunkt ist. Existiert dann
fir ein a > o ein a-Potential q mit q(x) > o, so existiert fiir jedes ¢ > o0 eine kompakte
Menge K C E und ein py > 0 mit pV (x, E—K) < ¢ fiir alle p > p,.

Beweis: Wir kénnen o.B.d.A. a = o annehmen. Sei g die untere Regularisierte der
supermedianen Funktion 1. Dann gilt:

(1) V,(|1—g|) = o fiir alle p > o.

Indem wir q mit einer Konstanten multiplizieren, kénnen wir q(x) > g(x) erreichen.
Sei U: = {q > g}. Dann gilt: S;7Y(x) < g(x) < q(x). Also ist dic Menge (E—U)
S-diinn in x. Da x kein Verzweigungspunkt ist, ist die Menge U nicht S-diinn in x.
Insbesondere gilt:

(2) Se(®) = g(x).
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Wegen SU < q ist h: = SU ebenfalls ein Potential. Also existiert eine supermediane
Funktion s mit

(3) K: = {h > s} ist kompakt,

@ s(x) < —.
Aus (g) folgt:

(s) pV,(Ie—x - h) (x) < pV,s(x) < = firalle p > o.
Wegen (2) existiert ein p, > 0 mit

6) pV,(lg—h]) (x) < = fir alle p > p,.
Jetzt kénnen wir far alle p > p, schlieBen:

pV,(x, E—K) = pV,(Ig_x - g) (nach (1)) < pV,(Te_x - h) + =

(nach (6)) < - + = (nach (5)).

2

K und p, leisten also das Gewlnschte.

Satz 49: Sei (V,), ¢ eine submarkoffsche Resolvente auf (E, €). Fur alle f € C, , (E)
sei Vf ein stetiges, beschrinktes Potential. Die exzessiven Funktionen seien punktetren-
nend. Fir alle x € E sind dann folgende Aussagen dquivalent:

@) x ist kein Verzweigungspunkt,
lim pV 1(x) = 1.
p—>

(ii) vag-lim pV (x, ) = ¢,.

p—>

Beweis: (ii) nach (i) ist ein Spezialfall von Satz 40.
(1) nach (if): Wir wollen zunichst zeigen:
(1) Die stetigen, exzessiven Funktionen sind punktetrennend.

Wegen 1.13 ist die Menge {Vh:h &€ By (E, €)} punktetrennend. Wegen Vh = inf
{Vg:g > o nuh} (h € By(E, €) ist auch die Menge {Vg: g > o n.u.h.} punktetren-
nend. Wegen Vg = sup {Vf: f & C, ,(E)} (g > o n.u.h.) ist schlieBlich auch die Menge
{vi: f & G (E)} punktetrennend. Da Vf fir alle f & G, (E) stetig, exzessiv ist,
folgt (1).

Sei €: = {f stetig, supermedian f(x) = f(x)}. Fir alle f,g & € gilt inf(f, g) (x)

T A
> inf(f, @) (x) > inf(f, ) (x) = inf(f, &) (x) (da x kein Verzweigungspunkt ist) = inf
(f, g) (x). € ist also inf-stabil. Nach Voraussetzung gilt 1 & €. Zusammen mit (1) folgt
dann:

(2) Der Vektorraum §: = €—C ist punktetrennend, inf-stabil und enthilt die
Funktion 1.
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Seinun f € C (E) und ¢ > o.
Wegen lim pV, 1(x) = 1 existiert nach 1.13 ein g € C, | (E) mit Vg(x) > o. Vg ist

p—> 0

aber nach Voraussetzung ein Potential. Also existiert nach Lemma 48 eine kompakte
Menge K und ein Py > o mit

(3) pV,(x, E—K) < ¢ flir alle p > p,.

Seio.B.d.A. x € K.
Wegen (2) existiert eine Funktion h € & mit:

@ sup {[h(y) —f)|: yE K} < || = | f]e
Indem wir p, notfalls vergréflern, konnen wir erreichen:
(s) |h(x) — pV, h(x)| < ¢ fir alle p > p,.
Nun kénnen wir fir alle p > p, schlieBen:

[f) — pV,f(®)| < [h(x) —pV,h(®)| + [f(x) —h(x)[ 4+ pV,(Ix * [h—1]) (x)
+ pV(Ig_x* |h—f]) %) < e 4+ ¢4 ¢ + ¢ 2|f], (nach (3), (4) und (5)). Da
wir € > o beliebig klein wihlen kénnen, folgt lim pV f(x) = f(x). Daraus

p—>» 0

folgt schlieBlich die Behauptung.

Lemma 50: Sei (V) -, eine submarkoffsche Resolvente auf einem beliebigen MeB-
raum (E, €). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

@) Die Menge & aller fur ein b 2> o b-exzessiven Funktionen ist punktetrennend.

(ii) Fir alle a > o ist die Menge £, aller a-exzessiven Funktionen punktetrennend.

Beweis: (ii) nach (i) ist trivial, denn es gilt: § = (J &,

a
az0

(i) nach (ii): Sei a > o und x,y € E.

Wir miissen eine a-exzessive Funktion g mit g(x) == g(y) finden. Nach (i) existiert ein
b > o und eine b-exzessive Funktion f mit f(x) = f(y). Wenn b < a ist, sind wir fertig,
denn dann ist die Funktion f auch a-exzessiv. Sei jetzt a < b. Indem wir Lemma 3.6(b)
auf die Resolvente (V, . ).~ ¢ anwenden, erhalten wir: g: = f -- (b—a). V,f ist a-exzessiv.
Ist V_ f(x) %= V_{(y), so erfiillt bereits die a-exzessive Funktion g’: = V_f die Bedingung

g () = g'(y)- Ist V f(x) = V.{(y), so folgt: g(x) = g(y)-

Korollar 51: Sei (V),, * eine submarkoffsche Resolvente auf (E, €). Fiir ein a > o0
und alle f € G, , (E) ist V,f ein stetiges a-Potential. Die Menge aller fiir ein b > o b-ex-
zessiven Funktionen sei punktetrennend. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

@) x ist kein Verzweigungspunkt, lim pV 1(x) = 1.
p—> ©

(ii) vag-lim pV (%, ) = e,

p—> x
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Beweis: Nach Lemma 49(i) = (ii) ist die Menge aller a-exzessiven Funktionen punkte-
trennend. Also sind die Voraussetzungen von Satz 49 fir die Resolvente (V, , ), erfillt.
Die obige Aquivalenz folgt jetzt aus Satz 48.

Unmittelbar aus Korollar 51 folgt:

Korollar 52: Sei (V,),-, eine submarkoffsche Resolvente auf (E, €). Fir ein a > o
und alle f € C , (E) sei V_f ein stetiges a-Potential. Die Menge aller fiir ein b > o b-ex-
zessiven Funktionen sei punktetrennend. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

6)) Die Resolvente (V ), ist normal.

(ii) Die Topologie & auf E ist an (V) , assoziiert.

53: Sei E kompakt. (V) sei eine Ray-Resolvente auf (E, €).

Aus Korollar 51 folgt, daB jeder Verzweigungspunkt im Sinne der Theorie der Ray-
Prozesse ein Verzweigungspunkt in unserem Sinne ist, wenn die Menge £ aller fiir ein
b > o b-exzessiven Funktionen punktetrennend ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn
keine ,,degenerierten Verzweigungspunkte (siche Ge, 6.1) existieren. Wie in Ge, 10.9 ge-
zeigt wird, besitzen Ray-Resolventen, die bei der ,,Kompaktifikation‘ von Rechts-Prozessen
entstehen — nach unserer Meinung sind dies die wichtigsten —, keine degenerierten Ver-
zweigungspunkte. In den wichtigsten Fillen stimmen also die Verzweigungspunkte in
unserem Sinne mit den Verzweigungspunkten im Sinne der Theorie der Ray-Prozesse
Uberein.

SchluBbemerkung: Die R-Topologie wurde in einer nur geringfugig spezielleren
Situation bereits von Engelbert in En(1), Definition 18 eingefihrt. Fur Halbgruppen
fihrte Engelbert eine analoge Topologie ein.

Korollar 20 wurde bereits in Ta(g), 1.4 und En(2), Theorem 9 bewiesen.

Die Ergebnisse 14, 17 und 33 wurden in einer etwas schwicheren Form far Resolventen
von Markoff-Prozessen in En(3) bewiesen.



I, § 5 Der Approximationssatz

In diesem Paragraphen behandeln wir eine fir die Kacsche Potentialtheorie charak-
teristische Aussage, den Approximationssatz. Wir beweisen diesen zuerst in seiner kom-
pliziertesten und weitreichendsten Form. Die nachfolgenden Korollare verdeutlichen dann
seinen Inhalt und zeigen einige Anwendungen auf. Zunichst jedoch ein einfaches Lemma:

Lemma 1: Sei (V,),~, eine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €).
Fiir alle g € B4 (E, €) mit {g >0} C A gilt dann: §}, = Vg.

Beweis: Sei A”: = {g > o}.

Nach 2.9(a) ist die Funktion f: = SQ,Z‘ supermedian.
Nach 1.19(a) ist f dann V-dominant.

Nach Def. von S, gilt: f > Vg auf A’ = {g > o}.
Da f V-dominant ist, folgt: f > Vg auf ganz E.
Wir kénnen jetzt schlieen:

P

. AN ’
84, = 54, = (84, (nach 2.9(b)) = f > Vg = Vg.

Theorem 2: Sei (V,), -, eine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €).
C sei ein beziglich gleichmiBiger Konvergenz abgeschlossener Untervektorraum von

B, +(E, & mit 1 &€ C.
Sei (h,),cy eine Folge aus B+ (E, €) mit den Eigenschaften:
(Vi) h,<h, ., fir alle n € N,

n

(V2) V(h, -g)& C fiuralleg& Cundallen & N.

Dann existiert eine Folge (K ), cx von Kernen auf (E, €) mit:

@ K. f < f fir alle supermedianen Funktionen f und alle n € N (insbesondere
sind die Kerne K, submarkoffsch),

(ii) K,g & C fir alle g € C und alle n € N,
(iii) V(n-h, - (g—K,g) = K,g firr alle g € B,(E, €) und alle n € N,
(iv) K.f < K f fir alle supermedianen Funktionen f und alle m,n € N mit m < n,
v) K, f1 S fur alle exzessiven Funktionen f, wobei A: = UN {h, > o} ist.
n€

Beweis: Fur alle n € N wird durch V*(x, B): = V(h_ - I;) x € E, B € €) ein Kern
auf (E, €) definiert. Wegen (V 2) gilt:

(1) V*g € C fur alle g € C und alle n & N.

Sei f eine supermediane Funktion. Nach 1.19(a) ist f V-dominant. Offensichtlich ist f
dann auch V"-dominant. Wir haben gezeigt:

(2) Jede bezliglich (V) , supermediane Funktion ist fiir alle n & N V"-dominant.
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Insbesondere erflillen die Kerne V* das vollstindige Maximumprinzip. Also erfallt V*
fur alle n € N die Voraussetzungen von 1.20. Demnach existiert fiir alle n € N eine sub-
markoffsche Resolvente (V}) 5 o mit den Eigenschaften:

3) V™ ist der Potentialkern von (V3),

(4) Vig € C fiir alle g &€ Cund alle p > o.
Nach 1.19(b) folgt aus (2) und (3):

(5) Jede beztiglich (V) <, supermediane Funktion ist firr alle n & N auch super-
median bezliglich (V) < .

Fir alle n € N wird durch K, (x, B): = nV2I;(x) (x € E, B &€ €) ein Kern auf (E, €)
definiert. Wegen (5) erfiillen die Kerne K, die Eigenschaft (i). Aus (4) folgt Eigenschaft
(ii). Eigenschaft (iii) folgt aus der Resolventengleichung fiir (V3),~ .

Wir wollen nun die Eigenschaft (iv) nachweisen. Sei hierzu f eine beschrinkte super-

mediane Funktion und m, n € N mit m < n. Wegen (V 1) existiert eine Funktion k € B4
(E, €) mit:

(6) h,=k-h,k <1.
Aus der Resolventengleichung folgt fiir alle p > o:
Vif = V*(f—pV;f),
Vif= V*(f—pVpf) = V(h, k- (f—pVf)) = V*(k - (f —pVZ{)).
Subtraktion beider Gleichungen ergibt:
Vof — Viif = VY{(f—pVif) — V*(k - (f — p V1))
Setzen wir g: = (1 —k) - f — pVf + k + pVIf, so folgt daraus:
€)) Vof — Vi = Vig.
Nach (5) gilt: (1 —k) - pV3 f < (1 —k) - f. Hieraus folgt:
g =2 0—k) - pVif —pVif + k-pVPf=k-p- (VIf— V).

Insbesondere gilt: {g <o} C {(V7f— Vif) <o}
Zusammen mit (7) folgt daraus:

(8) Vg >z o auf {g <o}.

Da der Kern V" das vollstindige Maximumprinzip erfillt, folgt aus (8): Vg > o
auf ganz E.

Zusammen mit (7) folgt daraus: VJ'f < VI'f + V°g = Vif.
Wir haben damit gezeigt:

Vif < VIf fiir alle beschrinkten, supermedianen Funktionen f.
Ist f eine beliebige supermediane Funktion, so folgt daraus:

Vi = sup VR(inf (f, ) < sup Vi(inf (f, i) = Vpf.

5 Ak, Wittmann
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Wir haben bewiesen:

(9) Vif < Vif fir alle p > o, alle supermedianen Funktionen f

und alle m,n & N mit m < n.

Wir kénnen nun (iv) fur alle supermedianen Funktionen f und alle m,n € Nmitm < n
beweisen: K f = mV2f < mVLf (nach (9)) < nVif (nach Me, IX, T 46(b)) = K, f.
Es bleibt noch die Eigenschaft (v) zu zeigen. Sei hierzu f eine exzessive Funktion.

Nach (iii) und (i) ist K f fur alle n € N exzessiv. Aus (iv) folgt:
(10) Die Folge (K,f),cn steigt gegen eine exzessive Funktion f auf.

Fur alle n & N definieren wir:

f.: = sup pVaf, Ay: = {h, >0}
p>0

Aus 1.11(d) folgt:
(11) R R e i
Fir alle m & N schlieBen wir:

f. = sup nV™f < sup nV2f (nach (9)) = sup K,f=F.

3 nzm nzm nzm

Zusammen mit (11) folgt daraus fir allen € N: f < § (Vo) >o—f. .. Also gilt:
o= V'lij.q =V, Iz

Daraus folgt wiederum:
VI(Ann(F<”) == V(IA,. L I(f<f)) fur alle n E N.

Da A = (J A, ist, folgt schlieBlich: VI, - (7<¢;, = 0. Mit anderen Worten:

nEN
Li-f < E(V) s o— 1L
Da f exzessiv ist, folgt:
(12) S
Da {h, > o} C A ist, folgt mit Hilfe von Lemma 1 aus (iii):
(13) S ;= K,f firalle n € N,
Aus (i) folgt:
(14) K f < f firalle n € N.
Jetzt kénnen wir schlieflen:

f = sup K,f = sup 5% ; (nach (13)) < 5} (nach (14)).

Zusammen mit (12) folgt daraus:

(1) St =%
Die Eigenschaft (v) folgt jetzt aus (10) und (15).
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Korollar 3: Sei (V),~, eine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €.
C sei ein bezlglich gleichmiBiger Konvergenz abgeschlossener Untervektorraum von

B,(E, €) mit 1 &€ C.
Sei (h,), oy eine Folge aus B+ (E, €) mit den Eigenschaften:
(Vi) h,<<h,, firallen&N,
(V2) Vh,-g)cC furalleg& Cund allen& N.
Sei (f,), cn eine Folge exzessiver Funktionen mit den Eigenschaften:

V3 f.<f

n n

41 furallen & N,
(Vg4 f.ecC fir allen & N,
Sei A: = | J {h, >0}, f: = supf,.

ne N n

Dann existiert eine Folge (g,), <~ von positiven Funktionen aus C mit: V(h, - g.) t Sf.

Beweis: Sei (K,), « y eine Folge von Kernen mit den in Theorem 2 angegebenen Eigen-
schaften.

Fir alle n € N definieren wir: g : = n- (f, — K_f).

Wegen (V 4) und 2 (ii) gilt: g, € C fir alle n € N.

Nach 2 (iii) gilt:

(1) V(h,-g,) = K_{, fur alle n € N.
Fir alle m,n € N mit m < n gilt:
V(h,, - g.) = K.f, (nach (1)) < K, f, (nach 2(iv)) < K,f, (nach (V3))
= V(h, - g,). Die Folge (V(h, * g.)).cn ist also aufsteigend.
Wir koénnen nun den Beweis abschlieBen:

S# = sup K,f (nach 2(v)) = sup sup K, f, = sup K,f, = sup V(h, - g,)
(nach (1)).

Definition4: Sei (V ), eine submarkoffsche Resolvente auf einem MefBraum (E, €).
Eine Menge A € € heilt eigentlich, wenn der durch
VA(x,B): = sup V (x,A~B) (x€E Be¢
p>0
definierte Kern V* eigentlich ist.
Offenbar ist E genau dann eigentlich, wenn der Potentialkern V eigentlich ist. In diesem
Fall ist jede Menge A € € eigentlich.

Korollar 5: Sei (V) eine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €).
(A, e sel eine gegen eine Menge A aufsteigende Folge von eigentlichen Mengen aus €.

»

5
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Fir jede exzessive Funktion f existiert dann eine Folge (g,), cx mit den Eigenschaften:
o) g. € B, ,(E, € firallen €N,
(ii) {g, >0} C A, fur alle n € N,
(iii) Vg, ist fur alle n € N beschrinkt,
Gv) Ve, tSh

Beweis: Sei f eine exzessive Funktion.

Nach Lemma 3.17 existiert eine Folge (f)), .y von exzessiven Funktionen mit den Ei-
genschaften:

(1) f, ist fur alle n & N beschrinkt,
(2) f, 11
Man findet leicht eine Folge (A,), .y von Mengen aus € mit:
(3) A; C A, fur allen € N,
(4) VI,, ist fur alle n € N beschrinkt,
(s A A

Sei C: = B, (E, €).

Fir alle n € N sei h,: = ..

Wegen (1), (2), (4) und (5) erfiillen die Folgen (h,), < 5 und (f,), c x die Voraussetzungen
(V 1), (V 2), (V 3) und (V 4) von Korollar 3.

Nach Korollar 3 existiert dann eine Folge (g.), < mit:

(6) g, & C= B,(E, € fiir allen € N,
) g’ > o firallen € N,

(8 Vih, - g) t 5P
Fir alle n € N definieren wir: g,: = h, - g.. Aus (6) und (7) folgt Bedingung ().
Fiir alle n € N gilt:

{g.>0} = {(h,-g) >0} = {(I,; g >0} C A, C A, (nach (3)).
Damit ist (ii) bewiesen.

(iii) folgt aus (4) und (6). Bedingung (iv) folgt aus (8).

Korollar 6: Sei (V,),~, eine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €).
A € € sei eine eigentliche Menge.

Firr jede exzessive Funktion f existiert dann eine Folge (g,), cy mit den Eigenschaften:
(@) g, € B, ,(E, € firallen& N,
(ii) {g,>0}CA fuiralleng& N,
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(iii) Vg, ist fiir alle n € N beschriinkt,
(iv) Vg, t St
Ist die Menge A zusitzlich R-offen, so gilt auch:

) Vg, t Rf

Beweis: Die Behauptung folgt unmittelbar aus Korollar 5 und Korollar 4.26(b).

Korollar 7: Sei (V),, eine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €).

(a) Fur alle eigentlichen Mengen A € € und alle exzessiven Funktionen f gilt dann:
S =sup{Vg:g € B, ,(E ©), Vg <f {g >0} C A}.
(b) Firr alle R-offenen, eigentlichen Mengen U & € und alle exzessiven Funktionen f

gilt: R = sup {Vg: g€ B, .(E, 6, Vg <f, {g >0} C U}

() Ist die Resolvente (V ), -, normal, so gilt fiir alle fein-offenen, eigentlichen
Mengen U € € und alle exzessiven Funktionen f:

R}J = sup {Vg g & Bb,+(E: @)y Vg < f) {g >O}C U}

Beweis: (a): Aus Korollar 6 folgt: S2 <sup {.......... 1
Aus Lemma 1 folgt: sup {. . ... .... Y SN

(b) folgt aus (a) und Korollar 4.26(b).

(c) folgt aus (b) und Korollar 4.20() = (ii).

8: Sei (V,),, die Resolvente eines Standard-Prozesses. Nach BG, II, 2.14 sind die
a-exzessiven Funktionen fir alle a > o inf-stabil. Nach 3.21(iii) = (i) ist die Resolvente
(V,)p>o normal.

Aus diesem Grund ist das folgende Korollar eine Verallgemeinerung von Hu, 6.6
(sieche auch Me(g), I, T 2):

Korollar 9: Sei (V,),-, eine normale, submarkoffsche Resolvente auf einem MeB-
raum (E, G).

Fir alle fein-offenen, eigentlichen Mengen U & € und alle exzessiven Funktionen f
existiert eine Folge (g.), c x mit:

) g, € B, . (E, €) fir allen & N,
(ii) {g.,>o0}C U firallen& N,
(1ii) Vg, ist fur alle n € N beschrinkt,
(iv) Vg, t RY.

Beweis: Die Behauptung folgt sofort aus Korollar 6 und 4.20(i) = (ii).
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Korollar 10: Sei E ein polnischer Raum. € sei die s-Algebra der universell-meBbaren
Mengen von E. (V). sei eine submarkoffsche Resolvente auf (E, €).

(2)

(b)

(©)

Fiir alle eigentlichen Mengen A & € und alle exzessiven Funktionen f gilt dann:
St =sup {Vg: g € B, ,(E, €), {g > o} ist kompakt, Vg <f, {g >0} C A}.

Fir alle R-offenen, eigentlichen Mengen U & € und alle exzessiven Funktionen
f gilt:
RY =sup {Vg:g € B, ,(E, €, {g > o} ist kompakt, Vg < f, {g >0} CU}.

Ist die Resolvente (V) -, normal, so gilt fur alle fein-offenen, ecigentlichen
Mengen U € € und alle exzessiven Funktionen f:

RY =sup {Vg:g € B, , (E, €), {g > o}ist kompakt, Vg < f, {g >0} C U}.

Beweis: (a): Sei x € E und € > 0. Seio. B.d. A. f(x) < 0.
Nach Korollar 7(a) existiert eine Funktion g’ € B, , (E, €) mit

Vg' <f, {g'>0}C A und 5*(x) < Vg'(x) + .

Wegen der Regularitit von innen des MaBes VA(x, ) existiert eine kompakte Menge

KC A mit $2(x) < V(Ix g) x) + =

Fir die Funktion g: = I - g’ gilt dann:

Vg <f,{g>0}C KC A und 32(x) < Vg(x) + «.

Daraus folgt: S <sup{.......... b

Die umgekehrte Ungleichung folgt aus Korollar 7(a).

(b) folgt aus (a) und Korollar 4.26(b).

(c) folgt aus (b) und Korollar 4.20(1) = (ii).

Im nédchsten Korollar beweisen wir unter anderem die bereits in 2.21 vorweggenommenc
Kapazitabilititsaussage liber starke Balayage:

Korollar 11: Sei E ein polnischer Raum. € sei die s-Algebra der universell-meBbaren
Mengen von E. (V) -, sei eine submarkoffsche Resolvente auf (E, €).

(a)

(b)

(©

Fir alle A € € und alle exzessiven Funktionen f gilt dann:

S# = sup {SF: K C A kompakt}, S? = sup {SK: K C A kompakt}.
Fiir alle R-offenen Mengen U € € und alle exzessiven Funktionen f gilt:
RY = sup {R¥: K C U kompakt}.

Ist die Resolvente (V) -, normal, so gilt fiir alle fein-offenen Mengen U & €
und alle exzessiven Funktionen f: RY = sup {RF: K C U kompakt}.
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Beweis: (a): Der Potentialkern V sei zunichst eigentlich.
Seig € B, _(E, €) mit Vg < f, K: = {g > o} kompakt, KC A.

Nach Lemma 1 gilt dann: Vg < SK. Daraus folgt:
sup {Vg: g € B, , (E, ©), Vg < 1, {g > o} kompakt, {g >0} C A}

< sup {SF: K C A kompakt}.
Zusammen mit Korollar 10(a) folgt daraus:
S} < sup {S5F: KC A kompakt}.
Die umgekehrte Ungleichung ist trivial.
Sei nun der Potentialkern V beliebig.
Fir alle a > o ist dann der Potentialkern von (V,, ), , eigentlich. Wie wir oben
bewiesen haben, gilt dann fir alle a > o:
352 = sup {*S¥: K C A kompakt }.
Mit Hilfe von 2.17(b) kénnen wir den Beweis des 1. Teiles von (a) zu Ende flihren

Sp = sup *5f = sup sup {*5F: K C A kompakt}
a>0 a>0
= sup { sup *SF: K C A kompakt} = sup {SF: K C A kompakt}.
a>0
Der zweite Teil von (a) folgt mit Hilfe von 2.7 aus dem 1. Teil.

(b): Aus (a) und Korollar 4.26(b) folgt:

RY = sup {SF: K C U kompakt}.
Zusammen mit 2.8 folgt daraus: RY < sup {RF: KC U kompakt}. Die umgekehrte

Ungleichung ist trivial.
(c) folgt aus (b) und Korollar 4.20(i) = (it).

Korollar 12: Sei E ein polniscﬁer Raum. ¢ sei die 6-Algebra der universell-meBbaren
Mengen von E. (V) sei eine submarkoffsche Resolvente auf (E, €). Dann gilt fiir alle

Ag €: A* = (|J {K*: KC A kompakt }).

Beweis: Mit Hilfe von Korollar 3.14 folgt:
(U {K*: KC A kompakt })* C A®.

Sei x &€ A®und a > o.
Nach Korollar 11 (a) existiert eine Folge (K ), < y von kompakten Teilmengen von A mit:

(1) sup 800 = %84, () = V,1(x) (da x € A?).

Sei B: = [ J K;. Trivialerweise gilt:
neN
(2) B*C (| {K*: KC A kompakt })".
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Mit Hilfe von (1) folgt: 5% ;(x) > sup *5% (x) = V,1(x).

Hieraus folgt nach Satz 3.4: x &€ B,
Zusammen mit (2) folgt schlieBlich: x € () {K*: KC A kompakt })*.

Korollar 13: Sei E ein lokalkompakter Raum mit abzihlbarer Basis. € sei die o-Algebra
der universell-meBbaren Mengen von E. (V) ., sei eine submarkoffsche Resolvente
auf (E, €). Fur alle x € E gelte: vag-lim pV_ (x, ) =¢,.

p—>
Fur alle eigentlichen, offenen Mengen U und alle exzessiven Funktionen f existiert
dann eine Folge (g,), cn mit:

) g. € B, ,(E, €) fur alle n € N,

(i) {g, > o} ist fir alle n € N kompakt,
(iii) {g. >0} C A firallen € N,

(iv) Vg, ist fiir alle n € N beschrinkt,

) Vg, t RY.

Beweis: Es existiert eine Folge (K ), oy von kompakten Mengen mit: K

$ U.

n

Nach Korollar 5 existiert dann eine Folge (g,), cy mit:

(1) g, € B, ; (E, € fir allen € N,
(2) {g. >0} C K, furallen & N,
(3) Vg, ist fur alle n € N beschrinkt,
@ Ve, t S5
Nach 4.39(b), (i) = (ii) ist U R-offen. Nach 4.26(b) gilt dann:
(s)  RP =87

Die Behauptung folgt nun sofort aus (1), (2), (3), (4) und (s).

Obiges Korollar wurde von Hunt fir Resolventen von Hunt-Prozessen bewiesen, Die
Resolvente von Beispiel 4.46 erfiillt ebenfalls die Voraussetzungen von Korollar 13. Die
zu Grunde liegende Resolvente braucht also nicht normal zu sein.

Unter Zusatzvoraussetzungen an die Resolvente (V) 5, konnen wir Korollar 13
erheblich verbessern:

Korollar 14: Sei E ein lokalkompakter Raum mit abzihlbarer Basis. € sei die 5-Algebra
der universell-meBbaren Mengen von E. (V) ., sei eine submarkoffsche Resolvente
auf (E, €). Fur alle g € C, | (E) sei Vg € C,(E).

(a) Fir alle offenen Mengen U und alle auf U stetigen, beschrinkten, exzessiven
Funktionen f existiert dann eine Folge (g,), cy mit den Eigenschaften:
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() g.€C.,(E) firalengN,
(i) {g,>0}C U firallen& N,
(i) Vg, 1 SY.

(b) Fir die Resolvente (V ), , gelte zusitzlich:

vag-lim pV_ (x, ) = ¢, fiir alle x € E.

p-

Dann existiert fur alle offenen Mengen U und alle auf U stetigen, exzessiven
Funktionen f eine Folge (g,),cn mit:

O g.€6C (E) furalleng&N,
(ii) {g,>o0}C U firallen& N,
(i) Vg, { RY = &Y.

Beweis: (a): Sei C: = {g € B,(E, €): gy ist stetig }.

Es existiert eine Folge (h,), c x mit:

(1) h,€ C ,(E) firallen&N,
(2) {h,>0}C U firallen€& N,
(3 h, 1 Iy

Dann gilt: (g-h,) € G (E) fir alle g € C und allen € N.
Nach Voraussetzung folgt daraus:

(4) Vh,-g) € C(E)C C fur alle g € C und alle n € N.
Nach Voraussetzung gilt:

() fe G

Definiert man f : = f fiir alle n & N, so erfiillen die Folgen (h,), c x und (f,), ¢ x wegen
(3), (4) und (5) die Voraussetzungen (V 1), (V 2), (V 3) und (V 4) von Korollar 3. Dem-
nach existiert eine Folge (g.), < y mit:

©) g, € C fur allen & N,
) g, >o fir allen € N,
) V(h,- gt SF.

Fir allen € N sei g,: = (h, - g)).
Aus (6) und (7) folgt (i). Aus (2) folgt (ii). Aus (8) folgt (iii).
(b): Nach Satz 4.40 ist die Resolvente (V) < o normal.
Nach Korollar 3.21 (ii) = (iii) gilt:
(9) f,: = inf(f, n) ist fur alle n € N exzessiv.
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Sei C und (h,), c x Wie in (a). Dann gilt:
(10) f, € C fiur alle n € N.

Wegen (3), (4), (9) und (10) erfiillen die Folgen (h.), oy und (f), oy die Vorausset-
zungen (V 1), (V 2), (V3) und (V 4) von Korollar 3. Demnach existiert eine Folge
(g.). e n mit den Eigenschaften:

(11) g, € C fiir alle n € N,
(12) g, > o fir alle n € N,
(13 V(h,-g)t S
Nach Lemma 4.39(b), (i) = (ii) ist U R-offen. Nach 4.26(b) gilt dann:
(149  RY =57
Fir alle n € N sei g,: = (h, * g)).

Wegen (11), (12), (2), (13) und (14) erfillt die Folge (g,),c ~x die in (b) gewilnschten
Bedingungen.

Korollar 15: Sei E ein lokalkompakter Raum mit abzihlbarer Basis. € sei die s-Algebra
der universell-meBbaren Mengen von E. Fiir alle g € G, , (E) sei Vg € G, (E).

Fir alle x € E gelte: vag-lim pV, (x, ) =¢,.

p—>

Sei f eine exzessive Funktion und K eine kompakte Menge mit:
@) Ry = f fiir alle offenen Mengen W mit KC W,
(ii) es existiert eine offene Menge U mit K C U, auf der die Funktion f stetig ist.

Dann ist f auf ganz E stetig.

Beweis: Nach Korollar 14(b) existiert eine Folge (g,), c y mit:

(1) g.€C ,(E) firallen &N,
(2) {g. >0} C U firallen €N,
3) Vg, t RY.

Aus (i) und (3) folgt:
@ Vg, 1 1.

Wegen (1) ist Vg, fir alle n € N stetig. Mit Hilfe von (4), (ii) und dem Satz von Dini
folgt daraus:

(3) Die Folge (Vg,),cn~ konvergiert auf der kompakten Menge K gleichmiBig
gegen f.

Sei ¢ > o beliebig. Nach (4) existiert ein ng& N mit:
6) Vg, + ¢ >f auf K.
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Da die Funktionen f und (Vg, - ¢) auf U stetig sind, gilt:

@) W: = {xe U: Vg, + ¢ (x) > f(x)} ist offen.
Aus (6) folgt:
(8) KCW.

Mit Hilfe von (7) und (i) folgt: (Vg, + ¢) > R} =f.
Da £ > o beliebig wihlbar ist, folgt:

Die Folge (Vg,), n konvergiert auf ganz E gleichmiBig gegen die Funktion f.
Da Vg, € G, (E) fur alle n € N ist, folgt schlieBlich: f & C,(E).

Korollar 15 dhnelt dem aus der klassischen Potentialtheorie bekannten Satz von Evans
und Vasilesco (siche He, Satz 6.20). Er besagt, daf} fir die Resolvente der Brownschen
Bewegung anstatt (ii) die folgende Bedingung ausreicht:

(ii")  fjg ist stetig.

Bereits fir die Resolvente der Wirmeleitungsgleichung ist Korollar 15 nicht mehr
richtig, wenn wir die Bedingung (ii) durch die Bedingung (ii") ersetzen. Unter einer
kleinen Zusatzvoraussetzung kann man Korollar 15 auch mit Hilfe von Sto, VI, Theorem
2.2 beweisen.

SchluBbemerkung: In der klassischen Kacschen Potentialtheorie beweist man Korollar 6
mit Hilfe wahrscheinlichkeitstheoretischer Methoden (siche Cie, Theorem 10.16). Wir
gehen umgekehrt vor: Der Approximationssatz wird ein entscheidendes Hilfsmittel beim
Beweis von II, 2.10, dem Hauptsatz von Teil II sein.

Der Approximationssatz spielt auch im Teil III eine bedeutende Rolle (siehe III, 2.14).

Fir die ,,ibliche Balayagetheorie existiert keine zum Approximationssatz analoge
Aussage.

Der Approximationssatz kann ohne Schwierigkeiten auf abstrakte Resolventen im
Sinne von CL verallgemeinert werden.



I1, § 1 Doobsche Markoff-Prozesse

Definition 1: Sei (E, €) ein MeBraum. (P), . , sei eine meBbare, submarkoffsche Halb-
gruppe auf (E, €). (M, M, P, M), cr, (XD cr,) heiBt ein (Doobscher) Markoff-Prozefi
mit Zustandsraum (E, ¢) und Halbgruppe (P), ., wenn folgende Eigenschaften er-
fulit sind:

6] (M, M, P) ist ein Wahrscheinlichkeitsraum,
(ii) M, ist fur alle t €& R, eine o-Algebra,
MC M C M firalles,t € R, mits < t,
(iii) X, ist fur alle t € R, eine M -C-meBbare Abbildung,
@iv) die Abbildung (R, xM) ——E
(t, w) — X (W)
ist (R, ® M)-C-meBbar,
W) (schwache Markoff-Eigenschaft)
E(fe X, , /M) = (Pf) o X, P-fs.
furalles € R,,t € R, und alle f € B, (E, €.
Fir alle Abbildungen H: M —— R definieren wir:
Xy M ——E
w— Xy (W).
Ist H zusitzlich M-R_ -meBbar, so ist Xy nach (iv) M-E-meBbar. Wire X, nicht vor-

handen, so kénnten wir Xy nur auf der Menge {H < co} definieren. Aus diesem Grund
haben wir in obiger Definition die Existenz von X und M vorgeschrieben.

Sei p, die Verteilung von X, d.h.:
bo(A) = P({X_ E A}) fur alle A € €.
Fir alle A € € kénnen wir schlieBen: (4, P) (A) = E((P,I,) o X,)

= E(E(I, ° X 1 /M) (nach (v)) = E(I, ° X)) = oo (A).
Also gilt: p P, = p, fur alle t >> o. Anders ausgedriickt:
U ist ein beziiglich der Halbgruppe (P), . , invariantes MaB.

In den meisten Fillen existiert ein A € E mit: p = ¢,.
Man bezeichnet den Punkt A dann als ,,Friedhof*.

In diesem Fall gilt fur die Halbgruppe (P), . ¢:

P(A{A}) = (EaP) {A) = ea({A}) = 1t firalle t > o
Wir fiihren die folgenden s-Algebren ein:

M= M (CER,), Me,: = M.
s>t
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Zum Schlufl méchten wir noch auf folgende Tatsache aufmerksam machen: Die Halb-
gruppe (P),. o ist i.a. nickt eindeutig bestimmt. Es kann also eine weitere, von (P), .,
verschiedene Halbgruppe (Q,),., existieren derart, da (M, M, P, (M), cr,,» XDier,)
auch ein Markoff-ProzeB3 mit Halbgruppe (Q,),» ¢ ist.

Definition 2: Sei (M, M, P, M), cr,, X cr,) ein Markoff-ProzeB mit Zustandsraum
(E, € und Halbgruppe (P), . o

(a) Eine Abbildung T: M ——— R heit eine Markoffzest, falls fur alle t € R,
git: {Tt}eM,.

Fir eine Markoffzeit T definieren wir:
My ={AEMAAN{TS<tHheM firalletc R, },
My ={AEMAAN{TS<tHEM,, firalletce R, }.

Offensichtlich sind M und M, o-Algebren, und die Abbildung T ist M-E-meBbar.
Trivialerweise gilt: M, C My .

(b) Eine Abbildung T: M
Eigenschaften erfillt sind:

) T ist eine Markoffzeit,

(i)  Xgist M-C-meLbar,

Gii) E(fe Xy, /M) = (Pf)e Xy P-Afis.
fir alle t € R, und alle f € B_(E, €).

R. heilit eine starke Markoffzeit, wenn folgende

Man verifiziert leicht die folgenden Aussagen:
3: Fur alle Markoffzeiten S, T mit S < T gilt: Mg C M, Mg, C M ..
4: Ist T = t eine konstante Funktion auf M, so gilt:
i) T ist eine starke Markoffzeit,
Gy M=M, M, =M.
5: Gilt M, = M, fur alle t € R, so gilt auch:
Mr . = My fir alle Markoffzeiten T.

Lemma 6: Sei (M, M, P, M), cr,, (X):er,) cin Markoff-ProzeB mit Zustandsraum
(E, €) und Halbgruppe (P), - Fiir jede Markoffzeit T gilt dann:

(a) M, ={AEM: (A ~A{T <t}) EM, firallet € R, },

(b) Mry = () MWy,
s>0

Beweis: (a): Sei A & My ,.
Fir alles,t € Ry, s <tgilt dann: (A ~A{T <s}H) EM,, C M.



78 Rainer Wittmann

Hieraus folgt firallet E R.: (A n{T <t}) = U (A ~{T <s}) € M.
§E >t

sEQ
Sei nun umgekehrt A & M, mit:

(A~{T<t}) €M, firallet € R,.

Fur alle t & R, gilt dann:

Ar{T<t)= N AA{T<sHE N M, =M,,.
S s>t

Firt=cogilt: A ~n{T<th) =AM, =M,,.
Aus den letzten beiden Ergebnissen folgt: A &€ M .

(b): Fiir alle A & M gelten die folgenden Aquivalenzen:
AEM, «cAN{TS<thEM,  VtER, &
AN{TStheEM, , VtERs>0xAn{T+sgKt+sheM,,,

VtER,s>00 AWM Vs>o0aAE () Wy,
s>0

Lemma 7: Sei (M, M, P, (M), cr., (XD cr,) ein Markoff-Prozell mit Zustandsraum
(E, €) und Halbgruppe (P,), > o. Fir allet € R, gelte: M, = M, ..
Dann gilt:
Eine Abbildung T: M —— R, ist genau dann eine Markoffzeit,
wenn {T <t} € M, fur alle t € R ist.

Beweis: Die Behauptung folgt sofort aus den folgenden Ergebnissen:

{T<t}=UJ {T<s}eMfurallet € R,
s<t

s€Q

(T<t}=N{T<s}eMNM=M\M,, =Mfirallet € R,,
s>t s>t
sEQ

(T<t}=ME M, fiir t = oo,

Satz 8: Sei (M, M, P, M), cr.» Xier,) ein Markoff-ProzeB mit Zustandsraum
(E, €) und Halbgruppe (P,),, (. )

SeiT: M
(T + t) ist fur alle t & R, eine starke Markoffzeit.

> R, mit der Eigenschaft:

Fiir alle t € R, definieren wir: M;: = M, , X;: = Xy,

Dann gilt:
(a) M, M, P, M), cr,» X:icr,) ist ebenfalls ein Markoff-ProzeB mit Zustands-
raum (E, €) und Halbgruppe (P), . o-
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(b) Es gelte zusitzlich: M, , = M, fur allet € R,.

Eine Abbildung S: M —— R, ist genau dann eine Markoffzeit beztglich (M, 3, P,
M)cry XDier,), wenn (S + T) eine Markoffzeit beziiglich (M, M, P, (M),cr,,
(XDier,) ist. In diesem Fall gilt: MG = Mg 1.

Beweis: Trivialerweise erfillt (M, M, P, (M), cg,, (X\ecnr,) die Eigenschaften 1(i)
und 1(ii).

Da (T +t) fur alle t & R, eine starke Markoffzeit ist, folgt aus 2(ii) unmittelbar die
Eigenschaft 1(iii).

Die Abbildungen X: (R, xM)——E , F: (R, xM)—— (R, xM)

W) — X (W) — (t+ T(w), W)

sind R, ® M)-C-meBbar bzw. (R, @ M)-XR, ® M)-meBbar.

Folglich ist die Abbildung (X ° F) (R, ® M)-C-meBbar.

Da (X o F) (t, w) = X{(w) fiir alle t € R,, w € M ist, folgt hieraus die Eigenschaft
1(iv). Fur alles € R, t € R, und f € B (E, €) kénnen wir schlieBen:

E(fe X, . /M) =EfoXq /M) =PS)oX;,, (denn (T 4 s) ist eine
starke Markoffzeit) = (P f) o X! P-f.s.

Damit ist (a) vollstindig bewiesen.

(b): Sei (S + T) eine Markoffzeit beziglich (M, M, P, (M), c r,» XD, cr,). Fir alle
t,u € R, sind die Abbildungen inf (S + T, u) und inf (T + t, u) M -R,-meBbar, denn
inf (S -+ T, u) und inf (T 4 t, u) sind Markoffzeiten. Daraus folgt:

(1) {inf(S+ T,u) <inf(T+t,u)} €M, fur allet,u € K,.

Sei A € Mg, 1. Dann gilt:
2 A~{S+D<UNEM, {(T+9 <u}EM, firalle t,u € R,.

Fir alle t,u & R, konnen wir schlieBen:

An{SSUA{T+D<u}=A A {S+D KT +9} A {T +1) <u)
=AN{S+T) <u} " {(TH+t) Ku} A {inf(S+T,u) <inf(T+t,u)} € M,
(nach (1) und (2)). Wir haben damit gezeigt:

(3) An{SK<t} "n{TH+)<u}EM, furallet,uc R,.

Wihlen wir A = M, so folgt aus (3): {S <t} E My, = M, fir alle t € R,. Also
ist S Markoffzeit beziiglich (M, M, P, (M), cr.» (XD:icr,)-

Ist A € Mg, 1 beliebig, so folgt aus (3):
ANn{S<t}) EM ., =M firallet € R,.

Daraus folgt schlieBlich: Mg . 1 C M.
Wir wollen nun die Umkehrung beweisen.
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Sei also S eine Markoffzeit beziiglich (M, M, P, (M), cr,, X e r,). Dann gilt:
(A~{S<p}) EM firalle Ac M, pER,.
Hieraus folgt:
An{S<p}~{(TH+p)<q+plEM,  firalle Ac M, p,q &< R,.
SchlieBlich folgt:
(4) A~{S<Ep}n{T<q}EM, firalle AS M, p,q E R,.
Insbesondere gilt (man wihle A = M):
{S<p} n{T<qh) EM,,, firallep,q € R,.
Daraus folgt: {(S+ T) <t} = U ({S p} ~n{T<q}) EM furallet € R,.

pta<
pq€Q+

Nach Lemma 7 ist (S+T) dann eine Markoffzeit bezliglich (M, M, P, (M), cxr,,
(XD:er,)- Aus (4) folgt:

An{G+D<ti= U An{S<p} n{T<q}h) €M,

fir alle A € Mg, t € R,. Zusammen mit Lemma 6(a) und 5 folgt daraus:
MsC Mg 41y = Ms 41

Lemma 9: Sei (M, M, P, (M), cx,, (XDien,) ein Markoff-ProzeB mit Zustandsraum
(E, €) und Halbgruppe (P), > .
(V)p>o sei die zu (P),,, gehorige Resolvente. T sei eine starke Markoffzeit. Dann
gilt fir alle p > o und alle f € B (E, €):
e?P T (Vfo Xy =E(Je™foX dt{M;) P-fs.
T

Insbesondere gilt:

E(e™ " (V,f)oXy) = E(fe™ - foX,db).

Beweis: Seip >o0,f & B, (E, & und A € M.

Wir sind fertig, wenn wir zeigen koénnen:
E@d, -e®T- (V fyoXy) = E(I, » [ - foX di).
T
Dies sieht man folgendermaBen ein:

E(,-e® T (V,f)eXy) = E(I,-e®T- [e: (P,f) o Xy dt)
0

= [E(,-eP T e?:(Pf)e X;) dt (nach Fubini)
0
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Il
Cem8 ©=—m8 o/
=

PR S D o T + o/ M) dt (T ist starke Markoffzeit)

(die Funktionen e®™+9 1, sind

E(E, - T foXry /M) g B medbar)

E(I,-e?T+9. fo X, )dt

8

I

9]
Ve
—

—

A €PTEOL o X4 dt) (nach Fubini) =

=1

E({, - [e™- foX, dt) (Variablentransformation t —— t+ T).
T

Korollar 10: (M, M, P, (M), r,, (XDccr,) sei ein Markoff-ProzeB mit Zustandsraum
(E, €) und Halbgruppe (P), . - Sei a > o und f eine a-exzessive Funktion. Dann gilt:

(a) EEe® T - foX; /M) <e*5:foXg PAfs.

fur alle starken Markoffzeiten S, T mit S < T.
(b) (e '+ foX),cr, ist ein Supermartingal beziiglich (M), g,
(c) E(e®'T:fo X)) < E(fe X, fiir alle starken Markoffzeiten T.

Beweis: (b) und (c¢) folgen unmittelbar aus (a).

Nach I, 1.13 existiert eine Folge (g,),c~ aus B, (E, €) mit:
(1) Vaga t L.

Wir schlieBen jetzt:

E@® ™ fo Xy [Mg) = sup E(™7T - (V,g,) ° Xp /M) (nach (1))

=sup E(E(fe? ' g, 0oX, dt/Mp) /M) (nach Lemma g)
n T

— sup E(J et g, o X, dt | Mg) (nach (3))
n T

<sup E(fe™ ' g, 0 X, dt /M)
n S
= sup e® 5 (V, g )o Xg (nach Lemma o)

= e*"8.fo X, {nach (1)).

Lemma 11: Sei (M, M, P, (M), c r,» (XD, er,) ein Markoff-Prozel mit Zustandsraum
(E, € und Halbgruppe (P), » o-

Dann ist jede Markoffzeit, die nur endlich viele Werte annimmt, bereits eine starke
Markoffzeit.

6 Ak, Wittmann
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Beweis: Sei T eine Markoffzeit, die nur endlich viele Werte annimmt. Die Menge
D: = T (M) ist dann endlich.

Fiir alle t € R+ und alle A € M, gilt:
(1) An{T=t}=An{T<th—(UAA{T<s}) EM.
s<t

sEQ

Insbesondere gilt:

(2) {T=t}e M furallet € R,.

Fir alle t € R, und B & € gilt:
{Xr€B}In{T<t}= U ({X:€B} ~n {T=5s})
seD

s=<t

= U ({X,€B} n{T =s}) € M, (nach 1({ii) und (2)). Daraus folgt:
s€D

{X:E B} & M, fur alle B € €.

Also erfiillt T die Bedingung 2(ii). Wir wollen nun die Bedingung 2(iii) fir T nach-
weisen. Es gentigt fur alle t € R, f € B, (E, €) und A € M zu zeigen:

E(ly-foXp )= E(ly - (Bf) o Xyp).

Dies sieht man folgendermalen ein:

Bl te XT-H) = E(ZDI(AA{T=S}). fio XT—+~:)
sE

= gDE(I(Am{T=s))'f°Xs+:) =2 E(E(I(Af‘\{T=s)).foXs-}-t/g)?s))

= EZ;) E(anr=sg  E(fe X, /M) (nach (1))
= GZ’D E(Iia~qr=g * (Pf) 0 X)) (nach 1(v))
— E(GZ;) I(A/‘\(T=s}) “(Pf)oXp) = E(IA (P f) e Xp).

Lemma 11 146t sich verallgemeinern: Eine Markoffzeit T ist bereits dann eine starke
Markoffzeit, wenn T auflerhalb einer P-Nullmenge nur abzihlbar viele Werte annimmt,

Definition 12: Sei (E, €) ein MeBraum.

(P), = ¢ sei eine meBbare, submarkoffsche Halbgruppe auf (E, €).

M, MM, P, M), cr,y Xier,) heilt ein starker (Doobscher) Markoff-Prozeff mit Zu-
standsraum (E, €) und Halbgruppe (P), ., falls folgende Eigenschaften erfiillt sind:

) M, M, P, M), e v,y Xier,) ist ein Doobscher Markoff-Prozel3
mit Zustandsraum (E, €) und Halbgruppe (P), ¢

(ii) M =M, firallet E R,
(iii) P(A—B)w B—A) =o=>AcMfirale AcM, BEM, t ER,,
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(iv) (starke Markoff-Eigenschaft)
jede Markoffzeit ist eine starke Markoffzeit.

Aus Satz 8(a), (b) und Lemma 6(b) folgt sofort:

Korollar 13: Sei (M, M, P, M), cr,» (XD)cnr,) ein starker Markoff-Prozel mit Zu-
standsraum (E, €) und Halbgruppe (P),. o Sei T eine Markoffzeit. Fir alle t € R,
definieren wir: M;: = My, ,, X = Xp, o

Dann ist (M, M, P, (M), c r,, (X, r,) ebenfalls ein starker Markoff-Proze3 mit Zu-
standsraum (E, €) und Halbgruppe (P), s o

Zum SchluB3 wollen wir zwei Existenzsitze fir Markoff-Prozesse angeben:

Satz 14: Sei (P), , eine Markoffsche Halbgruppe auf einem Mefraum (E, €).
o sei ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 auf (E, €) mit:

[ Pof - Pog) disg = [ Po(f - @) dug fiir alle £, g € B, (E, €).
oo Sei ein Wahrscheinlichkeitsmal auf (E, €) mit:

oo P, = po furallet > o.

Dann existiert ein Proze (M, M, P, (M), c g+ (X),cr,), der einerseits die Eigen-
schaften 1 (i), (i), (iii), (v) und andererseits die folgenden Bedingungen an den Anfangs-
und Endzustand erfullt:

(1o Py) ist die Verteilung von X,,
o ist die Verteilung von X_.

Die Konstruktion des obigen Prozesses folgt im wesentlichen der Darstellung in Ne, 5.2.
Der bei dieser Konstruktion entstehende Prozef3 erfillt aber nur in trivialen Fillen die
Eigenschaft 1 (iv).

Satz 15: Sei (E, €) ein MeBraum mit der Eigenschaft:

Es existiert ein kompakter Raum E’ mit EC E’ und
¢ = {AC E: A ist universell-meBbare Menge von E'}
(insbesondere ist E selbst eine universell-meBbare Teilmenge von E’).

(P), o sei eine meBbare, Markoffsche Halbgruppe auf (E, €). Die Menge aller fiir
ein a > o a-exzessiven Funktionen sei punktetrennend. p, und p sei wie in Satz 14.

Dann existiert ein Doobscher Markoff-Proze8 (M, M, P, (M), cr,, (X )cr,) mit Zu-
standsraum (E, €), mit Halbgruppe (P,), » , und mit den folgenden Bedingungen an den
Anfangs- und Endzustand:

(1o Py) ist die Verteilung von X,,
Uo ist die Verteilung von X .

6*
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Der Beweis von Satz 15 benutzt als entscheidendes Hilfsmittel die sogenannte Ray-
Knight-Kompaktifikation (siche En(6)) der zu (P),., gehorigen Resolvente. Wegen
En(6), Proposition 8(2) miissen wir die obige Bedingung an den MeBraum (E, €) stellen.

SchluBBbemerkung: Unsere Definition eines Doobschen Markoff-Prozesses unterscheidet
sich von der tiblichen Definition (siehe z.B. Ba, Satz 65.3) im wesentlichen nur in der
Bedingung 1(iv). Gerade diese Bedingung ist aber flr § 2 entscheidend.

Wie wir in Satz 15 gesehen haben, bereitet Bedingung 1(iv) bei der Konstruktion von
Doobschen Markoff-Prozessen die meisten Schwierigkeiten (der Beweis von Satz 15 wire
sehr langwierig). Bedingung 1 (iv) ist jedoch erheblich schwicher als die iiblichen Regu-
larititsforderungen an die Pfade des Prozesses.



I, § 2 Wesentliche Eintrittszeiten und starke Balayage

Definition 1: Sei (M, M, P, (M), cr,, XDicr.) ein Doobscher Markoff-Prozel mit

Zustandsraum (E, €) und Halbgruppe (P), 5 o Wegen 1.1(iv) kdnnen wir fir alle A & €
definieren:

W,:M— R,
t
w——inf{t >o0: [I, e X (w)ds > o0}
0
Offensichtlich gilt:

W,(w) =sup {t =o0: [I, oX (w)ds = o} fir alle w & M.
0

Wir nennen W, die wesentliche Eintrittszeit des Markoff-Prozesses (M, M, P, (M), c &,
(X)er,) in die Menge A.

Lemma 2: Sei (M, M, P, (M), cr,, XD.er,) ein Markoff-Prozel mit Zustandsraum
(E, €) und Halbgruppe (P), > . (V,),>0 sei die zu (P), .  gehorige Resolvente.

(a) Sei A, B € €. Die Menge (A — B) sei vom Potential o.
Dann gilt: W, < Wy P-f.s..

(b) Sei A, B € €. Die Menge ((A — B) ~ (B— A)) sei vom Potential o.
Dann gilt: W, = W3 P-f.s..

(0 Fuar alle Mengen A & € vom Potential o gilt:
WA = oo P-f.s..

Beweis: Es geniigt (a) zu zeigen, denn (b) und (c) folgen sofort aus (a).
Sei p > o beliebig.
Da T = o eine starke Markoffzeit ist, folgt nach Lemma 1.9:

E(e® % (VIu_p)o Xe) = E(g e Iy_po X, ds).
Da V 1, __p = o ist, folgt hieraus:

o= E(fe™ I,_ge°X,ds).

0

Daraus folgt fiir P-fast alle w & M:

[a—p o X, (w)ds = o fir alle t > o.

Oty

Hieraus folgt schlieBlich fiir P-fast alle w & M:

t t
JI o X (wyds < [Iz0o X, (w)ds fir allet > o.
0 0
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Trivialerweise folgt jetzt: W, < Wy P-fis..

Man vergleiche Lemma 2 mit Lemma I, 2.3.

Mengen vom Potential o verindern weder die starke Gefegte noch die wesentliche
Eintrittszeit.

Dieser oberflichliche Zusammenhang zwischen starker Balayage und wesentlicher Ein-
trittszeit wird durch unseren Hauptsatz erheblich vertieft.

Ein wichtiges Hilfsmittel beim Umgang mit wesentlichen Eintrittszeiten sind die fol-
genden ,,diskreten’‘ Eintrittszeiten:

Lemma 3: Sei (M, M, P, (M), cr,, X)iecr,) ein Markoff-Prozel mit Zustandsraum
(E, €) und Halbgruppe (P),. -

Fur alle t € R, gelte: M, , = M,.
Sei D C R, eine hdchstens abzihlbare Menge. Sei A & €.
Dannist T, ,: M —— R,
w——inf {t € D: X,(w) € A}
eine Markoftzeit.

Beweis: Fir alle t € R, gilt:
{Tpa<t}=U {X,eA}eEM.

seD
s<t

Zusammen mit Lemma 1.7 folgt jetzt die Behauptung.

Lemma 4: Sei (M, 9, P, M), cr,» XD er,) ¢in Markoff-Proze mit Zustandsraum
(E, €) und Halbgruppe (P)),.,. Sei D C R, eine endliche Menge. Sei A € €.

Dann ist T}, , eine starke Markoffzeit, und es gilt:

@ Xy, (W) EA firallew € {Tp , <oo}.

Beweis: Da D endlich ist, gilt:
{Tpas<t}=U {X,€A}EM, firalletE R,.

s€D
S St

Wir haben damit gezeigt: Ty, 4 ist eine Markoffzeit. Da D endlich ist, gilt:
(1) Tp a(Ww) =min {t E D: X,(w) € A} furalle w& {T, , <oo}.
Aus (1) folgt: Ty, ,(M) C (D {co}). Zusammen mit Lemma 1.11 folgt daraus:
Ty, 4 ist starke Markoffzeit.

Aus (1) folgt auch: X ,(w) € A fiir alle w € {T, , <oo}.

Tp, a

Lemma 5: Sei (M, 9%, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Sei F € (%, ® M).
Furallet € R, sei F;: = {w& M: (t,w) E F}.
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Sei H: = {w & M: [I(t,w)dt >o0}.
0
Dann existiert eine Al-Nullmenge U C R mit:
P(F,—H) =o firallet & (R, —U).
Beweis: Annahme: Fir ein w & M gilt [Iz_ 4,5, (t, w)dt > o.
0

Dann gilt insbesondere: [ I (t, w) dt > o. Hieraus folgt: w & H.
0
Dies bedeutet aber: Iy _ g, (t, w) = o fiir alle t € R,.

Jetzt ergibt sich ein Widerspruch: 6[ Ie _giemy (W, )dt = 0.
Wir haben damit gezeigt:
(1) S le—qxny b w)dt = o fiir alle w & M.
0
Wir kénnen schlieBen:

[P(F,— Hydt = J [ Tp_gury (t W) P(dw) dt

= [ J Iy_ xRy (t, W) dt P(dw) (nach Fubini) = o (nach (1)).

O&__,B

Hieraus folgt:
Die Menge U: = {t € R_: P(F, — H) > o} ist eine A'-Nullmenge.

Satz 6: Sei (M, M, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Sei F € (, @ M).
Fir jede abzihlbare Menge D C R, definieren wir:

Tp: M—— R,

w——inf{t & D: (t,w) € F}.
Weiter definieren wir: W: M —— R,
w ——inf {t > o: (j: Iz(s,w)ds > o}.
Dann ist W eine I — K, -meBbare Abbildung, und es existiert eine abzéhlbare Menge
D C R, mit der Eigenschaft:
Tp =W P-A.s..

Beweis: Fiir alle q € R, sei F9: = F ~ (Mx[o,q]).
Analog zum vorhergehenden Lemma fiithren wir folgende Bezeichnungen ein:

Fi: = {w € M: (t,w) € Fi} (q,t ER,)
HY: = {we M: }oIFq(t,w)dt >0} ={we& M: } Ip(t,w)dt > o0}.
0 0
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Die Abbildung w —— } I (t,w) dt ist nach dem Satz von Fubini I — X _-meBbar.
Daraus folgt: g
{W<q}=H'&Mfiralleqe& R_.
Folglich ist die Abbildung W I — X -mefbar.

Nach Lemma j; existiert fiir alle ¢ € R, eine A-Nullmenge U? mit:
P(F} — H% = o fiir alle t € (R, — U9).

U: = |J UYist dann ebenfalls eine A!-Nullmenge, und es gilt:
q &€ Q+

(1) P(F} — H% = o fiir alle q € Q, und allet € (R, — U).
Sei nun E C (R, — U) eine abzihlbare Menge. Dann gilt:

(2) {Te<q}= U FlE M fir alle q € R,.
4
Fir alle g € Q. schlieBen wir: P({Ty < q} n{W>=q}) =

P({Te <q} —{W <q}) = P(U F? — H) (nach (2)) <

tiE
t<aq
2’ P(F} — H%) = o (nach (1)).

B

Wir haben gezeigt: P({Ty < q} n{W >q}) =o furalleq € R,.
Jetzt kénnen wir schlieBen:

P{Tg <W}) = P(%JQ {Te<q} n{W=>=q}) <

2 P{Tg < q} ~n{W >=q}) = o. Also gilt:

qEQ+

(3) W < Ty Pf.s. fur alle E C (R, — U) abzihlbar.

Wir definieren: a: = sup {E(e™™): E C (R, — U) abzihlbar}. Dann existiert eine
Folge (E,), « x von abzihlbaren Teilmengen von (R, — U) mit: o = sup E(e™™).

Wir definieren: D: = | E,.

nEN
Fir alle n € N ist T, < Ty, da E, C D ist. Daraus folgt:
a = sup E(e ™) < E(e™™) < «. Wir haben gezeigt:

@  E@E™ =
Wir machen nun die Annahme:
() P({W < Tp}) >o.

Dann existiert ein q € Q, mit P({W < q} ~ {Tp, > q}) > o.
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Definieren wir G: = {T, < q}, so folgt hieraus:

q
P({w € M: [Ii_ger, (W) dt > 0}) > o.
V]

q q
Daraus folgern wir: o < [ [Iz_ . g, (t,W)dt P(dw) = [ [Iz_ g, (t,w) P(dw) dt
0 0

(nach Fubini) = } P(F—G)dt= [ P(F!— G)dt (denn U ist eine
W-Nullmenge). i A

Also existiert ein ty € (Jo,q[ — U) mit:

(6) R(EL—G) >0,

Wir betrachten nun D’: = D\ {t,}. Trivialerweise gilt: T}, < Tp,.

Nach (6) gilt: P({Tp,, < q} ~ {Tp >q}) = P(F} — G) > o.

Hieraus folgt: E(e™") > E(e™™) = « (nach (4)).

Dies steht jedoch im Widerspruch zur Definition von a. Also ist Annahme (8) falsch.

Demnach gilt: P({W < Tp}) = o.

Zusammen mit (3) folgt schliellich: W = Ty, P-f.s..

7: Die Aussage von Satz 6 bleibt auch unter den folgenden Voraussetzungen richtig:

N N \_/\
(M, 9, P) ist ein vollstindiger Wahrscheinlichkeitsraum. F € (R, ® M), wobei (X, @ M)
die Vervollstindigung der s-Algebra (R, ® M) beztglich des Malles (\! ® P) ist.

Wir wollen nun Satz 6 auf Markoff-Prozesse anwenden:

Korollar 8: Sei (M, M, P, (M), cr,, (X, er,) ein Markoff-Proze3 mit Zustandsraum
(E, €) und Halbgruppe (P), . ,. Sei A € €.
Dann ist W, I — R, -meBbar, und es existiert eine abzihlbare Menge D C R_ mit:
W, =Tp 5 Pfs..

Beweis: Die Behauptung folgt sofort, wenn wir Satz 6 auf die Menge F: = {(t, w) €
R, . xM): X,(w) € A} anwenden. Wegen 1.1(iv) gilt nimlich: F &€ (¥, ® M).
o+ t g g +

Korollar 9: Sei (M, M, P, (M), cr,, (X).er.) ein Markoff-ProzeB mit Zustandsraum
(E, €) und Halbgruppe (P), o

Zusitzlich seien die Bedingungen 1.12(ii), (iii) erfiillt.

Dann ist W, fiir alle A € € eine Markoffzeit.

Beweis: Nach Korollar 8 existiert eine abzdhlbare Menge D C R mit:

(1) W, = Tp , Pf.s..
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Nach Lemma 3 ist T}, , eine Markoffzeit. Also gilt:
(2) { Ty s < t}E M fur allet € B
W, ist nach Korollar 8 M — K -meBbar. Also gilt:
(3) {Wy,<t}eMfurallet € R,.
Aus (1) folgt fir alle t € R, :
(@) P({W, <t} —{Tp s <thH VY ({Tpa <t} —{W, <t})) =o.
Mit Hilfe von Bedingung 1.12(iii) folgt aus (2), (3) und (4):
(W, <t} e M furallet € R;.

Dies bedeutet aber, dal W, eine Markoffzeit ist.

Wir kommen nun zum Hauptsatz von Teil II. Wir bringen hierfiir mehrere Versionen
(siehe auch § 4).

Hauptsatz (1. Version) 10: Sei (M, M, P, (M), c ., XD, er,) ein Markoff-Prozel mit
Zustandsraum (E, €) und Halbgruppe (P), .. (V,),~, sei die zu (P), ., gehdrige
Resolvente. Dann gilt fiir alle a >0, g € B, (E, € und A € €:

E(Sh 0 Xo) = E(J ™ g X, do)

Beweis: Sei f: =*84  und A = A ~ {f > V,g}.
Nach I, 2.9(c) gilt: I, - Vg < (V)5 f 0.
Also ist (A — A") v (A’— A)) vom Potential 0. Aus 2(b) folgt dann:

(1) W, = W, Pfs..

Nach Korollar 8 existiert eine abzdhlbare Menge D' C R mit:

(2) W, = Tp 5 PAfs..

Sei (D), < x eine Folge von endlichen Mengen mit:
(3) D, t D"

Definieren wir T;: = Tp, 4, fiir alle n € N, so folgt aus (3):
@ T, | Tp,a

Nach Lemma 4(i) gilt fiir alle n € N:
Xp,(w) € A’ fir alle w € {T, < co}.
Da V,g < f auf A’ ist, folgt hieraus fir alle n € N:
e TeofoXy e T (V g)o Xy, auf {T, <oo}.

Auf der Menge {T. = oo} ist obige Ungleichung trivialerweise erfiillt. Wir erhalten
also fiir alle n &€ N:
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(5) e* T foXy e e (V,g)e Xy, auf ganz M.
Nach Lemma 4 gilt:
6) T, ist fiir alle n € N eine starke Markoffzeit.

Jetzt kénnen wir schlieBen:

E(fo Xg) > sup E(e™ ™ - f o X1.) (nach (6) und Korollar 1.10(c))

> sup E(e* ™+ (V,g) o X7,) (nach (5))

= sup E(Tf e? - g o X, dt) (nach (6) und Lemma 1.9)

= E( [ e g X, do) (nach (4) = E(W"f’ e* "t go X, dt) (nach (2))

= E(;j? e™ -+ g o X, dt) (nach (1)).

Wir haben gezeigt:

@) E(CS), o X =E(fe Xy) > E(wf €™ - geo X, di).
Sei nun h eine Funktion aus B, (E, €) mit:

® V.h <V, g,

(9) {h >0} C A.

Wa(w)

Offensichtlich gilt fur alle w € M: [ I, X (w)dt = o.
0
Zusammen mit (9) folgt:

Wa (w)

[ e*+hoX (w)dt = o fur alle w & M.
0
Daraus folgt:

(10)  [e*'-hoX,(w)dt= [ e*''-hoX,(w)dt fir alle w & M.
0 Wa (w)

Wenden wir Lemma 1.9 auf die konstante Markoffzeit o an, so erhalten wir:

E(* % (V,h)eXg) = E(fe? '-ho X, dt).
0
Zusammen mit (10) folgt:
(11) E{(V,h)° Xy = E( Je*-ho X, dt).
Wa

Nach Korollar 8 existiert eine abzihlbare Menge D C R, mit:
(12) W, = Tp o PAfs..

91
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Sei (D,),  n eine Folge von endlichen Mengen mit: D, 1 D. Definieren wir T : = T, ,

fir alle n € N, so folgt daraus:

(13) T, | Tpa
Aus (8) folgt:

(1) e T (V,h)o Xy < e e (V,g) o Xy, fiiralle n € N,
Nach Lemma 4 gilt:

(15) T, ist fiir alle n & N eine starke Markoffzeit.

Jetzt kénnen wir schlieBen:
E((V,h) ¢ Xg) = E( [ e™-ho X, dt) (nach (11))
Wa
=sup E( [e™® '+ he X, dt) (nach (12) und (13))
n Ta
= sup E(e™® ™ - (V_h) e X} ) (nach (15) und Lemma 1.9)

< sup E(e* ™ (V,g) ° Xy,) (nach (14)

sup E(T_[ €™ - go X, dt) (nach (15) und Lemma 1.9)

= E(\:l' e+ go X, dt) (nach (12) und (13)).

Wir haben also fiir alle Funktionen h € B (E, €), die die Eigenschaften (8) und (9)

besitzen, folgendes bewiesen:

(16)  E((V,h)e X, < E(fe™ - goX,db).

Nach dem Approximationssatz (sieche I, 5.6) existiert nun eine Folge (h,), oy aus

B, (E, €) mit den Eigenschaften:

(17) {h, >0}C A furallen & N,
(18)  V,h 18 g=f< Vg

Wegen (17) und (18) erfiillen die Funktionen h, die Bedingungen (8) und (9).
Also folgt aus (16):
(19) E((V,h) o Xy < E([e™-goX, dt) firr allen € N.
Wa

Wir kénnen nun den Beweis des Hauptsatzes vollenden:

-

E(Sy,, ° X¢) = sup E((V,h,) o X,) (nach (18))

<L Te‘a "tego X, dt) (nach (19)) < E(E‘Sé‘g o Xg) (nach (7).
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Hauptsatz (2. Version) 11: Sei (M, M, P, (M), c ., XD cr,) ein Markoff-Prozel mit
Zustandsraum (E, €) und Halbgruppe (P), . (V),>o sei die zu (P), ., gehdrige
Resolvente. V sei der Potentialkern von (V) -, Dann gilt fur alle g € B, (E, €) und
alle A & G:

E(S§;° Xp = E(Wf g o X, dt).

Beweis: Wir schlieBen:

E(8y, ° Xg) = sup E(*1 § _ o X¢) (nach Satz I, 2.17(c))
a>0

= sup E( [ e€? '-go X, dt) (nach der 1. Version des Hauptsatzes)
a>0 Wa

— E(Jg=X,dv.
Wa

Hauptsatz (3. Version) 12: Sei (M, M|, P, (M), cr,, (XD, c&,) ein Markoff-Proze3 mit
Zustandsraum (E, €) und Halbgruppe (P), . . (V,),5, sei die zu (P,), ., gehorige
Resolvente. Sei A € €. W, sei eine starke Markoffzeit.

(a) Fir alle a > o und alle a-exzessiven Funktionen f gilt dann:
E(SH o Xy) = E(e ¥ - fo Xy).
(b) Fir alle exzessiven Funktionen f gilt:

E(S? o Xo) = E(I{WA < o0}’ foXy)

Beweis: (a): Nach I, 1.13 existiert eine Folge (g),cn aus B (E, €) mit V g 1} f.
Wir schlieBen: E(*S o X¢) = sup E(*S% ,, o X) (nach I, 2.18(c))

Vagn

= sup E(“{ et g o X dt) (nach der 1. Version des Hauptsatzes)

— sup E(e* ¥ - (V.g) o Xuw,) (

= E(e™ ¥A - foXy).

nach Lemma 1.9,
denn W, ist starke Markoffzeit

(b): Fir alle exzessiven Funktionen f kénnen wir schlieflen:
E(S2 o Xy) = sup E(*5% o X,) (nach I, 2.17(b))
a>0
= sup E(e® V4 - fo Xy,) (nach (a)) = E(Lw, <o - o Xy,

a>0

Aus Korollar g und der 3. Version des Hauptsatzes folgt sofort:

Hauptsatz (4. Version) 13: Sei (M, M, P, M), cn,, X)ier,) ein starker Markoft-
ProzeB mit Zustandsraum (E, €) und Halbgruppe (P), » o- Sei A € €.
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(a) Far alle a > o und alle a-exzessiven Funktionen f gilt dann:

ECSE e Xg = E(€™ ™ fo Xy,).

(b) Fur alle exzessiven Funktionen gilt:

E(S? o Xp) = E(I{w,\<oo} fo XWA)'

Als erste Anwendung des Hauptsatzes geben wir in den néchsten beiden Korollaren
eine wahrscheinlichkeitstheoretische Interpretation der S-Diinnheit:

Korollar 14: Sei (M, M, P, (M), cr,,» Xer,) ein Markoff-ProzeB mit Zustands-
raum (E, €) und Halbgruppe (P,),.,. Fur alle A € € sind dann folgende Aussagen
dquivalent:

O PHX,eA} =1
i) P{{Wy=o0})=1.
Beweis: Sei (V) o die zu (P), ,  gehorige Resolvente.

Sei a > o. Nach Korollar I, 3.9 gilt:
() A* = {V,1 =25y}

Wir schlie3en:
P({W,=0})=1

& [ e 10X (w)dt = [e™ 10X (w)dt fir P-fast alle w € M
Wa(w) 0

S E(fe* 10X, dt) = E(Je™-10X,dt)
Wa (1}

& E(84, 0 Xy = E(fe*t 10X, d) (nach der 1. Versmn)
0

des Hauptsatzes

man wende Lemma 1.9 auf die
& (8o X = E(V.0)* Xy) i)

starke Markoffzeit 0 an
o P({83,° Xy = (V,1)o Xo}) = 1 (da "84, < V,1 ist)
o P({X, € A°*}) = 1 (nach (1)).

Lemma 15: Sei (P, ., eine submarkoffsche, meBbare Halbgruppe auf einem MeB-
raum (E, €). Fur alle x € E und alle A € € gilt:

xE A Pyx, E— A% =o.

Beweis: Sei a > o. Nach Korollar I, 3.9 gilt:
(1) A®= {V,1 =250}
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Trivialerweise gilt:
(2) Pyf(x) = f(x) fir alle a-exzessiven Funktionen f.

Wir schlieBen: x € A’ & "SQ.I(X) = V,1(x) (nach (1))
< Py(V,1) (x) = Py(*54,) (%) (nach (2))
= B MES T, =V ) —oi(da A5 = Vi ist)
< Py(x, E — A®) = o (nach (1)).

Korollar 16: Sei (M, M, P, (M), cgr,» X)er,) ein Markoff-Proze8 mit Zustands-
raum (E, €) und Halbgruppe (P), . o Sei x & E. (g, Py) sei die Verteilung von X,,.

Far alle A € € sind dann folgende Aussagen dquivalent:
@ x € A
@ P{W,=o}) =1

Beweis: x € A* & (¢, Py) (E — A®) = Py(x, E— A®) = o (nach Lemma 153)
o P({X,E€ (E — A% }) = o (denn (g, P,) ist die Verteilung von X,)
o P({X, €A} = 1
P({W, = o}) = 1 (nach Korollar 14).

SchluBbemerkung: Die 4. Version des Hauptsatzes kennt man fiir die Brownsche Be-
wegung schon lange (siche Cie, Theorem 10.15 oder Str, S. 847).

T. Watanabe bewies dieses Resultat fir Standard-Prozesse. Sein Beweis hingt ent-
scheidend von einem Resultat in Ro, § 2 ab. Unser Beweis, der zu einem wesentlich allge-
meineren Ergebnis flihrt, griindet sich zum einen auf Korollar 8, welches sofort aus Satz 6
folgt, und zum anderen auf dem Approximationssatz.
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In diesem Abschnitt wollen wir einige Resultate aus En(3) verfeinern. Die Bedingung
1.1(iv) werden wir dabei nur selten benétigen. Wir fithren einige Bezeichnungen ein:

1: Sei (V,),~, eine submarkoffsche Resolvente auf einem Mefraum (E, €)
©: = {f& B, . (E, €): fist a-supermedian fir ein a > o},
¢: = {fE B, ,(E, €): fist a-exzessiv fiir eina > 0}.

Lemma 2: Sei (M, M, P, (M), cr,, XD.cr,) ein Markoff-Prozel mit Zustandsraum
(E, €) und Halbgruppe (P,), . ,- Dann sind folgende Aussagen #quivalent:

@  E(foX,/My,) = (Pf)o X, P-fis. firalle fE & t>o0.
(i) lim E([foeX,—feX,|) =0 fiir alle f € €.
t—>0

Beweis: (i) nach (ii): Wir nehmen an, es existiert f & & mit:

(1) limsup E(|fe X, —fo X,|) > o.

t—> 0

Dann existiert eine Folge (t,), < y mit t, | 0 und:

(2) limsup E(|fo X, — fo X,|) > o.

t e———> 0

Aus Korollar 1.10(b) folgt:

(e ™-foX ), ist fir ein a > o ein absteigendes Supermartingal beziglich
M )uen (in Ba sind dies gerade die mit (—N) indizierten Supermartingale).

Nach Ba, Satz 60.8 existiert eine Zufallsvariable Z: M —— R mit:

(3  lim E(Je*foX, —Z]) =o,
(4) Zist ([ M,,) — R -meBbar.
neEN

DaMy, O () M, ist, folgt aus (4):

nEN

() Z ist My, — R, -meBbar,

Fir alle A € M, konnen wir schlieBen:

E(I,-Z)= lim E(I,-e* " foX,) (nach (3))

n——> 00

= lim E(I,-e* " E(fo X, /My,))

n —>» 00
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= lim E(I,-e* " (P,f)o X,

n-—» o

< E(I, - feo Xy (denn f ist a-exzessiv).

genau an dieser Stelle haben
wir Bedingung (i) ausgeniitzt

Wir haben damit gezeigt:
(6) E(I,-Z) < E(,:fo X furalle Ac M,,.

Andererseits gilt: E(Z) = lim E(e™ ™ - fo X ) (nach (3))

n—>> 00

= lim E(e™ ™. (P, f) e X, (schwache Markoff-Eigenschaft)

n

= E(fe X) (es gilt lim e™ - P f = f, da f a-exzessiv ist).
—>0

s

Zusammen mit (6) folgt daraus:

E(l, - Z) = E(I, - fo X,) fiir alle A € M,,.

Da Z und (f o X;) beide M, , — R, -meBbar sind, folgt hieraus:
Z = fo X, PAfs..

Zusammen mit (3) folgt dann: lim E(|e® " -fo X —fo X|) = o.

n— 0o

SchlieBlich folgt: lim E(|fo X, —fe X,|) = o.

p—> 0
Dies steht aber im Widerspruch zu (2).
Also ist die oben gemachte Annahme falsch.

(ii) nach (i): Wir benétigen die folgende Stetigkeitsaussage tiber bedingte Erwartungen
(siche Hu (2)):

@) Sei (Z,), e~ eine gleichmiBig beschrinkte, gegen eine ZV Z punktweise kon-
vergierende Folge von ZVen.

Sei (§.). < n cine gegen T absteigende Folge von s-Algebren.
Dann gilt: E(Z/§,.) = lim E(Z_ /3, P-f.s..

Sei f& € und t = 0.
Dann ist auch P,f € & Nach Bedingung (ii) gilt:

(8) lim E(|(P.f)° X, — (P,f) ° X,|) = o.

Wir wihlen uns eine Folge (s,),cny mits, | ound o <Is, <t.

Nach I, 1.26(c) gilt: lim P_f=f.

Da auBerdem MM, , = (M) M, ist, folgt mit Hilfe von (7):
nEN
(9) E(fo X,/My,) = lim E(P, ) X,/M,) P-Lfs..

7 Ak, Wittmann
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Wir kénnen jetzt schlieBen:

E(fo X,/My,) = lim E((P, ) X,/M,) (nach (g))

= lim E(E(fo X, . /M) /M,) (schwache Markoff-Eigenschaft)

n— 0o

= lim E(foX_, /M) (das, <tundsomit M C M, ist)

n-—> 00

= lim (P,(f)° X, (schwache Markoff-Eigenschaft) P-f.s..

n—-> 00

Zusammen mit (8) folgt daraus: E(fo X /M, ,) = (P,f) o X, P-f.s. .

Satz 3: Sei (M, M, P, M),cr,, X)ier,) ein Markoff-Proze8 mit Zustandsraum
(E, €) und Halbgruppe (P),  o-
Es existiere ein Punkt x, € E mit: P({X, = x,}) = 1.

Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

@ X, ist kein Verzweigungspunkt beziiglich (P), .. ,.
() E(feX,/Myr) = (Pf)oX, P-Afs. firallefeE ¢, t >o.

Beweis: Fur alle f € B,  (E, €), t > o gilt:
E(|fo X, — foX,|) = E(|fo X, — f(xq)|) (da X, = x, P-f.s. ist)

= E(E((|f—fxp]) ° X, /M) = E(P,(|f—1f(x)|) ° X;) (schwache
Markoff-Eigenschaft) = P (|f—f(x¢)|) (xo) (da X, = x4 P-f.5.).

Zusammen mit Korollar I, 4.15 folgt daraus:

(1) Eine Funktion f € ¢ ist genau dann R-stetig im Punkt x,,
wenn lim E(|fe X, — fo X,|) = o ist.
t—>0

Die Behauptung folgt jetzt aus den folgenden Aquivalenzen:

X, ist kein Verzweigungspunkt <. Jede Funktion f € ¢ ist R-stetig im Punkt
x, (nach Korollar I, 4.17) < lim E(|feX,—fo X |) = o fir alle f € &

t—>0
(nach (1)) & E(foX,/M,,) = (P,f) o X, P-fis. fiir alle f € €, t >0 (nach
Lemma 2).

Wir benétigen die Markoff-Eigenschaft in der folgenden Form:

Lemma 4: Sei (M, M, P, (M),c &, XDer,) ein Markoff-Prozel mit Zustandsraum
(E, €) und Halbgruppe (P), ., T sei eine starke Markoffzeit.

Dann gilt fiir alle F € BL((ExE), (€ ® ©) und alle t > o:
E(F(Xy4 o Xp)/My) = [F(x, Xyg) P,(Xy, dx) Pfs..
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Beweis: Sei §: = {(f® g): f,g € B, . (E, €},
wobei (f® g):(ExE)—— R4+ ist.
xy) — () -g@)
Fir alle F=({ ® g) € § und alle t >> o kénnen wir schlieBen:
E(FXrio X)) = E((fo Xy, ) (@ Xp)/My) = (g0 Xp)  E(fo Xy /My)
(denn die Funktion (g o X;) ist nach 1.2(ii) M-R+-meBbar)
= (g o Xy + (P,f) o Xg (nach 1.2(jii)) = [ F(x, Xp) P, (X, dx).
Sei nun H der Vektorraum aller Funktionen F € B, ((ExE), (¢ ® €)) mit:
(1) E(FXy,, Xp/M) = [ F, Xp) P,(Xq, dx) P-fs..
Wie wir eben bewiesen haben, gilt: § C H.
H und § erfiillen offenbar die Voraussetzungen von Satz I, 4.30.
Mit Hilfe dieses Satzes folgt dann: B, ((ExE), ¢(%)) C H.
Offensichtlich gilt jedoch: ¢(F) = (€ ® €).
Damit ist die Eigenschaft (1) fir alle F € B, ((ExE), (€ ® €)) gezeigt. Mit Hilfe des

Satzes von der monotonen Konvergenz fiir bedingte Erwartungen folgt dann die Eigen-
schaft (1) fiir beliebige Funktionen F € B4 ((Ex E), (€ ® ©€)).

Lemma 5: Sei (E, €) ein MeBraum. Sei § C B(E, €) mit € = 4(F).
€’ C € sei eine abzihlbar erzeugte o-Algebra.
Dann existiert eine abzihlbare Menge §' C § mit ¢’ C o (§").

Beweis: Wir betrachten §: = {A &€ €:3 G C § abzihlbar mit A & ¢ (&)}
Man sieht sofort:

§ ist eine o-Algebra, § C B(E, §).
Daraus folgt: €' C E=a@ C §C €.
Sei {A,: n € N} ein abzihlbarer Erzeuger der s-Algebra €.
Wie wir vorhin zeigten, existiert dann fiir alle n € N eine abzdhlbare Menge &, C §

mit A, € ().
Die Menge §': = (J @, leistet dann das Gewiinschte.

nEN

Theorem 6: Sei (M, WM, P, (M), cr,, X):cr,) ein Markoff-ProzeS mit Zustandsraum
(E, €) und Halbgruppe (P,), ; ¢

Uber die Halbgruppe (P), » , machen wir folgende Voraussetzungen
(P1) =" (S}

(P2)! Furalle A & € existiert eine abzihlbar erzeugte s-Algebra ¢’
mit A & ¢’
und P,I, € B(E, ¢’) fir alle t > o.

1 Die Bedingung (P 2) ist immer erfiillt, sieche Nachtrag.

*

7
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(Die Bedingung (P 2) ist trivialerweise erfiillt, wenn € selbst abz#hlbar erzeugt ist.)

Sei T: M

> R+ mit der Eigenschaft:

(T + t) ist fir alle t &€ R+ eine starke Markoffzeit.

pr sel die Verteilung von Xi.

Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

) E(fo Xy, /Mp,) = (Pf) o Xq P-fs. fir alle f € B4(E, 6), t > o.
(i) E(foXp, /My, = (P,f) o Xy P-fs. firalle f € €, t >o.
(i) lim E(|feXqp,,—foXy)=o0 firallefe &

t—>0

(iv) lim [P(|f—f{(x)]) %) ur(dx) = o fir alle f € €.

Beweis: Auf Grund der Voraussetzung iber T ist nach Satz 1.8(a) auch (M, M, P,
M) er,r XDicr.) ein Markoff-ProzeB mit derselben Halbgruppe, wobei M: = My,
X' = Xy, fir alle t € Ry ist. Nach Lemma 1.6(b) gilt: My, = M.

Die Bedingungen (i) bis (iii) nehmen jetzt folgende Form an:

) E(fo X! /M,,) = (P,f) o X, P-f.s. fiiralle f € B4+(E, €), t >o.
(i)  E(foX)/M,,) = (P,f)c X, P-fis. firallefeE ¢ t>o.
(iii") lim E([feX —foX/[)=o0  firallefe& &

t—> 0

An der Bedingung (iv) dndert sich nichts, denn diese ist ja rein analytisch (u; ist dann
die Verteilung von X;). Haben wir also die Behauptung fiir den Spezialfall T = o be-
wiesen, so folgt der allgemeine Fall, wenn wir die Aussage des speziellen Falles auf den
ProzeB (M, M, P, M), cr,,» (X er,) anwenden. Wir kénnen uns also auf den Fall
T = o beschridnken. Sei p: = pr.

(i) nach (i) ist trivial.
(ii) nach (i): Sei f € &.

Die Funktionen s —— [P f(x) u(dx),

s — [P f(x) w(dx) besitzen dieselbe Laplace-Transformierte,

nimlich die Funktion p —— [V _f(x) u(dx) = prf'(x) 1 (dx) (man beachte I, 1.12(b)).
Nach dem Eindeutigkeitssatz der Laplace-Transformation existiert deshalb eine Al-
Nullmenge N; mit der Eigenschaft:

JPf(x) p(dx) = [P f(x) n(dx) fur alle t € (R+— Np).
Fir alle t € (R4 — N;) folgern wir hieraus:
E(f e X) = E((P,f) o X,) (schwache Markoff-Eigenschaft) = [Pf (x) u(dx)
= [P f(x) p(dx) = E((P,f) o Xo) = E(fo X)) (schwache Markoft-Eigenschaft).
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Da auBerdem f < f ist, folgt hieraus:
(1) foX, = foX, PAs. firalle t € (Ry— N,).

Fir alle t & (Ry — N) kénnen wir jetzt schlieBen:
E(fo X, /Myy) = E(f o X, /My ,) (nach (1)) = (P,f) o X, (nach (ii))
= E(f o X, /M) (schwache Markoff-Eigenschaft) = E(f* X,/M,) (nach (1))
= (P f) o X, (schwache Markoff-Eigenschaft) P-f.s..

Wir haben gezeigt:

(2) Fiir alle f € & existiert eine Al-Nullmenge N; mit:

E(fo X, /My,) = (Pf) o X, P-Afis. fir alle t & (Ry—Np).

Sei nun f € B, , (E, €).

Nach (P 2) existiert eine abzihlbar erzeugte 6-Algebra €' mit:
3 fe B(E,¢),
(4) Pfe B(E, € furallet > o.

Nach (P 1) und Lemma § existiert eine abzihlbare Menge &’ C & mit:
(5) ¢ Ca(@).
Wir diirfen o.B.d. A. annehmen:

(6) 168, (g+h) e@,inf(g,h) ES' fur alleg,h € &".

Sei N: = [J N,. Aus (2) folgt dann:

gEE
E(goX,/My,) = (P,g)e X, PAfs. fiiralleg e &', s &€ (R+—N).
Wegen (6) diirfen wir das ,,monotone class theorem‘‘ anwenden. Wir erhalten:

Q) E(geX,/My,) = (P,g) o Xy P-fis. firalle g € By(E, (S )
und alle s € (R —N).

Sei nun t > o beliebig.
Da N eine Al-Nullmenge ist, existiert ein s € (R4 — N) mito <s < t.

Nach (4) und (5) gilt:
(8 P,_.fE B,  (E, &) C B,(E, ¢(&").
Wir schlieBen jetzt: Ef o X, /M, ) = E(E(fe Xt/s))és)/g))?o +)
= E((P,_f)° X,/M, ) (schwache Markoff-Eigenschaft)
= (P,(P,_ f)) o X, (nach (7), (8)) = (P.,f) o X, P-f.s..
Wir haben gezeig‘;:
(9) E(fe X, /My,) = (Pf)eo Xy P-f.s. firalle f € B, . (E, €),t>o.
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Mit Hilfe des Satzes von der monotonen Konvergenz fiir bedingte Erwartungen kénnen
wir (9) dann auf alle f € B4(E, €) ausdehnen. Die Aquivalenz von (ii) und (iii) folgt aus
Lemma 2. Sei f & & Wir definieren: F: (ExE) —— R+

%, y) — [f(x) — ().
Fir alle t > o kénnen wir jetzt schlieBen:

E([fe X, —foX,|) = E(EF (X, 4., Xo)/My) = E([F(z, Xo) P (X, dz))
(man wende Lemma 4 auf die starke Markoffzeit T = o an)

= [[F(z %) Pi(x,d2) p(dx) = [[|f(z) — f(x)| P.(x, dz) p (dx)

= [P(If —£()]) () p (dx).

Daraus folgt jetzt sofort die Aquivalenz von (iii) und (iv).

Wir wollen nun die analytische Bedingung 6(iv) eingehend studieren:

Lemma 7: Sei (P),., eine submarkoffsche, mef3bare Halbgruppe auf einem Mef3-

raum (E, €). Die Funktion 1 sei exzessiv. . sei ein endliches MaB auf (E, €). Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

(i) lim [P(|f —f®)|) (%) n(dx) = o fir alle f € &.
t—>0
(i) w(S()) = o fiir alle f € §,
wobei S(f): = {x &€ E: f ist nicht R-stetig im Punkt x} ist.

(iii) Es existiert ein inf-stabiler, konvexer Kegel € mit:
¢ Cee,
Jfdu = [fdp firralle f € G.

et S
@iv) [inf(f,1) x) u(dx) = [inf(f, 1) (x) p(dx) fiir alle f € €.

Beweis: Nach Korollar I, 4.15 gilt fur alle f € &:
S) = {x &€ E: limsup P,(|f—f(x)]) (x) > o}

t—> 0

Hieraus folgt unmittelbar die Aquivalenz von (i) und (ii).

(if) nach (iii): Sei €: = {f € &: u (S(f)) = o}. Offenbar ist € ein inf-stabiler, kon-
vexer Kegel. Wegen (ii) gilt: € C € C &. Sei f & €. Nach Lemma I, 4.8 gilt: f(x) = f(x)
fir alle x € (E — S(f)). Da u (S(f)) = o ist, folgt hieraus: [f dp = [fdp.

(iii) nach (iv): Sei € wie in (iii). Sei f € €. Dann ist f,1 & €.
Da € inf-stabil ist, folgt: inf (f, 1) € €.

T
Daraus folgt wiederum: [inf (f, 1) (x) u (dx) = [inf (f, 1) (x) p (dx)
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(iv) nach (ii): Sei f € &. Fiir alle q > o gilt:

o~ P i
[inf(f,9) @ p @0 =q- [ inf (F-£1) (9 u(dw)
=q: J‘ inf (% St 1) (x) p(dx) (nach (iv)) = [inf(f, q) (x) u (dx).
Daraus folgt:
e
(1) w ({inf (f,q) < inf(f,q)}) = o fir alle q > o.
Nun kénnen wir schlieBen:

g
w(S) = w (U {inf(f,q) < inf(f,q)}) (nach Theorem I, 4.14)

q €0+

/\
< 2 w({inf(f, q) <inf(f,q)}) = o (nach (1)).

qE Q4+

Das folgende Korollar zeigt die Bedeutung von Theorem 6 auf:

Korollar 8: Sei (M, M, P, (M), cr,,» X)ecxr,) ein Markoff-ProzeB mit Zustands-
raum (E, ) und Halbgruppe (P,),.,. Die o-Algebra € sei abzdhlbar erzeugt, und es
gelte € = o (&). E, sei die Menge aller Verzweigungspunkte beztglich (P,), - o-

Sei T: M —— R+ mit der Eigenschaft:
(T + t) ist fur alle t € R+ eine starke Markoffzeit.

Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
® PUXr€ED=o0
@) E(foXi, ., /Mp,)=(PS)eX; firallef & B+(E, €),t = o.

Beweis: Sei (V),~, die zu (P)), . , gehorige Resolvente. u; sei die Verteilung von X;.
Bedingung (i) sieht dann so aus:

i) wr(Ey) = o.
(i) nach (ii): Nach Korollar I, 4.17 gilt:
S(f) C E, fiir alle f € &.
Zusammen mit (i') folgt: w . (S(f)) = o fiir alle f & & Wegen Lemma 7(ii) = (i) ist
die Bedingung 6(iv) erfullt. Aus Theorem 6(iv) = (i) folgt schlieBlich (ii).

(ii) nach (i): Sei § ein abzdhlbarer Erzeuger fiir die Resolvente (V ) <,. Sei a > o.
Nach Korollar I, 4.35 und Theorem I, 4.14(i) = (ii) gilt: E, = | S(V,g). Insbesondere
gET

gilt: E; € €. Aus Theorem 6(i) = (iv) und Lemma 7(i) = (ii) folgt:
wr(S(V,g)) = o fir alle g € §.
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Jetzt kénnen wir schlieBen:

wr(Ey) = pr( gg S(V,g) < Z’SP‘T (S(V,2) = o.

2=

Wenden wir Korollar 8 fiir alle t & R4+ auf die konstante Markoffzeit T =t an, so
erhalten wir:

Korollar 9: Sei (M, M, P, (M), cr,,» X)ier,) ecin Markoff-ProzeB mit Zustands-
raum (E, €) und Halbgruppe (P), ., Die o-Algebra € sei abzidhlbar erzeugt, und es
gelte € = ¢ (&). E, sei die Menge aller Verzweigungspunkte. . sei die Verteilung von X,,.

Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

6)) (M, M, P, M, . )er,» XDier,) ist ebenfalls ein Markoff-Proze3 mit

Halbgruppe (P,), 5 ¢-

(i) (wP) (E,) = o furallet > o.

Im Beweis von Korollar 8(ii) = (i) wurde die Voraussetzung, da ¢ abzihlbar erzeugt
ist, nicht voll ausgenutzt. Wie man sieht, gentigt bereits die Bedingung (P 2). Die Menge
E, ist dann i. a. nicht mehr meBbar. Wir mussen deshalb Bedingung 8(i) etwas anders
schreiben: P*({X,| € E, }) = o, wobei P* das zu P gehérige dullere Mal ist.

In analoger Weise kénnen wir Korollar g(ii) = (i) verbessern. Insbesondere erhalten wir:

Korollar 10: Sei (M, M, P, M), cr,» (XDier,) ein Markoff-Proze mit Zustands-
raum (E, €) und Halbgruppe (P)), . o. Ist die Halbgruppe (P), . , normal, und sind die
Bedingungen (P 1) und (P 2) erfillt, so ist auch (M, M, P, (M, ). cr,, Xer,) €in
Markoff-Proze3 mit Halbgruppe (P), . ;-

11: Sei (P, . , eine meBbare, submarkoffsche Halbgruppe auf einem MeBraum (E, €).
Die Funktion 1 sei exzessiv. Sei &: = {f € &: P,f = Pf fiir alle t > 0}.

Engelbert nennt die Halbgruppe (P)), . , ,,right continous*, falls folgende Bedingungen
erfillt sind:

(RE 1) E=06(G,.
(RC 2) &, ist inf-stabil.
Offensichtlich gilt:
(@) Erfallt (P), . o, die Bedingung (RC 1), so ist auch (P 1) erfillt.
Sei f € &,. Fir alle x € E ist dann die Funktion t —> P f(x) rechtsseitig stetig
auf [o, co[. Daraus folgt:

(b) Die Funktion t —— P f(x) ist fiir alle x € E rechtsseitig stetig auf o, cof
(hiervon kommt der Name ,,right continous‘").
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Sei €': = o ({P,f: q € Q+} v {f}). Aus (b) folgt:
¢’ ist abzidhlbar erzeugt, f € B(E, €") und P,f &€ B(E, €) firr alle t > o.

Hieraus folgt mit Hilfe von (RC 1), (RC 2) und dem ,,monotone class theorem‘* (siche
I, 4.29) die Bedingung (P 2). Wir haben damit gezeigt:

(c) Erfallt (P), ., die Bedingungen (RC 1) und (RC 2), so ist auch Bedingung
(P 2) erfullt.

Sei nun Bedingung (RC 2) erfiillt. Fir alle t > o, x € E erfillt dann €: = &, und
pw: = P, (%, ) die Bedingung 7(iii}. Nach Lemma 7 folgt:

(1) P.(x,S(f)) =o firalle f& & t >ound x € E.

Sei jetzt umgekehrt Bedingung (1) gtltig. Fur alle f,g € &;, t >0 und x € E gilt
dann:

) B (@& Silinf(f, 0)) =0

e
®»  nf@ @ =inf@, g ) firalley& (E— S (inf ¢, 2)
(nach Lemma I, 4.8),

4) P (x, {inf(f,8) <inf(f,g)}) = o (daf,g € S.
Fir alle f,g € &, t > o und x & E kénnen wir jetzt schlieBen:
P (inf (f, g)) (x) < P,(inf(f, g)) (x) = P, (inf (f, &)) (x) (nach (1))
= P (inf (f, £)) (%) (nach (2) und (3)) < P,(inf(f, g)) (x).
Also ist &, inf-stabil. Wir haben damit gezeigt:
(d) Bedingung (RC 2) ist dquivalent zu:
P (x,S(f)) =ofirallefE & t >0 und x € E.

Hieraus folgt dhnlich dem Beweis von Korollar 8(ii) = (i):

(e) Ist € abzihlbar erzeugt, so ist (RC 2) dquivalent zu:
P.(x,E,) = o furallet >0 und x € E.

Far Halbgruppen von Markoffschen Prozessen, die die Bedingung (RC 1) erfiillen,
wurde (e) bereits von Engelbert bewiesen. (e) zeigt auch, dal die Bedingungen (RC 1)
und (RC 2) erheblich stirker sind als (P 1) und (P 2). Wir geben ein Beispiel:

12: Sei (P), » o die Halbgruppe der verzweigten Bewegung nach rechts (siehe I, 4.46).
Sei x ein Punkt der strikt links von o liegt. Sei t der Zeitpunkt, zu dem die verzweigte
Bewegung nach rechts im Punkt o ankommt, wenn sie im Punkt x gestartet ist. t ist
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strikt positiv, denn x liegt strikt links von o. Wie in I, 4.46 ausgefiihrt wurde, ist 0 ein
Verzweigungspunkt beztglich (P), » . Also gilt:

P.(x, E,) = P.(x, {o}) = 1.

Wegen 11(e) kann die Halbgruppe (P,), ., also nicht die Bedingung (RC 2) erfiillen.
Trivialerweise sind aber die Bedingungen (P 1) und (P 2) erfllt.

13: Sei (M, M, P, MD.cr,» Xer,) ein Markoff-Proze mit Zustandsraum (E, €)
und Halbgruppe (P), . - Wir fithren einige o-Algebren ein:
F:=0c({X,;0<s<t}) (tE R+
go={AeMIAEF P(A—A)Y (A'—A)) =0} (tERs
§% =For §: = 8w
Offensichtlich sind (M, M, P, G cr.» Xdier,) und (M, M, P, §)cr,r Xder,)

ebenfalls Markoff-Prozesse mit Halbgruppe (P,), . . Das folgende Lemma von Engelbert
liefert eine hinreichende Bedingung fiir die Giiltigkeit von §,, = §,:

Lemma 14: Sei (M, M, P, M), r,» XDicr,) ein Markoff-Prozel mit Zustandsraum
(E, €) und Halbgruppe (P), (. Sei t € R+.
Gilt dann: E(fo X, , /M) = (P,f)o X, P-fs.
fir alle s > o und alle f € B+ (E, €).

so gilt auch: §,, = §..

Beweis: Trivialerweise gilt § C §,.. Sei 0.B.d.A. t < oco. Mit Hilfe vollstindiger
Induktion zeigen wir:

(1 E(I §oX,[M,) € B(M,F), wobei

nEN,s;<...... <s, <00, fE B+(E, € (1 <1« n)ist.

n = 1: Der Fall s; < t ist trivial. Im Fall t < s; gilt:
E(fl & Xsllgyt-i-) = (Psl—:) ° Xt = B (M’ %t)

Induktionsnahme: Die Beh. (1) sei fiir n richtig. Im Fall s; <t gilt:

n+1 n+1
EC(IT o X, /M )= (X)) E(Il fX, [M_,) (denn es gilt:
i i=2

i=1

fie X, EBM,FHC BM, M ) € BM,§,) (nach Induktionsannahme).

Im Fall t <'s; gilt M, . C M. Wir schlieBen:
n+1 n+1

E(I foX, /M) = E(ECI fio X, /M) /M)

i=1
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i E(E(fn+1°Xsn+;/9y5n) y H fioxsx/syi'f-)
i=1

n—1

= E ((fn ) (Psn+,—sn fn+l)) o Xsn 2 H fi o Xs;/mt +) e B (M’ %!)

i=1
(nach Induktionsannahme).

Wir wihlen jetzt ein h > t fest. Die Menge D aller A & ) mit P(A/M, ) € BM, §)
ist offenbar ein Dynkin-System.

Die Mengen von der Form () {X, &€ B;} (0 <s;..... s, < h, B, & €) bilden einen
i=1
~-stabilen Erzeuger der ¢-Algebra §) und sind nach (1) in D enthalten. Mit Hilfe von
Ba, 2.4 folgt daraus: §) = . Dies besagt aber nichts anderes als:

@) P(A/M,,) € B(M,§) fir alle A € .

Sei A & §, , - Dann existiert eine Menge A’ € §?, C §2 mit P((A —A")v (A’ —A)) =o.
Also gilt: I, =1, =P(A'/M, ) P-f.s.. Zusammen mit (2) folgt daraus: I, € B (M, §,).

Das folgende Korollar zeigt unter anderem, daB3 unter den Zusatzbedingungen (P 1)
und (P 2) auch die Umkehrung des obigen Lemmas gilt:

Korollar 15: Sei (M, M, P, (M), cr,, (XDier,) ein Markoff-Proze, mit Zustands-
raum (E, ) und Halbgruppe (P), ., Die Halbgruppe (P)), . , erfiille die Bedingungen
(P 1) und (P 2). Sei t > 0. y, sei die Verteilung von X,. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

M =38
@) E(fcX,, . M,) = (P.f)oX, P-L.s. fiir alle f € B4(E, €), s > o.
(iii) lim [P (|f—fx)]) (x) @ (dx) = o firalle f € €.

0

§ ——>

Ist die 6-Algebra € abzihlbar erzeugt, so gilt auch Aquivalenz mit:

Gv) w,(E,) = o, wobei E, die Menge der Verzweigungspunkte ist.

Beweis: Die Aquivalenz von (ii) und (iii) wurde bereits in Theorem 6 bewiesen. (ii) nach
(i) wurde in Lemma 14 bewiesen.

(i) nach (iii): Man wende Theorem 6(i) => (iv) auf den Markoff-ProzeB (M, I, P,
@)cr,» (XDier,) und die konstante Markoffzeit T = t an.

Die Aquivalenz von (ii) und (iv) wurde in Korollar 8 bewiesen.

16: Erfillt ein Markoff-ProzeB (M, M, P, (M), e r,,» (X).er,) fir alle t > o eine der
Bedingungen von Korollar 15, so ist W, fiir alle A € € nach Korollar 2.9 eine Markoft-
zeit beziiglich (M, M, P, §).cr,» (Xier,) Ist zusitzlich die Bedingung 1.12 (iii) er-
fillt, so ist W, dann auch eine Markoffzeit beztglich (M, M, P, M. cr.» Xdicr, )
denn in diesem Fall gilt § C M, fir alle t & R+. Aus Korollar 13 folgt auch:
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Korollar 17: Sei (M, M, P, (M), cx,, Xer,) ein Markoff-ProzeB mit Zustands-
raum (E, €) und Halbgruppe (P), » (. Die Bedingung 1.12(iv) sei erfiillt. Die o-Algebra
€ sei abzidhlbar erzeugt, und es gelte € = ¢ (&). y, sei die Verteilung von X,

Dann ist (M, M, P, @)icr.,» (XDicr,) genau dann ein starker Markoff-ProzeB, wenn
fur alle t > o gilt: (p,P,) (E,) = o. E, sei hierbei dic Menge der Verzweigungspunkte.

SchluBbemerkung: Satz 3 wurde im wesentlichen bereits von Engelbert bewiesen. Auch
Theorem 6 wurde in einer etwas anderen Form von Engelbert bewiesen, allerdings be-
nétigte er die einschneidenden Zusatzvoraussetzungen (RC 1) und (RC 2).

Auch dieser Paragraph bestitigte die ,,Philosophie*, dafl immer dann Verzweigungs-
punkte auftreten, wenn ,,Pathologien* (im Vergleich zur Brownschen Bewegung oder
allgemeiner zu Hunt-Prozessen) vorhanden sind.



I1, § 4 Anwendung auf Dynkinsche Markoff-Prozesse

In diesem Paragraphen wollen wir die in den vorhergehenden Paragraphen gewonnenen
Ergebnisse Giber Doobsche Markoff-Prozesse auf Dynkinsche Markoff-Prozesse {ibertragen.
Wir beginnen mit der Definition Dynkinscher Markoff-Prozesse:

Definition 1: Sei (E, €) ein MeBraum. (M, M, (P, c s Mecryr Xdier,) heibt ein
(Dynkinscher) Markoff-Prozeff mit Zustandsraum (E, €), wenn folgende Eigenschaften
erfullt sind:

Q) (M, M, P*) ist fur alle x € E ein Wahrscheinlichkeitsraum,

(i) fur alle A & M ist die Abbildung E —— R
x —— P*(A)
¢ —R-meBbar,

(iif) M, ist fir alle t & R+ eine o-Algebra,
M C M C MAfiralles, t € Ry mit s < t,
(iv) X, ist fur alle t € R+ eine M, — CG-meBbare Abbildung,
(v) die Abbildung (R+xM) —— E
(t, w) — X(w)
ist (R+ ® M) — E-meBbar,

(vi)  (schwache Markoff-Eigenschaft)
E*(foX,, . /M) = EX(foe X) Pf.s.
fir alle x € E,s € R+, t € Ry und f € B4 (E, €.
Sei p. ein WahrscheinlichkeitsmaB auf (E, €). Wegen (ii) wird durch
P(A): = [P*(A) p(dx) (A € W) '

ein WahrscheinlichkeitsmaB auf (M, M) definiert. (vi) 148t sich sofort verallgemeinern zu:
i) E*(fe X, /M) = EX(fo X) P*f.s.
fir alle W-MaBe p auf (M, M), alle s & R4, t € Ry und f € B4(E, €).
Fir eine Abbildung H: M ——— R; definieren wir:
XgM—E
w——> Xy (W).

Ist H zusitzlich M — R+-meBbar, so ist die Abbildung Xy nach (v) M — €E-meBbar.

Definition 2: Sei (M, M, (P*), cx, M), cr,» XDier,) ein Dynkinscher Markoff-
ProzeB3 mit Zustandsraum (E, €).
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(a) Eine Abbildung T: M —— R4+ heillt eine Markoffzeit, wenn fiir alle t € R+
gilt: {T <t} E M,

Fur alle Markoffzeiten T definieren wir:

Mi:={AEM A~{T<t} &M furallet € R4}.

(b) Eine Abbildung T: M —— R+ heilit eine starke Markoffzeit, wenn folgende
Eigenschaften erfallt sind:
(i) T ist eine Markoffzeit,
(1)  Xgist My — CE-melbbar,
(i) EXfe Xp, /My = EX=(fo X) P*f.s.

fur alle x € E, t & Ry und f € B, (E, €).

Wir wollen nun die Verbindung zu den Doobschen Markoff-Prozessen herstellen:

Satz 3: Sei (M, M, (P, cx, M)cr,» XDier,) ein Dynkinscher Markoff-ProzeB mit
Zustandsraum (E, €). é

(a) Dann wird durch P,(x, A): = P*({X, € A}) (t >0, xE E, A & €) eine meB-
bare, Markoffsche Halbgruppe auf (E, €) definiert.

(b) Fir jedes WahrscheinlichkeitsmaB w auf (E, €) ist (M, M, P*, (M), c g, » Xdicr,)
ein Doobscher Markoff-Proze3 mit Zustandsraum (E, €) und Halbgruppe (P,), . ,.

¢) Eine Abbildung T: M » R+ ist genau dann eine Markoffzeit beziglich (M, I,
g g g
P%ee Mier.r Xder, ), wenn T fir alle x € E eine Markoffzeit beziiglich (M, M

B (9)?:):6 Ry (Xt)te ﬁ+) ist.
(d) Eine Abbildung T: M > R4 ist genau dann eine starke Markoffzeit beziglich

(M, M, (P cx Menr,» XDer,) wenn T fiir alle x € E eine starke Markoffzeit be-
ziiglich (M, M, P*, (M), c g, XD er,) ist.

b

Beweis: (a): Nach 1(ii) ist P, fur alle t >> o ein Markoffscher Kern auf (E, €). Fur alle
x € E,s,t Zzound f € B4 (E, € gilt:
PP f(x) = E*((P,f) o X,) = E*(EX*(f° X))) (nach Def. von (P), » o)
= B (EF(f o X, ... /90)(nach 1)) = BEESX, o) = By M)
Also ist (P), » , eine Markoffsche Halbgruppe.

Das System D aller Mengen F € (R+ ® M) mit der Eigenschaft:

(1) tx) — P*({we M: (t,w) € F}) ist R+ ® €) —R4-meBbar

ist offenbar ein Dynkinsystem. Der ~-stabile Erzeuger {(SxT): S&€ R4+, T € M} ist
nach 1(if) in D enthalten. Nach Ba, 2.4 gilt dann die Eigenschaft (1) fir alle FE R+ ® M).
Insbesondere gilt fir alle A € €:

(t,x) — P(x, A) = PP({X, € A}) = P*({w € M: (t, w) € F,})
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ist (R+ ® €)— Ri-meBbar, wobei nach 1(v) F,: = {{t, w): X, (W) EA} € R+ @ M) ist.
Also ist die Halbgruppe (P), . , auch meBbar. (b), (c) und (d) sind trivial.

Definition 4: Die in Satz 3(a) definierte Halbgruppe heif3t die Halbgruppe des Markoff-
Prozesses (M, M, (P9, c g, MDicr.» (X)er,) Die zu dieser Halbgruppe gehérige Re-
solvente heif}t die Resolvente des Markoff-Prozesses (M, M, (P*), c g, M), cr,» (Xicr,)-

5: Sei (M, M, (P),ce, Micr,» Xer,) ein Markoff-Proze mit Zustandsraum
(E, €). Wir fihren einige ¢-Algebren ein:
F:=o({X,:0<s<t}) (t € Ry
Wi = (A EMIA €M, P(A—A) U A'—A) = o} ¢ € K,
wobei p ein WahrscheinlichkeitsmaB3 auf (E, €) ist. Analog definiert man §.
M =M=, 8 =8 t € Ry x € E).
W= N W, = N &FCERY.

x€E xE E

Definition 6: Sei (E, €) ein MeBraum. M, M, (P*), cp, Micr,» (X)icr,) heibt ein
starker (Dynkinscher) Markoff-Proze3 mit Zustandsraum (E, €), falls folgende Eigen-
schaften erfiillt sind:

@) M, M, (P e, Mer,r Xder,) ist ein Dynkinscher Markoff-Prozel mit Zu-
standsraum (E, €),

) M =M, furallet E R4,
(i) M, =M’ fir alle t € R4,
(iv)  (starke Markoff-Eigenschaft)

jede Markoffzeit ist eine starke Markoffzeit.

Man sieht leicht: Ist (M, M, (P)ce, Mer,r» Xdier,) ein starker Dynkinscher
Markoff-ProzeB, so ist (M, M, P*, (M), o g,, (XDier,) fur alle WahrscheinlichkeitsmaBe
w auf (E, €) ein starker Doobscher Markoff-Prozel3.

7: Sei (M, M, (P, cx, M)er,> XDier,) ein Markoff-Proze mit Zustandsraum
(E, €). Genau so wie in 2.1 definieren wir fir alle A € C die wesentliche Eintrittszeit

WAZ M— I—{+
w——>inf{t>o0:[I, o X (w)ds >0}
0

Satz 8: Sei (M, M, (P, ce, Mery Xer,) ein Markoff-ProzeB mit Zustands-
raum (E, €). Sind dann die Bedingungen 6(ii) und 6(iii) erfillt, so ist W, fur alle A € €
eine Markoffzeit.
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Beweis: Wegen 6(ii) erfillt der ProzeB (M, M, P*, (MN),cn,, (XD er,) fur alle x € E
die Eigenschaften 1.12(ii), (iii). Aus 2.9 folgt dann: {W, <t} &€ M} fur alle t & R+,
x € E. Daraus folgt schlieBlich:

{Wy <t} e ) M =M = M, (nach 6(iii)) fiir alle t € R+

xEE

9: Sei (M, M, (P),cpr M)cr,» Xier,) ein Markoff-ProzeB mit Zustandsraum
(E, €). (P), s, sei die Halbgruppe dieses Prozesses. (g, P,) ist dann nach Def. von P, die
Verteilung von X,, wenn auf (M, M) das Wahrscheinlichkeitsmall P* liegt. Fiir jede fir
ein a > 0 a-exzessive Funktion f gilt dann:

f(x) = Ppf(x) = EX(fo X,) fiir alle x € E.

Mit Hilfe von g folgt aus 2.10 und 2.11:

Hauptsatz (5. Version) 10: Sei (M, M, (P*),cx, M)icr,r X)icr,) ein Markoff-
ProzeB mit Zustandsraum (E, €). (V,),~, sei die Resolvente dieses Markoff-Prozesses.

Sei A € G
(a) Fur allex € E, a >ound g € B.(E, €) gilt:

B O =B (o= taprerX )
Wa
(b) Fur alle x € E und g € B4 (E, €) gilt:

83, () = Ex([go X, db).
Wa

Mit Hilfe von 9 folgt aus 2.12:

Hauptsatz (6. Version) 11: Sei (M, M, (P),cp, Mcr,r» Xdier,) ein Markoff-
ProzeB mit Zustandsraum (E, €). (V,),+, sei die Resolvente dieses Markoff-Prozesses.
Sei A € €. W, sei eine starke Markoffzeit.

(a) Far alle x € E, a > o und alle a-exzessiven Funktionen f gilt:
PG =B e o )

(b) Fir alle x € E und alle exzessiven Funktionen f gilt:
S‘? (X) = Ex (I(WA<OO) : f = XWA>’

Aus der 6. Version des Hauptsatzes und Satz 8 folgt:

Hauptsatz (7. Version) 12: Sei (M, M, (P),cx, M)icr,» Xdicr,) ein starker
Markoft-Proze8 mit Zustandsraum (E, €). (V,),5, sei die Resolvente dieses Markoft-
Prozesses. Sei A & €.
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(a) Fur alle x € E, a > 0 und alle a-exzessiven Funktionen f gilt:
"SR () = EX(e V- £o Xyp,).
(b) Fir alle x € E und alle exzessiven Funktionen f gilt:
SGE= E*(Lw, < o0y * £° X))

Wir wollen nun eine bereits in I, 2.19 vorweggenommene Aussage beweisen:

Korollar 13: Sei (V,),~, die Resolvente eines starken Dynkinschen Markoff-Prozesses
mit Zustandsraum (E, €). Fir alle x © E und A & € existiert dann ein Mal} p, , auf
(E, €) mit:

SAx) = [f du,, , fir alle exzessiven Funktionen f.

Beweis: Man definiere: p, . (B): = E* (I, < o * Ip © Xw,) (B € €). Nach 2.12(b) lei-
stet w, , das Gewiinschte.

Mit Hilfe von g folgt aus Korollar 2.16:

Korollar 14: Sei (M, M, (P, cx, M)ier,» Xdier.) ein Markoff-Prozel mit Zu-
standsraum (E, €). (V)),~, sei die Resolvente dieses Markoff-Prozesses. Fiir alle x € E
und A € € sind folgende Aussagen dquivalent:

@) x £ A
) P (W, =o}) =1

Das nichste Ergebnis Giberrascht auf den ersten Blick:

Korollar 15: Sei (M, M, (P, c g, M)ier,» XDicr,) €in Markoff-ProzeB mit Zu-
standsraum (E, €). (V,),~, sei die Resolvente dieses Markoff-Prozesses. Fiir alle A € €
sind dann folgende Aussagen dquivalent:

(i) PE(LW, = og})i=1 firallex & E.
(iiy P*({W,>o0})>o0 firallex&E.

(iif) A ist vom Potential o.

Beweis: (i) nach (ii) ist trivial.
(ii) nach (iii): Nach Korollar 14 folgt aus (ii):

A ist S-dunn in allen Punkten oder: A* = .

Zusammen mit I, 3.15 folgt: A ist vom Potential o.

(iii) nach (i) folgt sofort aus 2.2(c).

8 Ak. Wittmann
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Fur die erste Eintrittszeit T, eines Huntprozesses in eine Menge A des Zustandsraumes
(T,(w): = inf {t > 0: X,(w) € A}) gilt i.a. nicht die folgende, zu Korollar 135 analoge
Aquivalenz:

@) P*({T, =co}) =1 furallex € E.
i) P*({T,>o0}) >o0 firalexe&E.
Mengen mit der Eigenschaft (i) heien polar, Mengen mit der Eigenschaft (ii) heien

total-diinn. Wie man weil}, stimmen in den ,,meisten Fillen polare und total-diinne
Mengen nicht aberein.

Wir kommen jetzt wieder zu den Verzweigungspunkten. Wir beginnen mit einem
Resultat tiber Halbgruppen.

Satz 17; Sei (P), ., eine meBbare, submarkoffsche Halbgruppe auf einem Meflraum
(E, €). Die Funktion 1 sei exzessiv. Sei x € E mit {x} € ¢ (§).
Ist dann x kein Verzweigungspunkt, so gilt: Py(x, {x}) = 1.
Beweis: Sei §: = {f € &: f(x) = f(x), Pof(x) = {(x)}. Offensichtlich gilt:
(1) ¢Cd
Sei f, g € §. Dann ist auch inf(f, g) € &, und es gilt:
inf(f, g) (x) = inf(f, §) (x) (da f, g € §) = inf(f, &) (¥
/\
(nach I, 3.20, denn x ist kein Verzweigungspunkt) < inf(f,g) (x)

< inf(f,g) (x). Wir schlieen weiter:
Po(inf(f,g)) (x) < inf(Pof(x), Pog(x)) = inf(f(x), g(x))
/\
(da f,g € §) = inf(f,g) (x) (wie vorhin bewiesen wurde)
T T -
= Py(inf(f,g)) (x) (da inf(f,g) € &) < Py(inf(f,g) (x).

Wir haben damit bewiesen: inf(f,g) & §. Also gilt:

(2) § ist ein inf-stabiler, konvexer Kegel mit 1 € §.
Sei §: = {f € B,(E, €): P,f(x) = f(x)}. Dann gilt § C &.

Wegen (2) erfillen § und § die Voraussetzungen des ,,monotone class theorem‘‘ I, 4.29
Daraus folgt dann:

B,(E, o (@) C %.

Zusammen mit (1) folgt: Iy € B, (E, o (§)) C B,(E, 5 (§)) C &. Also gilt:
Po(x, {x}) = PoI(x)<X) == I(x}<x) = 1.

Korollar 18: Sei (M, M, (P*), cx, Micr,» (XDier,) ein Markoff-ProzeB mit Zu-
standsraum (E, €). Es gelte: My, = M. Sei x € E mit {x} € ¢ (€).
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Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

@) x ist kein Verzweigungspunkt.
@ P({Xo=x}) = 1.

Beweis: (i) nach (ii) folgt aus Satz 17. (ii) nach (i) folgt aus Satz 3.3.

Das niichste Korollar folgt sofort aus Korollar 18 und zeigt, warum wir Resolventen,
die keine Verzweigungspunkte besitzen, normal genannt haben.

Korollar 19: Sei (M, M, (P, ce, MDicr,» X)er,) ein Markoff-ProzeB mit Zu-
standsraum (E, €). (P),., sei die Halbgruppe dieses Markoff-Prozesses. Es gelte:
My 5. = M,. Fiir alle x € E gelte: {x} € o (€). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

@ Die Halbgruppe (P,), . , ist normal.
(i) P*({X,=x}) =1 furalle x € E.

Wie das nachfolgende Theorem zeigt, ist die Bedingung M, , = M, fur Dynkinsche
Markoft-Prozesse eine erheblich stirkere Bedingung als fir Doobsche Markoff-Prozesse.
Beispielsweise folgt hieraus bereits §t+ = § fiir alle t € Ru.

Theorem 20: Sei (M, M, (P*),cp, M)cr,» Xdier,) ein Markoff-ProzeB mit Zu-
standsraum (E, €). Die Halbgruppe (P), ., dieses Prozesses erfille die Bedingungen
(P 1) und (P 2). Fiir alle t € R+ sind dann folgende Aussagen dquivalent:

@ & =8
(it) §r. =g furalles > t.

(i) EX(fo X,,,/M ) = (P,f)o X, Pfs. fiir alle x € E, h > o0 und
f € B4(E, 6).

(iv) E*(foX, n/M ) =CP,f)eX, Pfs. fir allexE E,s >t, h > o0 und
f € B4+(E, €).

v) lim [P,([f—f()]|) (y) P,(x,dy) = o fiir alle x € E und alle f € €.
h—0

(vi) lim [P, ([f—f®)|) (¥) P,(x,dy) = o firallex € E, s >t und
h—=0
E=

Ist € zusitzlich abzihlbar erzeugt, so gilt auch Aquivalenz mit folgenden Aussagen:

(vii) P,(x,E,) = o fir alle x € E,
E, sei hierbei die Menge der Verzweigungspunkte.

(viii) P(x,E,) = o flurallex € Eund s > t.

g*
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Beweis: Die Aquivalenz von (iii), (v), (vii) und die Aquivalenz von (iv), (vi), (viii) folgt
sofort aus Theorem 3.6 und Korollar 3.8. Man beachte, dal} P (x, ) bzw. P (x, ) die
Verteilung von X, bzw. X_ ist, wenn auf (M, M) das Wahrscheinlichkeitsmall P* liegt.
(vi) nach (v) ist trivial.

(v) nach (vi): Sei (h,), = n eine Nullfolge aus R;. Sei f € €. Nach (v) konvergieren die
Funktionen

g.(0): = [P ([f—f®]) O Pulx, dy) x € E)

punktweise gegen o. Die Folge (g,), -y ist auch gleichmiBig beschrinkt, denn f ist be-
schrinkt. Mit Hilfe des Lebesgueschen Konvergenzsatzes folgt daraus fir alle x & E
und s > t:

o= lim P,_,g,()= lim [JP, (If—f®]) &) Pz dy) P,_,(x,d2)

n—» o0

= lim IR ([ f—f®) [) (&) Py(x, dy).

Da (h ), c x eine beliebige Nullfolge aus R+ sein darf, folgt schlieBlich:

hlimo [P (I f—f® ) @) Py(x,dy) = o.

(i) nach (iv): Fir alle x &€ E wende man Theorem 3.6(i) = (iv) auf den Markoff-Prozef3
(M’ mr Px: (%:)teﬁw (Xt)teﬁ+) afl

(iv) nach (ii): Wendet man Lemma 3.14 fiir alle x € E auf den Markoff-Prozef3 (M, I,
P*, M) er,» Xdier,) an, so folgt aus (iv):

(1) ¥, = & fur alle x € E und s > t. Jetzt konnen wir schlieen:
e=N&=N N&E=N NE=NT. =N
u>s u>s xe€E xEE u>s x &< E x€ E

(nach (1)) = §;.

(ii) nach (i) ist wiederum trivial.

Die Aquivalenz von 20(i) und 20(ii) wie auch die Aquivalenz von 20(iii) und 20(iv)
tiberraschen auf den ersten Blick. Fir Doobsche Markoff-Prozesse gelten keine analogen
Aquivalenzen.

SchluBbemerkung: Im Gegensatz zur Definition in Dy, S. 77 oder in BG, I, 3.1 haben
wir in unserer Definition eines Dynkinschen Markoff-Prozesses auf die Einfiithrung von
,,Shift-Operatoren’* verzichtet. Die Sidtze 1.8 und 1.13 erlauben es in den meisten Fillen
diese zu umgehen. Allerdings bereitet in diesem Rahmen die Theorie der additiven und
multiplikativen Funktionale Schwierigkeiten. Der Vorteil unseres Vorgehens liegt darin,
dal man die Ergebnisse tber Dynkinsche Markoff-Prozesse miihelos auf Doobsche
Markoff-Prozesse verallgemeinern kann. Schlieflich ist es dann naheliegend, die gesamte
Theorie fiir Doobsche Markoff-Prozesse zu entwickeln und sie dann auf Dynkinsche
Markoff-Prozesse anzuwenden. Genau auf diese Weise sind wir in Teil II verfahren.



ITI, § 1 Resolventen auf harmonischen Ridumen

Far den gesamten Paragraphen vereinbaren wir: (X, H*) sei ein P-harmonischer Raum
im Sinne von Constantinescu und Cornea. Die Funktion 1 sei hyperharmonisch. X besitze
eine abzdhlbare Basis. ¥ sei die o-Algebra der universell-meBbaren Mengen von X.

Definition 1: Eine submarkoffsche Resolvente (V) -, auf dem Mefiraum (X, %) heilt
an den harmonischen Raum (X, H*) assozitert, falls folgende Eigenschaften erfiillt sind:

) Der Potentialkern V von (V) <, ist eigentlich,

(i) eine positive Funktion auf X ist genau dann exzessiv beziiglich (V) o, wenn sie
hyperharmonisch ist.

Wir wollen jetzt die Existenz von an (X, H*) assoziierten Resolventen erértern. Aus
CC, Proposition 10.2.2 folgt:

Satz 2: Zu jedem beschrinkten, stetigen Potential q existiert genau eine Resolvente
(Vo)ps o auf (X, ¥) mit:

@H Vi=gq
(i)  jede exzessive Funktion ist hyperharmonisch,
(iii)  jede positive, hyperharmonische Funktion auf X ist supermedian.
(V,)p >0 heilit die su g gehdrige Resolvente.
Obiger Satz 146t sich verallgemeinern: q braucht weder beschrinkt noch stetig zu sein.
Es gentigt, dall q aus Band M ist. Constantinescu untersucht in Co und Co(2) ausfiihr-

lich Resolventen (bzw. Potentialkerne), die die Eigenschaften 2(i), (i), (iii) erfillen
(siche auch Ta(3), § 4).

Lemma 3: Seien q und q’ zwei endliche, positive, hyperharmonische Funktionen auf X
mit: q < c-q furein ¢ > o (hierbei sei < die spezifische Ordnung, siche CC, S. g9).
Far alle A C X folgt dann aus R} = q auch R2 = q'.

Beweis: Nach Voraussetzung existiert eine positive, hyperharmonische Funktion q”
mit: q' + q"” = c- q. Sei AC X mit R} = q. Wir schlieflen:
ql = C'q_"q”: C'R;\—q” i R{:’—*‘q”___qu -9 R(?' _|_ Ré"_q” <R;x’

Satz 4: Sei q ein beschrinktes, stetiges Potential. (V) <, sei die zu q gehorige Re-
solvente. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

) (Vo> o ist an (X, H*) assoziiert.
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(i) Das Potential q ist strikt.

(iiiy RV 5= q fiir alle fein-offenen Mengen U == 0.
Anders ausgedriickt: X ist der ,,feine Triger® von q.

(iv)  Es existiert ein bezliglich (V) -, exzessives, striktes Potential.

Beweis: Die Aquivalenz der Bedingungen (i), (i) und (iii) folgt aus Co (2), Theorem
1.1 und Corollary 1.3 (oder Ta (3), 4.1 und 4.2).

(ii) nach (iv) ist trivial.

(iv) nach (iii): Sei p ein beziiglich (V),-, exzessives, striktes Potential. Da p strikt
ist, folgt:

(1) R =Y =& p fir alle fein-offenen Mengen U == 0.

Da p exzessiv ist, existiert nach 1.1.13 eine Folge (g,), <y aus By , (X, ) mit: Vg, 1 p.
Zusammen mit (1) folgt:

sup R%:‘U) = R;X_U) =+ p = sup Vg,
fur alle fein-offenen Mengen U == 0.
Also existiert fiir alle fein-offenen Mengen U == @ ein n € N mit:
(2) Ry + Vg,
Da Vg, < [ gule " V1 = | g.l * q ist, folgt aus (2) mit Hilfe von Lemma 3:
R¥=Y = g fiir alle fein-offenen Mengen U == §.

Nach CC, Proposition 7.2.1 existieren immer beschrinkte, stetige strikte Potentiale,
Also folgt aus Satz 4:

Korollar 5: Es existiert eine an (X, H*) assoziierte Resolvente.

Wir wollen jetzt die Bedingung q' < ¢ q, R} = q' in Bezug auf die zu q gehérige
Resolvente untersuchen. Die gewonnenen Ergebnisse werden dann im Beweis von Theo-
rem 2.14 eine entscheidende Rolle spielen. Theorem 2.14 wiederum bildet die Grundlage
fur § 3. Zunichst benétigen wir jedoch zwei Lemmas:

Lemma 6: Sei q ein beschrinktes, stetiges Potential. Sei (V). ., die zu q gchérige
Resolvente. q’ sei ein weiteres Potential mit q" < ¢+ q fiir ein ¢ > 0. Dann existiert ein
g € B, . (X, ¥) mit Vg = q'. Umgekehrt gilt offenbar fir alle h € B, , (X, %):

Vh < [h] - q.

Beweis: Die Behauptung folgt aus CC, Exercise 10.2.1 oder CL, 3.2.4.
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Lemma 7: Sei p ein stetiges Potential mit der Eigenschaft: Fur alle x & X existiert
eine fein-offene Menge U, x & U mit

X—1U) _
R0 — 5,
Anders ausgedriickt: Der ,,feine Triger von p ist leer. Dann gilt: p = o.
Beweis: Sei &: = {(q—a - p): q stetiges Potential, a € R;}. & ist ein verschrinkt
punktetrennender, adaptierter, konvexer Kegel von stetigen Funktionen auf dem LKAB X.

Wir wollen zeigen, daBl der Choquet-Rand & leer ist. Wir mussen also fur alle x & X
ein Mal p auf (X, ¥) finden mit:

(1) wEe, [fdp <f) firalle f € &.
Sei x € X. Nach Voraussetzung existiert eine fein-offene Menge U mit x € U und
R*—Y = p, Firalle f = (q—a - p) € & gilt dann:
[fdef=P = RETV @) —a - RETV (%) < q(x) —a-pk) = {(x).
Da x nicht im feinen AbschluB von (X — U) enthalten ist, gilt auch: XY =+ ¢..
Also erfiillt das MaB X~ die in (1) gewiinschten Bedingungen. Der Choquet-Rand

von & ist also leer. Aus dem Minimumprinzip folgt dann: f > o fiir alle f € &. Insbe-
sondere gilt: — p = p — 2+ p > o. Daraus folgt schlieBlich: 0 = p > o.

Satz 8: Sei q ein beschrinktes, stetiges Potential. Sei (V) , die zu q gehorige Re-
solvente. Sei f € B, , (X, ¥) und A C X mit R§; = Vf. Dann ist die Menge ({f > o}
— b (A)) vom Potential o. Insbesondere gilt: V(I 4, f) = Vf.

Beweis: Da Vf < | f|, - q ist, folgt:

Vf ist ein beschrinktes, stetiges Potential.

Nach BH, 11, 2.5 folgt aus R§; = Vf: REPM = VI, wobei B(A) die essentielle Basis von

A ist (siehe BH, S. 94). Da (A) C b(A) ist, folgt:
(1) REGET VI
Annahme: ({f > o0} —b(A)) ist nicht vom Potential o. Dann existiert ein x, € X

mit V (x,, ({f > 0} — b(A))) > 0. Wegen der Regularitit von innen des MaBes V(xy, )
existiert cine kompakte Menge K C ({f > 0} — b(A)) mit V(xy, K) > o. Also gilt:

2) V(g - f) (x0) > 0.

Wir schlieBen: V(I - f) = S5([K.f) (nach Lemma I, 5.1) < S¥., . < R{q,.q (nach
2 (iii)) << V(Ig - f). Wir haben gezeigt:

€)) R¥ue.n = V(Ix " ).
Aus V(I - ) < Vi, R¥ = VT folgt nach Lemma 3:
4) Ryfiy.n = V(g f).
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Die Mengen U;: = (X —K), U,: = (X — b(A)) sind fein-offen, und es gilt U, v U,
= X. Da Vf stetig und V(I - f) < Vfist, ist V(I - f) ein stetiges Potential. Wegen (3)
und (4) gilt:

X—U) _ BK _ Lf . PbA) . pX—Uy
R(V(Ix-fl)) = Ryue.p = VIx - ) = Ryl = Ry 8-

Also erfiillt das Potential V(I - f) die Voraussetzungen von Lemma 7. Daraus folgt
dann: V(I - f) = o. Dies ist ein Widerspruch zu (2). Also ist obige Annahme falsch.

Aus Satz 7 folgt sofort:

Korollar 9: Sei q ein beschrinktes, stetiges Potential. (V) -, sei die zu q gehérige
Resolvente. Sei A C X mit R} = q. Dann gilt: V(I;x_ ) = o.

In Satz 7 und Korollar 8 ist die Operation R} im Sinne der Theorie der harmonischen
Riume zu verstehen und #ic4¢ im Sinne von I, 2.1.



I11, § 2 Starke Balayage auf harmonischen Réumen

Wir vereinbaren fir den gesamten Paragraphen: (X, H¥*) sei ein P-harmonischer Raum.
Die Funktion 1 sei hyperharmonisch. X besitze eine abzihlbare Basis. ¥ sei o-Algebra
der universell-mef8baren Mengen von X. (V) ., sei eine an (X, H*) assoziierte Resol-
vente. Wir kénnen dann alle Begriffe von Teil I verwenden. Sie beziehen sich immer
auf die fest vorgegebene Resolvente (V). (. Es kann nimlich durchaus passieren, daB,
wenn man S beziiglich zweier verschiedener Resolventen definiert, auch zwei verschie-
dene Ergebnisse herauskommen,

Die Operation R kann zum einen im Sinne der Theorie der harmonischen Riume
und zum anderen im Sinne von I, 2.1 verstanden werden. Wegen 1.2 (iii) ergibt diese
Operation in beiden Fillen dasselbe Ergebnis. Es kénnen also keine Verwechselungen
auftreten. Die positiven, hyperharmonischen Funktionen sind inf-stabil. Mit Hilfe von
Korollar I, 3.21 (vi) = (i) folgt daraus:

Satz 1: Die Resolvente (V) -, ist normal.

Nach I, 1.17 besitzt die Resolvente (V) , ein ReferenzmaB. Mit Hilfe von Korollar
I, 2.12 folgt daraus:

Satz 2: Jede Teilmenge von X ist in & ((V,), ) enthalten.

Aus Satz I, 2.8 folgt sofort:

Satz 3: 5} < R fur alle A C X und alle positiven, hyperharmonischen Funktionen f.
Insbesondere gilt: A®C b(A).

Im allgemeinen gilt #icit: S = R2A. Wir bringen hierfir das folgende Beispiel:

4: Sei X: = {x € R |x| < 2}.

H* sei die Garbe der im klassischen Sinne hyperharmonischen Funktionen. (X, H*)
ist dann ein P-harmonischer Raum. (V,),, sei die Resolvente der Brownschen Bewe-
gung auf (X, X). Sei A: = {x € X: x| = 1}V {(t,0):t =0}

(X — A) ist eine einfach zusammenhingende, offene Teilmenge des R2% Jede einfach
zusammenhingende, offene Teilmenge des R? ist regulidr. Also gilt: b(A) = A.

Die Menge {(t,0): 0 <t << 1} ist eine A®>-Nullmenge und damit vom Potential o.
Also gilt:

A= ({x EX:fx| 2 1} Cb{x € X: x| > 1}) = {x € X: x| > 1},
Wir haben damit gezeigt:
{(t,o):o <t <1}C (b(A)—AY).

Wegen b(A) 5= A® existiert eine positive, hyperharmonische Funktion f und ein
x € (b(A) — A% mit: SMx) < f(x) = R} x).
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Es existieren sogar wesentlich einfachere Beispiele: Man wihle fiir A eine Menge vom
Potential o, die nicht polar ist. Dann gilt: §* = o, R{* == 0. In Kac(2), S. 33 wird ein
besonders regulires Beispiel konstruiert.

Wir kehren zur allgemeinen Theorie zuriick. Aus Satz 2 und Theorem I, 3.13 folgt
sofort:

Satz 5: Fiir alle A C X und alle positiven, hyperharmonischen Funktionen f gilt:

8A = GA' — §ANAY — RA* — RANAY = RA* — RANAY,

Aus Satz 5 folgt unmittelbar:

Korollar 6: Fir alle A C X gilt: A* = b(A®) = b(A ~ A%).

Aus Korollar 6 und CC, Corollary 7.2.1 folgt:

Korollar 7: Fur alle A C X ist A® eine G,-Menge.

Aus Co, Theorem 4.2 folgt:

Satz 8: Jede semipolare Menge A ist vom Potential o. Insbesondere gilt: A* = .

Satz 9: Fur alle AC X und x € X sind folgende Aussagen fdquivalent:

@ A ist S-diinn im Punkt x.

(i)  Es existiert eine Umgebung U von x derart, dal (A ~ U) S-diinn im
Punkt x ist.

(iii)  Es existiert eine feine Umgebung U von x derart, da (A ~ U) S-dinn im
Punkt x ist.

(iv)  Fir jede stetige, hyperharmonische Funktion f auf X mit f(x) > o
existiert eine offene Umgebung U von x derart,
daBnSa U=t f () st

(v)  Es existiert eine Umgebung U von x mit S{*"Y (x) < 1.
Beweis: (i) nach (ii) nach (iii) ist trivial.
(iii) nach (i): Sei U eine feine Umgebung von x mit:

(1) (A ~U)ist S-dinn im Punkt x.

Trivialerweise gilt: (A—7U) ist diinn im Punkt x. Mit Hilfe von Satz 3 folgt daraus:

(2) (A—U) ist S-diinn im Punkt x.
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Da x kein Verzweigungspunkt ist (nach Satz 1), folgt aus (1), (2):
A=A—U)v (A ~U)ist S-dann im Punkt x.
(i) nach (iv): Sei f eine stetige, hyperharmonische Funktion mit f(x) > o. Nach Ko-
rollar 6 ist A® dinn in x, denn A ist S-diinn in x, Nach CC, Proposition 6.3.2 existiert
dann eine offene Umgebung U von x mit RV (x) < f(x).

Da (A — A®) vom Potential o ist (sieche I, 3.11), ist auch die Menge (A ~ U) — (A®> ~ U)
vom Potential o. Nach I, 2.3(a) folgt dann:

SR (9 < BT () < RPN () < £,

(iv) nach (v) nach (ii) ist trivial.

10: Nach I, 1.17 besitzt die Resolvente (V,), -, ein Referenzmal} p. Wir halten dieses
fest und definieren fir alle A C X, x € X und alle Funktionen f auf X:

w— inf f(y): = sup inf {{(y):yE (A—N)}
ves uTN)EEO

(wie immer sei inf ) = + ©0),
p— liminf f(y): = sup p—inf  {(y).

ADy—>x U offen yE (A1)
xeU

Satz 11: Fir alle A C X und x € X sind folgende Aussagen dquivalent:
(1) A ist S-diinn im Punkt x.
(ii) Es existiert eine positive, hyperharmonische Funktion f mit:

u—liminf f(y) > f(x).

ADy—rx

Beweis: (i) nach (ii): Da A S-dtinn im Punkt x ist, existiert eine positive, hyperhar-
monische Funktion f mit S2*(x) < f(x). Da (A ~ {5 #=f}) C (A— A®) ecine p-Null-
menge ist, folgt:

(1) g —liminf S} (y) = w—liminf f(y).

ADy—»x ASy—>x
Fiir jede positive, hyperharmonische Funktion g auf X gilt:

w—liminf g(y) > p—liminf g(y) > liminf g(y) = g(x).

ADy—>x X32y—>x y—>x
Zusammen mit (1) folgt daraus:

u— liminf SA(y) = w—liminf f(y) > f(x) > S} (%).
A

ADy—rx Dy —>x
Die Funktion S leistet also das in (ii) Gewdiinschte.

(i) nach (i): Sei f eine positive, hyperharmonische Funktion auf X mit:

p—liminf f(y) > {(x).

ADy-—>x
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Dann existiert eine Umgebung U von x und ein q > o mit:

(@) w—inf  f(y) >q > ().

yeE @A)

Daraus folgt: Iy i < qL fp— i (= (V)5 —f.0.).

Nach Def. von S&™W folgt dann: SE"~V qi - f. Zusammen mit (2) folgt daraus:
SAD () ;— f(x) < 1.
(i) folgt nun aus Satz g (v) = (i).

In der klassischen Theorie benlitzt man Bedingung 11 (ii) zur Definition der S-Diinnheit
(siehe z.B. Cie § 8.2). u ist dann natirlich das Lebesguesche Ma83.

Wir kommen nun zum Approximationssatz. Unmittelbar aus den Korollaren I, 5.7(a)
und I, 5.10(a) folgt:

Satz 12: Fur alle A € ¥ und alle positiven, hyperharmonischen Funktionen f gilt:

S# =sup {Vh: h€B, ., (X, %), {h >0}C A, Vh <}

B ChER %GR Vi< f

=sup ; Vh: 3 F C A fein-abgeschlossen {h > o0}C F
A . heB, (X, %), Vh <f,

= sup | Vh: 3 KC A kompakt {h >0}C K| .

Der Vollstindigkeit halber bringen wir noch die folgende Version des Approximations-
satzes (eine dhnliche, aber etwas schwichere Aussage fur die Brownsche Bewegung kann
man in Cie (2), Theorem 6.1 finden):

Satz 13: Sei A & X derart, daB VI, stetig und beschrinkt ist. Dann existiert fir jede

positive, hyperharmonische Funktion f eine Folge (g),.n von stetigen, beschrinkten
Funktionen auf X mit: V(I, - g.) 1 S

Beweis: Sei C: = C,(X). Fir alle g € C, . (X) gilt: V(, - g) < |gle - VI4. Da VI,
stetig und beschriinkt ist, folgt daraus:

(1) V({,-g) e Cfiralle g & C.

Nach CC, Corollary 2.3.1 existiert eine Folge (f,), - y von positiven, hyperharmonischen
Funktionen mit:

(2) f. 116,
(3) f, & C fir alle n &€ N,

Fir alle n € N sei h: = I,. Wegen (1), (2) und (3) sind die Voraussetzungen (V 1),
(V 2), (V3) und (V 4) von Korollar I, 5.3 erfiillt. Danach existiert eine Folge (g.),c~
von positiven Funktionen aus C = C,(X) mit: V(I, - g,) = V(h, - g,) 1 SM
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Wir kommen nun zu einer Beschreibung der starken Gefegten, die auf Begriffe aus der
Theorie der Resolventen verzichtet:

Theorem 14: Sei q: = V 1 ein stetiges, beschrinktes Potential (nach 1.3 ist das Po-
tential q auch strikt). Dann gilt fur alle A & ¥ und alle positiven, hyperharmonischen
Funktionen f auf X:

aA — ,. q’ ist Potential, q" < ¢ q fiir ein ¢ > o,
£ TSP 9T g < f, 3 FC A fein-abgeschlossen RE =¢q’
o ., q' ist Potential, q' < ¢+ qfurein ¢ = o,
STesk e ql<f,3KCAkompakt R;{.:q’

Beweis: Wir zeigen zunichst fir alle Potentiale q" und alle fein-abgeschlossenen Men-
gen F die Aquivalenz folgender Bedingungen:

(o) q < c-qfiureinc > o, R§'=q'.
® 3IhEB,.(X,%¥) Vh=q, {h>0}CF.
(B) nach («): Offensichtlich gilt: q' = Vh < |h], - q.

Weiter gilt: @' = Vh = S%, (nach I, 5.1) = S5 <RI < q".

(«) nach (B): Nach 1.6 existiert h’ &€ B, | (X, ¥) mit: Vh' = q'.
Aus R}, = q' folgt nach Satz 1.8: V(I h) = Vh' =q’.

Fir die Funktion h: = [, * h’ gilt dann:

Vh = q’, {h >0} C b(F) C F (da F fein-abgeschlossen).

Der Beweis von Theorem 14 folgt jetzt unmittelbar aus der Aquivalenz von («) und ()
und aus Satz 12.

In Theorem 14 kann die Voraussetzung, daf3 die Resolvente (V) -, an (X, H¥) asso-
zilert ist, abgeschwicht werden: Es genligt, dal q ein beschrinktes, stetiges Potential
ist, und daBl (V,),~, die zu q gehérige Resolvente ist.

Man kénnte in Analogie zu Satz 12 folgendes Ergebnis vermuten:

= " ist ein Potential, ¢’ < ¢+ q fireinc > o
a SA = su ':q,ls M Y
( ) f Sk q < f: Rﬁ' =q

Diese Vermutung ist fa/sck. Man sieht leicht, daB3 der rechte Ausdruck in (a) = S} ist,
wobei A’ der feine Abschlufl von A ist.

Diese Bemerkung reicht aus, um selbst fiir die Laplace-Gleichung Gegenbeispiele zu
(a) zu finden (es existieren Lebesguesche Nullmengen, deren feiner Abschlull der Gesamt-
raum ist).

SchluBbemerkung: Die Ergebnisse 3 bis 11 sind fiir den klassischen Fall im wesent-
lichen in Cie, § 8.2 zu finden. Die Verwendung der Resultate von GG macht unsere Be-
weise besonders kurz.



111, § 3 Bezichungen zwischen starker Balayage und anderen Balayage-Operationen

Wir vereinbaren fir den gesamten Paragraphen:

1: (X, H*) sei ein P-harmonischer Raum. Die Funktion 1 sei hyperharmonisch. X be-
sitze eine abzdhlbare Basis. Den konvexen Kegel aller positiven, hyperharmonischen
Funktionen auf X bezeichnen wir mit HY . ¥ sei die 6-Algebra der universell-meBbaren
Mengen von X.

Fur alle A C X definieren wir:

Al: = b(|J {FC A: b(F) =F}), A% = A —(X—A)}, B(A): = (A b(A)).

Al heiBt die énnere Basis, A® der essentielle Kern und B(A) die essentielle Basis von A.
B(A) wurde bereits in BH, S. 94 definiert. Man sicht leicht ein, daBl beide Definitionen
iibereinstimmen. Wir arbeiten in diesem Paragraphen nicA¢ mit einer festen Resolvente.

Um Irrtimer zu vermeiden, bezeichnen wir die starke Gefegte einer Funktion f € HY |
tber einer Menge A C X beziiglich einer an (X, H*) assoziierten Resolvente (V,), ., mit

S(F A, (Vp),>0)-

Die Menge aller Punkte, in denen die Menge A nicht S-dinn beztglich (V), ., ist,
bezeichnen wir mit b (A, (V). )

Ist q: ==V 1 ein beschriinktes, stetiges Potential (das dann automatisch auch
strikt ist), so beniitzen wir auch die Bezeichnungen

S(,A q:=S8 (A Q) sl BRAL Q) = (A IV S o)

Theorem 2.14 liefert dann eine Beschreibung von S(f,A,q), die nur von f, A und q
abhingt.

Unser Hauptziel ist es, das folgende Theorem zu beweisen, dessen Bedeutung man am
besten an Hand der nachfolgenden Sitze einsieht:

Theorem 2: Sei A € %.
(a) Fir jede an (X, H*) assoziierte Resolvente (V) -, gilt:
@ (AA~b@A (V)50 =b(A (V)50
(i) A°CbB(AY)C b(A (V)5 C AL

b) Sei umgekehrt B C X eine Menge mit den Eigenschaften:
) g g

() (A~BY=B,

(i) A°C B.

Dann existiert ein beschrinktes, stetiges, striktes Potential q mit: b(A,q) = B.
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Wir teilen den Beweis von Theorem 2 in mehrere Sitze und Lemmas auf. Zunichst
bestimmen wir die grofite Menge B C X mit b(A,q) = B fiir ein striktes, stetiges, be-
schrinktes Potential q. Es wird sich zeigen (Satz 13), daB gerade B: = A’ diese Menge
ist. Fiir B: = A' kénnen wir die Voraussetzungen von Theorem 2(b) folgendermaBen
verifizieren:

Wegen Lemma 3(c) gilt (A ~ B)! = (A ~ Al)i = A = B,
wegen Theorem 2(a) gilt A°C A’ = B.

Als erstes beweisen wir einige Eigenschaften der Operation A — Al:

Lemma 3: Fur alle A C X gelten folgende Aussagen:

(2) b (A) = A', b(B(A) = B(A).

(b) (A) = Al B(B(A) =B(A).

(c) (A—AY =0, (A ~A) = Al

(d) ATCB(A)C b(A).

(© B(A) =B (b)) = (b))

€3} Al = b (| {B(F): FC A fein-abgeschlossen } ).

Beweis: (a): Fir alle CC X gilt: b (b(C)) C b(C).

Insbesondere gilt: b (Af) C Al

Fiir alle F C A mit b(F) = F gilt: b(A) 5 b(F) = F.,

Daraus folgt: | J {FC A: b(F)=F}C b(A) C Al

Hieraus folgt wiederum: A' = b (| {FC A: b(F)=F}) C b(A".

Jetzt folgt auch: b (8(A)) = b (A b(A))) = (A b(A)) = B(A).

(b) folgt unmittelbar aus (a).

(¢): Sei FC (A — A" mit b (F) = F. Dann folgt F C A' und somit F = §.
Daraus folgt nun: (A — A% = @.

Sei FC A mit b(F) = F. Dann gilt F C (A ~ AY). Daraus folgt schlieBlich:
A'C (A ~AY C AL

(e): Trivialerweise gilt: 8 (A) D (b(A))! = 8 (b(A)).

Firr alle FC (A b(A)) mit b(F)=F gilt: FC b(Aw b(A)) = b(A).

Daraus folgt:
U {FC (Av b(&): b(F) = F} = [ {FC b(A): b(F) = F} C b(A).

SchlieBlich folgt:

(1) B(A) = (Av b(A) = (b(A) C b(b(A)C b(A).
(d): Trivialerweise gilt: A'C (A b(A))' = B (A).
Nach (1) gilt: 8 (A) C b(A).
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(f): Fiir alle F C A fein-abgeschlossen (< b (F) C F) gilt:
b (8 (F)) = & (F) (nach () C b (F) (nach (d)) C F.
Daraus folgt:
(2 {B(E):b(F)CFCA}C {FCA:b(F)=F}
Fiir alle FC A mit b(F) = F gilt: B (F) = F' = F.
Daraus folgt:
{(FCA:b(F)=F} = {B(F):b(F)=FCA}C {B(F): b(F)C FC A}.
Zusammen mit (1) folgt:
(FCA:b(F)=F} = {B(F): bF)C FC A}
SchlieBlich folgt:
Al=b(J{FCA:bF)=F}) =b(J{B(F): b(F)C FC A}).

Aus Lemma 3(a) und CC, Corollary 7.2.1 folgt:

Korollar 4: Fiir alle A C X sind A und B (A) G;-Mengen.
Insbesondere gilt: A'€ %, B(A) € .

Lemma5: Sei (V),~, eine an (X, H*) assoziierte Resolvente. Dann gilt fir alle A C X:

b (A’ (Vp)p>0) =b (b A, (Vp)p> 0)) =8 (b (A, (Vp)p> 0))
= (b (A, (V}),50) C B(A) C b(A).

Beweis: Nach Satz 2.3 und Korollar 2.6 gilt:
(1) b (A, (Vp)p>0) C b(4A),
(2) b(b(A, (Vy)y50) = b(A, (Vy)so)-
Aus (1) und (2) folgt:
3 b (A, (Vp)pso) C B(A) C b(A) (nach Lemma 3(d)).

Aus (2) und Lemma 3(e) folgt:

(4) b (A’ (Vp)p>0) = (b (A’ (V'p)p>0))i = B (b (A: (Vp)p> 0))
Die Behauptung ist in (2), (3) und (4) enthalten.

Lemma 6: Sei (V)), -, eine an (X, H*) assoziierte Resolvente. Dann gilt fir alle A € %:

b (A, (V)50 = b (U {b(K,(V,),5): KC A kompakt}).
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Beweis: Wir schlieBen:
b (A, (V)50 = b (U {b(K,(V,),-¢): KC A kompakt}, (V,), )
(nach I, 5.12) C b(J {b(K,(V,)),~¢: KC A kompakt})
(nach Lemma 5) C b (b (A, (V,),50) = b(A, (V)),50) (nach 5).

Lemma 7: Sei (V ), eine an (X, H¥) assoziierte Resolvente. Dann gilt fiir alle A & %:

(A b (A, (Vp)p>0))i = b (A, (Vo) C Al

Beweis: Wif schlieffen:
b (A, (V)pso) = b (U {b(K,(V,),50): KC A kompakt}) (nach 6)

C b(U{B(XK): KC A kompakt}) (nach 5) C Al
(denn jede kompakte Menge ist fein-abgeschlossen, man beachte auch 3 (f)).

Wir haben gezeigt:
1) b(A, (V)0 C AL
Wir schlieBBen weiter:
b (A, (Vs = b(A Ab(A, (Vs o) (V)50 (nach I, 3.14)
C (A ~DbA,(V,),5e) (nach 1)) C (b(A, (V)ps0)
= b (A, (Vp)pso) (nach Lemma 3).

Zusammen mit (1) folgt jetzt die Behauptung.

Lemma 8: Fir alle A C X und alle f € HY | gilt:
R = sup {R¥®: F C A fein-abgeschlossen }.

Beweis: Fur alle F C X gilt RE® = kP, denn es gilt b (B (F)) = 8 (F) nach Lemma
3(a). Deswegen ist die Funktion g: = sup {R!®: F C A fein-abgeschlossen} hyperhar-
monisch, und es gilt: I,, - f < g, wobei A’: = () {B(F): F C A fein-abgeschlossen } ist.

Daraus folgt: g > R} > 1, f = I,,* f. Also folgt:
R < g = sup {RI®: F C A fein-abgeschlossen }.

Die umgekehrte Ungleichung ist trivial.

Der folgende, sehr wichtige Satz wird in BH, II, 2.6 bewiesen:

Satz 9: Fur alle F C X und alle stetigen Potentiale f gilt:
R{® = sup { p stetiges Potential: p <f, Rf =p }.

9 Ak. Wittmann
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Aus Lemma 8 und Satz 9 folgt sofort:

Korollar 10: Fir alle A C X und alle stetigen Potentiale f gilt:

,. q’ ist ein stetiges Potential,

Al
R aGp, Jag, s q’ < f, 3 FC A fein-abgeschlossen R:‘: =q'|

Fur die weitere Entwicklung ist es entscheidend, Theorem 2.14 und Korollar 10 neben-
einander zu betrachten. Beide Sitze unterscheiden sich nur noch in den folgenden Be-
dingungen:

(i) q" < ¢-q fir ein ¢ 2> o (Theorem 2.14),
(if) g’ ist ein stetiges Potential (Korollar 10).
Offensichtlich ist Bedingung (i) stirker als (ii), denn q ist nach den Voraussetzungen

von Theorem 2.14 ein stetiges Potential. Wir bereiten die Vereinigung von Theorem 2.14
und Korollar 10 durch zwei Lemmas vor:

Lemma 11: Sei FC X und f € HY . g, h seien zwei stetige Potentiale mit den Eigen-
schaften:

g<fRF=g h<f RF=h

Dann existiert ein stetiges Potential p mit den Eigenschaften:

sup (g, h) < p <f, R} = p.

Beweis: p: = R(sup(g, h)) ist nach CC, Proposition 2.2.3 eine stetige, hyperharmonische
Funktion. Da p < (g+h) ist, ist p ein Potential. Weiter gilt: R} > sup (R, Rf) = sup
(g,h). Nach Def. von R (sup(g,h)) gilt dann: R} > R(sup(g,h)) = p.

Lemma 12: Sei § ecine aufsteigend filtrierende Menge von positiven, n.u.h. Funktionen
auf X. Dann existiert eine Folge (f.), c x aus § mit der Eigenschaft:

f, 1 sup §.

Beweis: Sei f: == sup §. Die Menge U: = {f > o} ist offen. Da f n.u.h. ist, existiert
eine Folge (h,), c x aus G, , (X) mit:

(1) {h, >0} C U fur alle n € N,
(2) h,(x) < f(x) firallex € {h, >o0}und n& N,
(3) h, t f.

Wegen (1) und (2) ist {{u>h,}: u € § } fiir alle n & N eine offene Uberdeckung
der kompakten Menge {h, > o}. Da § aufsteigend filtrierend ist, existiert folglich fiir
alle n & N eine Funktion f,'l & § mit:

@  h.<f.
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Sei f;: = f;. Seien f,..... , f, bereits definiert. Da § aufsteigend filtrierend ist,
existiert dann eine Funktion f, |, & § mit:
(5) sup (fm f1:+l) < fn-{-l'

Nach Definition ist die Folge (f,),cn aufsteigend. Den Rest der Behauptung er-
halten wir folgendermalen:

f = sup h, (nach (3)) < sup f, (nach (4)) < sup f, (nach (5)) <supF = f.

Satz 13: Fir alle A € X existiert ein striktes, stetiges, beschrinktes Potential q mit:

b(A,q) = Al

Beweis: Sei q, ein striktes, stetiges, beschrinktes Potential.

Seile | o q’ ist stetiges Potential,
T q" < qy, 3 F C A fein-abgeschlossen, Rf. = q

K

Nach Korollar 10 gilt:
(1) sup § = R2.

Nach Lemma 11 ist § aufsteigend filtrierend.

Nach Lemma 12 existiert dann eine Folge (f.), < x aus § mit:

(2) f. 1 sup 3.

(>

Seiqe: =3 & fuq:=a1+ qa

ns=1

Da ||f,[s < |91 ist, sind q, und q beschrinkte, stetige Potentiale. Da q, ein striktes
Potential ist, folgt mit Hilfe von Satz 1.4 (ii & (iii), daBl q ebenfalls strikt ist, Es gilt:

(3) f, < 2"-qy < 2"-q fur alle n € N,

Da f, &€ § fur alle n € N ist, gilt fur alle n € N:
(4) f, < q,, Rf = f, fiir eine fein-abgeschlossene Menge F, C A.

Mit Hilfe von Theorem 2.14 folgt aus (3) und (4):
(s) sup f, < S(qy A, Q).

Nach Satz 2.3 gilt:
(6) S (q vA, Q= REI(A’ 2,
Wir kénnen jetzt schlielen:
Al = b(AY) (nach Lemma 3(a)) C (R —Fqq = {Supfii=qii}}

(nach (1) und (2)) C {5 (a1, A, @) > q,} (nach (5)) = {RE&9 > q,)
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(nach (6)) = b (b (A, q)) (nach CC, Proposition 7.2.2) = b (A, q)
(nach Lemma 35) C A' (nach Lemma 7).

Mit Hilfe von Satz 13 kénnen wir jetzt einige tiefere Aussagen tber die Operationen
A—— Alund A ——> A? beweisen:

Korollar 14: (A v B)' = Alv B firr alle A, B € ¥.

Beweis: Trivialerweise gilt A\ B C (A B)\. Nach Satz 13 existiert ein striktes,
stetiges, beschrénktes Potential ¢ mit b(A v B, q) = (A v B)\. Wir schlieBen:

(Av B) = b(Av B,q) = b(A, Qv b(B, q) (nach Satz 2.1) C Alw B!
(nach Lemma 7) C (A B).

Korollar 15: Fur alle A € ¥ gilt:

@ (A% = AC
B (X—AY = (X—A).
©  (A%U (X—A) =X

Beweis: (b): (X —A% = (X—(A—(X—AH) = (X—A) v X—A)) =
(X—A) v ((X—A)) (nach Korollar 14) = (X — A)' (nach 3 (b)).
(a): (A% = A% — (X — A®) — A®— (X — AY' (nach (b)) = A®.

(©: (AY'v (X .—A)i = (A% v (X — A% (nach (b)) = (A’ (X — AY) nach
(Korollar 14) = X' = X.

Lemma 16: Sei (V,),~,, eine an (X, H*) assoziierte Resolvente. Dann gilt fiir alle A & X:
A®C b(A% = b(A® (V)50 C b(A, (V)50

Beweis: Fir alle x € A° gilt: x § (X—A)' Db(X—A, (V)0 (nach Lemma 7).

Mit Hilfe von Satz 2.1 folgt: x € b (A, (V,),~,). Wir haben damit gezeigt: A°C b (A,

(Vo)p>0)- Wenden wir das letzte Ergebnis auf die Menge A° an, so folgt: (A%° C b (A9,
(V,)p>0)- Zusammen mit Korollar 15 (a) folgt:

(1) A®C b(AS (Vy)ys0)-
Mit Hilfe von Lemma 5 folgt daraus:

(5 B(AY C b(b(A% (V,),50) = b(AS%, (V)5 C b(AY)
Da A°C A ist, folgt:

(3) b(A%, (Vi)pso) C B(A, (Vy)ps)-
Aus (1), (2) und (3) folgt schlieBlich die Behauptung.
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Lemma 17: Seien q,, q, zwei strikte, stetige, beschrinkte Potentiale. Fiir ein ¢ > o
gelte:  q; < ¢*q,.

(a) Dann gilt fir alle AC X und f € HY :
S (f’ A’ ql) < S (f9 A, q2)'
(b) Fur alle A C X gilt: b(A, qy) C b(A, qg).

Beweis: Seien (V}),+, und (V3) -, die zu q; und q, gehérigen Resolventen mit den
Potentialkernen V; und V,. Aus q; < ¢ - q, folgt nach CC, Theorem 8.1.2(b): V; < ¢+ V,.
Also ist jede Menge, die vom Potential o beziiglich (V) -, ist, auch vom Potential o
beziiglich (V1),< (. Da beide Resolventen auBlerdem dieselben exzessiven Funktionen be-
sitzen, folgt nach Definition der starken Gefegten unmittelbar die Behauptung (a).
(b) folgt wiederum aus (a).

18: Ende des Beweises von Theorem 2: (a) folgt sofort aus Lemma 7 und Lemma 16.
(b): Sei BC X mit:

(1) (A ~nB) =B,
(2) A°C B.

Nach Satz 13 existieren zwei stetige, strikte, beschrinkte Potentiale q; und q, mit:
(3 b(A nB,q) = (A ~nB) = B, b(X—A,qp = (X—A).
q’: = q; + q, ist dann ebenfalls ein striktes, stetiges, beschriinktes Potential. Mit
Hilfe von Lemma 17(b) und Lemma 7 folgt aus (3):
B=(A~B)=bA~B,q)CbAABq)C(A~B)} =B,
(X—AY = b(X—A4, ) C b(X—A,q) C (X—A).
Wir haben gezeigt:
@ b(A ~B,q) =B, b(X—A, q) = (X—A).
Sei (V;,)p>0 die zu q’ gehérige Resolvente. Nach 2.13 existieren Folgen (g,),cn und
(hpnen aus By (X, X) mit:
(s) {g.,>0}C A AB,{h, >0}C X—A fiurallen EN,
©6) V'g, 1 5(d, A nB,q) V'h, 1 5(q', X—A4,q).
Sei C: = (X—A)Vv B. Wir wollen zeigen: q: = V'l ist ein stetiges, beschrinktes

Potential. Sei (V,),~, die zu q gehorige Resolvente. Dann gilt: Vg = V'(I.-g) fir
alle g &€ B4+(X, %). Insbesondere folgt aus (6):

(7) Vg, 1 S <q’, A nB,q’), Vh, i S (q:, X—A, q,)'
Daraus folgt:

) S(q’, A ~B,q") und S(q’, X — A, q') sind exzessiv beziiglich der Resolvente
(Vp)p>0‘
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Nach Korollar 15(c) und (2) gilt: X = (A% v (X —A)C Bv (X —A).
Zusammen mit (4) folgt daraus:

© q' =sup (5(q', A ~B, q), 5(¢', X—A, q).
Jetzt konnen wir folgern, dal auch q' beziiglich (V) -, exzessiv ist:

q' = lim PV, > lim sup (pV, (S(q’,A ~B,q)), pV,(5(q", X—A,q))

p—> 00

= sup (S(q’, A ~B, q) S(q X—A4, q)) (nach (8)) = q’ (nach (9)).

Wir haben also ein beziiglich (V)< exzessives, striktes Potential gefunden. Mit
Hilfe von Satz 1.4 (ii) < (iv) folgt:

(10) q ist ein striktes Potential.

Mit Hilfe von 2.12 folgt aus (5) und (7):
(11) S(q,A ~B,q) <5(,A ~B,q).

Mit Hilfe von Lemma 17(a) folgt aus q < q":
(12) 5(qA~B,q) <5(q,A ~B,q").

Wir fassen (11) und (12) zusammen:

(13> 5 (CI': A ~B, q) =S (ql’ A A B, Q')

Die Menge (A — B) ist vom Potential o, denn es gilt:
VIig_p = V' Ix_p) = VI = o.

Mit Hilfe von I, 2.3(a) folgt daraus:
(19 5@,A,9=5(",ANB,q.

Wir kénnen jetzt schlieBen:
b(A, q) = b(b(A,q) (nach 5) = {R¥*? = q'} (nach CC, Proposition 7.2.2)
={5(q, A, 9) = q'} (nach 2.5) = {5 (a’, A " B,q) = q'} (nach (14))
= {5(d', A ~B,q) = q'} (nach (13)) = {RY*"*9) = q'} (nach 2.5)
= b(b(A ~ B, q")) (nach CC, Proposition 7.2.2) = b(A ~ B, q)
(nach Lemma 5) = B (nach (g)).

Bevor wir Folgerungen aus Theorem 2 ziehen, setzen wir die Untersuchung der Ope-
ration A —— Al fort.

Korollar 19: Fiir alle A C X gilt:
Al = b (lJ {K": KC A kompakt})
= b (U {B(K): KC A kompakt}).
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Beweis: Sei FC A mit b(F) = F. Dann gilt F' = F. Nach Korollar 4 folgt: F € %.
Nach Satz 13 existiert ein striktes, stetiges, beschrinktes Potential q mit b(F,q) = F' = F.
Wir folgern:

F =b(F,q) = b(J {b(K,q): KC F kompakt}) (nach Lemma 6)
C b(UJ {K': KC F kompakt}) (nach Lemma 7)
C b(lJ {K!: KC A kompakt}). Wir haben gezeigt:
(1) U {FC A: b(F) = F} C b( {K: KC A kompakt}).
Wir schlieBen:

Al=b (U {FCA:bF) =F})C b(b( {K': KC A kompakt}))
(nach (1)) C b(J {K": KC A kompakt}) C b({J {f(K): KC A kompakt })
C A' (nach Lemma 3 (f)).

Aus Korollar 19 folgt:

Korollar 20: Far alle AC X und f € H; 4+ gilt:
RM = sup {RF': KC A kompakt}
= sup {RE®: KC A kompakt}.

21: Furalle AC X und alle f € H; + definieren wir:
Qf: =inf {g € H{ . : 3 S semipolar [, _¢ - -f<g}

Qf wurde in Bau eingefithrt und als Quasi-Balayage bezeichnet. Eine Menge A C X
Q-diinn in einem Punkt x € X, wenn eine Funktion f € Hy |, mit QA (x) < f(x) existiert.
Mit A? bezeichnen wir die Menge aller Punkte, in denen die Menge A nicht Q-diinn ist.
A9 hei3t die Quasi-Basis von A. Die folgenden Aussagen wurden in Bau bewiesen:

(a) QF € HY | firalle AC X und f E HY .
(b) At = (AR = bAY furalle A'C X,

(o) A€ ¥ furalle AC X.

(d) (A — AY) ist semipolar fiir alle A C X.

(e) (A B)* = A% B fiir alle A, BC X.
) A semipolar & A% = § fur alle AC X.

(g) QF = R fiir alle AC X.

Aus Satz 2.8 folgt sofort:

Lemma 22: Sei (V) -, eine an (X, H¥) assoziierte Resolvente. Dann gilt fiir alle
ACX und fEHY ,:

S(f’A’ (Vp)p>0) < Q?’ b(A’ (Vp)p>0) C A%
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Satz 23: Fir alle fein-abgeschlossenen Mengen A C X gilt:
At = Al = B(A).

Beweis: Da A fein-abgeschlossen ist, gilt:
() A= (AU bA) = B(A).

Offenbar gilt: A?C b(A) C A. Nach 21(b) gilt: b(A?) = A% Nach Definition von A’
folgt daraus:

(2) AsC Al
Nach Korollar 4 gilt: A' & ¥. Nach Satz 13 existiert dann ein striktes, stetiges, be-
schrinktes Potential q mit: b(A!, q) = (A%)". Wir kénnen jetzt schlieBen:

Al = (A% (nach 3(b)) = b(A',q) C b(A,q) (da A'C b(A) C A ist) C A"
(nach Lemma 22). Zusammen mit (1) und (2) folgt daraus die Behauptung.

Definition 24: Eine Menge A C X heillt von innen semipolar, wenn jede kompakte
Teilmenge semipolar ist.

Korollar 25: Fir alle A C X sind folgende Aussagen dquivalent:
) A ist von innen semipolar.

(i) Al=90.

(iii)  Jede fein-abgeschlossene Teilmenge von A ist semipolar.

Ist A zusitzlich universell-mefbar, so gilt auch Aquivalenz mit:
(iv) A ist vom Potential o bezliglich jeder an (X, H*) assoziierten Resolvente.

(v)  b(A,q) = 9 fur alle strikten, stetigen, beschriinkten Potentiale q.

Beweis: (i) nach (ii): A'= b( () {K': KC A kompakt}) (nach Korollar 19) = b(\
{K9%: KC A kompakt}) (nach Satz 23) = @ (nach (i) und 21(f)).

(ii) nach (iii): Sei F C A fein-abgeschlossen.

Mit Hilfe von Satz 23 folgt aus (ii): F* = F' C Al = 0.
Unter Verwendung von 21 (f) folgt daraus: F ist semipolar.

(iti) nach (i) ist trivial.
(ii) nach (iv): Sei (V,), ., eine an (X, H¥*) assoziierte Resolvente.

Mit Hilfe von Lemma 7 folgt aus (it): b(A,(V,),¢) C Al =9,
Nach Korollar I, 3.15 (ii) = (i) folgt schlieBlich:

A ist vom Potential o beziiglich (V) - .
(iv) nach (v) folgt aus Korollar I, 3.15 (i) = (ii).
(v) nach (ii) folgt aus Satz 13.
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Korollar 26: Die Vereinigung von abzidhlbar vielen von innen semipolaren, universell-
meBbaren Mengen ist von innen semipolar.

Beweis: Die Eigenschaft 25(iv) ist stabil bezliglich der Bildung von abzihlbaren Ver-
einigungen. Also folgt die Behauptung aus Korollar 25(i) < (iv).

Korollar 27: Fiir alle A C X sind folgende Aussagen dquivalent:
@) A ist semipolar.

(ii) A ist eine von innen semipolare feine F_ -Menge (= Vereinigung abzihl-
bar vieler fein-abgeschlossener Mengen).

Beweis: (i) nach (ii): Jede semipolare Menge ldBt sich als Vereinigung von abzdhlbar
vielen total diinnen Mengen darstellen. Jede total diinne Menge ist aber nach CC, Co-
rollary 6.3.5 fein-abgeschlossen. Folglich ist jede semipolare Menge cine feine F -Menge.
Trivialerweise ist jede semipolare Menge auch von innen semipolar.

(ii) nach (i): Da A eine feine F,-Menge ist, existiert eine Folge (F)), - x von fein-abge-

schlossenen Mengen mit A = (_J F_. Nach Korollar 25 (i) = (iii) ist F, fir alle n & N

ne N

semipolar. SchlieBlich ist dann auch A = |_J F, semipolar.

n&EN
Ist A eine Borelsche Menge, so 146t sich Korollar 27 erheblich verschirfen. Dies ist die
Aussage eines tiefliegenden Satzes von Dellacherie (siehe De, S. 34):

Theorem 28: Jede von innen semipolare, Borelsche Menge ist semipolar.

Korollar 29: Fiir alle Borelschen Mengen A C X gilt:
At = AL

Beweis: (A-—Al) ist ebenfalls eine Borelsche Menge, und nach Lemma 3 (c) folgt:
(A— A" = 9. Zusammen mit Korollar 25 folgt daraus: (A—A) ist eine von innen
semipolare, Borelsche Menge. Hieraus wiederum folgt mit Hilfe von Theorem 28:

(1) (A—Al) ist semipolar.

Sei q ein striktes Potential. Nach (1) gilt:

Ll =< RqAx bis auf eine semipolare Menge.

Nach Definition von Q2 folgt dann:

(2) Qs < R
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Jetzt kénnen wir schlieBen:

A% = b(A%) (nach 21 (b)) = {R}" > q} (nach CC, Proposition 7.2.2) = {Q2 > q}
(nach 21(g)) C {R2 >q} (nach (2)) = b(A") (nach CC, Proposition 7.2.2)
= A' (nach Lemma 3(a)). Wir haben damit gezeigt:

(3)  A'C A

Nach Satz 13 existiert ein striktes, stetiges, beschrinktes Potential q' mit: b(A,q") = A,
Mit Hilfe von Lemma 22 folgt: Al = b(A,q’) C A
Zusammen mit (3) folgt jetzt die Behauptung.

Aus Korollar 29 und Korollar 19 folgt:

Korollar 30: Fiir alle Borelschen Mengen A C X gilt:
At = b () {K% KC A kompakt})
= b (U {B(K): KC A kompakt}).

Aus Korollar 29, Korollar 20 und 21 (g) folgt:

Korollar 31: Fur alle Borelschen Mengen A C X und alle f € Hy  gilt:

Qf = sup {QF: KC A kompakt}
= sup {RF®: K C A kompakt}.

Sei A eine Borelsche Menge. Nach Lemma 7, Satz 13 und Korollar 29 ist A die grofBite
Menge B mit b(A,q) = B fiir ein striktes, stetiges, beschrinktes Potential q. Also ist
f—> Qf die groBte starke Balayage-Operation auf A. Auch Theorem 2 kénnen wir mit
Hilfe von Korollar 29 umformen:

Korollar 32: Sei A C X eine Borelsche Menge.
(a) Fir jede an (X, H*) assoziierte Resolvente (V) -, gilt:

(A AbGA (V)50 = bAV)s 0,
@) (A—(X—A)) C b(A, (V)50 C A%

(b) Sei umgekehrt B C X eine Menge mit den Eigenschaften:
@ (A~Br=B,
() (A—(X—A¥CB.

Dann existiert ein striktes, stetiges, beschrinktes Potential q mit: b(A,q) = B.



Beziehungen zwischen starker Balayage und anderen Balayage-Operationen 139
In BH (2) wird der folgende, einfache Satz bewiesen:

Satz 33: Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
) Jede semipolare Menge ist total-diinn (Axiom der Dunnheit).

(i) A?=Db(A) fur alle AC X.

Mit Hilfe von Satz 33 kénnen wir Korollar 32 in die folgende Form bringen:

Korollar 34: Das feine Innere einer Menge A C X bezeichnen wir mit f-int(A).
Offenbar gilt: f-int(A) = A—b(X—A).

Der harmonische Raum (X, H*) erfiulle das Axiom der Diinnheit. A C X sei eine
Borelsche Menge.

(a) Fir jede an (X, H*) assoziierte Resolvente (V) -, gilt:
® A ADAN),s0) = bA V)50,
(i)  f-int(A) C b(A,(V,),>0) C b(A).

(b) Sei umgekehrt B C X eine Menge mit den Eigenschaften:
) b(A ~B) = B,
(i)  f-int(A) C B.

Dann existiert ein striktes, stetiges, beschrinktes Potential q mit: b(A,q) = B.

Definition 35: Eine Abbildung T: HY | —— HY | heilit ein (abstrakter) Balayage-
Operator auf dem harmonischen Raum (X, H*), falls folgende Bedingungen erfillt sind:

(i) T(@a-f+b-g)=a-Tf+b-Tg firallea,b & Ry, f,g € HY ,,
(- = g T Te fir alle f, g € HY ,,

(i) Tf <f forallefE H

(iv)  T(sup f,) = sup Tf, fiir alle aufsteigenden Folgen (g,), aus Hg ,
v) T onT = (I “

br: = {x € X: Tf(x) = {(x) fiir alle f € HY ,} heiBt der 7rdger von T.

Wir bringen einige Beispiele:

36: (a) Sei (V,),~, eine an (X, H*) assoziierte Resolvente. Sei A C X. Nach I, 2.18
und I, 2.13 ist T: f — S(f, A, (V)p>0) ein Balayage-Operator auf (X, H¥), und es gilt:

by = b(A’ (Vp>p>0)‘
(b) Fiir alle A C X ist Q*: f —— Q ein Balayage-Operator.
(c) Fir alle A C X ist R*@®; f ——~ R¥® ein Balayage-Operator.
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(d) Fir belicbiges A C X ist R*: f —— R{ i.a. 4ein Balayage-Operator auf (X, H*)
(die Bedingung 35 (v) ist moglicherweise verletzt).

(e) Fir beliebiges A C X definieren wir:
PA:f—— sup {p Potential: p < f, R: =p}.

P#* wurde in Lu eingefiihrt und als ,,principal balayage‘ bezeichnet. P* ist i.a. Aein
Balayage-Operator (die Bedingung 35(iv) ist moglicherweise verletzt).

Satz 37: Sei T ein Balayage-Operator auf (X, H*). q sei ein striktes, stetiges, beschrink-
tes Potential. Dann gilt: by = {Tq = q} = b(by) = (by)}, und T = R".

Beweis: Die obige Aussage ist fiir belicbige strikte Potentiale richtig. Unser Beweis,
der nur strikte, stetige, beschriinkte Potentiale erfalit, l:iBt sich dafiir auf eine wesentlich
allgemeinere Situation ibertragen. Sei (V) -, die zu q gehorige Resolvente. Sei x &
{Tq = q}. Wir definieren:

T,:Hy , — R+, TpHY,—R,
f———— Tf(x) f————— ().
Dann gilt: T{ (V1) = T1q = Tq(x) = q(x) = Tyq = T (V 1).

T, und T, erfillen also die Voraussetzungen von Lemma I, 2.14, denn H¥ _ ist gerade
der Kegel aller beziiglich (V) -, exzessiven Funktionen. Aus Lemma I, 2.14 folgt:

T,f = T,f fiir alle f € HY ,. Daraus folgt schlieBlich: x € by. Die umgekehrte In-
klusion by C {Tq = q} ist trivial. Wir haben damit gezeigt:

(1 br = {Tq =q}.

Sei nun x € X beliebig. Wegen 35(i), (ii) existiert nach CC, S. 160 ein Mal} p_ mit:
Jfdp, = Tf(x) fur alle stetigen Potentiale f. Mit Hilfe von CC, Corollary 2.3.1 und
35 (iv) folgt daraus:

) [fdp, = TE(x) fir alle f € HY .

Wir schlieBen: [(q—Tq) dg, = Tq(x) — T(Tq) (x) (nach (2)) = o (nach 35 (v)). Dar-
aus folgt mit Hilfe von (1):

(3) e (X—bp) =, ({Tq <q}) = o.

Sei f eine positive, hyperharmonische Funktion auf X. Firalleg € Hy , mit], -f<g

gilt: Tf(x) = [fdy, (nach (2)) = fI,, -fdp, (nach (3)) < [g du, = Tg(x) (nach (2))
< g(x) (nach 35 (iii)). Daraus folgt: Tf < Rf™. Da Tf € HY | ist, folgt:

Tf < RYF < Rf™ furalle f € HY .
Die umgekehrte Ungleichung ist trivial, denn nach Def. von by gilt fiir alle f € HY _:

f < Tf auf der Menge by. Es gilt weiter: b(by) = {R™ = q} (nach CG, Proposition 7.2.2)
= {Tq = q} = by (nach (1)). Aus b(by) = b, folgt schlieBlich: (b;)} = by.
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Wir stellen nun eine wichtige Klasse von Balayage-Operatoren vor:

Satz 38: Sei w ein MaB auf (X, X). Jede universell-meBbare, semipolare Menge sei
eine p-Nullmenge. Fur jede positive, hyperharmonische Funktion f definieren wir:

Rp: = inf {g € HY ,: p({g <f}) = o}.

Dann wird durch R*: Hy , —— Hy

et R¥

ein Balayage-Operator auf (X, H*) definiert. Weiter gilt:
) b,=X—{x€X:3U & % fein-offen, x € U, u(U) = o},

@) w(X—by) =o.

Beweis: Sei f € Hg ,. Sei §: = {g € HY ,: u({g <f}) =o0}. Nach einem Lemma
von Choquet (siche CC, S. 169) existiert eine Folge (g,),cn aus § mit:

T —T
(infg,) = (inf§) =: g*

(hierbei sei h die gréBte n.u.h. Minorante von h und nicht die untere Regularisierte im
Sinne von I, 1.11).

Nach CC, Theorem 6.3.2 ist die Menge {g* <Cinf g, } semipolar, insbesondere also
eine w-Nullmenge. Daraus folgt g* € §, denn es gilt:

p({g* <f}) <p({g* <infg} v U {g.<f})

ne N

Sp(e” <infed) + 3 ul{g. <f) =o.

n=1
TN
Wir folgern: g* = (inf §) < inf § = R} < g* (da g* € §). Wir haben damit gezeigt:
(1) R} ist hyperharmonisch,
() p({Rf <f}) = u({g* <f}) =0

Trivialerweise erfullt R* die Eigenschaften 33(ii), (iii). Mit Hilfe von (1) und (2) be-
weist man die Eigenschaften 335(i), (iv) dhnlich wie Satz I, 2.18 (2. Beweisabschnitt).
Die Eigenschaft 35(v) folgt unmittelbar aus (2). Also ist R" ein Balayage-Operator.
Sei q ein striktes, stetiges, beschrinktes Potential. Wir zeigen (ii):

(X —b,) = ({R% <q}) (nach Satz 37) = o (nach (2)).

Da b, nach Satz 37 fein-abgeschlossen ist, folgt aus (ii):

X—{x€ X:3U € % fein-offen, x €U, u(U) = 0} C b,

Sei nun U € % fein-offen mit p. (U) = o. Aus p (U) = o folgt:
(1) REFscRE S0
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Nach CC, Proposition 7.2.2 gilt:
@  (X—U)={RE~Y3>q).
Wir schlieBen: b, = {R% > q} (nach Satz 37) C {R¥~" > q} (nach (1)) =(X—U)
(nach (2)). Daraus folgt nun:
b @ e e 3 U fein-offen;ee Uy i (U= 6i}:

Wir kommen nun zum Hauptsatz Gber Balayage-Operatoren:

Theorem 39: Sei A € X. Fir einen Balayage-Operator T auf (X, H*) sind folgende
Aussagen dquivalent:

i) Es existiert eine an (X, H*) assoziierte Resolvente (V) -, mit:
=S (FA; (V)pso) fur alle f € H .

(ii)  Es existiert ein striktes, stetiges, beschrinktes Potential q mit:
Tf = S(f, A, q) fiir alle f € HY .

(iii) A°C by = (A Abyp)l

(iv)  Es existiert ein endliches Mal3 p auf (X, ¥) mit:
(o) w (B) = o fir alle semipolaren Mengen B &£ %,
® wX—=4)=o
N w(U) > o fir alle U € X fein-offen mit U ~ A® == 0,
(®) Tf=Rf feHE,.

Beweis: (i) nach (iii) folgt unmittelbar aus Theorem 2z(a), wenn man beachtet, daf3
aus (i) b (A, (V,),>0) = by folgt.

(iii) nach (ii): Wegen (iii) existiert nach Theorem 2(b) ein striktes, stetiges, beschrinktes
Potential q mit: b(A,q) = by. Fiir alle f € H¥ , kénnen wir jetzt schlieBen: S(f, A,q)
= RP™ 9 (nach Satz 2.5) = RP* = Tf (nach Satz 37).

(ii) nach (i) ist trivial.

(i) nach (iv): Sei (V,),~ ¢ eine an (X, H*) assoziierte Resolvente mit: Tf = 5(f, A,(V ), o)
fur alle f € Hy . Sei p’ ein endliches ReferenzmaB fir die Resolvente (V) - .

Durch u(B): = u'(A ~ B) (B € %) wird ein MaB auf (X, X) definiert, welches offen-
bar die Eigenschaft (8) besitzt. Nach Satz 2.8 erfillt u auch die Bedingung («).

Aus den fiir alle f,g € HY | giiltigen Aquivalenzen

L f<gVpofliel - f<gpfiep({g<f})=o
folgt: R¥ = S(f,A,(V,),>,) fir alle fE HY .
Nach Wahl von (V). gilt wiederum: Tf = S(f,A,(V,),>,) fir alle f&€ H¥ ..
Beides zusammen ergibt (3). (y) erhalten wir folgendermalBen:

A® C by (nach (iii)) = b,, (nach (3)) = X — {x € X: 3U & ¥ fein-offen,
x € U, p(U) = o} (nach Satz 38(i)).
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(iv) nach (iii): Sei p ein endliches MaB auf (X, ¥) mit den Eigenschaften («), (8), (v)
und (8). Wir schlieBen:

A°C X — {x € X:3U € % fein-offen, x € U, p(U) = o} (nach (y)) = b,
(nach Satz 38(i)) = by (nach (3)).
Wir haben gezeigt: A°C b;. Wegen der Regularitit von innen des Malles y existiert
eine aufsteigende Folge (K,), < n von kompakten Teilmengen von (A ~ by) mit:
(1) sup u(K,) = w(A ~by) = u(A) (nach Satz 38(ii) und (3)).
Fir alle n € N definieren wir durch p (B): = n(K, ~ B) (B & %) ein endliches Mal3
auf (X, %). Aus (1) folgt:
Ryt RY fur alle f € HY .

Daraus folgt wiederum:

@) by = by, = b(1J by,).

neEN

Offenbar gilt:
(3) b C K, C (A nby) fir alle nE N.

Aus Satz 37 folgt:
@) b(b,,,) = b,,, firallene& N.
Aus (2), (3) und () folgt schlieBlich: by C (A A byl

Nach Satz 37 gilt aber: (A A by C (bp)! = by.
Damit ist (iii) vollstindig gezeigt.

Wihlt man in Theorem 39 A: = b, so folgt:

Korollar 40: Fir jeden Balayage-Operator T auf (X, H*) existiert ein endliches MaB
@ auf (X, X) mit den Eigenschaften:

) w(B) = o fur alle semipolaren Mengen B & %,
) w(X—bp) = o,
(i) T = R"*

Zusammen mit 36(b) folgt aus Korollar 40:
Korollar 41: Fir alle A C X existiert ein endliches Mal3 p. auf (X, X¥) mit den Eigen-
schaften:
@) w(B) = o fur alle semipolaren Mengen B & %,
) w(X—AY=o,
(iii) Qf = R fir alle fE Hy .
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Ist A eine Borelsche Menge, so i3t sich Korollar 41 erheblich verbessern:

Korollar 42: Fiir alle Borelschen Mengen A C X existiert ein endliches MaBl @ auf
(X, %) mit den Eigenschaften:

(1) uw(B) = o fir alle semipolaren Mengen B € %,
i) w(X—A)=o,
(iii) Qf = R fir alle f& Hy .
Beweis: Nach Theorem 39 geniigt es fiir T: = Q* Bedingung 39(iii) nachzuweisen.
Nach Theorem 2(a) (ii) und Korollar 29 gilt:
A°C Al = A1 =b",
Den Rest erhalten wir folgendermalen:
by = At = (A—AY v (A AN = (A—AY ~ (A ~AY? (nach 21(e))
= 0w (A ~A9 (nach 21(f), A— A%ist nach 21(d) semipolar)
= (A ~bp)* = (A A~ by (nach Korollar 29).

43: Jede semipolare Menge sei polar (Axiom der Polaritit). Wie man leicht sicht,
gilt dann:

R} = Qf firalle AC X und f € HY .

In dieser Situation kénnen wir also in den Korollaren 41 und 42 Qf durch R} ersetzen.

In dieser Form wurden Korollar 41 und Korollar 42 in Str (2) unter Heranziehung
tiefliegender wahrscheinlichkeitstheoretischer Sitze (Satz von McKean-Tanaka usw.) fiir
die Laplace-Gleichung gezeigt.

Lemma 44: Fir alle fein-offenen Mengen U gilt:

(a) Ue = U.

(b) b(U) = U' = b(U% D U.

Beweis: (a): UC U = U —(X—U)C U —b(X—U) (da (X—U) fein-abgeschlossen
und somit b(X—U) C (X—U) ist) C U — (X—U)' (nach Lemma 3(d)) = U®.

(b): Nach Theorem 2(a) (ii) gilt:
(1) A°C Alfiir alle A € %.

Sei x & U. Dann existiert cine fein-offene Menge U’ € ¥ mit x &€ U’ C U, Daraus
folgt: x € U’ = U’ (nach (a)) C U" (nach (1)) C U'. Wir haben gezeigt: U C U
Da U’ nach Lemma 3(a) fein-abgeschlossen ist, folgt b(U) C U'. Nach Lemma 3(d) gilt:
Ui C b(U). Fassen wir alle Ergebnisse zusammen, so folgt (b).
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Korollar 45: Sei A C X fein-abgeschlossen.
(a) Fir jede an (X, H*) assoziierte Resolvente (V ), , gilt:
f-int(A) C b(A, (V)5 ¢) C A.
(b) Sei umgekehrt B C X eine Menge mit der Eigenschaft:
f-int(A) C B = b(B) C A.
Dann existiert ein striktes, stetiges, beschrinktes Potential q mit: b(A,q) = B.
(c) Fur jeden Balayage-Operator T auf (X, H¥) sind folgende Aussagen dquivalent:
i) Es existiert eine an (X, H*) assoziierte Resolvente (V) - , mit:
Tf = S(f,A,(V,),>0) fir alle f € HY .
(i)  Es existiert ein striktes, stetiges, beschrinktes Potential q mit:
Tf = S(f,A,q) fiir alle f € HY_,.
(i) f-int(A) C by C A.
(iv) REmt@W — Tf C RA fir alle f € H; -

Beweis: Aus f-int(A) C b(f-int(A)) C b(A) folgt:
(1) Fint(A) C fint(b(A).
Da A fein-abgeschlossen ist, gilt b(A) C A. Daraus folgt: f-int(b(A)) C f-int(A). Zu-
sammen mit (1) erhalten wir:
(2) fint(A) = f-int (b(A)).
Da (X—b(A)) fein-offen ist, folgt nach 44(b): (X—b(A))' = b(X—b(A)). Daraus

folgt: (b(A))® = b(A) — (X—b(A))' = b(A) — b(X—b(A)) = f-int(b(A)). Zusammen
mit (2) folgt daraus:

(3) (b(A))° = f-int(A) = f-int(b(A)).

(a): f-int(A) = (b(A))O (nach (3))C b(b(A),(V,), ) (nach Theorem 2(a) (i))) C b(A,
(V)p>o) (dab(A) C Aist) = b(b(A, (V)50 (Vo)pso) (nachl, 3.14) C b(b(A), (V)50
(nach Lemma 5) C b(b(A)) (nach Lemma 5) C A.

(b): Aus (3) und der Voraussetzung tber B folgt:

4) (b(A)° C B.

Wegen b(B) = B C A gilt:
() B C b(a),
(6) ([Bir b)) =B=B;

Wegen (4) und (6) existiert nach Theorem 2(b) ein striktes, stetiges, beschrinktes
Potential q mit: b(b(A),q) = B. Die Behauptung (b) erhalten wir jetzt folgendermaBen:

10 Ak, Wittmann
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b(A,q) = b(b(A» Q), q) (nach 1, 3.14) C b(b(A)’ q) (nach2.3) = B = b(b(A)r q) C b(A,q)
(s B C Alko;

(c): (i) nach (iii) folgt unmittelbar aus (a). Die Aquivalenz von (iii) und (iv) folgt aus
Satz 37.

(iii) nach (ii): Wegen (iii) existiert nach (b) ein striktes, stetiges, beschrinktes Potential
q mit: b(A,q) = by. Daraus folgt fiir alle f € H§ | : Tf = Rf* (nach Satz 37) = Rp¥9
= §(f,A, q) (nach Satz 2.5).

Schon aus Theorem 2(b) kann man erschen, dal3 die starke Gefegte je nach Wahl der
zugrunde liegenden Resolvente sehr stark schwanken kann. Wir geben jetzt ein ex-
plizites Beispiel hierfiir an:

46: Sei X = R?® und H* die Garbe der im klassischen Sinne hyperharmonischen Funk-
tionen. (V),5, sei die Brownsche Resolvente auf dem R™ A: = Q, x R? ist dann eine
23-Nullmenge und somit vom Potential o beziiglich (V) -, Daraus folgt:

(a) b(A, (Vp)p> 0) = 0.

Andererseits gilt:
(b) b(A) = X.

Wegen (b) existiert nach Korollar 34 ein striktes, stetiges, beschrinktes Potential q mit:
(©) b(A,q = X.

Der Unterschied zwischen b(A,(V_),~ ) und b(A,q) ist also maximal.

Wir wollen nun die Mengen studieren, bezlglich derer die starke Gefegte unabhingig
von der zugrunde liegenden Resolvente ist:

Definition 47: Eine Menge A C X heillt S-universell, falls fur zwei beliebige an (X, H*)
assoziierte Resolventen (V) <o, (W), gilt:

S(£,A, (V)50 = S(EA,(W,),5,) fir alle f € HE .

Nach 2.5 ist eine Menge A C X genau dann S-universell, wenn fiir zwei beliebige an
(X, H*) assoziierte Resolventen (V,),~ ¢ (W,),5 gilt:

b (A: (Vp>p> o) =b (A: (Wp)p> o)~

48: (a) Sei (V,), ¢ eine an (X, H¥) assoziierte Resolvente. Ist A C X eine S-universelle
Menge, so sind nach Satz 2.5 auch b(A,(V,),5,) und (A ~b(A,(V,),~,) S-universell.

(b) Wie Beispiel 46 zeigt gilt die Umkehrung von (a) nicht. Es kann durchaus passieren,
daB b(A,(V,),>¢) S-universell und A nicht S-universell ist.

() Nach Satz 2.8 ist jede semipolare Menge S-universell.
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Satz 49: Die Vereinigung abzihlbar vieler S-universeller Mengen ist wieder S-universell.

Beweis: Seien (V) 5o und (W) <, zwei an (X, H*) assoziierte Resolventen: Sind
B, CC X zwei S-universelle Mengen, so gilt:

b(BY C, (Vy),50 = b(B,(V,),50)~ b(C,(V,),50) (nach 2.1 und I, 3.21)
= b(B,(W,),> )" b(C,(W,),~,) (da B und C S-universell sind)
= b(B\v C,(W,),~,) (nach 2.1 und I, 3.21).

Sei nun (A,), < eine Folge von S-universellen Mengen. B,: = (J A,. Vorhin haben
wir gezeigt: SEL

() b(B,,(Vph>0) = b(Ba(Wp)ps0)-
Fur alle f € HY , folgt schlieBlich:
S(E L) (Vo)pso) = sup S(f,B,, (Vo)p>o0) (nach Satz I, 2.20(b))
neEN n

== SI:P S (f’ B, (Wp)p>0) (nach (1)) S (f’ ngN A, (Wp)p> 0)'

Satz 50: Jede fein-offene Menge ist S-universell.

Beweis: Seien (V)5 und (W), o zwei an (X, H*) assoziierte Resolventen. Ist U C X
fein-offen, so ist U nach 2.1 und I, 4.20 R-offen beziiglich (V),~, und (W), 5, Nach
I, 4.26(b) folgt daraus fiir alle f € HY , :

SEU, (Vo) = RY = S(EU,(Wy),50)-

Wir geben jetzt eine ziemlich allgemeine Charakterisierung von S-universellen Men-
gen an:

Satz 51:

(a) Fir alle A € X sind folgende Aussagen #quivalent:
@ A ist S-universell.
(i) b(AY = Al

(b) Fir alle fein-abgeschlossenen Mengen A C X sind folgende Aussagen dqui-
valent:

) A ist S-universell,
(ii)  b(f-int(A)) == B (A).

©) Ist zusdtzlich das Axiom der Dunnheit erfillt, so sind fiir alle Borelschen Mengen
A C X folgende Aussagen dquivalent:

@) A ist S-universell.
(i)  b(f-int(A)) = b(A).

10
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Beweis: (a): (ii) nach (i) folgt aus Theorem 2(a).
(i) nach (ii): Man sieht leicht ein:
(1) A°C b(A%) = (A ~b(AY),
(2) A°C Al = (A ~ AY) (nach Lemma 3(c) und Korollar 14).

Nach Theorem 2(b) existieren dann zwei strikte, stetige, beschrinkte Potentiale q,, q,
mit: b(A,q,) = b(A?, b(A,q,) = AL Da A S-universell ist, folgt hieraus:

b(A% = b(A,q) = b(A,q9 = Al

Der Beweis von (b) bzw. (c) verlduft dhnlich wie der von (a), man muf} lediglich statt
Theorem 2 Korollar 45 bzw. Korollar 34 heranziehen.

Korollar 52: Sei (V,), ., eine an (X, H*) assoziierte Resolvente.

(a) Fiir alle S-universellen Mengen A € ¥ und alle f € HY | gilt:
S(EA (V>0 = RE = R

(b) Fiir alle fein-abgeschlossenen, S-universellen Mengen A und alle f € HY | gilt:
S(EAV hsg) = RECL

(© Ist zusitzlich das Axiom der Polaritdt erfillt, so gilt fir alle S-universellen
Borelschen Mengen und alle f € HY _:

S(£A,(Vy),s0) = RA

Beweis: (a) und (b) folgen sofort aus Satz 51(a), (b).

©: S(EANV),s0) = R (nach (a)) = R2* (nach 20) = Qf (nach 21(g)) = R}
(Axiom der Polaritit!).

53: Fast alle harmonischen Riume besitzen eine Basis reguldrer Mengen. Hat man
die enge Beziehung zwischen Dirichlet-Problem und Balayage vor Augen (siche CC,
Theorem 7.1.2), so stelit sich die Frage, wann eine Basis von reguldren Mengen existiert,
deren Komplemente S-universell sind. Dieses Problem lésen wir im Anhang 3.

Zum SchluB belegen wir die Bemerkung I, 3.16 mit einem Beispiel:

54:Sei X = R" (n > 3) und H* die Garbe der im klassischen Sinne hyperharmonischen
Funktionen.
Sei C: == {x & R": |x| = 1}. Dann gilt:

(1) bi(C)i=; C:
Dies sicht man mit Hilfe der folgenden Tatsachen ein:

(2) b(C) C C (da C fein-abgeschlossen),
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(3) b(C) % ¢ (da (X—C) nicht zusammenhingend ist),

4) (X, H*) ist , rotationsinvariant*‘.

Wegen (1) existiert nach Korollar 34(b) eine an (X, H*) assoziierte Resolvente (V)

p>0
mit: b(C,(V,),~¢) = C. Insbesondere gilt:

(s) C ist nicht vom Potential o beziiglich Ve

Die Menge A: = {x & R™: ||x|| > 1} ist nach Satz 50 S-universell. Nach Korollar
52(c) gilt dann:

b(A(V,)p>0) = b(A) = {x € R¥ x| > 1}.

Zusammen mit (5) folgt daraus:

(b(A,(V,),>0) —A) = C ist nicht vom Potential o beziiglich der Resolvente
(Vp)p>0'

SchluBbemerkung: Grob gesprochen haben wir in diesem Paragraphen untersucht, in
welchen Grenzen die starke Gefegte schwanken kann, wenn man die zugrunde liegende
Resolvente variiert.

Fur fein-offene Mengen ist die Losung ziemlich trivial, sie sind immer S-universell. Fiir
fein-abgeschlossene Mengen ist die Losung (Korollar 45) besonders befriedigend.

BH, 11, 2.6 ist das fir uns entscheidende Resultat aus der Theorie der harmonischen
Riume. Es besagt, dal3 sich die essentielle Gefegte von innen approximieren lilt. Gerade
Approximationseigenschaften von innen sind aber fiir die starke Gefegte typisch.

BH, II, 2.6 folgt fiir harmonische Riume, die das Axiom der Polaritiit erfiillen, un-
mittelbar aus CC, Theorem 9.1.1 (a) = (g).

Da wir nur die Balayage-Theorie harmonischer Riume verwendet haben, lassen sich
die Resultate von Teil III sofort auf Standard-Balayage-Riume ausdehnen. Standard-
Balayage-Rédume besitzen ndmlich mit Ausnahme von CC, Proposition 7.1.3 dieselbe
Balayage-Theorie. Im Laufe von § 3 wurde eine Reihe von Ergebnissen bewiesen, die
nichts mit starker Balayage zu tun haben, deren Beweise aber von Resultaten tber starke
Balayage Gebrauch machen:

Korollar 14, Korollar 19, Korollar 20, Satz 23, Korollar 26, Korollar 27, Korollar 29,
Korollar 30, Korollar 31, Korollar 40, Korollar 41 und Korollar 42.

Direkt aus Theorem 28 und ohne Verwendung von Resultaten Uber starke Balayage
kann man dagegen folgern:

A% = b(J {K* KC A kompakt}) fiir alle Borelschen Mengen A C X.

Dieses Resultat, das auch in Korollar 30 enthalten ist, kann man dazu beniitzen, die
wahrscheinlichkeitstheoretische Interpretation von A9, die in BH (2) fur alle A C X mit
AYC A bewiesen wurde, auf beliebige Borelsche Mengen A C X zu verallgemeinern.

Das letzte Resultat kann mit Hilfe der Theorie der stetigen, additiven Funktionale
auch aus Korollar 11, 4.14, Satz 13 und Korollar 29 gefolgert werden. Fiir den klassischen
Fall wurde dieses Programm in Str (3) durchgefiihrt.



Anhang 1: Eine Charakterisierung von Axiom (inf)

1: Sei (V,),5, eine submarkoffsche Resolvente auf einem MefBraum (E, ). Die von
{{g < {}: g a-supermedian, f a-exzessiv fiir ein a > o} erzeugte Topologie heille die
X-Topologie von (V) . Wir nennen eine Menge Z-abgeschlossen bzw. Z-offen, wenn
sie abgeschlossen bzw. offen beziiglich der €-Topologie ist. Ist die Funktion 1 exzessiv,
so gilt:

2: Die Z-Topologie ist die grobste Topologie, beziiglich der fur alle a 2> o jede a-super-
mediane Funktion n.o.h. und jede a-exzessive Funktion stetig ist. Insbesondere ist die
feine Topologie grober als die £-Topologie.

Satz 3: Sei (V,),~, eine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €).
E, sei die Menge aller Verzweigungspunkte.
Dann gilt fiir alle -abgeschlossenen Mengen AC E:

A*C (Av E).

Beweis: Sei g a-supermedian und f a-exzessiv fiir ein a > o.

Sei B: = {f < g}. Firallex& (E—B) gilt: g(x) <), Iz- f < g.
Daraus folgt: *SP(x) < *SP(x) < g(x) < f(x) fiir alle x &€ (E—B).
Folglich ist B in allen x &€ (E—B) S-dinn. Wir haben gezeigt:

(1) {f < g} ist in allen Punkten x € {g < f} S-diinn.

Sei nun x € (E—(A v E,)). Da (E—A) Z-offen ist, existieren a-exzessive Funktionen
Bers , £, und a-supermediane Funktionen g4, ...... , €, (2 > 0) mit:

xE () {& < £} C (E—A).

i=1
Nach (1) gilt:

{f; < g;} ist fur alle 1 <i < n S-dinn im Punkt x.

Da x & E, ist, folgt daraus: |J {f; < g} ist S-diinn in x.

i=1

Da AC UJ {f; < g} ist, folgt schlieBlich: x & A®.
i=1

Lemma 4: Sei (V,),~, eine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €).
Sei €*: = {ACE:JA’'€ € ((A—A") v (A'—A)) ist vom Potential 0}.

Dann existiert cine Fortsetzung (V}),~, der Resolvente (V) ., auf den MeBraum
(E, €*). Fiir alle p > o und f € B.(E, €*) gilt: V,f € B.(E, €).
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Beweis: Wir definieren:

V*f: = inf {V,f': ' € B4(E, €), f < '} (f € B+(E, €¥).

Sei f € B4+(E, €*). Dann existieren Funktionen f’, " € B4(E, €) mit:

" < <17, {f <"} ist vom Potential o.

Daraus folgt fiir alle p > o0: V}f=V_ ' = V_f” &€ B4(E, €). Jetzt sicht man auch
ein, daB durch V] fir alle p > o ein Kern auf (E, €*) definiert wird. Trivialerweise ist
(V3)pso eine Resolvente.

Korollar 5: Sei (V,),~, eine submarkoffsche Resolvente auf einem MeBraum (E, €).
Die Menge E, aller Verzweigungspunkte sei vom Potential o. €* sei wie in Lemma 4
definiert. Fur alle Z-abgeschlossenen Mengen A C E sind dann folgende Aussagen
dquivalent:

®  AES((Vphsa)
Gi)y AgE*
Beweis: (i) nach (ii): Mit Hilfe von I, 3.11 (i) = (iv) folgt:
(1) A* € €, (A— A% ist vom Potential o.
Nach Satz 3 gilt: (A*—A) C E,. Da E, vom Potential o ist, folgt:
(2) (A*—A) ist vom Potential o.
Aus (1) und (2) folgt:
Af € €, ((A—A® v (A*—A)) ist vom Potential o.
Also gilt: A € €*.
(ii) nach (i): Nach (ii) existiert A’ mit;
(3) A’ € €, (A'—A) v (A—A")) ist vom Potential o.
Zusammen mit Lemma I, 2.3(a) folgt daraus:
@) A=A
Nach Theorem I, 3.11 (i) = (iv) gilt:
(5) A" & €, (A'—A") ist vom Potential o.
Aus (3), (4) und (5) folgt:
A* € €, (A—A®) ist vom Potential o.
Nach Theorem I, 3.11 (iv) = (i) folgt hieraus: A € & ((V,),~0)-
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Theorem 6: Sei (V,),, eine submarkoffsche Resolvente auf einem MefBraum (E, €).
Die Funktion 1 sei exzessiv. Die Menge E, aller Verzweigungspunkte sei vom Potential o.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

) Fur alle a > o erfiillt die Resolvente (V, ), o Axiom (inf).
(if)y  Fuar en a > o erfiillt die Resolvente (V, , ).~ , Axiom (inf).
(iii)  Jede Teilmenge von E ist in & ((V,),~ o) enthalten.

Ist der Potentialkern V eigentlich, so gilt auch Aquivalenz mit:

(iv)  Die Resolvente (V) , erflillt Axiom (inf).

Beweis: (i) nach (iv) ist trivial.
(iv) nach (iii): Nach Satz I, 2.11 gilt:
(1) Jede Teilmenge von E ist in &4 ((V,),s,) enthalten.

Da V eigentlich ist, folgt aus Theorem I, 3.11 (iv) & (i):
S (Vs = S ((Vp)p>o)- Zusammen mit (1) folgt nun (iii).
(iii) nach (i): Sei a > o. § sei eine Menge von a-supermedianen Funktionen. Sei €*

und (V}),s, wie in Lemma 4. Nach 2 ist jede Funktion g € § n.o.h. beziglich der
Z-Topologie. Also ist auch f’: = inf § n.o.h. beziuglich der ¥-Topologie. Das heilt:

{f’" >t} ist fur alle t € R T-abgeschlossen.

Mit Hilfe von Korollar 5(i) = (ii) folgt daraus zusammen mit (iii):

{f'>t} & €E* fur alle t € R.

Mit anderen Worten: f' & B4 (E, €*) Fur alle p > o schlieBen wir:
PV, f <inf {pV, ,  g:g€F} <inf§ ="
£

Also ist f* a-supermedian beziiglich (V}),+ . Sei f: = {’. Nach Lemma 4 gilt:

f e B+ (E, €.
Also ist f a-exzessiv beziiglich (V) o. Offensichtlich gilt:
< =inf§,
{f <inf§} = {f < {'} ist vom Potential o.
Damit ist Axiom (inf) fiir die Resolvente (V, , ) < ¢ nachgewiesen.
(i) nach (ii) ist trivial.
(i) nach (iii): Wenden wir (iv) = (i) auf die Resolvente (V. )., an, so erhalten wir:

(2) Jede Teilmenge von E ist in & ((V,, ), ) enthalten.
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Trivialerweise gilt:
3 & ((Vaspp>0) CSo(Varpp>o)
Nach Theorem I, 3.11 (iii) = (i) gilt:
@ o ((Varpp>0) C S {(Vp)pso)-
Aus (2), (3) und (4) folgt schlieBlich (iii).

In Theorem 6 kann man auf die Bedingung, daB die Funktion 1 exzessiv ist, verzichten.



Anhang 2: Erste Eintrittszeit und wesentliche Eintrittszeit

Sei (M, M, P, M), cr,, Xdier,) ein Markoff-ProzeB mit Zustandsraum (E, €) und
Halbgruppe (Pt)t =0

In Analogie zu Theorem I, 3.13 kénnte man erwarten, da} fur alle A € € die folgende
Beziehung besteht:

W, = Tpo = Tianaey Pfis..
(hierbei sei Ty fir alle BC E wie in Theorem 1 definiert).

Diese Vermutung ist im allgemeinen selbst fir starke Markoff-Prozesse falsch. Immer
gilt aber:

T, < W, = W, PAfs.

Theorem 1: Sei (M, M, P, M), cr,, (XDier,) ein starker Markoff-ProzeB mit Zustands-
raum (E, €) und Halbgruppe (P), , (. Zusitzlich gelte:

@) Fiir alle a > o und alle a-exzessiven Funktionen f ist der ProzeB (fo X)), ., P-f.s.
rechtsseitig stetig.

Firalle ACE sei T,: E—— R4
w——=inf {t >0: X,(W)E A}

die erste Eintrittszeit des Prozesses in die Menge A. Dann gilt fir alle A € €:
WA = TA' e T(A/\A')'

Zum Beweis: Die entscheidende Beweisidee kann man im Beweis von Wal, Theorem 4.3
finden. Entscheidende Hilfsmittel sind zum einen die Ergebnisse von II, § 2 und zum
anderen der Schnittsatz fiir gut-meBbare Mengen (siehe De, IV, T 10).

Nach De, IV, T 28 ist Bedingung 1(i) zur folgenden wesentlich schwicher aussehenden
Bedingung dquivalent:

(i")  Furalle a > o und alle a-exzessiven Funktionen fist der Proze (fo X)), . , ununter-
scheidbar von einem beziiglich der Filterung (M), , , gut-meBbaren ProzeB (siehe
De, IV, D 2).

Im Hinblick auf das Erfiilltsein der Bedingung 1 (i) ist das folgende Resultat interessant
(siehe En (7), Theorem 22):

Satz 2: Sei (M, M, P, (M),cr,, X)icr,) ein starker Markoff-ProzeB mit Zustands-
raum (E, €) und Halbgruppe (P), 5 ,-

E sei ein Lusin-Raum, und € sei die s-Algebra der Borelschen Mengen von E.

Der Wabhrscheinlichkeitsraum (M, M, P) sei vollstindig.
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Dann existiert eine Modifikation (X),c g, von (X)), cr, mit den Eigenschaften:

(i) (M, M, P, M), cr,, XDicr,) ist ebenfalls ein starker Markoff-ProzeB mit Zu-
standsraum (E, €) und Halbgruppe (P), » o-

(ii) Fir alle a > ound alle a-exzessiven Funktionen f ist der ProzeB (f o X)), , , P-f.s.
rechtsseitig stetig.

(iii)  Fir alle Markoffzeiten T gilt: X7 = X P-f.s. .



Anhang 3: Stark regulire Mengen

Wir vereinbaren fest:

(X, H*) ist ein P-harmonischer Raum mit abzihlbarer Basis.

Das Innere bzw. den Abschlufl einer Menge A C X bezeichnen wir mit A bzw. A.

Ist W eine offene Teilmenge von X, so bezeichnen wir die Einschrinkung von (X, H*)
auf die Menge W mit (W, VH*),

Die Balayage-Operationen beziiglich dieses harmonischen Raumes bezeichnen wir mit

WR?, we‘:‘ .

0
Definition 1: Eine offene Menge U C X heilt stark regulir, wenn b(X—U) = X—U
ist.

2: (a) Jede stark regulire Menge U ist regulir, denn es gilt:
X—U = b(X—O—U) C bX—-U)C X-=U).
(b) Ist U eine stark regulidre Menge, so gilt:
X—U = b(XiU) C b(f-int(X—U)) C B(X—U) C X--U.

Ist also die Funktion 1 hyperharmonisch, so folgt daraus mit Hilfe von Satz III, 3.51(b):
(X—U) ist S-universell.

(c) Seien U, W zwei offene Mengen mit U C W. Dann gilt:
U ist genau dann stark reguldr beztglich (X, H*), wenn U stark regulir be-
ziiglich (W, VH*) ist.

(d) Offene Kugeln sind beziiglich der Laplace- und der Wirmeleitungsgleichung stark
reguldr,

Alle offenen Mengen, die die Bedingung von Zaremba erfiillen (siche He, Satz 8.27)
sind stark reguldr beziiglich der Laplace-Gleichung.

Der Beweis des folgenden Lemmas ist einfach;

Lemma 3: Sei h eine harmonische Funktion auf einer offenen Menge W. Sei AC W
derart, dal (W—A) relativkompakt in W ist. Dann gilt fir alle x & W:

h(x) = [hdYel.

Satz 4: Sei G eine relativkompakte, offene Menge und K eine kompakte Teilmenge
von G. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
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@ Es existiert eine stark regulire, offene Menge U mit:
Y Sha s

(i) Es existiert eine regulire, offene Menge U mit:
Ka\Ule Ui G,

(iiiy  Es existieren zwei offene Mengen V und W, ein striktes, stetiges Potential u auf W
und eine harmonische Funktion h auf W mit den Eigenschaften:

(@ KCVCVCWCG,

®) }‘ig; = ‘;gi fir alle x € 9V und y € K.

Beweis: (i) nach (ii) folgt aus 2(a).
(ii) nach (iii): Sei p ein striktes, stetiges Potential auf G. Wir definieren:
W:=U, h: =(RE™™) w,u: =(p|w)— h.

Offensichtlich ist u ein striktes, stetiges Potential und h eine harmonische Funktion
auf W. Da W = U regulir ist, folgt:

(1) lim ;—23

X —>y

= o fiir alle y € oW.

Da p ein striktes Potential ist, folgt:

(2) inf %g; x& K; >o.

Wegen (1) und (2) existiert dann eine offene Menge V derart, daB3 die Eigenschaften
(o) und (B) erfiillt sind.

(iii) nach (i): Wegen () existiert ein a & R mit:

(3) :E};; <a< % fiir alle x € 6V und y € K.

Wir definieren: A: = {x € V: {53 <aivw (X—V), U: = (X—A).
Wegen (3) ist A offen und es gilt:
@ KCUCUCVCWCG.
Da u und h stetig sind, gilt:
(5) u(x) = a- h(x) fir alle x € 0A = 0 (A ~W).
Fur alle x € 9A C W (nach (4)) kénnen wir schlieBen:
VRAW () = [udVe®™W = [udV¥e2™W (nach CC, Prop. 7.1.3)
oA
= fral hrnd We @™ (nach I(6))t= [ Shxd HelemWa=aehi(s)

2A

(nach Lemma 3) = u(x) (nach (5)).
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Da p ein striktes Potential ist, folgt daraus: 0A C b(A A W).
Da A offen ist, gilt trivialerweise: A C b(A) C A.

0
Wir haben damit gezeigt: (X—U) = A = b(A) = b(X—U).
Also ist U stark regulir.

Korollar 5: Der harmonische Raum (X, H*) besitzt genau dann eine Basis stark
reguldrer Mengen, wenn er eine Basis reguldrer Mengen besitzt.

Mit Hilfe von Korollar 5 und 2(b) kénnen wir nun die in III, 3.53 aufgeworfene Frage
beantworten:

Korollar 6: Die Funktion 1 sei hyperharmonisch. Der harmonische Raum (X, H*)
besitzt genau dann eine Basis regulirer Mengen, deren Komplemente S-universell sind,
wenn er eine Basis regulidrer Mengen besitzt.

7: Satz 4 ist eng verwandt mit Resultaten von Mokobodzki, Sibony und Kohn (siehe
CC, Proposition 3.1.2 und Corollary 3.1.3). Weitaus frither wurde eine wahrscheinlich-
keitstheoretische Version dieser Resultate in CP, 3.3 bewiesen.

Zum SchluB3 wollen wir noch auf eine charakteristische Eigenschaft stark reguldrer
Mengen aufmerksam machen, die man mit Hilfe von BH, II, Theorem 3.15 beweisen kann:

Satz 8: Eine relativkompakte, offene, regulire Menge U ist genau dann stark regulir,
wenn fur alle Funktionen h € C (U), die auf U harmonisch sind, eine Folge (b)), cx
aus C (U) mit den folgenden Eigenschaften existiert:

(i)  Fir alle n € N existiert eine offene Menge U, und eine auf U, harmonische
Funktion h; mit:

Uc Ur,x' hn = h;lﬁ'
@)  (h,),en konvergiert gleichmiBig gegen h.



Ba

Bau

BH
BH (2)

BG

Br

Cie

Cie (2)

Co
Co (2)

cC

CL

CP

De

Literaturverzeichnis

Bauer, H.

Wahrscheinlichkeitstheorie und Grundziige der MaBtheorie. Berlin-New York: Walter de Gruyter
(1974).

Bauermann, U.

Balayage-Operatoren in der Potentialtheorie. Math. Ann. 231, 181-186 (1977).

Bliedtner, J.— Hansen, W.
Simplicial cones in potential theory. Inventiones math. 29, 83-110 (1975).

Bases in standard balayage spaces. Potential theory, Proc. Colloq., Copenhagen 1979, Lecture
Notes in Mathematics 787, 55-63. Springer (1980).

Blumenthal, R. M. — Getoor, R. K.

Markov processes and potential theory. New York-San Francisco-London: Academic Press
(1968).

Brelot, M.

On topologies and boundaries in potential theory, Lecture Notes in Mathematics 175. Springer
(1971). '

Ciesielski, Z.

Lectures on Brownian motion, heat conduction and potential theory. Matematisk Institut Aarhus
(1966).

Semiclassical potential theory. Markov processes and potential theory, Proc. Symp., Madison 1967.
New York: Wiley (1967).

Constantinescu, C.
Kernels and nuclei on harmonic spaces. Rev. Roumaine Math. Pures Appl. 13, 35-57 (1968).
Markov processes on harmonic spaces. Rev. Roumaine Math. Pures Appl. 13, 627-654 (1968).

Constantinescu, C—Cornea, A.
Potential theory on harmonic spaces. Springer (1972).
Cornea, A.—Licea, G.

Order and potential resolvent families of kernels. Lexture Notes in Mathematics 494. Springer
(1975)-

Courrége, P—Priouret, P.

Axiomatique du probléme de Dirichlet et processus de Markov. Séminaire Brelot-Choquet-Deny,
8e année, n°8 (1963/64).

Dellacherie, C.
Capacites et processus stochastiques. Springer (1972).
Doob, J. L.

Applications to analysis of a topological definition of smallness of a set. Bull. Amer. Soc. 72,

579-600 (1966).



160

Dy
Dy (2)

En

En (2)
En (3)
En (4)
En (5)
En (6)
En (7)

Ge

Ha

He

Hu

Hu (2)

Kac

Kac (2)

Lu

Me

Me (2)
Me (3)
Me (4)

Rainer Wittmann

Dynkin, E. B.
Markov processes 1. Springer (1963).
Grundlagen der Theorie der Markoffschen Prozesse. Springer (1961).

Engelbert, H. /.

Markov processes in general state spaces.
Part I. Math, Nachr. 80, 19-36 (1977).
Part 1I. Math. Nachr. 82, 191-203 (1978).
Part II1. Math. Nachr. 83, 47-71 (1978).
Part IV. Math. Nachr. 84, 277-300 (1978).
Part V. Math. Nachr. 85, 111-130 (1978).
Part VI. Math. Nachr. 85, 235-266 (1978).
Part VII. Math. Nachr. 86, 67-83 (1978).

Getoor, R. K.

Markov processes: Ray processes and right processes. Lecture Notes in Mathematics 440. Springer
(1975).

Hansen, W.

Semi-polar sets and quasi-balayage. Preprint.

Helms, L. L.

Einfithrung in die Potentialtheorie. Berlin~New York: Walter de Gruyter (1973).
Hunt, G. A.

Markoff processes and potentials I. Ill. J. Math. 1, 42-93 (1957).

Martingales et processus de Markov. Dunod (1966).

Kac, M.

On some connections between probability theory and differential and integral equations. Proc.
Second Berkley Symp., 189-215 (1951).

Aspects probabilistes de la théorie du potentiel. Les Presses de I'Université de Montréal (1970).

Lukes, ].

Principal solution of the Dirichlet problem in potential theory. Comm, Math. Univ. Carolinae 14,
773-778 (1973).

Meyer, P. 4.

Probability and potentials. Waltham (Mass.): Blaisdell Publishing Company (1966).

Processus de Markov. Lecture Notes in Mathematics 26. Springer (1967).

Processus de Markov: la frontiére de Martin. Lecture Notes in Mathematics 77. Springer (1968).

Caractérisation des noyaux potentiels des semi-groupes discrets. Ann. Inst. Fourier 16, 225-240
(1966).



Ne

Sto

Str
Str (2)
Str (3)

Ta
Ta (2)

Ta (3)
Ta (4)

Wal

Literaturverzeichnis 161

Neveu, J.

Mathematische Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie. Miinchen-Wien: R. Oldenbourg
(1969).

Rost, H.

Die Stoppverteilungen eines Markoff-Prozesses mit lokal-endlichem Potential. Manuscripta math.
3, 321-329 (1970).

Stoica, L.

Local operators and Markov processes. Lecture Notes in Mathematics 816. Springer (1980).
Stroock, D. W.

The Kac approach to potential theory: Part I. J. Math. Mech. 16, 829-852 (1967).

The Kac approach to potential theory, 1I. Comm. Pure Appl. Math. 20, 775-795 (1967).

Penetration times and passage time. Markov processes and potential theory, Proc. Symp., Madison
1967. New York: Wiley (1967).

Taylor, J. C.

Potential kernels of Hunt processes. Indiana Math. Jour. 22, 1091-1102 (1973).

A characterization of the kernel lim, | ¢ V, for submarkovian resolvents (V,). Ann. Prob. 3, 355-357
(1975)-

Ray processes on locally compact spaces. Math. Ann. 208, 233-248 (1974).

Balayage de fonctions excessives. Séminaire Brelot-Choquet-Deny, 14e année, n°2 (1970).

Walsh, J. B.

Some topologies connected with Lebesgue measure. Lecture Notes in Mathematics 191, 290-310.
Springer (1971).

Watanabe, T.

On balayées of excessive measures and functions with respect to resolvents. Lecture Notes in
Mathematics 191, 311-341. Springer (1971).



Bezeichnungen

Al A° I1I, 3.1

Aa I11, 3.21

As I, 3.2

b(A) CC, S.168

b(A, q), b(A, (Vp)p>0) I1I, 3.1

B(E, €), B4 (E, €), By(E, €), By, +(E, €) I

br I, 3.35

C(E), C+(E), Co(E), Cv, + (E), Cu(E) Cu,+(E) 1, 4.38

E* Anhang 1, 4

Ep I, 4.36

Gy I, 1.1

£ I, 1.11

*, % S I1, 3.13

&° II, 3.13 und II, 4.5

e & & 11, 4.5

f-int (A) feines Innere von A

H;"( % = Kegel aller positiven, hyperharmonischen Funktionen
auf X,

M, Myt II, 1.2 und 1I, 4.2

my, My, My I, 4.5

(073 I11, 3.21

R I, 2.1 und CC, S. 108

Ry CC, S. 108

R*, R} 111, 3.38

) T30

Sf I, 1.10

S4, sp I, 2.2

S(f A, q), S (f, A, (Vp)po) 11, 3.4

& ((Vp)p>0), Go((Vp)p>o0) I, 2.10

Ta Anhang 2, 1

Ur I, 5.16

V=V I, 1.3

va I, 5.4

(Vp)p>o-f. i I, 1.5

(V;)p)() Anhang 1, 3

(Vp)p>o i

vag-lim I, 4.38

© —>p

Wa I1, 2.1 und 11, 4.7

B (A) BH, S. 94

6 (F), ou(F) I, 4.27

< spezifische Ordnung, CC, S. 99

R, R, T = g-Algebren der Borelschen Mengen von [o,t], R, Ry
und R+ I, 1.1

N,Z QR = natiirliche, ganze, rationafe, reelle Zahlen



abzihlbar erzeugt
a-exzessiv
Approximationssatz

assozilert an einem harmonischen Raum

assoziiert an eine Resolvente
a-supermedian

Axiom (inf), Axiom (sup)
Axiom (inf")

Balayage-Operator

Doobscher Markoff-Prozef3
Dynkinscher Markoff-Prozel3

eigentliche Menge
Eintrittszeit

Erzeuger fiir eine Resolvente
essentielle Basis

essentieller Kern

exzessiv

feine Topologie
Halbgruppe
Innere Basis

Markoffzeit
mefBbare Halbgruppe
multiplikativer Erzeuger

normale Resolvente bzw. Halbgruppe

Potentialkern
Potential o, vom
Y-Topologie

Q-diinn
Quasi-Balayage, Quasi-Basis

Reduzierte

Referenzmalf}

Resolvente

Riesz-Erzeuger

R-Topologie (R-offen, R-n. u. h, usw.)

S-diinn, Sg-diinn

separable Resolvente

starke Balayage bzw. Gefegte

starke Markofizeit

starker Doobscher Markoff-Proze3
starker Dynkinscher Markoff-Prozef3
starke Reduzierte

n*

Index

14227

I, 1.6, Il. 24
L§s

111, 1.1

I, 41
I,1.6,1,1.24
) O 5 7
In3512

Il 33

11,11
I1, 4.1

I, 5.4
Anhang 2, 1
I, 4.28

DL 351
1I1573:
;6! I56-24

I, 4.18
Tieioh
11 3

Il 1525105 g2
I, 1.21
I, 4.28

I, 3.19

I11, 3.21
I, 3.21

I, 24
I, 115
| 3T
I, 4.28
1, 4.4

I, 3.2

I, 4.28

Ie2ta

I1, 1.2, I, 4.2
11, 1.12

II, 4.6

I, 2.2



164

stark regular
stochastisch stetig
S-universell
supermedian

Triger eines Balayage-Operators
Z-Topologie

u-abzihlbar erzeugt
untere Regularisierte

V-dominant
Verzweigungspunkt
vollstindiges Maximumprinzip
von innen semipolar

wesentliche Eintrittszeit

Satz: Jede meBbare, submarkoffsche Halbgruppe (P), 5, auf einem meBbaren Raum

Rainer Wittmann

Anhang 3, 1
I, 4.5

11, 3.47

15 276501 k2

111, 3.35
Anhang 1, 1

I, 4.27
I

I, 1.8
I, 3.19
I, 1.18
I11, 3.24

LT 21 L1047

Nachtrag

(E, €) erfiillt die Bedingung (P 2) (siehe II, 3.6).

Beweis:

Sei A € €. Dannistdie Abbildung F: R, X E—— R, (t,x) — P,(x,A) R, ® €) —
R, —meBbar. Da {L X B:L € R,, B &€ €} ein Erzeuger von (R, ® €) ist, existiert
nach Lemma II, 3.5 eine Folge (L, X B)) cymitL, € R, B, € € fir allen € N und

FE B[R, X E, ¢ ({L, X B,:n & N})).

Definiert man €' : = ¢ ({B, : n € N} v {A}) so folgt daraus F € B(R, X E, %, x ¢").
Alsogilt P I, = F(t, ) € B(E, €') fir allet > 0. Da ¢ abzihlbar erzeugt ist, folgt die

Behauptung.



