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VORWORT.

Die vorliegende Arbeit handelt von den Enneperschen Flichen konstanter Kriimmung
mit einer Schar ebener Kriimmungslinien (= Kr.-Ln.), die hier kurz als E-FIn, bezeich-
net werden. Der I. Teil bringt das, was sich mit Giltigkeit fiir alle E-Fln. sagen 148t;
der III. Teil lehrt deren Bicklundsche Transformierten finden. Beide Teile sind so all-
gemein gehalten, daf} sie in gleicher Weise fiir Flachen positiver und negativer Kriitmmung
gelten. Der II. Teil dagegen beschiftigt: sich speziell mit den reellen E-Fln. negativer
Kriimmung. ]

Deren eingehende Untersuchung war urspriinglich gar nicht beabsichtigt. Der Ver-
fasser gedachte vielmehr ihre Kenntnis der Literatur zu entnehmen und sofort an ihre
Transformation zu gehen. Aber bald zeigte sich, daB das iiber diese Fliachen vorhandene
Material trotz seines nicht ganz geringen Umfanges noch keine tragfihige Unterlage fiir
eine Weiterarbeit abgeben konnte. Denn erstens erwies sich — wie Gbrigens auch fiir die
Flachen positiver Krummung (s. § 17) — die mehrfach verbesserte Realititsbedingung
als immer noch zu eng. Zweitens sind auch die als vorhanden erwiesenen Flachen verhilt-
nismifBig selten bis zur Greifbarkeit diskutiert, und auch dann nur isoliert voneinander
und in so verschiedener Form, daB die Mébglichkeit vergleichenden Uberblicks fehlt,
und infolgedessen auch tatsichlich einige an speziellen Beispiclen festgestellte Beziehun-
gen nicht in ihrer Allgemeingiiltigkeit und Tragweite erkannt wurden.

Hier konnte nicht geflickt, sondern nur umgeschmolzen werden. So versucht der Ver-
fasser, unter jeweiliger Verwertung des Vorgefundenen! auf eigene Faust zu einer ver-
hialtnisméaBig abgerundeten Systematik und Morphologie dieser Flichen in einheitlicher
Darstellung zu gelangen.

In diesem Sinn umreiflt und erweitert der I. Teil die allgemeine Theorie. § 1, § 2 und
Satz 1 mit 5 des § 3 sagen im wesentlichen Bekanntes in neuer Form, wobei einiges ver-
schirft, anderes Verstreute zusammengefaBBt werden konnte.2 An Erginzungen seien
erwiahnt die Einfithrung des Hilfsparameters w statt v (§ 2, f) und die Feststellung, da}

1 Bei Literaturnachweisen wird jeweils nur der Name des Verfassers zitiert. Die zugehbdrige Schrift
ist aus dem Verzeichnis S. 100 ersichtlich.

2 Die Konstanten 4 und B, welche hier neben dem Kriimmungsradius zur Charakterisierung der
einzelnen Flichen dienen, sind nicht identisch mit den von Enneper und seinen Nachfolgern beniitzten.
Folgende Bezeichnungen entsprechen sich:

2 3 2__ pa\2
hier: R, u, v, U, V,A —;B s (A B) H

2 ’
bei Enneper: g, 3, Z, vy, 43, G, A — B2,
g &
Die iibrigen Autoren iibernehmen grdBtenteils wenigstens die beiden letzten Bezeichnungen. Bolke

nennt C und C + 4, was hier 42 und B2 heiBit.
1‘
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gewisse ebene Kr.-Ln. (v ~ 0) elastische Kurven sind (in Satz 3, 4). Dadurch werden
niamlich die bisher nirgends vollstindig ausgesprochenen Sitze 6 mit 11 vorbereitet. 6, 7
und 8 sagen einfache Beziehungen aus, welche zwischen den ebenen Kr.-Ln. teils der
namlichen Fliche, teils der Flichenschar konstanten Moduls beziiglich der Funktionen

B
mechanische Herstellung solcher Kr.-Ln. (§ 10, III und Fig. 82), Satz 7 gestattet erst, die
Untersuchung der reellen Flichen organisch, tibersichtlich und ékonomisch zu gestalten.

A s : , .
von #% (~ = const.) bestehen, und erweisen sich als fruchtbar: Satz 6 ermoglicht eine

Die Sdtze 9 mit 11 wiirden, um aktuell zu werden, die hier unterbliebene Einbeziehung
der reellen E-Fln. positiver Kriimmung erfordern.

Der II. Teil berichtigt zunichst in Satz 12 (§ 4) die Realitdtsbedingung fiir die E-Fln.
negativer Kriimmung. Dadurch erscheinen nicht nur die Rotationsflichen iiberraschend
in neuem Zusammenhang (§ 11), sondern treten auch die in §§ 12 und 13 beschriebenen
neuen Fliachen auf. Ferner ergibt sich dabei nebenher die seltsame Tatsache, daB die mit
(11) a und (11) b bezeichneten (in §§ 6 und 8 beschriebenen) gestaltlich ganz verschiede-
nen Flichen, die zu den ndmlichen Konstanten 4 und B gehéren, und sinngemil deren
Entartungen (§§ 7 und 9) als reelle Bereiche der nimlichen komplexen Fliche betrachtet
werden diirfen; jedoch kann nur immer jeweils einer von ihnen realisiert werden, wihrend
der andere ihm gegeniiber imaginir (bei Entartung asymptotisch) verschraubt erscheint.
In § 10 werden hieraus weitere Folgerungen gezogen.

Bei der in § 5 einsetzenden vergleichenden Untersuchung der reellen negativ gekriimm-
ten E-FIn. sind folgende methodischen Gesichtspunkte leitend:

1. Aus der einzelnen Fliche wird jeweils nur ein ,,reeller Elementarbereich®* €, heraus-
gegriffen, aus dem sich die ganze Fliache durch geeignete symmetrische Fortsetzung ab-
leiten 1a8t.

2. Neben diesem reellen Elementarbereich wird unter teilweiser Heranziehung des Kom-
plexen ein ,erweiterter Elementarbereich’ €, eingefiithrt (Parameter w statt #); dadurch
a0t sich Satz 7 zum Satz 15 verschirfen, der aussagt, dafl alle Flichen der oben er-
wihnten Schar konstanten Moduls vom gleichen Typus im wesentlichen gestaltlich iden-
tische ebene Kriimmungslinien besitzen, von denen aber in den meisten Fillen nur ein
Teil in reellen Ebenen liegt, wie die Sitze 18, 20, 21 und 25 des niheren aussagen.

3. Die entarteten Flichen werden jeweils durch Grenziibergang aus den allgemeinen
abgeleitet, um dadurch die Beziehungen zwischen ersteren und letzteren moglichst deut-
lich hervortreten zu lassen.

Bekanntes wurde dabei in §§ 5 mit g verarbeitet.

Im III. Teil kann dann endlich an die Bestimmung der Bicklundschen Transformier-
ten herangegangen werden. Es wird bewiesen und in § 15 fiir die reellen Flichen negativer
Kriimmung niher ausgefiithrt, daBl jede E-Fliche im allgemeinen in doppelter Weise
als ihre eigene Bicklundsche Transformierte auftreten kann (Satz 27). Dadurch ergeben
sich zwei partielle Integrale fiir die einschligige Riccatische Differentialgleichung,
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welche deren allgemeine Integration erméglichen. Auf die Deutung des Ergebnisses
und seine Spezialisierung fiir die Entartungsfille konnte jedoch nicht mehr eingegangen
" werden.

Ebensowenig war es méglich, die reellen E-FlIn. positiver Krimmung in die Unter-
suchung ecinzubeziehen. In Satz 31 ist aber wenigstens fiir die nicht entarteten derartigen
Flichen die Realitdtsbedingung ohne Beweis berichtigt und damit gezeigt, dal auch
bei ihnen Formen existieren, die sich bisher der Untersuchung entzogen haben, darunter
wiederum speziell solche, die zu den in §§ 12 und 13 behandelten Flichen negativer Kriim-
mung analog sind.

Die vorliegende Arbeit geht zuriick auf eine Anregung von Herrn Geh. Rat A. Vo0 +
und fand wohlwollendste Férderung durch Herrn Geh. Rat C. Carathéodory. Beiden
schulde und sage ich aufrichtigsten Dank.



ERSTER TEIL.
DIE E-FLACHEN IM ALLGEMEINEN.

§ 1. GRUNDLAGEN.3

a) Die Ausfithrungen dieses ersten Teiles sollen, soweit nicht ausdriicklich das Gegen-
teil gesagt ist, so allgemein gehalten werden, daf sie auch fiir komplexe Werte der vor-
kommenden GroéBen gelten, also z. B. ohne weiteres auf Flichen positiver Kriimmung
itbertragbar sind. Dabei sollen die analytischen Beziehungen so formuliert werden, dal3
sie fiir reelle Flichengebiete mit folgenden Festsetzungen? in Einklang sind:

1. Zugrunde liegt ein Kartesisches Rechtssystem =z, y, z, vielfach zu ersetzen durch
ein System zylindrischer Polarkoordinaten mittels der Beziechungen: x = » cos @; 3 = 7
sin ¢.

2. Die positiven Richtungen der Kr.-L. v, der Kr.-L. # (d. h. Kr.-L. v = const. bzw.
u = const.) und der Fliachennormale, die durch den nimlichen Flichenpunkt gehen, sol-
len in der genannten Reihenfolge ein Rechtssystem bilden, desgleichen die positiven Rich-
tungen der Tangente, Haupt- und Binormale einer jeden Kurve auf der Fliche.

3. Die Krimmung einer Kurve sei positiv, wenn die positive Richtung der Haupt-
normale vom Kurvenpunkt zum Kriimmungszentrum weist, andernfalls negativ. Ana-
loges gilt fiir die Hauptkrimmungen der Fliche beziiglich der Richtung der Flichen-
normale.

4. Einer rechtsgewundenen Kurve soll positive, einer linksgewundenen negative Win-
dung zukommen.

b) Bezogen auf Kr.-Ln. seien die Fundamentalformen einer Fliche:
I. ds? = Edu? + Gdv?;
II. Ldu® + Ndv2.

Hat die Fliche die konstante Kriimmung _]%2’ so darf man o. B.d. A. (= ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit) setzen: A
VE=Rcos®; J/G=Rsind; L =—N =— Rsin & cos 9. ({5

R bedeutet dabei einen eindeutig gewihlten Wert von }/R2.

3 §§ 1 und 2 stimmen formal mit keiner der vorliegenden Darstellungen véllig iiberein. Die Gedan-
kenfiihrung 14aBt sich am ehesten mit der von Bolke (S. 60 ff.) vergleichen.

4 Die einschligige Literatur hat teilweise andere Festsetzungen.

5 Bianchi, Lezioni S. 672 ff.



Setzt man noch die Linienelemente der

Kr.-Ln.v Kr.-Ln. 2 Asymptotenlinien # — v = const.
gleich Rcos 3 du  Rsinddu Rdu,

so mifit & in einem Punkt einer reellen Fliche die Drehung, welche die positive Rich-
tung der Kr.-L. v in die positive Richtung der Asymptotenlinic # — v = const. tber-
fuhrt.
9 muB der Differentialgleichung geniigen:
0%y 029

54— 5,3 = Sin 8 cos 9. (152)

¢) Unter den Flichen konstanter Kriimmung lassen sich di¢ E-Fln. (= Enneperschen
Flichen mit einer Schar ebener Kr.-Ln.) dadurch charakterisieren,® daf3

. .
s (153)

sein soll, wo U Funktion von # allein, IV Funktion von v allein ist.

dUu dtU av
: e |2 i E T ; AN : o
4 Sei nun U’ = T U'" = 27 WSV analog V' = g USW. SchlieBt man den tri
vialen Fall & = const. zunichst aus, dann geht (1; 2) mittels (1; 3) tber in
O'—V"YehU+V)Y+Q+VE=UHshU+V)=o0. (1504)

Die Integration dieser Gleichung fithrt im allgemeinen auf elliptische Funktionen
von z# und_v. Wir schliefen nun zur Vermeidung von Schwerfilligkeiten in diesem
ersten Teil alle Fille aus, in denen diese elliptischen Funktionen entarten, mit dem
Vorbehalt, bei Diskussion der reellen Flichen diese ,,entarteten Flichen‘ durch Grenz-
iibergang wieder einzubeziehen. Dann sind alle weiterhin vorzunehmenden Operationen
erlaubt, die Ergebnisse bleiben aber dariiber hinaus giiltig, soweit sie dann {iberhaupt
noch einen bestimmten Sinn haben. '

d) Aus (1; 4) erhdlt man durch Differentiation nach # und v und nachfolgende Eli-
mination von ¢4 (U 4 V) und s2 (U + V):

UI [(Ullz_ V/Iz) + (1 + V/g_Ulz)z] + UIII [1 + Vlz__Ulz] - O;

124 [(UIIZ_ Vllz) o (1 e VI2__UI2)2] K i [1 s Vlz__Ulz] e (1; 5)

Indem man nochmals nach # und v differenziert und dann die eckigen Klammern eli-
miniert, trennt man die Variablen:

UIUIIII = UIIUIII LR 4013[]// = 0;

VI VIIII P VI/ VII/ —_— 4 V13 VII =(O)s (1; 6)

¢ Andere charakteristische Eigenschaften in Satz 1 S. 16.



Je zwei Quadraturen ergeben jetzt:
U= (U — AN (U B DA — (A — O (VB DY) (1;7)

A2, B2 (? D2 sind Integrationskonstante, gleich o. B. d. A. in zweckmiBiger Form
eingefiihrt. Sie sind aber nicht unabhingig voneinander; denn aus (1; 5) und (1; 7) folgt:

V'e(* 4+ D4 2—A2— B —(C?D? 4 (42— 1) (B*—1) =0,
woraus man wegen V' == const. o. B. d. A. folgern darf:
C*=4%—1; D?=DB?—1. (1; 8)

Nach unserer Verabredung darf keine der Konstanten 4, B, C, D, A* — B? ver-
schwinden.

Wir fithren jetzt als stindige Abkiirzungen ein:

W= ViF Vs XK= YUy X, = VT B
YVi=VVe_Ci=VWw— 45 VV'2 D=y Wwi:—B: G
Die Wurzeln sollen vorbehaltlich néherer Bestimmung den Bedingungen geniigen
U'=X;X,; V' =Y,Y,. (1; 10)

Ferner setzen wir im Einklang mit (1; 4)
S=UsrU+V)—U"ch(U+V)=WishU+V)— V”ch(U—i— A TR 0y
und verifizieren: ]
S24+UW3=AB% 2 (U 4+ V). @)

Xy Xo— Y, Y,
U’2 =TT
weil willkiirliche Bestimmung des Vorzeichens von s4 (U + V) nur Verfiigung tiber die

noch nicht festgelegte positive Richtung der Kr.-Ln. # bedeutet:?

e) Mittels (1; 10) folgt aus (1;4): tanh (U 4 V') = und daraus 0. B.d. A.,

LUV X+ XY 2T e () (a5 FGIES T il B
P e o 42— B G

ch (U + V)=;,§IU,; __XL:/;,); =1 (X;II?_J“ 2 LY

R R - CF (1; 13)

G LU LN - it g e

X1V — XY,

2
A AR b ’(AtXA); +Bfi‘fh1)

7 Wo in Entartungsfillen einer der angegebenen Ausdriicke sinnlos wird, ein anderer sinnvoll bleibt,
ist hier wie stets der letztere zu wihlen.

Miinchen Ak, Abh. 1936 (Steuerwald) 2
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In den die Fliche der Gestalt nach eindeutig bestimmenden Fundamentalformen und
in der Bedingungsgleichung (1; 4) kommen die GroBen U und V' selbst nur in der
Verbindung U 4 V vor, sonst nur deren Ableitungen. Daher ist eine Aufspaltung von
U 4+ 7V in Summanden U und V nicht nétig, darf aber anderseits, wo sie zweckmiBig

erscheinen sollte, in willkiirlicher, ja nach Bedarf von Fall zu Fall wechselnder Weise
erfolgen.

f) Jetzt bleibt nur noch (1; 10) zu integrieren. Zu diesem Zweck fithren wir die ellipti-
schen Funktionen in der WeierstraBschen Form ein und unterscheiden die Funktionen
von v einschlieflich der zugehérigen Konstanten von den analogen Funktionen von #
durch Uberstreichung, die sich bei ciner indizierten GréBe auch auf den Index, bei o-
Quotienten auf Zihler und Nenner bezichen soll, sofern beide gleiches Argument haben.8
A, &, v bedeuten in einer von Fall zu Fall erst zu bestimmenden Reihenfolge die Index-
ziffern 1, 2, 3 fiir die Funktionen von #, analog 2, @, ¥ fiir die von v. Wegen der Bedeutung
der tibrigen Bezeichnungen sei auf Schwarz-Weierstrall, insbesondere Art. 27 und 28
verwiesen.

In diesem Sinne setzen wir

: __AZ,jI_Bz %;AZ_Bz. ZBZ__A2
) 3 ’ " 3 ) v 3 ’
. (15 14)
Crepr  _aCt—D _ 2D—(?
’ TR SHEE 3

o c o
U= —u; Xi=—Fu; Xy,="u;
c
(15 15)
G; G G
' ", v
V—‘—'E'Z}, Yl—-&v, Yz——&-v,

und zwar o. B. d. A. Denn die Wahl einer anderen mit (1; 10) vertriglichen Vorzeichen-
verbindung fiir die 6- bzw. &-Quotienten ist gleichbedeutend damit, da man in (1; 15)
zu # und v geeignete Perioden als additive Konstante hinzufiigt; wegen Zulassung kom-
plexer Werte flir # und v darf man aber o. B. d. A. tiber die additiven Integrationskon-
stanten bei # und v ganz beliebig verfiigen.?

8 Also z. B. ;ﬁv= ;;; EZ;
" i
9 Die Vorzeichenwahl in (1; 15) ist nicht symmetrisch in # und o, fiihrt aber auf besonders einfache
Parameterintervalle fiir die ,,Elementarbereiche’‘ der reellen Flichen negativer Kriimmung (§§ 5 u. 12).
Zur Herstellung der Symmetrie brauchte man nur etwa # durch # + 2w, zu ersetzen.




11

§ 2. KOORDINATEN.

a) AuBler den Bezeichnungen des § 1 seien noch folgende eingefiihrt:

Fiir die Kr.-Ln. #:

Richtungswinkel der Tangente o By
Richtungswinkel der Hauptnormale Bt
Richtungswinkel der Binormale Ny
Kriitmmungsradius o’
Windungsradius el
Radius der Normalkriimmung 7
(Hauptkriimmungsradius der Fliche)

Radius der geoditischen Kriimmung Py
Radius der Schmiegungskugel R
Koordinaten des Mittelpunktes der Schmiegungskugel 2y 4
Winkel zwischen Binormale und Flichennormale '

Die analogen GréBen fiir die Kr.-Ln. # sollen statt eines Akzentes deren zwei be-
kommen.

Ferner: Richtungswinkel der Flichennormale aBy

b) Die Berechnung der Koordinaten stiitzt sich auf die ,,Fundamentalgleichungen der
Flachentheorie“1® und die Serret-Frenetschen Formeln.!® Mittels § 1 findet man daraus
zunichst:

’ — Rsh (U oN V) " R

G5 TR R T A ) P8 = ’ (2;1)

w VU2 t+si2(U+7V)

vorbehaltlich niherer Verfiigung iiber die Wurzeln.11
Ferner ergeben sich bei Bevorzugung der x-Achse die Gleichungen:
! Y n
P0=P1cosoc+P2c;§soc +P3cosoc’ (2; 2)
4

wobei fir Py, Py, Py, P;, P, die Werte ciner beliebigen Querreihe der nachstehenden
Ubersicht gesetzt werden diirfen; dazu die analogen Gleichungen, die bei Bevorzugung
der y-Achse und der z-Achse entstchen.

10 Siehe z. B. Bianchi, Lezioni S. 181 u. S. 13; hier aber 7" mit entgegengesetztem Vorzeichen!
11 Wo aber diese Wurzeln spiter auftreten (auch in Tab. I), sollen sie jedenfalls iiberall das ndmliche
wie hier bedeuten.

2%
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Py Py Py Py 7y
1 Ox
R 9 o —sh(U+7) o ch(U+7T)
= . AP
}l? 65 o o 1 ch({U+7)
- .l
. Caf;—i o 1 o ch (U + V)
9 cos o K
Ca"zi —3 o v ch (U + V)
n =
acgz“- o =y o ch (U + V)
3%5 o o sh(U + V) ch (U + V)
0 cos o' '
= o o U SR O T)
0 cos o . ,
Sl | —sh @AY —U 0 cR (T P
cos &' —1 o Ve w
cos A Vi o 1 w
0 cos \ 11172 ' 3
s . —Uw V'S Wech (U + V)
cos £ —sh(U+7V) U o VURLsiBU+V)
cos A’ (94 —sh(U+V) o VUL si2(U+V)

Damit verifiziert man:

dcos N Odcosp' 0dcosv

on

oun

oun

ferner, wenn o, By, Yo ad hoc definiert werden durch

—U'cosa + S cosa’ + U'V’' cos &

cos oy =

ABck (U + V)

(23 3)

(25 4
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nebst den beiden analogen!? Gleichungen:
Oag _ . Oxg _ . . 2 2 v 11
T T o ~+ cos ,’Bo + cos®yy =1; o

cos aq cos A 4 cos Bg cos ' + cos vy cosV =o0.

(2; 3) und (2; 5) besagen: Die Kr.-Ln. v liegen in Ebenen, die zu der durch «g, By, Yo
definierten festen Richtung parallel sind. Legt man nun die z-Achse parallel dieser Rich-
tung, so kann man setzen:

cos N = —sing; cosy’ =cosg; cosv =o0 (2; 6)
und berechnet mittels (2; 2) und (1; 12):

d AB
j:;:ﬁ,—g; @D

wobei noch offen bleiben muB3, welcher Wert von }/ 42 und /' B2 fiir 4 und B zu setzen ist.
Die Ebene einer Kr.-L. v, welche den Punkt (x, ¥, 2) enthilt, hat von der z-Achse den

von # unabhingigen Abstand y cos ¢ — x sin ¢ =¥ (¢), wie er ad hoc, als Funktion von
¢ betrachtet, heiBen moge. Man verifiziert:

a%*%
-W +1F=O (2; 8)

und schlieit daraus: V' = & cos ¢ — a sin ¢ (@, & konstant), d. h.: Die Ebenen der Kr.-Ln. v
gehen alle durch eine feste Gerade. Wihlt man endgiiltig diese als z-Achse, so wird iden-
tisch ¥ = o und ¢ geht ber in den zu Anfang des § 1 ebenso bezeichneten Winkel eines
Systems zylindrischer Polarkoordinaten.

Mittels ‘2% = o und der fritheren Beziehungen berechnet man jetzt » = x cos ¢ 4 ysin ¢

und weiterhin die tibrigen GroBen, die in Tabelle I (am Ende der Abhandlung) zusammen-
gestellt sind. Zur Vermeidung unnétiger Mehrdeutigkeiten darf man dabei setzen:
pI "

siny = —cos {; sin8’=—;,; sin8”=—-£—,,. (2;9)

c) In den auf diese Weise fiir # und ¢ gefundenen Ausdriicken treten Integrale auf, die
noch zu berechnen sind. Man findet:

12
fU'Zdu=f(g.)u—eA)du=—%u—e,—_u+cz; (2; 10)
(¢, Integrationskonstante) ,
_(ABdv _ 1 [(—P'ydv . & 7, &+ v S :
P Tw Ta) Bemee T e T Mg T B

(¢, Integrationskonstante)

12 ,Analog* heiBit hier: man ersetze alle « durch B bezw. y.
18 Schwarz-Weierstrafl Art. 6o (1), S. 95.
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Die in (2; 11) auftretende GroBe vq ist dabei definiert durch:
Pvg=2¢ —1; Pvo=—27A4DB5, (2; 12)

also nur bis auf additive Perioden bestimmt, darf aber beliebig eindeutig festgelegt werden.

d) 7 ist wegen der Wurzel W = }/1 4 7’2, ¢ wegen des /% mchrdeutig. Trotzdem 148t
sich erreichen, daf3 die Kartesischen Koordinaten eines Flichenpunktes nicht nur in

u, sondern auch in v eindeutig werden. Nach (2; 12) 1i63t sich nimlich schreiben:
ARt DR VEICERD 21
W=15%v—pog=1 e (23 13)

Uber die letzte Wurzel darf man aber o. B. d. A. folgendermafBen verfiigen: es sei ein

far allemal
1 a (v + ve)
= St v _ s ) (2; 14)

(” = '”o)

wobei der /z in (2; 14) die ndmliche Bedeutung wie in (2; 11) haben soll. Dadurch wird
Wei? eine eindeutige Funktion von .

¢) Aus dem Bau der Koordinaten ersieht man, daB sich dieselben, und zwar auch fiir
reelle Fliachen, nicht wesentlich dndern, wenn man eine der folgenden Anderungen oder
mehrere derselben gleichzeitig vornimmt:

1. Ersatz von R durch — R.

2. Ersatz von 4 durch — 4.
3. Ersatz von B durch — B.
4. Vertauschung von 4 und B.
5. Ersatz von v, durch vy -4 beliebige Periode von 9 .
6. Addition eines ganzen Vielfachen von 2x7 zu /» -c_; E—Z—_!-:—:%
— Y
7. Addition eines geraden Vielfachen einer beliebigen Periode von @# zu .
8. Addition eines geraden Vielfachen einer beliebigen Periode von pv zu o.
9. Addition eines ungeraden Vielfachen von 20, zu .
10.

Addition eines ungeraden Vielfachen von 2 &; zu v.

. Addition eines ungeraden Vielfachen von 2w, zu # bei gleichzeitiger
Addition eines ungeraden Vielfachen von 2 &, zu 2.

12. Addition eines ungeraden Vielfachen von 2, zu # bei gleichzeitiger

Addition eines ungeraden Vielfachen von 2&, zu v.

Denn alle diese Anderungen lassen sich durch geeignete Wahl von ¢, und ¢,, entweder
ganz ausgleichen oder auf eine Umwendung der Fliche um eine der Koordinatenachsen
zuriickfithren.

Man darf also insbesondere o. B. d. A. fiir R, 4 und B je einen ganz bestimmten Wert
von |/ R?, } A2 und |/ B2 beliebig wihlen. Die dadurch bis auf die Lage eindeutig be-
stimmte Fliche werde daher nétigenfalls kurz als Fliche (R, 4, B) oder symbolisch
mit F (R, 4, B) bezeichnet.

[
[
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f) Fir manche Untersuchungen, bei denen es nur auf » und z, aber nicht auf ¢ ankommt,
ist es zweckmiBig, ja nétig, v durch einen anderen Parameter w zu ersetzen. Zu dicsem
Zweck definieren wir w (v) als stetige Funktion von z durch die folgenden, miteinander

vertriglichen Gleichungen, in welchen die nicht {iberstrichenen Funktionszeichen die nim-
liche Bedeutung haben wie bisher fiir das Argument #:

2 — . ﬁ( =0',_; — . & :& — . 5
=W Bu=Lto=V; —w==0=VY,; (25 15)
daraus folgt u. a.:
S . Lo e WS G, WS AW - .
@w—@v+-3, pw=—pPv; o =—up o =—V" (2516

Durch (2; 15) wird jedenfalls einem beliebigen v mindestens ein w zugeordnet und um-
gekehrt. Durch Beschriankung auf geeignete Gebiete der komplexen z- und zw-Ebene 140t
sich sogar Eineindeutigkeit dieser Zuordnung erreichen.

§ 3. EIGENSCHAFTEN DER E-FLACHEN.

Es bezeichne # ~ ¢ einen zu ¢ homologen Punkt der komplexen z-Ebene, d. h. 2% = ¢
+ Periode von @u; analog v ~¢.

Statt ,,Ebene der Kr.-L. # = const.** werde kurz gesagt: ,,Ebene v = const.*‘; analog:
,»Kugel 22 = const.*

Die Untersuchung der Fliche in ihrer komplexen Allgemeinheit soll hier nur soweit
getriecben werden, als dadurch fiir die reellen Flichen Wiederholungen vermieden oder
Zusammenhidnge verdeutlicht werden. Unter diesem Gesichtspunkt schlieBen wir von

der Diskussion von vornherein die Punkte aus, welche folgenden Parameterpaaren ent-
sprechen:

U~O, V~B,; u~O, v~,; ubeliebig, v~ £ .

Ferner sollen von den Punkten, welche zu den Parameterpaaren # ~ 0, v ~ 0 ge-
héren, alle diejenigen ausgeschlossen werden, fiir welche gleichzeitig entweder die Kon-
gruenzen # =0 (modd. 2 w;, 40,, 40,) und v =0 (modd. 2&,, 46,, 4&,) oder die
Kongruenzen # =2w, und v=2&, (modd. wie vorher) erfiillt sind, von welchen letztere
die Kongruenzen # = 2 w,; v = 2 &, nach sich ziehen. Wo also von derartigen Punkten
die Rede ist, sind darunter nur solche zu verstehen, fiir welche entweder %2 = o und
v=28,=26, oder # = 2w, = 20, und v = o (modd. wie vorher) ist.

Endlich sollen Wege in der z-Ebene niemals einen zu 4 ¢, homologen Punkt enthalten
diirfen.
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I. Eigenschaften der Kriimmungslinien.

Satz 1:1% 1. Die Kr.-Ln. v sind eben. [hre Ebenen gehen alle durch eine feste Gerade,
die ,,Achse'* der Fldiche.

Die Kriimmungsmiitelpunkte aller Kr.-Ln. v liegen fiir den ndmlichen Wert von u in
einer zur Flichenachse senkrechten Ebene.
- 2. Die Kr.-Ln. u liegen auf Kugeln, welche die Fliche senkrecht schneiden und ihre
Mittelpunkte auf der Flichenachse haben.

Sie haben konstante geoditische Kriimmung; diese ist, eventuell bis auf das Vorzeichen,
gleick der Kriimmung der betreffenden Kugel 1 = const.

Die drei fett gedruckten Eigenschaften sind charakteristisch fiir die E-FIn.,’5 jede
cinzelne von ihnen ist gleichbedeutend mit der von uns als Ausgangspunkt gewihlten

Beziehung (1; 3).

Satz 2: Die Kugeln u = const. entarten in folgenden Fillen:

Die Kr.-Ln. u ~ o reduzieren sick auf einen Punkt.
Die Kr.-Ln. u~ o, sind eben; thre Fbene steht senkrecht zur Flichenachse.

I1. Symmetrieeigenschaften einer E-Fldche.

Satz 3: Es sind S.-Zentren die Punkte u ~ o,
S.-Ebenen senkrecht zur Achse die Ebenen u ~ w,,
S.-Ebenen durch die Achse die Ebenen v~ o0 und v~ &,
S.-Achsen die Lote zur Flichenachse :
in den Ebenen v~ 0 durch die Punkte u~ v,
in den Ebenen v~ &, durch die Punkte u~ o,
in den Ebenen v~ &, durch die Punkte u;m‘u,
in den Ebenen v~ &, durch die Punkte u~ o,
senkrecht su den Ebenen v ~ o durch die Punkte 1 ~ o,
senkrecht zut den Ebenen v ~ &; durch die Punkte uw ~ o.

Diese S.-Elemente sind nicht alle unabhingig voneinander,

111, Periodizitdt der Fliche."

Satz 4: Eine Translation lings der Achse vom Betrage — ~—; (7), + e o)l) oder eine
=

Drehung wm die Achse vom Betrage 47 (G)l% Yo — T 7) fz'i/zn‘ die Fliche in sich selbst
tiber ([ =1, 2, 3).

14 Vgl. § 2 und Tab. I, ¢, 15 u. 16; Bolke S. 61; Sievert S. 13.
15 Der Beweis hierfiir ist unterdriickt. Vgl. dazu z. B. Bianchi, Lezioni S. 698/99 und den Satz von

Brioschi bei Cesaro S. 222.
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1V. Ausgezeichnete Punkte und Kurven.

Die folgenden geometrischen Aussagen sind zum Teil gar nicht, zum Teil mindestens
nicht ohne nihere Erliuterung ins Komplexe iibertragbar, sollen daher in ihrer Gesamt-
heit nur fir den Fall ausgesprochen werden, daf3 die betreffenden Flichengebiete reell sind.

Satz 5: Fiir reelle Flichengebiete gilt folgendes:

1. Die Punkte u~ o sind konische Punkte der Fliche. Die Kr.-Ln. v haben fiir u~o
etnen Wendepunkt.

2. Die ebenen Kr.-Ln. u~ o, sind geoditische Linien.

3. Die ebenen Kr.-Ln. v~ &, sind geodditische Linien.

4. Eine ebene Kr.-L. v ~ 0 ist durch die Beziehung r . o' = const. als elastische Linie
charakterisiert. Sie ist ferner Riickkehrkurve, ihre Ebene Tangentialebene der Fliche.
Die Kr.-Ln.u haben diese Ebene im Inzidenzpunkt zur rektifizierenden Ebene und durch-
setzen sie, indem sie dieselbe in einer Spitze beriilhren. Die Torsion einer nicht ebenen
Kr.-L.u dndert ihr Vorszeichen, wenn v durch v ~ o geht. Die Kurve v ~ 0 beriihrt alle
durch den Inzidenzpunkt gehenden Flichenkurven, fiir welche % weder unbestimmt noch
0.15t, also insbesondere die Asymptotenlinien beider Scharen.

5. Eine Kurve U + V = 0 ist réumliche Riickkehrkurve der Fliche. Die Kr.-Ln. v
haben fiir U 4 V = 0 eine Spitze, aufler bei u ~ w;, wo die betreffende Kr.-L. die nor-
male Form behdlt. Die Tangentialebene der Fliche in einem Punkt der Kurve U + V =0
ist gleichzeitig Schmiegungsebene der durch diesen Punkt gehenden Kr.-L. u. Die Kurve
U + V = 0 beriihrt alle durch den [nzidenzpunkt gehenden Flichenkurven, fiir welche

dv ’ . d : g
Iu weder unbestimmt noch 0 ist, also insbesondere die Kr.-Ln. u und die Asymptoten-

linien beider Scharen.

6. Fiir S = 0 haben die Kr.-Ln. v im allgemeinen einen Extremwert von z bei nor-
maler Form. Ausnahmen.:

) u~0, v~ und u~ow, v~,; die betreffende Kr.-L. v hat in diesem Fall
eine Spitze, deven Tangente senkrecht zur Achse steht.

B) u~o; die betreffende Kr.-L. v hat einen Wendepunkt, dessen Tangente senkrecht
eur Achse steht.

V. Beziehungen zwischen den Kr.-Ln. v der ndmlichen Fldche.

Bezeichnet v einen beliebigen, nur nicht zu 4 7, homologen Wert von v, und w einen

beliebigen unter den der Gl. (2; 15) geniigenden Werten w (v), so bestehen fiir jedes %
die Identitédten:

r(u,v)?%siny’:r(uiw,o);

R R ot (3; 1)
5 (1, 0) F 7o cos ¥ = 5 (u ok w,0) £ (c—’;w+elw),

und zwar sind iiberall die oberen oder {iberall die unteren Vorzeichen zu nehmen.
Miinchen Ak. Abh. 1936 (Steuerwald) 3 3
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Zur Verifikation hat man zunichst die vorkommenden GroBen mittels Tabelle I und
§ 1 als Funktionen von # und o, bzw. von # + = und o darzustellen. Dabei darf [vgl.
(2;13) und (2; 14)] 0. B.d. A. In %%——I——ZO% fur v = o gleich 4+ 7w gesetzt werden, da
— Y
ja hier die Kr.-L. v = o isoliert betrachtet wird. Dann sind die Funktionen von # =+ w
mittels der Additionstheoreme der o-Funktionen® auf solche mit einfachem Argument
zuriickzufiihren.

Die geometrische Deutung von (3; 1) ergibt den

Satz 6:17 7rigt man auf den Tangenten einer beliebigen Kr.-L. v vom Beriihrungs-

punkte aus in stetig verinderlicher Richtung die Strecke WRGS ab, so ist der Ort der End-

punkie dieser Strecken gestaltlich identisch mit der elastischen Linie v = o.

Jede Kr.-L. 2 (5= 0) liBt sich also gestaltlich, und zwar in doppelter Weise, als ,,Trak-
trix‘‘18 der elastischen Linie v = 0, also diese umgekehrt als ,,Aquitangentialkurve“ aller
tibrigen Kr.-Ln. v der nimlichen Flache auffassen.

V1. Beziehungen zwischen verschiedenen Fldchen.
a) Die Fliachenschar konstanten Moduls und gleicher Kriimmung.

2
(gﬁ == const.; R = const.)

2
1. Mit :;12
eine bestimmte Fliche F (R, 4, B) und eine zweite Fliche F (R, g4, ¢B); dabei ist

g = const. = &. Alle auf F beziiglichen GroBen sollen von den analogen auf F beziig-
lichen durch das Zeichen ,,~*‘ unterschieden werden.

wird der Modul der elliptischen Funktionen von # konstant. Wir betrachten

Wir definieren @ (¥) und analog @ (7) durch (2; 15) und stellen dann eine stetige Zu-

ordnung zwischen den Punkten (#, v) von F und den Punkten (#, 7) von F her mittels
der Bezichungen:

RN = w (v)
U = — , w () = —=, ; 2
> G (3:2)
Hierdurch wird jedenfalls einer beliebigen Kr.-L. v von F mindestens eine Kr.-L. ¥ von F
zugeordnet und umgekehrt. ‘Setzen wir noch Chi— %, (35:53)

so folgt aus den Homogenititseigenschaften der elliptischen Funktionen fir die Koordi-

naten entsprechender Punkte von F und F:

18 Schwarz-Weierstral Art. 38 [D], S. 51.
17 Bolke (S. 40 u. S. 56) kennt zwei Spezialfille dieses Satzes.
18 | Traktrix‘ im weiteren Sinn wie bei Loria S. 566.
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7 (u, v) 5 5%, 1) = 2 (u, v)

rz?,z?:
(%, 9) ; :

; (33 4)

also insbesondere der

Satz 7:19 Die¢ Kr.-Ln. 9 auf F (R, gA, qB) stellen ein Ghnliches Abbild tm Mafistab ;
der ihnen nach (3, 2) entsprechenden Kv.-Ln.v von F (R, A, B) dar.

2. Wir machen nun die folgenden spezielleren Annahmen:

1. Es sei ¢ > 1 reell.
2. Den reellen Kr.-Ln. v von F, deren Ebenen den reellen Keil ¢; < ¢ < o, erfiillen,

sollen vermége (3; 2) eineindeutig reelle Kr.-Ln. 7 auf F entsprechen, deren Ebenen dort
den reellen Keil §, < ¢ < &, erfiillen, und zwar so, dal3 § mit ¢ stetig und monoton wichst.
Dann ergibt sich:
- di v do .
A=At == = (35 5)

z
Vit (=

92

Soll § mit ¢ monoton wachsen, so mufl die Wurzel in (3; 5) reell und nicht negativ sein.
Anderseits ist fiir reelle Flichengebiete I/ seiner geometrischen Bedeutung nach (Tab. I, 7)

wesentlich reell. Daraus und aus ¢ > 1 folgt weiter: V 1+ % (1 — —g%) = 1, wobei

»=" nur fiir eine eventuell vorkommende Kr.-L. 2 ~ o gilt. Endlich:

% P

2 P12 Ps

/43 = i — J de < [ do, oder kurz:
# V 1 1 q 1 Pt

n gV v+ |t — e
_ 1

'<'P2‘—<P1<.;7‘ (P2 — 91) < @3 — @3- (3;6)

Da sich ersichtlich fiir die Absolutwerte der Differenzen die namliche Ungleichung
ergibt, wenn & mit wachsendem ¢ monoton abnimmt, gilt der

Satz 8: Soweit durch (3, 2) ein reelles Gebiet von F (R, A, B) und ein reelles Gebiet von
F (R, qA, g B) (g reell > 1) derart eineindeuntig aufeinander abgebildet werden, daff einer
stetigen und monotonen Anderung von o auf F eine ebensolche Anderung von & auf F ent-

spricht, bilden die Ebenen zweier Kr.-Ln. v auf F miteinander einen hleineren Winkel
als die Ebenen der entsprechenden Kr.-Ln. v auf F.

13 Dieser Satz umfaBt eine Feststellung von Bockwoldt (S. 31) iiber spezielle Flichen positiver Kriim-
mung, die von Lenz (S. 26) irrtiimlich fiir Flichen negativer Kriimmung als unzutreffend erklirt wird.
3‘
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b) Durch Hazzidakissche Transformation ,konjugierte’ Flichenpaare

gleicher Krimmung.

Satz 9:20 /st A® + B*? =1 und B* + A*® =1, so ist von den E-Fin. F (R, A, B)
und F* (R, A%, B*) jede die Hazzidakissche Transformierte der anderen, und zwar
derart, daff den ebenen Kr.-Ln. der einen Fliche die sphéirischen Kr.-Ln. der anderen
entsprechen.®

Dabei ist in unserer Darstellungsform die Hazzidakissche Transformation folgender-

maBen zu definieren: Zu einer Fliche konstanter Kriimmung — -5, welche im Sinn des

1
R2
§ 1, b die Fundamentalformen
I = R?(cos?® & du? + sin? & dv?);
II = Rsin % cos ¥ (dv* — du?) hat,

existiert eine zweite Fliche mit der nimlichen Krimmung, welche bei geeigneter Bezeich-
nungsweise die Fundamentalformen

I' =— R?(cos? & dv? 4+ sin? § du?);
II' =11 hat.

Il

Zum Beweis des Satzes 9 unterscheiden wir alle auf F* beziiglichen Gréfen von den
entsprechenden auf F beziglichen durch einen Stern.?? Dann folgt aus der Voraussetzung:

* _* _* L - - * s -
e, +é,=e+é =¢+8,=6+e;=¢,+e¢,=¢2,+¢,=0. (BT

Daraus schliefit man: Sind 2w,;, 203 und 2&,, 2®; primitive Periodenpaare fiir die
Funktionen von # bzw. 7, so darf man als weitere solche Paare wihlen

A A 20
fiir die Funktionen von z*: 2&, = -2

27’2

S . 28 .
fiir die Funktionen von #*: 20; = —2; 2w@; = — —-
/

Damit ist gleichzeitig tiber die Indizes A, A* usw. derart verfiigt, dal wegen der Homo-
genititseigenschaften der ¢-Quotienten die Beziehungen bestehen:

20 Einen Spezialfall dieses Satzes fiir bestimmte entartete Flichen positiver Kriimmung beweist
Rembs 1930. Die Hazzidakissche Transformation fiihrt naturgemiB nur bei Flichen positiver Kriim-
mung Reelles in Reelles iiber. :

21 Nach § 2, e diirfte man 4* und B* vertauschen. Hier wie in Satz 10 ist aber die vorliegende Fas-
sung gewihlt, weil sie sich den spiter fiir reelle Flichen zu treffenden Sonderabmachungen am besten
anpaBt. Der gleiche Gesichtspunkt fithrte zu der speziellen Wahl der primitiven Periodenpaare im Verlauf
des Beweises. . :

22 Die Sterne beziehen sich auch hier gegebenenfalls auf Zihler, Nenner und Indizes; es braucht
also nicht A* = A zu sein usw.
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»*

J S o, o
—’—‘u*=z;’(zu*); ~G' u*=zé’(zu*);

G

_, K (3: 8)
g!" *_'Sf o %N . G_" *._?.“ NP

Gv—zc(zv), Gv—zc(w)-

Bildet man nun gemiB (1; 3), (1; 13) und (1; 15) die Fundamentalformen von F und F*
und ersetzt dann 7#* durch v und o* durch #, so ergibt sich mittels (3; 8) die Be-
hauptung.

.¢) Bezichungen zwischen Fldchen verschiedener Kriimmung.

1. Satz 10: /s R? }- *R2 = A2 |- *B2 = B2 | *42 = 0, so enthalten diec E-Fin. F
(R, A, B) und *F (*R, *A, *B) die ndmliche Elastika v = 0. Eine Translation lings
der Achse, die F nach Satz 4 in sich selbst iiberfiihrt, fiihrt auch *F in sich selbst iiber.

Beweis: Bei analoger Bezeichnungsweise wie vorher folgt aus der Voraussetzung:

* — * — * — .
el + el e e[t + ev =7 er + e,u = 0. (3) 9)
. . * 6)3 * (-01 .
Setzt man demgemil analog wie oben: *w, = —2; *w;=— -1, sogilt:
Z p
* * *
Gj o Cu « Oy G, Oz
* e * . Las e * . * — ! * .
— %y =i = ({*n — *y =i — (*u - w =1+ ({*u). 10
k % (iou); o % (*); (). (35 10)

Berechnet man nun unter der Annahme v = *v = o die GroBen » (w), *r (*u), z (), *2 (*2)
und setzt dann *R =7R; *4A =i7B; *B =id; *¢, = ic,; i*u = u, so ergibt sich » («)
= *r (*u); 2 () = *z (*u). Analog beweist man den zweiten Teil der Behauptung.

2. Der Winkel ¢ (Tab. I, 1) hingt nur von 4 und B, aber nicht von R ab. Daraus folgt:

Satz 11: Eine Drehung um die Achse, welche nack Satz 4 die E-FI. F (R, A, B) in
stch selbst iiberfiihrt, fiikrt auch jede andere E-Fl. mit den Konstanten A und B —
ohne Riicksicht auf den Wert von R — in sich selbst iiber.

Der Inhalt dieses Paragraphen gilt sinngemifl auch bei Entartung der elliptischen
Funktionen. Nur muf3 man bei II alle Entartungsgebilde einer allgemeinen Flache zu-
sammennehmen und nétigenfalls zur Herstellung der vollen Symmetrie unendlich oft
zdhlen (vgl. Periodenparallelogramm und Periodenstreifen). Insbesondere gilt VI a so-
wohl fiir die Beziehungen der entarteten Flichen untereinander wie auch fiir ihre Bezie-
hungen zu den nicht entarteten Flachen.



ZWEITER TEIL.
DIE REELLEN E-FLACHEN NEGATIVER KRUMMUNG.

§ 4. REALITATSBEDINGUNG. EINTEILUNG.

a) Soll ein Gebiet einer nicht entarteten E-Fl. negativer Kriimmung lauter reelle
Punkte enthalten, so missen fiir jeden inneren Punkt desselben folgende Gréfen ihrer
geometrischen Bedeutung nach reelle Werte annehmen:

1ORE

U+V

N g L .
2te Sl also auch U und V selbst bis auf additive imaginire Konstanten,

deren Summe ein Vielfaches von 7w ist;

3T — —? und V' = cot &', also wegen 2. auch # und # selbst bis auf additive
9
imagindre Konstanten;
" 4. ¢, also zufolge 3. auch 4 B = IW? %;

5. U2 =U"*— U2 (42 4 B?) 4 A2B?2, also wegen 3. und 4. auch 4% + B?Z
aus 4. und 5. folgt:

6. (A + B)? und (4 — B)2 miissen reell sein. Berticksichtigt man, dafl nach §2,e 3 Er-
satz von B durch — B unwesentlich ist, so erhilt man zunéchst folgende Moéglichkeiten:

o) A + B reell; 4 — B reell; 4 und B reell;

B) A 4 B reell; A — B imaginir; A und B konjugiert komplex;

¥) 4 + B imaginir; 4 — B imaginir; 4 und 5 imaginir.

Unter der Annahme y) kénnen aber keine reellen Flachengebiete existieren. Beweis:

O. B.d. A.darf man annehmen:0 > A2 > B2, A =1;p = 2;v = 3,als0e; > e, > ¢4

reell; ©, und —2 positiv reell, nebst den analogen Annahmen fiir die Funktionen von .
z

Um U’? und V'2 positiv zu erhalten, mul man # und ¢ bis auf additive Vielfache von
204 bzw. 2&4 reell wihlen. Dann wird aber ¢V * "V imaginar.

Analog beweist man fiir die Entartungsfille 42 = B2 < o.

Die Annahmen «) und #) fithren wirklich, wie sich zeigen wird, auf reelle Flachen-
gebiete. Unter Einbeziehung der Entartungsfille erhilt man so den

Satz 12: Eine E-Fl. negativer Kriimmung F (R, A, B) (R reell = ) enthilt dann
und nur dann reelle Gebiete, wenn

entweder A® und B2 beide endlich, reell, nicht negativ und nicht gleichzeitig null sind,

oder A und B? endlich und konjugiert komplex mit nicht verschwindendem Imagi-
ndrteil sind.

23 Demgegeniiber lautet die Realititsbedingung bei Enncper und Lenz in unserer Schreibweise:
2 2 2__pe
A+ B > A B
2 2
weitert zu 42 = B2 > o.

+ 1. Sie wurde von Kuen (FuBinote S. 202 und 203) und Sievert (S. 20) er-
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Nach § 2, e darf man o. B. d. A. setzen: R > o; ferner
im ersteren Fall 4 = B = o, wobei jedoch nicht beide =-Zeichen gleichzeitig stehen
diirfen;

im letzteren Fall 4 =Y + 7B, B =UA— 7B, wobei Y und B positive Zahlen be-
deuten.

Im folgenden wird stets diese spezielle Wahl zugrunde gelegt und stillschweigend ne-
gative Kriimmung vorausgesetzt.

b) SchlieBt man zur Vermeidung von Weitldufigkeiten die Entartungsfille wieder aus,
so gilt nunmehr folgendes:

Sind 4 und B reell, so werden alle ¢; und &, (/ =1, 2, 3) reell. Sind 4 und B kon-
jugiert komplex, so werden zwei der GréBen ¢; bzw. &, auch konjugiert komplex, die
dritte reell. Es liegen also gerade die Sonderfille der elliptischen Funktionen vor, welche
bei Schwarz-WeierstraB in den Artikeln 45, 46, 51, 52 besonders eingehend behandelt
sind. Deshalb sollen hier auch alle dort eingefiihrten Festsetzungen und Bezeichnungen
iibernommen werden, und zwar die primitiven Perioden so, wie sie den dortigen Glei-
chungen 1 mit 17 der Art. 45 und 46 entsprechen. Demnach sind den Indizes A, w, v,
%, @, v folgende Werte zu erteilen:

Wenn A und B reell sind, stets N =i3h =l =12,
dagegen, wenn 4 > B >1,dann A =3; g =1;9 =2,
wenn A >1>A8,dann A=2; g =1;9=3,
wenn 1 > A > B, dann = 1 N2 =3

Wenn A4 und B konjugiert komplex sind, stets A =A =2;p =@ =1;v=9 = 3.

¢) Imaginire additive Konstanten bei # und # sind jetzt nicht mehr unwesentlich.
Nihere Untersuchung # ergibt:
Dann und nur dann werden 7, £ und ¢ reell bis auf additive imaginire Konstanten
bei z und ¢, die sich durch geecignete Wahl von ¢, und ¢, beseitigen lassen, wenn
bei reellem 4 und B: # = u + mog; v =9 4 nby,
bei konjugiert komplexem 4 und B: . =4 + mwi; v =9 + nd&; ist.
Dabei bedeuten u und v unbeschrinkt veridnderliche reelle Variablen, # und » ganze
rationale Zahlen, die mit nachstchenden Einschrinkungen beliebig gewahlt werden diirfen:

Sind 4 und B reell und ist 4 > B > 1, so mul3
entweder 7 gerade und #z ungerade
oder » ungerade und » gerade sein.

Sind A4 und B reell und ist B <1, so muf}
m ungerade und #z gerade sein.

Sind 4 und B konjugiert komplex, so muf}
entweder 7 gerade und 7 ungerade
oder » ungerade und » gerade sein.

Bedeutet nun ', #’ ein beliebiges, aber bestimmtes zulidssiges Wertpaar #, », so kann
man ¢, und ¢, derart wihlen, dal z und ¢ fiir 2 = »' und # = »' reell werden. Hélt

2 Man verfiahrt dabei analog wie unter a dieses Paragraphen zum-Ausschlu der Annahme v.
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man die so gewihlten GréBen ¢, und ¢, fest, ersetzt aber z', »' durch ein anderes zu-
lassiges Wertpaar, so treten stets additive imaginidre Konstanten bei im tibrigen reellem 2
und ¢ auf, und zwar fiir verschiedene Wertpaare 2, 2 niemals genau die gleichen, da
sich mit » die Konstante bei z, mit » die bei ¢ dndert.

Nehmen wir nun, bei gegebenem R, 4 und B, ¢, und ¢, als ein fiir allemal fest gewihlt
an. Dann heifle die Gesamtheit der Punkte, die man fiir ein beliebiges, aber bestimmtes
Wertpaar 2, » bei unbeschriankt reell verinderlichem #t und v erhilt, ein ,,reeller
Bereich*’ der betreffenden E-Fliche. Ist dabei weder # noch ¢ mit ciner additiven ima-
giniren Konstanten behaftet, so sagen wir, der reelle Bereich ,liege im reellen Raum-
gebiet’, andernfalls, er ,liege im nichtreellen Raumgebiet‘‘. Dann a8t sich der Sach-
verhalt kurz so aussprechen:

Satz 13: Wenn eine nicht entartete E-Fldche tiberhaupt einen reellen Bereich enthilt, so
enthdlt sie deren oo Jeder belicbige von diesen lifit sich durch geeignete Wakl von c,
und c, ins reelle Raumgebiet verlegen, aber niemals zwei von ihnen gleichzeitig. Wird
statt eines reellen Bereiches ein anderer ins reelle Rawmgebiet verlegt, so bedeutet dies im
allgemeinen eine imagindre Schraubung der Fldche um ihre Achse. Diese Schraubung
entartet in eine Translation, wenn nur ¢,, in eine Drehung, wenn nur c, geindert wird.

d) Diese co? reellen Bereiche sind, mindestens der Lage nach, als voneinander ver-
schieden zu betrachten, solange man sie als Bestandteile der ganzen komplexen Fliche
auffaBt. LiBt man dagegen fiir jeden einzelnen von ihnen eine individuelle Wahl von ¢, -
und ¢, zu, die ihn ins reelle Raumgebiet verlegt, so folgt aus § 2, e der

Satz 14: Alle reellen Bereiche der ndmlichen E-FI. negativer Kriimmung diirfen als
gestaltlich identisch betrachtet werden, aufler wenn A > B > 1 ist. In letsterem Falle
sind swei Typen zu unterscheiden:

Typus a entsteht, wenn m gerade, n ungerade ist,
Typus b enisteht, wenn m ungerade, n gerade ist.

Zwei Bereiche des nimlichen Typus sind auch hier gestaltlich identisch, dagegen nicht
zwel Bereiche, die verschiedenen Typen angehiren.

Es geniigt also, in dem letztgenannten Fall je einen Bereich des Typus & und des
Typus &, in allen iibrigen Fillen einen einzigen reellen Bereich zur Untersuchung der
Gestalt willkiirlich herauszugreifen. Ein solcher, isoliert ins reelle Raumgebiet verlegter
reeller Bereich ist identisch mit dem, was man gewdhnlich unter einer ,,reellen E-FL‘
versteht, soll daher auch kinftig so genannt und zum Unterschied von der allgemeinen
Fliche mit f (R, 4, B) bezeichnet werden. Analog sprechen wir von ,,entarteten recllen
Flichen'. Sofern aber eine reelle Fliche bei Entartung in mehrere, nur asymptotisch
zusammenhingende Grenzgebilde zerfillt, soll jedes einzelne von diesen als eigene Fliche
‘gelten.

Fiir den Fall der Nichtentartung wihlen wir diejenigen Bereiche zur Untersuchung aus,
die folgenden Wertpaaren 2z, » entsprechen:

Wenn 4 > B > 1, fir den Typus a: m =o0; n = + 1;
in allen Gbrigen Fillen: m = —1; » = o.
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Dazu kommen noch die Entartungsfille: es entarten, wenn 4 und B reell sind,
fir 4 > B =1 und fiir 1 = 4 > B >0 nur die Funktionen von v;
fiir A > B = o nur die Funktionen von #%;
fir 4 = 1o B =o0 und fiir 4 = B > o0 die Funktionen von z und .
Die hiernach zu untersuchenden Fille sollen kurz durch Symbole ($y), [¥x], {¥x]}
bezeichnet werden. Es bedeutet:
(): die Funktionen keines Parameters entarten;
[]: die Funktionen eines Parameters entarten;
[ }: die Funktionen beider Parameter entarten.

g=1:4>1 Y=1:8>1
$=2:4=1 Ne— 20 Bi=i1
¢=3:1>4>0 e
L=4: B =o.
In einem rechtwinkligen A, B-System ergibt sich daraus folgende Ubersicht:
A
nm
ﬂﬂ
) o §
|
(1 1) 2
“““ Fiir das schraffierte Ge-
biet einschlieBlich der
(| B {2 2} [12 . g
! Randstrahlen sind zwei
i Flachentypen ¢ und 4
| zu unterscheiden.
{33 (2 3] (13)
1
A (3) i
B i
I
(3 4] {2 4} [1 4]

A~
1

Sind 4 und B konjugiert komplex, also 4 =U + B, B =AU — 7B, so treten Ent-
artungen ein fiir B = o oder Y = 0 oder A = B = o. Die erste Annahme fithrt aber auf
schon eingereihte Fille, die beiden anderen (vgl. a dieses Paragraphen) auf Flichen
ohne reellen Bereich.

¢) Fiir die Untersuchung der reellen Flichen in § 5 bis § 13 sollen folgende o. B. d. A.
vereinfachenden Vereinbarungen getroffen werden:
1. Es werde R = 1 gesetzt.
2. Soweit nicht ausdriicklich etwas anderes gesagt ist, bedeute
/n den Hauptwert des betreffenden Logarithmus,
eine Wurzel mit positivem Radikanden den positiven Wert,
arcsin, arctg usw. mit positivem Argument den spitzen Winkel.
Miinchen Ak, Abh, 1936 (Steuerwald) 4
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§ 5. 4 UND B REELL.

a) Einfithrung reeller Parameter und Konstanten.

Um Wiederholungen zu vermeiden, werde hier vorweggenommen, was sich fiir alle
nichtentarteten einschligigen reellen Flichen gemeinsam erledigen 148t, also fiir die Fille
(11)a, (11)b, (13), (33). Dabei sollen hier die drei letzteren wegen weitgehender Analogien
unter dem Namen ,,Flichen vom Typus 4‘‘ oder kurz ,,Fln. ' zusammengefal3t werden.

Statt der Parameter #, v, w fithren wir deren Realteile u, 9, tv ein, haben also zu setzen
(wegen w vgl. unter c)

im Falle (11)a: z =u; v =9 4 &3; w =w + og;
in den tbrigen Fillen: # = u—wg; v =v; w = w.

Wenn A4 <1, setzen wir 7C = C’' >0; wenn B <1, D =D' >o.
b) Beseitigung von Mehrdeutigkeiten.
1. Wir setzen vo=¢edg (0<e<1). (5; 1)

2. Uber /n Z—EZ—_‘——:'—’) y ¢, und ¢, soll so verfiigt werden, daB3 ¢ (v =0) und 2 (4 =0)
— %

verschwinden. Daraus folgt

, _ g(w+ov) . 53 (9 + vo),
im Falle (11)a. In 5‘—(0——110) = 27379 + In -5'3 (D—-'I/o)’ (5’ 2)1
i =
€p =1 ("la‘”o—"*)s; Vo] ¢,=0,

In LA AT, =in 4+ In g okl

in den tibrigen Fillen: Sl 5 (vg—10)’ (5; 2)"

3 ¢, =— (N3 + e303).

€, =—

14

vid

In beiden Fillen ist dem letzten Logarithmus der Hauptwert beizulegen. Dadurch wird
gleichzeitig W eindeutig, und zwar fiir o <9 < 2&; positiv.

c) Beschrinkung des Untersuchungsbereiches.

Infolge der Symmetrieeigenschaften der Flichen (§ 3, II) geniigt es, den Bereich zu
diskutieren, den man erhilt fiir ,

I\

0Sus20; 059 <B;.
Er heiBe der ,,reelle Elementarbereich’‘ €.
Vielfach ist es aber zweckmaBig, ihn durch Hinzunahme weiterer nicht reeller Werte

von v zu erweitern, und zwar folgendermalBen: Wir definieren, nunmehr eineindeutig,
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P -
im Falle (11)a: w—m3+m—w3+ — o
Integrationsweg: das Knickintervall [7/0 Y s PRRIY - 1 H
o &,
o (o7} 1o}
in den Fillen (11) b und (13): w=m=f——$}; %
Integrationsweg: die Strecke [o0...&,];
o &,
! g Wy
im Falle (33): w—m--f Vdv, %)
Integrationsweg: das Knickintervall [o...&;...&,].
o @y

Im Einklang mit b) ist dabei stets W = o zu wihlen.

Durchliuft die obere Integrationsgrenze das ganze jeweils angegebene Intervall, so
geht v von o bis w,. Wir definieren nun den ,,erweiterten Elementarbereich* €, der
Fliche durch den Wertvorrat: o Su <20;; 0 Sw L 0.

€,, wird nur firr (11) b und (13) mit €, identisch; in allen tibrigen Fillen umfafit €,
mehr Werte von v als €,. Fiir eine Kr.-L. 7, die zu €, aber nicht zu €, gehért, wird zwar
7 und z, aber nicht ¢ reell. Sie liegt also auf der Fliche selbst nicht, wie die Kr.-Ln. des
€,, in einer reellen Ebene, 148t sich aber in einer solchen zeichnen und diskutieren.

Nunmehr lassen sich im Sinn des § 3, VI a1 die € aller zum gleichen Typus gehérigen

Flachen der Schar% = const. eineindeutig aufeinander abbilden, d. h.

Satz 15: Die Kr.-Ln. w der Cy aller zum gleichen Typus gehirigen Flichen der

Schar % = const. sind bis auf den Mafstab gestaltlich identisch, ihren linearen Aus-

. 1
mafen nach proportional su q

d) Wertvorrat der wichtigsten GréBen fiir den €.
Setzt man (vgl. Text zu (1; 13))

i « Dy, o e . 5 Vel Ny
im Falle{(ll) a: e X=X, e i (Y,+ YY), (553)
;

2O o S S 3 M
Xz—Xl,e Y+ Yy, (5; 3)

in den tibrigen Fillen: e =

4
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so gilt nachstehende Ubersicht.® In dieser, wie stets kiinftig, bedeuten die Pfeile monotone
Anderung und weisen vom kleineren zum groBeren Wert. =4 0o sind als Grenzwerte bei
Anniherung vom Innern des betrachteten Intervalls her aufzufassen.

=1 eV 7z Xy b o
o o + oo — 00 + o0 — o0
vy ooy 4 v A v
1. flir(iya | ‘ ey i ' o
o, T A o V4r—Be o
4 4 g 5 e A4 ¥
20y ‘ + oo + oo + oo + o0 + oo
v W "id 4 w 1Y, (gl ¥
Vo o A+ B z o A B | —ARB
- \Z 4 \4 i 4 ¥
2. fiir (11) a —
®; | W@y | C+D 0 1 c D | —CD
RN
&y o, iVA2—32 —D | B A*—Bt| o 0
% u U U’ i X, iX, !
— o, o i 41—_8 o A —B| AB
5 fivalle 00 N i o0 g
o 1
Flachen b TN S B | yva—p o o
A4 ¥ 4 4 . g 4
20— W5 | 20 AiB o A B |—ABRB
v=9| W ev V' w Y, Y, v
4. fir (11)b | © o +0c0 |—oo|tbojtoo]| 400 |+00
eCAC R T 4 O A
@, w, |Var—pB*|—C| 4 o |V4a*—B*| o

%’ Diese Ubersicht bleibt sinngemiB fiir alle Entartungsfille giiltig, in denen B > o ist.
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v | w oA e R R R N
o o —+ oo — 0 |+ oo [ + oo +oo |+
: v ¥ 1 v A A A A
5' fur (33) e - ’ —17 e ] R ,‘_>——'1“ *T*,—
&, |w@y| C'+D o 1 ¢ D D
4 A 4 A 4
@y ©, | V4ar—p2| iC’ A o 4_p5| o

e) Ausgezeichnete Punkte der Kr.-Ln. w.
Zugrunde liegt €.
1. Wir definieren einen Spezialwert von w durch die vertriglichen Gleichungen:
.

dw=23B; *w=u4; %ﬁw=VA_2+—B_2. (55 4)

Dieser Wert moge mit tv; oder mit v, bezeichnet werden, je nachdem er bei (11) a oder
bei den Fln. b auftritt, nicht nur weil ihm im ersteren Fall ein anderer Wert von v ent-
spricht als im letzteren, sondern auch um spiterer Analogien willen.

% hat fiir alle Flichen der Schar -g = const. den namlichen Wert., Geht g von 0O
1

bis 1, so geht m—l monoton von 1 bis o.
1

Beweis: Nach (2; 15) und (2; 16) ist fiir die Flichen b W (w) =% 1w und w =

W (0)
W . w . : A e
s+ Fuhrt man hierin y = ——— als neue Integrationsvariable ein, spezialisiert

o 14 . W (w)

fir v = 1w, = w, und W = @, und setzt noch ad hoc g = A, so ergibt sich:

an

3={fV[ ) }:{fV(n*—l) (=)

gt 1_}_—)\2'] [(n2 SIS R n’]

}, 53 )

woraus man abliest, daB mit wachsendem A das erste Integral ab-, das zweite zu-
nimmt.
0y

A L e e 3
Furﬂfz=5(]/5—i-1)w1rdm1=2
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Als Nachtrag zu d) dieses Paragraphen ergibt sich:

v | w eV V! W iV, | iV, v
far (1 1) a e ARB A2 ' 2 42 pe
VT G A8 el | BY, et
ﬂl!mlv A+ B2 — 'TAj'g_I_Bz' VA2+32|VA2+.32;VA2+.32|A2+‘Bz
Fiir CD <1 ist V' (w,) positiv imaginir.
irdie | 2 | w | & v w AR N
Flichen b vy | Wy (A4 B| —VAr+B—1 Vaz+ B | B | A AB

Fiir 4% + B2 <1 ist V' (w,) positiv imagindr,

2. Bei Beschrinkung auf die Werte des €, existiert zu gegebenem w hochstens ein
Wert von u, fiir den S (u, w) = o wird;?® er heile, wenn vorhanden, u,, ().

Im gleichen Sinn existiert zu gegebenem v hochstens ein Wert von u, fir den U (u)
+ ¥ (w) = o wird; er heiBe, wenn vorhanden, u, ().

Soweit zu dem nidmlichen w gleichzeitig u,, (iv) und u, () existieren, ist im Falle (11)a
stets u,, < u, < oy, in den Fillen b u, < u,, < w,. Dabei ist fur w = o, tberall ,,=*
zu lesen, sonst iiberall ,,<C‘. ‘ .

Statt » [u,, (w), w], z [u, (w), w] usw. werde kiinftig kurz geschrieben: 7,, (w), z, () usw.

3. 1, (w) existiert bei den Flichen b zu jedem w; bei (11)a nur, wenn w; <w < o
ist. Aus S,, (w) = o folgt cos y,, (w) = o0, d. h. & (w = const.) erreicht fir u = u,, (W)
im allgemeinen einen Extremwert, und zwar bei (11)a ein Maximum, bei den Flichen b
ein Minimum. : ' '

Ausnahmsweise entsteht aus Symmetriegriinden statt eines Extremums von z:

bei (11)a fiir w = ,, u = o ein Wendepunkt;
bei allen Flichen fiir w = w,, # = w, cine Spitze.

4. u, (w) existiert bei (11)a zu jedem w; bei den Flichen b nur, wenn w, <w < o,
ist. Aus U, (w) + V (w) = o folgt p] (w) = o, d. h. die betreffende Kr.-L. w hat im all-
gemeinen bei u = u, (v) eine Spitze. , PRI

Ausnahmsweise behilt aus Symmetriegriinden die Kr.-L. w = w, der Flachen b bei
u = o die normale Form.

f) Die rdumliche Riickkehrkurve (R.-K.).

Sie wird gebildet von der abgeschlossenen Menge der unter e4 erwidhnten Spitzen,
soweit diese der reellen Fliche angehdren. Zwecks leichterer Veranschaulichung legen

2% Fiir v = v, im Falle (11)a und w = o bei den Flichen b ist § = o zu ersetzen durch
lim S (u, w;) = o bzw. lim .§ (4 = w,, W) = o.
n—0 w—>0
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wir durch jede Spitze einer Kr.-L. v des €, eine Parallele zur z-Achse und wickeln die
so entstandene Zylinderfliche auf eine Ebene ab. In dieser fithren wir ein neues Kar-
tesisches Rechtssystem (7, Z) ein, ndmlich als 2-Achse die zum kleinsten nicht negativen
Wert von v gehorige Mantellinie des Zylinders, als 7-Achse dessen Schnittlinie mit der
Ebene z = o des urspringlichen Koordinatensystems. ¥ ist also die Bogenlinge der
Projektion der R.-K. auf die Ebene # =0, und zwar wachsend mit v, somit:

9
o aly 2pe__ 77273 . 5 — . dF —u'v’ )
4 debVA H s s O d}"/_]/;lz'Bz_U/zV/z;

0 bzw, 9,

(5;6)

d (a’é) _ ABEY (V'

A4 oo ) 3 =g I 2 2 2
LT dabei ist U’ =V A% + B* — W? zu setzen.

T U'(42BR—_Utp

Die Fortsetzung iiber den €, hinaus ergibt sich aus der jeweiligen Symmetrie. Vgl.
ferner Satz 5; 5, S. 17.

g) Z und .
Wir setzen
) _ & T
_mABz 1l - Z: 1(”1;”0—7)100)_5:(1) G5 7)
und verifizieren

fur alle Fille: ;— z (W = 20,) = Z, unabhingig von w; (5;8)
2 . A I 'wg—@'ﬂod_”_ T o7 RN
fiir (11)a: <p(v—w1)—zz. —@v—-@vo_(p_l—f (559

21

@ :

fir die Flichen b: o (v = &) = = [ — 2 %2V _ g o)

2¢i) Pv— Py,
0

Uber additive Vielfache von : bei @ wird dabei folgendermaBen entschieden: man

betrachtet vy ad hoc als variablen Parameter und fiithrt diesen von seinem urspriinglichen
Wert aus stetig in die nachste dem Integrationsweg nicht angehérige primitive Halb-
periode, also in &, bzw. &4 iiber.28

27 Der Akzent bedeutet Integration auf direktem Wege und ist bei der Integration lings cines reellen
Intervalls weggelassen.
(5; 9)' bestitigt eine Vermutung von Lenz (S. 23).

% Schwarz-Weierstraf3 Art. 6o S. 9s.
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Um zu sehen, wie sich Z und ® bei Anderung von A und B verhalten, stellen wir
diese Gréflen als Integrale dar, und zwar unter Zugrundelegung einer Fliche 4. Setzt

Lo e O " X A [UP—
man bei einer solchen w = w,, so wird u T BXV = —/U,z a’u ander-
seits & = 4B / —. In diesen Ausdriicken fithren wir statt u und v andere Integrations-
variable ein, namhch
!
bei Z: { = %;
el - A4
bei @ in den Fallen (11)b und (13): 0 = W
im Falle (33): = LW
Dann ergibt sich mittels der Ubersicht d) dieses Paragraphen:
1
B [ dV1—0¢
Z——Azf TRy , B2 8, (5; 10)
5 |1—¢ VT
:d
ferner fir (11)b und (13): @ = f W ﬁ—T— PR (T
Vi le—]
B
27 :

dagegen fiir (33): Q= = Ll - (50

A

Daraus liest man folgendes ab:
Satz 16:%

1. Stets ist Z >0 und ® >o0; A—->oomzt <1fuﬁrtaufZ—>ound(D+o

. e 4 . :
2. Ist A > B >0, so nimmt Z zu, wenn von den Grifien 5 und Ve keine zunimmt
und wenigstens eine abnimmt.

3. Ist A >1 und A > B > 0, so nimmit © zu, wenn von den Grifien A und % keine

sunimmit und wenigstens eine abnimmt.

2 Die Sitze 1, 2, 3, 5 gelten auch fiir B = 1; die Sitze 1 und 2 auch fiir 4 = 1.,
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4. Ist 1 > A4 > B > 0, so nimmit O zu, wenn von den Grifien A und B keine abnimmt
und wenigstens eine sunimmdt.

5. Ist A2 — B®*2>1 oder A? 4 B? X 1, so ist @ <T£.

Zum Beweis der letzten Behauptung {iberzeugt man sich leicht, daB bei Erfiillung einerder
1
beiden Voraussetzungen der Integrand in (5; 11) bzw. (5; 11)” fiir alle 1 unter —————
g g (55 11) .(5 ) n<uerm
bleibt und fiir n = 1 diese Schranke hochstens erreicht. Also: @ < f ]/ I T do
‘ : i~ 2

§ 6. DIE FALLE (11)a UND [12]a.

L (11)a A>B>1Lu
a)r Koordinaten.

(4*—DB%Hcucw

rM,mw) = e
( g ) Aczuczm Bcluclm
1 6 Aoyuc;w—Bo e,
zu,Ww) = U-re Sl H .
( ) AB( T ) 63 Acyuc,w— Bolic;w’ 6; 1)

.ln0'3 (”"l‘ﬂo)

a
¢ (0)=iv> g—
c 2" 63 (0—vg)

b) Gestalt der Kr.-Ln. w des €

Wir teilen die Kr.-Ln. w des € in 5 Formklassen:

Wert von 1: ) 1——)- Wy ——5 @y

Formklasse: ' . 1a l 2a 3a | 4a 5a

1a: 7=0; v == fiir jedes u; # andert sich mit u wie bei 2a. Die Achse wird von z=0
bis z =z, <{ 0, dann in entgegengesetzter Richtung von z=2z, bis z=27Z >0
durchlaufen. Fig. 13. '

30 Die nur von % abhingigen Ausdriicke 4 Z, BZ und ‘% Z stellen in dieser Reihenfolge das
Verhiltnis = dar fiir die Kr.-L. w = &, von (11)a, fiir die Kr.-L. w = «, der Flichen b und fiir die
max . :

Kr.-L. w = o der Flichen 4. Alle drei wachsen, wenn% abnimmt.

31 Vgl. Lenz S, 21—25.
Miinchen Ak, Abh.1936 (Steuerwald) 5



Fig. 12.
e r ¥ Y e’ zug(iil;:li ::Sgeite Besonderheit
o o o stumpf | 400 Wendepunkt
N N A N A konkav
Spitze
U 75 2 stumpf o Maximum von 7
Minimum von z
o e B ¢ \4 A konvex
20, | o | 2Z | stumpf | —o0 Wendepunkt

3a: Y (u=0) =1v;,(wy =g; sonst wie 2a. Fig. 11.

Fig. 10.
4a: , , der Achse ¢
u r z Y P Fanelahicts ate Besonderheit
o o o spitz + oo Wendepunkt
¥ ¥ ¥ ¥ A konvex
U | 7m |em<Z g B Maximum von #
e ety \4 4 konkav
Spitze
Ug 7s 2, stumpf o Maximum von 7
Minimum von 2
¥ 4\_ N ¥ A konvex »
20| o |2Z | stumpf | —o0 ‘ Wendepunkt

2, (w) wichst monoton mit w. 2z, (w,) < o0; z,(w;) =2Z > 0. Also liegt zwischen w,
und @, ein und nur ein Wert von w, fir den z, (w) = o ist.

Fig. 9.
5a: . ; der Achse .
u 7 z Y P guzclcbiie seite Besonderheit
o o) o spitz | 4 00 Wendepunkt
¥ Y ¥ A konvex V
. B a3 i ’ Spitze
= =5 el g Z 2 2 Maximum von 7

¥ A ¥ ¥ A konvex

20 o | 2Z |stumpf|—o0 Wendepunkt
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Die Spitzentangente ist hier Symmetrieachse der Kurve; diese selbst ist bis auf den

MaBstab identisch mit dem Meridianprofil der Rotationsfliche (4 = < B =1) vom

B’
elliptischen Typus (s. {12]a, S. 38).

Bei allen 5 Formklassen sind die Punkte u = 0 und u = 2w, Symmetriezentren der
iiber den Elementarbereich hinaus fortgesetzten Kurve.

¢) Die in der vorstehenden Ubersicht vorkommenden Gré8en
indern sich mit w in folgender Weise.

Wy =0) v (t=20)| u 7s 2 Ys
o T T 1w, o _AI—B (% e +€3w1) T
< 0, endlich

\ 4 4 i \4 \4 ¥ . i
Wy g ;E-l- 2 arctgg us (w,) VAz_l—l-:E?_; <o 7T — arccos ‘ﬁgiﬁ
4 A 4 4 \4 4 4
©, | arccos g 7 — arccos g 0, ‘% Z i g

m U, 7. B 91;1

0y o o + oo

\4 \4 \4 b g P

, ©, A% zZ o

d) Der reelle Elementarbereich €,.

u = o0 und u = 2@, sind konische Punkte.
Die Kr.-L. p = o ist geoditische Linie.

¢ wichst monoton mit . ¢ (9 =0) =0; ¢ =&, =P + g
Je nachdem CD % 1, also A%z.-f— # % 1 ist, wird w (&) % ,, gehort also die Kr.-L.

2a . " A .
v = 0 zur Formklasse ia. Sie nahert sich fiir B - co bei konstantem = immer mehr der
a

B
Form 1a, ohne diese wirklich zu erreichen. Nur die w = w (&) entsprechenden Kr.-Ln. w
gehoren dem €, an.
5%
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Im einzelnen ergeben sich fir v = o folgende Werte:

T I r z y' p’
o o} o arctg C + arctg D + oo
1
i A B | -2, T —arccos 4 o
z‘ml o 2Z © — arctg C - arctg D —
Dazu nur fuir €D £ 1:
o Vi1=cC2D? p ™ wiecn
& AB Z 2 V1— C2D?
' ) CH4D ,  sumpt | >
R W T i 2. .
v’ (u =0, v =0) = arctg D St et je nachdem CD = 1.

e) Die konischen Punkte u =0 und u =2w;.

Satz 17: Wickelt man die Tangentenkegel in den Punkten & = 0 und w = 2 w, einer FI.
(11) a, soweit sie dem €, angehiren, auf eine Ebene ab, so entstehen zwei Sektoren, deren

Offnungswinkel — absolut genommen — supplementir sind.
Beweis: Bezeichnet man ad hoc diese Offnungswinkel mit € (0) und ¢ (2w,), so be-

rechnet man:

_— ©1 _, ¥y 4 p=0 - -Q )
e(0) = zOf(Y1 + Vy) z.ib = arctg + arctg 72 I T — arccos
) o Y, L | p=0
e(zay) = zOf(Yl — Y,) dv = | arctg 7 A arctg S loes, = arccos ~ ;

also € (0) + e (2y) = .

f).Die Riickkehrkurve u =u, (v) im €,,.

Ihre nach § 5, f hergestellte Abwicklung zeigt folgenden Verlauf:

Fig. 62.
_ _ dz der y-Achse .
4 4 s dy zugekehrte Seite Besonderhele
o o 2 ((0:=10} o Minimum von Z
\4 24 \4 ¥ konvex
By 7 (@y) 7 D Wendepunkt
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Fortsetzung -iiber den €, hinaus fiir — oo <9 < 4 00; 0 < u, << 2w, ergibt sinus-
artigen Verlauf,

Die Projektion der R.-K. des €, auf die Ebene z = o ist frei von singuliren Punkten,
kehrt dem Pol » = o die konkave Seite zu, steht fiir p = o und v = &, auf dem Radius-
vektor senkrecht und bildet im {ibrigen mit demselben spitze Winkel, die durch ein Mini-
mum gehen. 7, wichst monoton mit .

‘g) Beziehungen zwischen den reellen Elementarbercichen €, und €,
zweier Flichen f (4B) und f (¢4, ¢B) vom Typus (11)a.

Wir nehmen an: ¢ > 1, und bilden nach § 3, VIa €, und €, aufeinander ab. Nach
§ 5, c ist dies eineindeutig- méglich. Dann ergibt sich fiir v = &g

1
@ZU=53+§=83+1;

w =g pw = e3 -+ ¢%;

St

%377:53‘1‘?2— =b’=3+§2‘—1>5’~3=§(&’3)-

[SSIET

Dem Wert v = &4 entspricht also ein Wert o = § (&,) + &,, fiir welchen 0 < ¢ (&)
< &, ist. Demnach entspricht jeder Kr.-L. v von €, eine und nur eine solche von &,
aber nicht umgekehrt. Den Kr.-Ln. § von &,, fiir welche 0 < § < § (&,) ist, entsprechen
Kr.-Ln. von f, die zwar noch dem €, aber nicht mehr dem €, angehéren. Das besagt:

Satz 18: Innerkald der Flichenschar % = const. vom Typus (11) a wird, wenn A und B

abnehmen, der Formenreichtum der Kr.-Ln. v des €, germger Der Abbaw erfolgt von der
Seite v = 0 her.

Fiir B> 1 bleibt nur noch dié Form j5a ibrig als Meridian der Rotationsfliche vom
elliptischen Typus [12] a.

Anderseits folgt aus Satz 16, 3 in § 5, S. 32
® (9A4,¢B) <® (4, B), wenn ¢ > 1.

Es gehért also zur formenreicheren Fliche der kleinere Wert von @. Dieses Paradoxon
findet seine Erklirung durch Satz 8, S. 19.

h) Die ganze Fliche (11)a.

‘Von den Symmetrieelementen des § 3, II treten bei (11) a folgende reell auf (47, &7’
=0, 1, 2... unabhingig voneinander) (Fig. 76):
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S.-Zentren u=2/w;%
S.-Ebenen durch die Achse v = 2/&;

S.-Achsen: die Lote auf die Achse in den Ebenen v = (27 + 1) &, durch die
Punkte 1 = (27’ + 1) wy;
die Lote auf die Achse senkrecht zu den Ebenen v = 2 /&, durch die
Punkte 1 = 27" 0;.

Demnach 148t sich die ganze Fliche aus dem €, folgendermafen herleiten:

1. Man lasse den €, eine Drehung vom Betrage = um die Spitzentangente der Kr.-L.
v = &, ausfithren;

2. man spiegle dann an der Ebene v = o;

3. man nehme zu dem ganzen jetzt vorhandenen Bereich alle diejenigen hinzu, die aus

ihm durch Drehung um die Achse vom Betrage 4/ ((D -+ g) (£ 7=1,2,3...)cntstehen;

4. man lasse das Ergebnis von 3 eine Drehung vom Betrage = um das auf der Ebene
9 == 0 im Punkte u = o errichtete Lot ausfiihren;

5. man nehme zu dem ganzen jetzt vorhandenen Bereich alle diejenigen hinzu, die aus
ihm durch Translation ohne Drehung lings der Fliachenachse vom Betrage 4/Z (4 /
=1, 2, 3 ...) entstehen.

Ziffer 1, 2 und 4 sind so zu verstehen, dal3 jeweils der neu entstehende Bereich zu dem
vorher schon vorhandenen hinzuzunehmen ist. Entsprechend sind auch spitere derartige
Vorschriften zu deuten,

IL [12]a A>B=1.

B -1 fithrt auf @3> 700; &;> erc;; T1i~> Cg_r Das frithere Knickintervall [zy ... &3 .
®,] reduziert sich auf den Strahl der positiv imaginiren Achse von v, = Z,z—ln a+0)

bis + 7 co, das Intervall [&; . . . &,] also auf den unendlich fernen Punkt. Ausfithrung der
Grenziiberginge ergibt fiir den €,:
NG o, o e, €8 Yol R B A s X
7’—20_—211, z——z(;zu-i-e?,u), (p——-Ab, (D+—2'—-“2*'Z:. '(6,2)
Das sind die Koordinaten einer Rotationsfliche vom elliptischen Typus (auch Kegel-
typus genannt) mit den Meridianen 9 von der Form 5a und den Parallelkreisen u. Die
Riickkehrkurve hat sich zum Riickkehrparallelkreis verflacht. Fig. 63.

32 Lenz (S. 23) gibt irrtiimlich statt der S.-Zentren S.-Ebenen an.

3 Es fillt auf, daB3 © hier einen bestimmten von o verschiedenen Grenzwert hat, trotzdem jede Meri-
dianebene Symmetrieebene ist. Diese Tatsache tritt kiinftig wieder in Erscheinung bei den Beziehungen
der Rotationsflache [12]a zu ihrer nicht mehr rotationssymmetrischen Komplementarfliche [12]b; vgl.
§ 8, II, § 10 und § 15.
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§ 7. DIE FALLE {11}a UND {22}a.

L {i1}a A=B> 1%
Fir 4 > B werden oy, 1y, &, 71, Z und ® unendlich. Weitere Grenzwerte:

iT Awi iT Cri

e e = 5

2C"

. (73 1)
1

=Z,arcth m1=Zln(1+ V 2).

Das Knickintervall [z, .. &3..&,] geht von v, geradlinig nach &5 und von dort parallel
zur Achse des positiv Reellen bis co.

Halt man beim Grenziibergang irgendeinen bestimmten Punkt des €, von (11)a im
Endlichen fest, so riicken andere Teile desselben ins Unendliche. So ergeben sich dreierlei
verschiedene Grenzgebilde, je nachdem man festhilt

a) den Punkt u =0, v = o0;

b) den Punkt u = 0, ¥ = &;;

c) einen der Punkte

U=0,0==081; U=0,0=0; U=20,9=0; U=20;H=0,.

a) Grenziibergang ergibt:

T 1 —7AshCo —C?2 — A% h%Co
W) = w@)— 2% =L gy —IACO Vo L o)

Firv =v,...®zistin (7;2) s2Cv =7sin C|v |, firv = &;3...&H3 4 oo ist dort s4Cv

. =1{Zch (v zu setzen. Je nachdem 4 % V 2 ist, wird w, % w (B3).

(i1, 1) = 2shAwshdw ( _ sh(2A4u)
7 (W) = i du Fohidwy * MW =8 T T o dwy
_ 2CshAwV A%sh*Co +1 _ ; C2sh (2Au)
7 (%) = e ArckiCyy s T =Y TACTS A F ey (733)

@ (v) =9 -+ arctg (C tanh Cbv).

§6,1b bis Ig (S. 33 ff.) bleiben sinngemil giiltig, wenn man dort &,, &,;, Z und ®
durch oo ersetzt und fiir jedes w: vy’ (u = c0) = = setzt. Fig. 18-22.

Fiir endliches u und v verhilt sich die neue Fliche im €, (u 20, v = 0) ganz analog
wie (11)a fiir o S u <ow; und 0 v < &;.

3¢ Koordinaten ohne Diskussion bei Kuen S. 204. Von den drei dort auf S. 205 als zulissig erklarten
Arten der Parameterwahl fiihrt die erste auf {11}b, die zweite auf {11}a und die dritte auf {33}.
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1t > 0o bei endlichem v fithrt auf » > 0; 2> 0c0; ¥’ > n. Wihrend also die Kr.-Ln. v
von (11)a fiir 4 = 2 w; die Achse im Endlichen schneidend durchsetzen, nihern sie sich
hier fiir 1> 0o der Achse als Asymptote. Der frithere konische Punkt 1 = 2 w, ist gegen 2
= -} 00 zu einer asymptotischen Spitze ausgezogen, analog wie bei der Pseudosphire im
Vergleich zu den Rotationsflichen vom elliptischen Typus.

Fiir v > 4 oo und endliches # umwindet die Fliche die Achse asymptotisch. Der
Offnungswinkel am konischen Punkt 4 = o nimmt mit wachsender Zahl der Umlaufe
gegen o ab.

Fiir v > + oo nihern sich die Kr.-Ln. ¢ immer mehr der Traktrixform, indem gleich-
zeitig ihre Spitze lings der R.-K. gegen 2z = - oo wandert. Der Neigungswinkel der

R.-K. gegen die z-Achse nimmt hier wie frither mit wachsendem 9 monoton ab von = bis

Z — arctg D. Wihrend aber letzterer Wert bei (11) a fiir v = &, wirklich erreicht wurde,

ist er hier der Grenzwert, dem jener Winkel bei wachsender Zahl schraubenartiger Umliufe
um die Achse zustrebt. Aus all dem folgt: fiir p > 4 co nimmt die Fliche in der Umgebung
der R.-K. immer mehr den Charakter einer Schraubenfliche mit der Traktrix als Profil
an. Eine solche ergibt sich in der Tat beim Grenziibergang b (s. unten).

Die Abwicklung der R.-K. im € erinnert an einen symmetrisch halbierten Hyperbel-
zweig. Der andere Halbzweig wiirde dem Wertbereich u =o0...400; 9 =0...—0
entsprechen. Fig. 68.

Die Projektion der R.-K. auf die Ebene 2 = o nihert sich dem Kreis » = — von innen

A
asymptotisch.

Satz 18 S. 37 bleibt sinngemil giiltig.
An Symmetrieelementen -sind noch vorhanden:

das S.-Zentrum u = 0;

die S.-Ebene v = o;

eine S.-Achse senkrecht zu dieser Ebene durch den Punkt u =o.
Demnach erhilt man aus dem €, die ganze Fliche folgendermafBen:

1. Man spiegle den € an der Ebene p = o.

2. Man erteile dem Ergebnis von 1 eine Drehung vom Betrage = um das auf der Ebene
= 0 im Punktc u = o errichtete Lot.

Die ganze so erhaltene Fliche heifle kurz: ,,Hauptfliche {1 1]a“.
b) Setzt man U — w; = u*; v —&; =v*; W — o, = W*;
T
2—Z=2% ¢— (<I> +—2-) =% 7 =r%

stellt »*, 2* und @* als Funktionen von u* und v* bzw. w* dar, geht dann zur Grenze
A > B iiber und 148t schlieBlich zur Vereinfachung alle Sterne wieder weg, so erhilt man:
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1 1

Co
m=7"’“”*ﬁﬁ%ﬂﬁ:6’“mw_" e CE
(7; 4

1
Ackhk (Au—Cyp)’

o =b; 7(uv) = z(u,b)=u———}l~tanh(Au—Cb).

Dies sind, wie schon angekiindigt, die Koordinaten einer rechtsgewundenen ,,Minding-
Dinischen Schraubenfliche®. Thr Profil ist die Traktrix, ihre R.-K. eine gewd&hnliche
ﬁ, der Ganghohe Z—Zg und dem Neigungswinkel Z— arctg C

gegen die Achse. Die Abwicklung der R.-K. wird also hier eine Gerade.

Schraubenlinie mit » =

¢) Bei allen einschlidgigen Grenziibergiingen ergibt sich #» > 0. Grenzgebilde ist also
die Achse, was aus deren Eigenschaft, Asymptote der Kr.-Ln. v der Hauptfliche zu sein,
hinreichend evident ist. ‘

Nachstehende Ubersicht soll zusammenfassend und erginzend veranschaulichen,
welche Gebilde entstehen, wenn man jeweils den durch das Wertepaar u, v gekenn-
zeichneten Punkt von (11)a beim Grenziibergang zu {11}a im Endlichen festhilt. Da-
bei bedeutet H, die Hauptfliche {11}a in der Lage, wie sie unter a gefunden wurde;
H, die aus H, durch Spiegelung an der Ebene z =0

o { \ H (oder x = 0) hervorgehende, nur der Lage nach von

= ¢ H, verschiedene Fliche; R ecine rechtsgewundene, L

eine linksgewundene M.-D.sche Schraubenfliche; ein

o | L R leeres Feld die Achse als Grenzgebilde. Die sinn-

7| gemiBe Fortsetzung der Ubersicht fiir weitere Wert-

o H, paare u, v ergibt sich durch schlichte und liickenlose

Uberdeckung der Ebene mit Quadraten, die aus dem

-o;] R L stark umrandeten durch Translation ohne Drehung

Lo hervorgehen. Erst die Gesamtheit der durch dieses Netz

y _5,11‘ o ®, | 2®,| symbolisch dargestellten Fliachen bildet das Analogon
: | zur ganzen Fliche (11)a.

IL (22}a A=B=1.
©®y, N, @y, B3, Z und ® werden unendlich. Weitere Grenzwerte:

in in :
GG 0 Tl I U it (Ol wy=1In@+V2) (7;5)
Nur wenn man einen Punkt der R.-K. im Endlichen festhilt, entsteht beim Grenz-
1 ergang aus (11)a ein von der Achse verschiedenes Grenzgebilde, und zwar die Ro-
tationsfliche mit der Traktrix als Meridianprofil, die Pseudosphire. Koordinaten:

1
= e—— = —— 2 —] o3 —3 T ;6
7 = z u—tanh u; @ =9; w=o0 (7; 6)

Miinchen Ak, Abh, 1936 (Steuerwald) 6
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§ 8. DIE FALLE (11)b, [12]b, (13), [23] UND (33).
L (11)b 4> B > 1.3

a) Koordinaten.

(A? — B?) syu0,m

7o) = AB (Aocy,ucytw — Bo‘luclm)
1 GI [0 Ao'zuo'lm'_‘BcluG2m .
) ss T 4B ( plets 311) 0'3u Aoyuicytw — Bouo;w’ (i)
g 6‘( + 9)
o (o) =179 T 6_'( —

b) Gestalt der Kr.-Ln. w des €.

Wir teilen wieder die Kr.-Ln. w des €, in 5 Formklassen:

Wert von v ‘ o —_— 0, e ®,
Formklasse e 2b 3b 4b 5b
Fig. 4.
1b: der Achse :
u 7 z v p’ ifgeleehnte Seits Besonderheit
>o o ’ o <0 Maximum von 7
\Z A A \Z A konkav
|
(1% ¥in B g O | Minimum von 2
\4 4 \4 N2 A konvex
2 0 =0 27 T <0 Minimum von 7

1 b ist elastische Linie.

2b: Verlduft, abgeschen von quantitativen Unterschieden, wie 1 b, ist aber keine Elastika.
Fig. 5.

3b: Ebenso; nur wird fiir 1 = 0 = u, (W,) bei normaler Gestalt p’ = 0, wodurch sich
die fiir w > w, auftretende Spitze ankiindigt. Fig. 6.

8 Vgl. Lenz S. 11-20.



43

Fig. 7.
[
4b: l der Achse
! | ’ :
u 7 z Y | P PapclEhie it Besonderheit
o | >o o | o | >o ' Minimum von 7
v | N N v N A konvex
* ~ Spitze
Us 7s B Rz ¢ Maximum von 7 u. 2z
N A A N A konkav
iy T g g 0. Minimum von z
N i A N ¥ A konvex
20, >o0 27 17 <0 Minimum von 7

Setzt man eine Kr.-L. 1b, 2b oder 3b iiber den E.-B. hinaus durch Spiegelung an der
Ebene z = o fort, so entsteht in dieser Ebene ein Doppelpunkt, da ja 2, <{o0; 2Z > o.
2, (0) wichst monoton mit w. z,, (w,) << 0; 2, (0;) =Z > o. Also liegt zwischen 1,
und e, ein und nur ein Wert von w, fiir den 2,, =0 wird; er werde ad hoc mit w* bezeichnet.
Fir eine Kr.-L. 4 b ist demnach z,, % 0, je nachdem w % 1w*. Setzt man eine solche Kr.-L.

durch Spiegelung an der Ebene z = o fort, so entstehen in dieser Ebene fiir o < w* zwei

Doppelpunkte, die fiir v = w* in einen Punkt der Selbstberithrung zusammenriicken und
fir w > w* fehlen.

Fig. 8.
5b: : . der Achse :
1 7 z Y P Minekehiie bl Besonderheit
V42— B? O o
o T o o Ah Minimum von 7
\Z \Z \Z ¥ A konvex
1 = Spitze
o 7 & .
“1 B 2 g Maximum von 7
2 A N A konvex
VZi—5* | S s
2y 2Z T\ V2B Minimum von 7»

Die Spitzentangente ist Symmetrieachse der Kurve; diese selbst ist bis auf den MaB-

stab identisch mit dem Meridianprofil der Rotationsfliche (A- =1; B= g) vom

hyperbolischen Typus (s. [23], S. 50).
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Bei allen 5 Formklassen sind die Normalen in den Punkten u = o und u = 2 &, Sym-

metrieachsen der iiber den Elementarbereich hinaus fortgesetzten Kurve.

¢) Die in der vorstehenden Ubersicht vorkommenden GréBen

indern sich mit w in folgender Weise.

w | 7(u=0) r (4 =20, e’/ (u=o) ' (W =20,
i AB AB 4+ B 7
v A v v St i
(R S b v =ado g
| 4B | ABVATF B (4*— BY) Y 4* + B?
4 4 \4 4 \4
e Y A*—B® ) A2 —B? S, i el
AB AB AV A*—B? A ) A*— B?
w T " | Pm
VA2 + B2 | —1
2 y; iR Va* t B®
¥ ¥ A R v
VAT 4B T B b

U O ey e | <° | V@t BY 4+ A5 ¥ BY
Y| ¥ A v v
Wy [OF] % Z>O o

v U, s 2 e

0,y o VA;;B’-’ o o

¥ \Z A 4 N

wy Wy % Z ZzE
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d) Der reelle Elementarbereich €.

Dieser ist hier mit €, identisch, enthilt also alle Formen der Kr.-Ln. w.

Die Kr.-Ln. u = o und 4 = 2 w, sind eben und geoditische Linien.

¢ wichst monoton mit 9. ¢ (9 =0) =o0; ¢ (v = &,) = D.

Die Kr.-Ln. u durchsetzen die Symmetrieebene ¢ = v = 0, indem sie dieselbe jeweils
in einer Spitze beriihren, welche der Kr.-L. v = o auf deren konkaver Seite senkrecht
zugewandt ist. Als Ort dieser Spitzen ist die Kr.-L. v = 0 ebene Riickkehrkurve der Fliche
und Enveloppe der Asymptotenlinien beider Scharen. Vgl. Satz 5, 4 S. 17. )

e) Die ebenen Kr.-Ln. u =0 und u = 2 »,. Fig. 71.

Gl L (A —=BHYW )
r0.9) = grar,— sy’ 'Y= grar, ey &Y
A2 — B? N
Daraus folgt: 7 (0, ) 7 (2,, 9) = g unabhingig von v, d. h.
Satz 19: 1. Die Projektionen der Kr.-Ln. w =0 und W = 2w, auf die Ebene z = 0
42__pe
sind itnvers zueinander in bezug auf den Kreis r = 1/—A 1B i .

2. Anderseits geht auch durch Drehung vom Betrage 2® um den Pol r = 0 die eine
dieser Projektionen in die andere iiber.

‘Fiir beide darf man o. B.d. A, p" = — 7"/ setzen. Dann wichst die

1
T sh(U+TV)
Bogenldnge mit v und ergibt sich im €, folgender Verlauf:

Lo Winkel zwischen demholasio
9 7 o) p” zugekehrte Besonderheit
Kurve und » p
Seite
itze
gl e o m o SR
4B Maximumvon »
4 4 N4 A ¥ konvex
Var+ B T r_arcsin——o| T
0, T (9y) < = Vi = Wendepunkt
% A ¥ A 2 konkav
- | VAr— Bt 1 A2 — B2
il D T —arctg & e

? (vg) <T2E ergibt sich folgendermaBen: Nach §35,d und e1 ist V"' > 4 B, solange

0 £v <9, (,,=" nur fiir v =1v,); also:
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+
Vidy i V| =
‘P<”2>”A3f #V'2<f1+V'2 f1+lV'|2</1+|V’I2 2

VA + B 41
[ [
U=20w0;: : . | demPol7r=0
v r @ Mkl zw1schen' i | zugekehrte Besonderheit
Kurve und » | | E
I Seite
ol 4—28 5 o o Spitze
AB Minimumvonz
¥ ¥ N ¥ N konkav
42— B ,,;‘ : 1 A2 — B2 S
e —|arcsin ———— il
V2 ABV A2+ B2 PiPg)< 2 VA 5| 248
A N ¥ N ¥ N konkav
- A?— B*? 1 VA2 — B2
B = 0] arctg =

f) Die rdumliche Riickkehrkurve u = u, (v) im €,.

Beztiglich des Verlaufes ihrer nach § 3, f hergestellten Abwicklung sind zwei Fille zu

unterscheiden je nach dem Verhalten von Z,—_- fir v, <v < &y.

ad -
2 B2 > 1 e (B oot
o) Ist 4 B?% > 1, so ist stets . (d}‘/) >o0

8) Ist dagegen A% — B% <1, so existiert zwischen v, und &, ein und nur ein Wert

2
2 1st; und es ist a’i (iz) % 0, je nachdem v § v’ ist.

v =1, fiir welchen /2 = = il
Verlauf:
Fig. 64.
U L7 5 e | st
%S o) o o ‘ Spitze
Minimum von 7
v ) 4 ¥ \4 konvex
@ | 7@ A ZR Wendepunkt

Fortsetzung fiir v, <9 <2 &, — 9y; — 00 << u < | oo ergibt einen Verlauf, der an
das Meridianprofil der Rotationsflichen vom elliptischen Typus erinnert (§6, I b Form 5 a).
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Fig. 65.
Blo| 5 | s = o 7ochae | Besonderhir
0y o 0 0 x .Spitze o
Minimum von ¥
A4 A4 \4 \% konvex
' A*+ B?—1
o | y(@) | 2() ‘?;;A B (A B 1) Wendepunkt
7 ‘ri A4 \4 ) 4 | konkav
@ | 7 (&) z c pits - Wendepunkt

Bei Fortsetzung iiber den €, hinaus hat die Form 8 zwischen je zwei aufeinanderfolgen-
den Spitzen drei Wendepunkte, die Form « nur einen.

Die Projektion der R.-K. des €, auf die Ebene z = o bildet bei v = v, mit dem Radius-
vektor einen stumpfen Winkel, der mit wachsendem ¢ monoton bis zu einem rechten bei
v = &, abnimmt. Im Falle « hat sie keinen singuliren Punkt und kehrt dem Pol » = o
die konvexe Seite zu. Im Fall § verhilt sie sich fiir v < 9’ ebenso, hat aber dann bei v = v’
einen Wendepunkt und kehrt fiir 9 > v’ dem Pol die konkave Seite zu. », nimmt monoton
ab, wenn ¢ wichst.

g) Beziehung zwischen den reellen Elementarbereichen

zweiler Flachen der Schar %:const.

Nicht nur bei (11) b, sondern auch bei [12]b und (13) sind €, und €, identisch. Unter
Vorwegnahme dieses Ergebnisses 14Bt sich also sagen:

Satz 20: Die reellen Elementarbereiche aller Flichen (11) 6, [12]6 und (13) der Schar
»‘g- = const. enthalten simtliche Formklassen von Kr.-Ln.w, sind daher im Sinn des § 3,
VIa1 eineindentig aufeinander abbildbar.

Vgl. noch § 3, VIaz, S.19und §35,g, S. 32.

h) Die ganze Fliche (11)b.

Von den Symmetrieelementen des § 3, II treten bei (11) b folgende reell auf (£ 7, 4+ 7’
=0, 1, 2 ... unabhingig voneinander) (Fig. 77):

S.-Ebenen senkrecht zur Achse u =2/w0y;
S.-Ebenen durch die Achse v =278y;
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S.-Achsen: die Lote auf die Achse in den Ebenen v = (27 + 1) &, durch die
Punkte 4 = (27’ + 1) 0,;36

die Lote auf die Achse in den Ebenen v = 2/&; durch die Punkte
u=27%"0,.

Demnach bleibt die Vorschrift des §6, h (S. 38) zur Herstellung der ganzen Fliche aus
dem €, auch hier giiltig mit Ausnahme der dortigen Ziffer 4. An deren Stelle tritt hier:

4. Man spiegle das Ergebnis von 3 an der Ebene u = o.

In Ziffer 3 ist @ —[—TZE durch @ zu ersetzen,

IL [12]b A > B = 1.%

Grenzwerte fir B > 1 wie bei [12]a, S. 38:

. ~ i - Cr ;
By = -} 700; Rt e e ”o=é‘l” 4+ C);
) (35 3)
dazu: v, = ¢ arctg C; w —fVZ,iJr—gi—n.?Z,é ;D= 5 (Z,- — 1).
0
Koordinaten: 7 (u, w) und 2 (u, w) wie in Ia dieses Paragraphen, S. 42.
A YT Yy e
) Cozu J/C? +sin2 Cy )
A (461 — 641 cos Cv)’
o 1 (e _ o AcucosCv—ou, ]
(T A (G3u+e3u) Aoyt — o1t cos Cp’ 8; 4)

@ (v) = Ay — arctg (% tg Cb).

Diese Ausdriicke stellen die Komplementirfliche der Rotationsfliche [12]a vom ellip-
tischen ‘T'ypus mit der nimlichen Konstanten A4 dar.

Die analytische Entartung der Funktionen von v wirkt sich reell geometrisch nicht aus,
da die reelle Periode von v endlich bleibt. Daher gilt Ib bis Ih dieses Paragraphen
(5. 42 ff.) wortlich auch hier fiir B = 1. Siche aber noch Satz 29 (S. 94).

HL (13) A>1>B>0

Alles wortlich wie bei (11) b in Abschnitt I dieses Paragraphen, S. 42 ff.

36 Bolkes ,,Symmetrie durch zweimalige Spiegelung‘‘ ist gleichbedeutend mit Drehung um diese -
S.-Achse. — Bei Lenz (S. 19) geht nur zufillig infolge spezieller Wahl von ® durch diese S.-Achse
auch eine S.-Ebene.

37 Die Komplementirflichen der Rotationsflichen vom ,,K- und H-Typus‘ erwihnt zuerst Kuen
(S. 201) und stellt ihre Koordinaten auf. Anscheinend ohne Kenntnis der Kuenschen Arbeit hat sie spiter
Bolke sehr sorgfiltig beschrieben.
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IV. [23] A=1>B>0.3%8
®, wird unendlich.
Sonstige Grenzwerte:
i iD'n

= = vy = 4 arcsin D'; v
A S Wl o 0 M a
3 Z.D“ Ts 6 ’ 0 DI ’ 2

S 1+ D )
—ﬁlﬂ*"——g———. (8,5)

Da hier ® unendlich wird, ergeben sich zweierlei Grenzgebilde, je nachdem man beim
Grenziibergang von (13) her

a) den Punkt u =o0; v = 0 oder
b) den Punkt u = o0; v = &,
im Endlichen festhilt.

a) Grenziibergang ergibt:

b
' D'dy A -
W= | —— ————; 7 (u,w)und 2z (u, w) wie in Ia dieses Paragraphen, S. 42.
VD® 4 shD's ~ :
0
D'oyu - VD24 si2D'y

AR (6w c£D's — Bou)’

1 [o4 G G — Bou chD'y
z(m,0)=——[Zu+4+eu)——u. s
) B (0'3 T ) 65 Gy chD'v — Boyu'’

8;6)

o (v) = By — arctg (g, tanh D'b).

Dies sind die Koordinaten der Komplementirfliche einer Rotationsfliche vom hyper-
bolischen Typus (auch Hyperboloidtypus genannt); sie gehen fiir v - 0o asymptotisch
in die Koordinaten dieser Rotationsfliche selbst {iber, woraus sich alles weitere erklirt.

Im €, verhilt sich die Fliche fiir endliche Werte von v genau wie (13) firo <9 << &,;
die Kr.-Ln. v der Form 5 b aber, die bei (13) fir ¢ = ® auftreten, stellen hier die Grenz-
form fiir ¢ - 00 vor. Satz 20 (I g dieses Paragraphen, S. 47) gilt nur ‘mehr in asympto-
tischem Sinne,

Die ebenen Kr.-Ln. # = 0 und u = 2 »; ndhern sich fiir ¢ > 0o dem jeweils in ihrer
!

Ebene liegenden Kreis » = - B asymptotisch, erstere mit abnehmendem, letztere mit wach-

sendem 7. Von Satz 19 (Ie dieses Paragraphen, S. 45) bleibt Ziffer 1 wortlich, Ziffer 2
nur mehr in asymptotischer Deutung giiltig. Siehe ferner Satz 29 (S. 94). Fig. 73.

Die rdumliche R.-K. des €, umwindet in schraubenartigen Umlédufen, deren Steigung,

Vit+D® + D)2
B

nach Durchgang durch ein Maximum bei p = b’ = 1% In ——- =, fiir > 00

38 Siehe FuBnote 37 S. 48.
Miinchen Ak, Abh, 1036 (Steuerwald) 7
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gegen o geht, mit wachsendem z und abnehmendem 7 asymptotisch den Kreis z = Z;
1
B
Gerade z = Z zur Asymptote; ihre Projektion auf die Ebene z = o verhilt sich sinngemif
wie bei (11)b im Falle 8 (If dieses Paragraphen, S. 47), Fig. 66.

Zwischen zwei Ebenen 2 = (4/+ 1) Zund 2 =4/ +3)Z (& 7=0,1, 2...) tritt
keine rdumliche R.-K. mehr auf.

r = . Thre Abwicklung hat demnach stets einen Wendepunkt bei = v’ und hat die

Die Periodizitdt ist langs der Achse erhalten geblieben, um die Achse verloren gegangen.
Daher existicren nur mehr folgende reellen Symmetrieelemente:

S.-Ebenen senkrecht zur Achse u=27/0, (+7/=0,1,2...);
eine S.-Ebene durch die Achse 9 =o0;
S.-Achsen: die Schnittlinien der Ebene v = o mit jeder der anderen S.-Ebenen.

Demgemil vereinfacht sich die Vorschrift fiir die Herstellung der ganzen Fliche aus
dem G,:

1. Man spiegle den €, an der Ebene v = o;

2. man spiegle das Ergebnis von 1 an der Ebene 1 = o;

3. man nehme zu dem ganzen jetzt vorhandenen Bereich alle diejenigen hinzu, die aus
ihm durch Translation ohne Drehung lings der Achse vom Betrage 4/Z (£ /=1,2,3...)
entstehen.

b) Setzt man v — &; = v*, W — &; = w*, ¢ — O = ¢*, behilt u, », z bei, fithrt den
Grenziibergang analog wie in § 7 Ib durch und 1it dann die Sterne wieder weg, so er-
hilt man:

’ !
W = o; r=25—3u; z=—i(ggu+esu); ¢ = By, )
2

also die Koordinaten der Rotationsfliche (1, B) vom hyperbolischen Typus mit Meridianen v
der Form 5b und Parallelkreisen u. Die Riickkehrparallelkreise z = (2/ 4+ 1) Z (+/
=0, 1,2...)sind Grenzgebilde der einzelnen Zweige der rdumlichen R.-K.

" Kiinftig soll die Rotationsfliche mit [23], ihre Komplementirfliche mit [23]" bezeichnet
werden.

V.(33) 1>A4>8> 0

a) Koordinaten, :
b) Gestalt der Kr.-Ln. w des €, ¢ wie bei (11)b (§ 8, I, S. 42 f.).
c¢) Abhingigkeit von

3 Diese Fliachen sind unter der erweiterten Kuen-Sievertschen Realititsbedingung inbegriffen;
ihre charakteristischen Abweichungen von den iibrigen Flichen b werden jedoch nirgends erwihnt.
Das nimliche gilt fiir {33}.
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d) Der reelle Elementarbereich €.

Dieser enthilt die Form 5 b der Kr.-Ln. w iiberhaupt nicht mehr. Je nachdem 4% + B2

. . 4b .. .
% 1 ist, wird w (&,) % vy, gehort also die Kr.-L. v = & zur Formklasse 3b, nihert sich
2b

aber fiir 4 2 1 immer mehr der Form 5b. Nur die w < w (&,) entsprechenden Kr.-Ln. w
gehoren dem €, an.

Im einzelnen ergeben sich fiir ¥ = &, folgende Werte:

u 7 z Y e’
A4D' + BC' BD —AC AN BV —1
. AB © 5 A®— BT ~ AC + BD'
V1i—C2D" T o o 20
bn |—aB | <% | 3 Vi—capn
AD'— BC! P —BD'—AC" _ A+ B*—1
e, AB . & TA*_— Bt AC' —BD
Dazu nur fir 42 4 B2 > 1:
1 .
U 1B 2oz spitz o

- Ein zweiter entscheidender Unterschied gegeniiber (11)b liegt darin, daB an Stelle
der dortigen Symmetrieachse durch den Punkt u = w,, v = &, hier eine S.-Ebene v = &,
tritt. Die Kr.-L. v = &, ist daher geoditische Linie und wird von den Kr.-Ln. u, den
Kurven u = u,, (v) und u = u, (b) senkrecht geschnitten.

Im tibrigen gilt das in Id dieses Paragraphen Gesagte mit Ausnahme des ersten Satzes.

e) Die ebenen Kr.-Ln. 1 =0 und 4 = 2 0,. Fig. 74 und 75.

Ie dieses Paragraphen (S. 45) bleibt giiltig mit folgenden Anderungen:
Von Satz 19 gilt nur mehr Ziffer 1, nicht mehr Ziffer 2.

In den Tabellen, welche den Verlauf beschreiben, ist, falls 42 + B2 > 1, die jeweils
letzte Zeile zu ersetzen durch folgende:

Winkel
0 r p |richen o’ Besonderheit
und 7 |
e S B R A L N
u=o0 (OF] A B'_’ i (0] —2“ i A——E’_:_BV_D—’ = ] :Az————B} I Minimum von 7
e e Tl BTN S O I
=20 |0 AB 2 AC/_l__BDr'—l_Az___Bz! von »
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Ist aber A% 4 B? < 1, so ist schon die jeweils auf v, beziigliche Zeile durch vorstehende

zu ersetzen, alles Nachfolgende wegzulassen. In diesem Fall hat die Kr.-L.. u = o keinen

Wendepunkt mehr; auBlerdem ist @ <§ (Satz 16, 5, S. 33).

f) Die rdumliche R.-K. im €. Fig. 67.

Ist A% 4+ B? <1, so existiert iiberhaupt keine rdumliche R.-K. mehr.

Ist A% 4 B%? > 1, so gilt im €, fiir deren Abwicklung und Projektion auf die Ebene
z =o0 das in If dieses Paragraphen (S. 47) fir den Fall § Angegebene mit Ausnahme
der letzten Zeile in der Darstellung des Verlaufs der Abwicklung. An deren Stelle tritt
hier folgende:

- = dz der y-Achse :
4 > % dy zugekehrte Seite Besondérhelt
& 7@ | z@< Z o Maximum von 2

Bei Fortsetzung der Abwicklung iiber den €, hinaus fir — e, <<u <o, und 9, £v
< 28, — 9, entsteht eine geschlossene Kurve mit den S.-Achsen Z =o0 und 7 = j (&,).

g) Beziehung zwischen den reellen Elementarbereichen €, und &,
zweier Flichen $ (4 B) und f (¢4, ¢B) vom Typus (33).

Nimmt man wieder ¢ > 1 an, so ergibt die nimliche Abbildungs- und SchluBlweise
wie in § 6,1 g, S. 37:

Dem Wert v = &, entspricht ein reeller Wert 7 (&;) = % (&,) << &,;. Demnach ent-
spricht jeder Kr.-L. 9 von €, eine und nur eine solche von @,,, aber nicht umgekehrt.
Den Kr.-Ln. § von &,, fiir welche  (&,) < 9 < &, ist, entsprechen Kr.-Ln. von f, die zwar
noch dem €, aber nicht mehr dem €, angehéren. Das besagt:

Satz 21: Innerhald der Flichenschar % = const. vom Typus (33) wird, wenn A und B

abnehmen, der Formenrveichtum der Kr.-Ln. v des €, geringer. Der Abbau erfolgt von
der Seite v = &, her.

B >0 bei endlichem B = ¢ B ergibt: ¢ > 00; § (&,) > 0; das hei3t: bei vorgegebenem

Wert von % kann man durch hinreichend kleine Wahl von 4 und B erreichen, da3
f (4, B) nur mehr solche Kr.-Ln. v reell enthilt, die sich von der Elastika der Form 1b
beliebig wenig unterscheiden. Wegen 4 = B =0 vgl. § 11, SchluB} (S. 61).

Im Einklang mit Satz 21 gilt: ® (¢4, ¢B) > ® (4, B), wenn ¢ > 1, trotzdem nach
Satz 8 (S. 19) die Ebenen zweier Kr.-Ln. v aus €, einen gréBeren Winkel miteinander
einschlieBen als die Ebenen der entsprechenden Kr.-Ln. v von €.
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h) Die ganze Flache (33).

Von den Symmetrieclementen des § 3, I treten bei (33) folgende reell auf (£ /7, 4 2’
=0, 1,2 ... unabhingig voneinander) (Fig. 78):

S.-Ebenen senkrecht zur Achse: u = 270y,
S.-Ebenen durch die Achse: v = /&,,
S.-Achsen: die Lote auf die Achse in den Ebenen v = /&, durch die Punkte u=2/',.

Demnach 148t sich die ganze Fliche aus dem € folgendermafBen herleiten:

1. Man spiegle den ¢, an der Ebene v = &,;

2. man nchme zu dem so entstandenen Bereich alle diejenigen hinzu, die aus ihm
durch Drehung um die Achse vom Betrage 2/® (£ /=1, 2, 3...) entstehen;

3. man spiegle das Ergebnis von 2 an der Ebene u = o;

4. man nchme zu dem ganzen jetzt vorhandenen Bereich alle diejenigen hinzu, die
aus ihm durch Translation ohne Drehung lings der Flichenachse vom Betrage 4/Z
(&7 =1,2,3...) entstchen,

§ 9. DIE FALLE {11}b, {22}b UND {33}.
L {(11}b A=B> 1.0
Grenzwerte der Konstanten und Einteilung der Grenzgebilde wie bei {11}a (§7,1, S. 39).

a) ,,Hauptfliche** {11}b (Abkiirzung: H,).
Grenziibergang ergibt:

2 2,72
F1) (b) — A—; ln AS/ZCU + VCC + A’sh Cb’ o} (b) =1 —arctg (Zl. tanh Cb) H
) = 2AAuChAD sh (24w AR
7 u’m)_A(c/zzAu—l-sthm)’ TR == A (ch*Auw + sh2Aw)’ 2

gy L 2CHANV AT =
GRS e e e S Al

C3sh (2Au)
A (C2ch2Au + A2sh2Cv)”

Ib bis I g von § 8 bleiben sinngemil giiltig, wenn man dort w;, &;, Z und ® durch
oo ersetzt und fiir u = co und jedes v bzw. w: » = 0; p’ = — 00 setzt. Fig. 14-18.

H, steht zu (11) b in analoger Beziechung wie H, zu (11) a.

Fiir endliches u und v verhilt sich H, im €, wie (11)b fiiro S u <w;undo < < &;.

1> 00 bei endlichem o fithrt auf » > 0; 2> +00; v/ > 7; ¢/ > — 0o, Wie bei {11}a
ist die Flichenachse Asymptote der Kr.-Ln. v. Die ebene Kr.-L. u = 2, von (11) b ist
in den Punkt 2 = + 00; » = o iibergegangen.

4@ Siehe FuBnote 34 S. 30.
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Fiir v = - 0o und endliches u umwindet auch hier die Fliche die Achse asymptotisch;
entsprechend verlduft die Kr.-L. u = o. Fig. 72.

Desgleichen nimmt die Fliche in der Umgebung der rdumlichen R.-K. fiir 3 > 4- co
immer mehr den Charakter einer M.-D.-Schraubenfliche an.

Die rdumliche R.-K. verlauft analog wie bei (11)b fir 42 — B2 <1 (§8 1 f B).
Ihre Abwicklung hat bei v =9 = zl‘ In (CV2+V2C%+ 1) einen Wendepunkt und

weiterhin eine Asymptote, die mit der + Z-Achse den Winkel 7;— arctg C einschlieBt.
Fig. 69. Ihre Projektion auf die Ebene z = o nihert sich fiir v > 4 co dem Kreis

1 .
7 = — von aullen asymptotisch.

A

Symmetrieelemente:

die S.-Ebenen 1 =0 und v = o,
die Schnittlinie dieser beiden Ebenen als S.-Achse.

Herleitung der ganzen Hauptfliche aus dem €,:

1. Man spiegle den €, an der Ebene v = o;
2. man spiegle dann an der Ebene u = o.

b) Ganz analog wie bei {11} a erhilt man hier eine Schraubenflache, und zwar bei glei-
chem Wert von 4 die ndmliche wie dort.

¢) Achse als Grenzgebilde wie bei {11}a.

20, H,
(O3] £ R
o H,
— @y R L
u - i o
A _(1)1 (o] (.01 20.)1

An Stelle der Ubersicht am SchluB des § 7, I (S. 41) tritt hier die obenstehende.
Ein Analogon zu H/ fehlt hier aus Symmetriegriinden.
IL {22}b A=B=14

Grenzwerte der Konstanten wie bei {22]3; dazu: v, = 1; 9 = V.
Wie bei {11}b sind drei verschiedene Grenzgebilde méglich.

41 Vgl. Bianchi, Dissertation. Modell von Kuen in der Brillschen Sammlung.
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a) An Stelle der ,,Hauptfliche’ tritt hier die Bianchische Komplementirfliche der
Pseudosphire mit w = /7 (v + /1 + v2) und den Koordinaten:

2chuchw shau .
7 (4, w) = ch?u + sh2w’ & (4, W) =u— ch®u +sitw’
sph (9; 2)
2¢hu) 1 + v shzu
7 (0;.0) = =k —i—_bz__; z(u,b)=u—;h4—2u+bz, ¢ =9 — arctg 9.

Sie verhilt sich im Endlichen wie H,. Aber die Abwicklung der R.-K. hat hier keine
Asymptote, sondern stellt sich parabelartig immer mehr senkrecht zur z-Achse (aus y - 0o,
dz
dy

Die Kr.-L. u = o 148t sich in diesem speziellen Fall dadurch erzeugen, dafl man die
Evolvente eines Kreises vom Radius 2 an diesem Kreise spiegelt.4? Fig. 72,

z > oo folgt hier - 0). Fig. 70.

b) Als Grenzfall einer M.-D.-Schraubenfliche mit der Ganghdhe o ergibt sich die
Pseudosphire.

c) Achse wie friiher.

Kiinftig soll stets unter {22}a die Pseudosphire, unter {22}b ihre Komplementirfliche
verstanden werden.

L (33) 1>A=B>0®

©y, N1, Z, B3, T3 werden unendlich.

Weitere Grenzwerte:

iT Ami  _ ® . . C'rw
By =i ST ST saer i ey 6 '

y 1 Cl 1 ) 5
I — é, In —TZ*; Wy = 4 In (1 + ]/2); w (&) = o e T

2.
Je nachdem 4 % VT’ ist W, § 1w (&,).

Das Knickintervall [o..®; .. ®,] geht von o geradlinig bis &; und von da parallel
zur Achse des positiv Imaginiren bis oo.

m___1_lnAsinC'v—{—]/C'z—i—AzsinzC’v
4 " ]
= : . . : v —®
Fir v =&, ...®; + 700 ist hier sin C'v = c2 ———2 zu setzen.
Z

4% Sie ist also eine ,tractrix complicata* (Loria S. 573). Vgl. aber Satz 30 (S. 94).
43 Siehe die FuBnoten 34 S. 39 und 39 S. s50.
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—1
2 \¢’
bleiben, treten keine reellen Schraubenflichen mehr auf und ergeben sich beim Grenz-
ibergang aus dem €, von (33) her nur zweierlei mégliche Gebilde:

Da hier ® = ~ (—1— ) und z, (&;) — letzteres, soweit reell vorhanden — endlich

a) Beim Festhalten des Punktes u = 0, ¥ = o die ,,Hauptfliche, fiir welche kiinftig
die Bezeichnung {33} ausschlieBlich verwendet werden soll.

b) Beim Festhalten eines Punktes u = w; oder u = 2, bei beliebigem % die Achse.
Im ersteren Fall ergibt der Grenziibergang:

7 (1, w) und z (u, w) wie bei {11}b (Ia dieses Paragraphen, S. 53).

B C'sh(24v)
A(C3ch*Au + A%sin®C'y)’

(9; 4)

gy — 2C7chAuY 1 — AP cos? CTy
() = T A + A%sin? C')

; 2(u,9)=u

¢ (v) = v — arctg (Zl,-, tg C’v).

Fig. 14-18, 74 und 75, jedoch bei den letzteren nur die jeweils duBere Kurve.

§ 8, Vb bis Vg bleibt sinngemaf giiltig, wenn man dort &; und Z durch co ersetzt
und fiir 4 = + co und jedes v: » = 0; p' = — 00 setzt. Genau wie bei {11}b erscheint
der €, lings der Achse ins Unendliche gestreckt; aber im Gegensatz zu dort ist die
Periodizitit um die Achse hier wie bei (33) im Gegensatz zu (11) b erhalten.

Symmetrieelemente (4= /=0,1,2...):

S.-Ebene senkrecht zur Achse u = o,
S.-Ebenen durch die Achse v = /&,
S.-Achsen: die Lote auf die Achse in den Ebenen 9 = /&, durch den Punkt u = o.

Herstellung der ganzen Fliche {33} aus dem €, wie bei (33) (§ 8, V h), Ziffer 1 mit 3.
Die dortige Ziffer 4 fillt weg.

Hilt man (47 =0, 1, 2. ..) beim Ubergang von (33) her einen Punkt 4 = 4/w, mit
beliebigem v fest, so entsteht {33}.

Halt man aber einen Punkt u = (4/ 4 1) ®; oder (4/ + 2) v, mit beliebigem v fest,
so ergibt sich die Achse.

§ 10. BEZIEHUNGEN ZWISCHEN DEN FLACHEN VOM TYPUS ¢« UND VOM TYPUS b
MIT GLEICHEN KONSTANTEN A UND B.

Die Ergebnisse dieses Paragraphen werden nur fiir die nicht entarteten Flichen (11)a
und (11) b ausgesprochen, gelten aber sinngemiB auch fiir H, und H,, [12]a und [12]b,
{22}a und {22}b.
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I. (11)a und (11) b stellen im Sinn des § 4 nur verschiedene reelle Bereiche der ném-
lichen allgemeinen Fliche dar, welche die Koordinaten hat:

FY 2 - e 1 a (v + vy)
r(u,v)='(:‘4'; B)guc(v 3}0) 'e2ln5(”_”°);
A B&v, (6,u8,v — 6,45,7)
k! ¢’ Gy  GUT U — GauGyv ) )
)= AB ( & R ks Gy %80 — Gy UGy | (o5)
& i, & (v
V) = {v — Uy — ,[ - 0.
SUO=trr= it " s o—uy T

Die spezielleren Ausdriicke, welche hieraus entstchen, wenn man ¢, und ¢, wie bei (11) a
oder bei (11) b wihlt, sollen mit z,, §, bzw. 3,, 3, bezeichnet werden.

Fiir # und » sind dabei alle komplexen Werte zugelassen, der /# ist zunédchst auf keinen
bestimmten Zweig beschriinkt. Durch geeignete Zerschneidung der komplexen z-Ebene
1aBt sich aber erreichen, dal} derselbe nur solche Werte annimmt, welche mit den Fest-
setzungen des § g5 in Einklang sind. Man kann z. B. zu diesem Zweck Sperrstrahlen
durch die Punkte 2/&5 -4 v, parallel zur Achse des Negativ-Reellen und durch die Punkte
2/®3 + 20, & v, parallel zur Achse des Positiv-Reellen legen (+/ =0, 1, 2...). Dann
stellen die Gleichungen:

_ 1 s el i S
b Z"_A_B (ng -+ ezwg); '¢b=<§a_z(7]37’o—‘°3;7/o) —'2’; 7o =7, (10;2)
die in § 4 erwdhnte Schraubung dar, welchen den reellen Bereich (11)a aus dem reellen

Raumgebiet entfernt und dafiir (11) b in dieses verlegt.

II. Aber auch im Rahmen des Reellen bestehen bemerkenswerte Bezichungen zwischen
den Elementarbereichen beider Flichen. Entsprechende GréBen sollen den Index @ oder &
erhalten, je nachdem sie zum €, bzw. €, von (11)a oder von (11)b gehéren.

a) Ist v, = p,, so folgt zunichst:

vyt —cps W _Va i€ (Yo Ve 4D .
VaVb'_CD: (yz)b .D Vl,;, (Yl)b— C Vll>, (10’ 3)

und daraus u. a.

; ) /
Satz 22,1: Wenn v, = 9,, dann.: ¢, — ¢, = arclg (A——B,{/) = arctg (‘_4517:7) :

Vv a —V b
Insbesondere: ¢, (&,) — ¢, (&) = ;E

b) Mittels u, = u, und w, = w, werden (€y), und (€,), eineindeutig aufeinander ab-
gebildet. Fiir diese Abbildung gelten die Beziehungen:

4 Im Gegensatz zu Abschnitt I bedeuten hier z und ¢ wieder die reellen Koordinaten wie in § 6
bzw. § 8.
Miinchen Ak, Abh, 1936 (Steuerwald) 8
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(_/Yl)q_ iU 14 (._Xz)ﬁ_iU,;_z'B .

. BT OR Xy T A

U' U, = AB;

) , . (10;4)
WW—AB'gY:[)a::_ZWa::Z;é' (Yz)a=_ZWa=—ZB
L ¢ B W ' Yo A4 Wy
Daraus u. a.
Satz 22, 2: Wenn u, = u, und w, = v, dann:
_.rﬂ__W__UI. //11_1
Zq = %ps a—(Aﬁ)a_(W)b’ lRa bl—;rB
Ferner:
ch(U+V)e  (UW)a_ 4B RGN o
G (UFV)s~ 4B — @y AV EV= gl e
10; 5

SO (ﬁfw)

¢) Aus den beiden letzten Gleichungen ersieht man, daB bei dieser Abbildung der
Kurve U + ¥V == o0 der einen Fliche die Kurve .S = o der anderen entspricht. Daraus
schlieft man:

Satz 22, 3: Wenn w, = w,, dann:
(us>a == (um)b; (um)a == (us)b; (zs ater (zm)b; (‘gm a = (38 b* Flg 8o.

Solche leicht zu vermehrenden Beziehungen gestatten, nach Auswertung der ellip-
tischen Funktionen fiir die eine Fliche die analogen Werte fiir die andere durch einfachere
Rechnung zu finden.

III. Eine weitere Verminderung des Rechenballastes erméglicht Satz 6 (S. 18). Die
Gleichungen (3; 1) lauten, auf reelle Verhdltnisse spezialisiert:

Lr(u,w):l:—plfysin Y,ja=:’:7b (n Fw, 0);
z(u,m):lzincosy’ =z, (U F w, o)?A—lg(%m—l—esm);

) ] (10; 6)
r(u,m):l;—p—leiny’ b=rb(u:Fm,o);

Lz(u,m):l:iWcosy'Jb=.z*b (u ?m,o):]:ﬁ(gim—]—esm).

Sie ermoglichen, wenn ein Exemplar E der elastischen Kurve v =0 von (11)b ge-
zeichnet vorliegt, nach zulidssiger Wahl von V' die Kr.-L. w = w (V') von (11)a oder
(11) b fast ohne Rechnung mechanisch herzustellen, und zwar folgendermaBen:
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Als ,,Normallage* einer Kr.-L. w zu einem kartesischen Rechtssystem (g, #) moge die
Lage bezeichnet werden, in dem sich die betreffende Kr.-L. bei Diskussion der zugehérigen
Fliche zu dem z, »-System ihrer eigenen Ebene befand.

1. Nach Wahl eines solchen z, »-Systems in der Zeichenebene denkt man sich zu diesem
die gesuchte Kr.-L. in die Normallage gebracht. Dann 148t sich durch einfachste Rech-
nung der Punkt P’ bestimmen, zu dem man gelangt,” wenn man vom Punkt u = o dieser

Kr.-L. aus die Strecke I/IT/' in der positiven Richtung der zugehérigen Tangente abtrigt.

2. Nunmehr bringt man die Kurve E in die Normallage zu dem néimlichen 7, z-System
und verschiebt sie dann parallel zur z-Achse so weit, daB} ein Punkt von E, fiir den o > u
> — o, ist, auf P’ fillt. Dies ist eindeutig méglich. E in der neuen Lage heife E’.

3. Je nachdem ecine Kr.-L. von (11)a oder (11)b herzustellen ist, hat man jetzt die
Figur derart zu erginzen, da3 der Punkt » = o, 2 = 0 Symmetriezentrum oder die Gerade
2 =0 der Zeichenebene Symmetrieachse wird. Dadurch entsteht eine zu E’ in dem einen
oder anderen Sinn symmetrisch liegende Kurve E”, auf welcher der zu P’ symmetrische
Punkt P”' liegt.

4. Bewegt man nun die Strecke P’ P’ derart, daB3 P’ die Kurve E’ und P"" die Kurve E”
durchliuft, so beschreibt ihr Mittelpunkt die Kr.-L. v = (/).4% Fig. 82.

Umgekehrt 14Bt sich, wenn irgendeine Kr.-L.w = (V') von (11) a oder (11) b ge-
zeichnet vorliegt, die Kurve E’ als deren ,»Aquitangentialkurve‘* mechanisch herstellen.
Besonders geeignet erscheinen hierfiir die Formen 5a oder 5b. Man erhilt in diesem
Falle E/ um Z gegen die Normallage von E verschoben.

SinngemaBes gilt fiir die Kr.-Ln. von {11}a und {11}b. Zur Herstellung der Traktrix
ist als Kurve E’ die Kr.-L. v =0 von {11}b in der Normallage verwendbar. An Stelle
von E’’ tritt dann die z-Achse.

§ 11. DIE FALLE [14], {24} UND [34].
[2t4) 4 > {24} A=1; [34] 1. >4 >o0; dazu B =0,

{24} werde zunichst ausgeschlossen. Dann entarten nur die Funktionen von #. Fiir
B >0 gehen » und wg gegen 0o, Z, ¢ und ® gegen o. Sonstige Grenzwerte:

2 Ax 1 (53
Gy =i =ts i e o gl rB =1; %=—Z(%z”+és”)- (1171)

Wegen » - co machen wir vor dem Grenziibergang von (13) bzw. (33) her das Kriim-
mungszentrum der Kr.-L. p = 0 im Punkte u = o zum Ursprung eines neuen, aus dem
bisherigen durch Translation hervorgehenden Koordinatensystems x *, ¥ *, 2*, haben also
im Grenzfall zu setzen:

z* =lim [x —7 (0,0) — ¢’ (0,0)]; y* =limy; 2z* =lim 2.
B0 B0 B0

4% Weitere Hilfen gibt der Satz bei Loria S. 567. Aus ihm folgt, wenn man die gesuchte Kr.-L. ad
hoc mit I' bezeichnet, u. a.: Eine Wendetangente von I' beriihrt E’ und E'; eine Spitzentangente von I
steht auf E’ und E’’ senkrecht.

8‘
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LaBt man nach dem Grenziibergang die Sterne wieder weg, so erhiilt man:

= o d

1 @ . 1 (&
Lo-cos Au; z=—— Ly-sindu; =——(639+e'3v). (11;2)
3

*=14 o, 4 s, ’ A

aQ

1
4
Dabei ist zu setzen: p = 1, wenn 4 > 1;
w =2, wenn A< 1.
Ersetzt man in (11; 2) v durch v — &, und schreibt dann
anstatt z, 9, 2, Vait4d u,p, Au,
beztiglich », z, —y, 7 DRSO o1
ferner, wenn 4 <1 ist, B statt 4, so werden die Gleichungen (11;2) mit den unter

[12] a bzw. [23]’ fiir die Rotationsflichen gefundenen identisch.

Im Grenzfall {24} ergibt sich endlich &; > c0; &3> f—;j, also beim Grenziibergang
von [23]’ her die y-Achse, dagegen beim Ubergang von [23]" her in sinngemiBer Uber-
einstimmung mit {22}a:

cos u sin 1t
e — P = —— =9 —tanhyp. 11;
S oy ol (115 3)

Es stellt also dar (Fig. 1—3):

[14] die Rotationsflichen vom elliptischen Typus,
{24} die Pseudosphire,
[34] die Rotationsflichen vom hyperbolischen Typus,

aber so, daB die nimlichen Grenzgebilde aus ganz anderen Ausgangsgebilden der nicht-
entarteten Fliche hervorgegangen sind als frither, wie folgende Ubersicht zeigt:

Grenzgebilde Ausgangsgebilde
der Rotationsflache Siher o =
Meridian Kr.-L. v Kr-L. u
Parallelkreis Kr.-L. Kr.-L.v

ebeneui{.-K.

Riickkehrparallelkreis rdumliche R.-K. 7
rdumliche R.-K.

konischer Punkt k(_)nischer Punk-;

SinngemiB giiltig bleiben die Satze 6 (S. 18) und 7 (S. 19), ebenso 20 (S. 47) fiir 4 >1
und 21 (S. 52) fiir A < 1. An Stelle des Satzes 8 (S. 19) tritt folgender:

Satz 23,1: Ist ¢ > 1, so haben die Ebenen zweier Parallelkreise wvon § (A, 0) einen
griofieren Abstand voneinander als die Ebenen der ihnen im Sinn des Satzes 7 ent-

sprechenden Parallelkreise von § (¢ A, 0).
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An Stelle der Sitze 16 iiber @ tritt hier

Satz 23, 2: Wenn A wdchst, so nimmt y (&) fiir A > 1 ab und fiir A < 1 zu.

Aus dem Verhalten der Kr.-Ln. v mit Schleife beim Grenziibergang zu B = o schliefit

man, daB} sich auch fiir 2 > o bei hinreichend grolem Wert von % die Schleifen dieser

Kr.-Ln. gegenseitig schneiden miissen, wie dies ja fiir den Spezialfall der elastischen
Kurven bekannt ist.

LiBt man endlich unter der Annahme B = o auch 4 gegen o gehen,
so findet man:

r* =122 32>00; y(B)>0; r*(®p =0)—7r* (v =8, >o0.
Man erhilt also nahezu eine Ebene mit infinitesimaler, paralleler gerad-
liniger ,,Rillung* (angedeutet durch nebenstehende Figur).

§ 12. 4 UND B KONJUGIERT KOMPLEX,

a) Einfithrung reeller Parameter und Konstanten.

Nach § 4 haben wir zu setzen:

;V=9=3; #=u—ow;; v="9; w=1w (u,v, wreell).
= &3 + &, positiv reell,
— @®; positiv imaginir.

A=U+:B; B=U—iB; C=C+:D; D=C—:iD W, B, € D positiv reell), also:

CD=UAYB; C2—D2 L1 =Y2—- VY2, (125 1)
A2+ B =2 (U2 —DB?); A2 — B2 =4:UB; AB =U? | B2,
P 2 2 2
e1=%—-3-—?z§——|—2z'91%; e3=% : 2 —27UAB; e2=§(%2—912); (12; 2)

Ve,—eg=D+iU; Veg—e;=B—i% Ve, —eg=0+7) V2UD.
Dazu die Gleichungen, die aus (12; 2) entstehen, wenn man

anstatt A B A B ey Car . Oy
schreibt: c D ¢ D & gy Z5.

b) Beseitigung von Mehrdeutigkeiten.
1. Wir setzen v, =¢e@®4 (0 <e < 1). (12.,3)
2. Uber /n g—%, ¢, und ¢, verfiigen wir wieder so, dafl ¢ (v =o0) und 2z (u = o)
— 7

verschwinden, also:
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Zy(Eoia ) mit dem Hauptwert des letzten /7 ;

G ( Yo b) (12 )
i 4

Ev -+ vo) e

C,=— g+ ex05); (Mg =n3— ).

Dadurch wird auch W eindeutig, und zwar fiir o <9 < 2&, positiv

¢) Beschrinkung des Untersuchungsbereiches

Infolge der Symmetrieeigenschaften der Flidche (§ 3, II) gentigt es, den ,reellen Ele-
= ; O é v é G)Z'

mentarbereich®* €, zu diskutieren, den man erhilt fiir o S u L o,
Daneben ist aber aus den nidmlichen Griinden wie in § 5 wieder ein ,,erweiterter Ele-

mentarbereich® €, einzufithren durch Hinzunahme der Werte

v ==, +iv* 0o<v* Z|B)—v,]).

Wir definieren verschirft: w = 1w —/ ~—~I/f€,-y W = o).
Integrationsweg: das Knickintervall: o) 20y
[o..®y..28; —7,]. 23—,
Durchliuft die obere Integrationsgrenze das Knickinter- %o
vall, so geht v von o bis w,. €&, ist nun zu definieren 3 By
durch den Wertvorrat: 0o Su S wz; 0 1w < o,
Satz 15 (S. 27) bleibt in Kraft, wenn man dort U statt A, B statt B liest
d) Wertvorrat der wichtigsten GréBen fiir den €
Setzt man eV = i Tani (8 = 1 —Iiz, (12;5)
2VuD 2V UDB
so 148t sich schreiben:
=V U2 — B2 4 2UBsh2U; V' =V € —D? 4 2€Dsh2l;
Lz o)

"= 2WBch2U;

W=VU?— B2+ 2UBsh2V;
"=2UBch2V; S=U2—BHsAU +V)—2U4Bcrh (U—7V).

Ist & <<B, so sind U und V stets positiv.
Ist dagegen U = B, so existiert ein und nur ein Wert 1 = ug, fiir den U (1) = o wird

desgleichen ein und nur ein Wert w = Wy, fiir den V" (w) = o wird. Ist Y = B, so wird
3 = o und Wy = w,. Es gilt demnach folgende Ubersicht:
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1. fir Y £ B:
u el U’ o v w eV ‘ 4 w 744
o) 5 o ‘ A2 4 B2 6] 0 + o — o0 + oo + o
v o¥ v ¥ v ¥ A v oA A
E |
Wy | +o0 | +00 | 4+ By | W (®y) ]/? o 1 G4+ D2
LY B A
203—-7y Oy %’ z l‘ (o] A 4 B2
2. fir Y >B:
u el et " v ) e 4 w AL
o ]/g? o A2 4 B2 o o + oo — o + oo + oo
v vy v |4 vy oA B
iy 1 |Yur—pr 2B vy 1, 1 G Yw—p2| 2UD
v Y v : B Py
Wy + + o + o 203—7p Wy V;B— ) o A 4 B2
Werte fiir v = &, wie unter 1. W (By) § 05, je nachdem Y% — B2 § 1.
Fir Y2 — B2 < 1 wird V' (w;) positiv imaginir.
e) Ausgezeichnete Punkte der Kr.-Ln. w.

Zugrunde liegt €.
1. Wir definieren funf Spezialwerte von w folgendermaBen:

oy A2 | B2 Gy =

=W =y = Dy = 2 QIZ — B2) oder Wy = Wy — Wy ;

s 1T, W—y o e =V2( ) 2 2 1

%y — YT, gy, — T B .

o n)3 QI % ’ G m4_ Vm! . (12) 7)

Go . 3 2 (B2 — AP
e ) ot
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Damit diese w-Werte dem €, angehdren, miissen noch folgende Bedingungen erfiillt
sein:

&2
I\

=i g %_2_ V3 fiir wg: =

V3

(SRS

fiir w4, W, und toy: =

Die Verhiltnisse %l (! =1, 2,3, 4,5) haben fiir alle Flichen der Schar % = const.
2

den nimlichen Wert, der als Funktion von 2 in nachstehender Figur dargestellt ist.

Dl

Nach dieser dndern sich offensichtlich alle :—:! monoton mit %’ ohne daBl jedoch der
2

Beweis hierfiir dem Verfasser in allen Fillen gelungen wire. Fiir -Zzg 1aBt er sich folgender-
2

maBen fithren:

R} [ SR A

Aus w, = f %I/I/,I,{ und w, = / ﬁ,V——IjI,/ ergibt sich mittels der Substitutionen ?_g = Aund

V2 @ — 3y 0

4 — = 7 nach leichter Umformung:

Wz'f%z



st U o
: 1— S e =
e 1 + 12 15 1+ 2
woraus man abliest, daf} z—:g mit A monoton wichst.
2
Als Nachtrag zu d dieses Paragraphen ergibt-sich:
10 eV W Vil
" 2 UAB 9124-%2 (912+5252)2
3 Az — B2 V2 U2 — B?) 2 (Y2 — B2
v Vg A B2 Uz | B2
2 = 2 (U2 — BY)
0y 1 VU — 2 “ 2UAB
1
% ]/Q3 GW— DY + W+ 397 A 2D (2 4 B
E AU —3BYH ]/912__3532 Yz B2
91 (3%2 le) . . V 2 (552 le) g ‘ o (912_*_232)3
o B (3U— B?) Sl g (3B — U U — B } (3B*—U% (3U*—»%

2. uy (w) und u, (w) sollen ebenso definiert werden?® wie in §5,e2 (S.30). Ist
A

B
Dann ist stets u, () < uy, ().

213, so gibt es Werte von w, fiir welche u, (w) und u, (w) gleichzeitig existieren.

%gl und o £ w < w,;. 2 (w = const.) hat bei u = u,, (w)

im allgemeinen ein Minimum. Ausnahmsweise tritt an dessen Stelle fir w = w,; u = w,
ein Wendepunkt. ‘

3. Wy (0) existiert nur fur

4. u, (w) existiert nur fiir gI =1 und wy £ w < w,. Die betreffende Kr.-L. w hat bei

B =
u = u, (1) im allgemeinen eine Spitze. Ausnahmsweise hat die Kr.-L. w = w, bei 1 =0
die normale Form.

dys _
dw
ist. v, (w) hat also bei w = wg ein Maximum.

4UBsh2V >

=
Ul ) ) < 0, je nachdem w

>

5. Ist—g>1 und wy, < w < vy, so wird Wy

4 Fiir w = w, und w = o0 ist S = 0 zu ersetzen durch: lim .S (u, w;) = o bzw. llm S (u = 1w, w) =o.
nN—w,

Miinchen Ak, Abh, 1936 (Steuerwald) 9
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6. Ist 1 <-Q% <V 3undo <w < wy, sonimmt p,), (1v) monoton ab, wenn w wichst. Ist

A = .y dem(w)  (WA—VP"%H2— e (U |- B2
dagegen 5> V'3 und o <w < wy, so wird 7 aat W (T — B
% o, je nachdem tv § W, ist; p,, (w) <C o hat also hier bei w = w, ein Maximum (|, | ein
Minimum).

> : A 1
7. Wichst w, so nimmt p’ (4 = 0, w) monoton ab, wenn . £ - =, dagegen monoton

A A e
zu, wenn - =1 ist. Ist aber ~‘< <1 und w > o, so wird
Sl Vs
do' (o, w) _
dw W2V b}

je nachdem 1w = wy ist. o’ 0, 1) < o hat also in diesem Falle bei v = w; ein Maximum
J et P 6

[A@ 38V + BGEUW—BNe"]Z0

(|¢’| ein Minimum).

f) Die rdumliche R.-K.

§ 5, f, S. 30 bleibt wértlich giiltig.

g) Z und ®.
Wir setzen
+ ey Y 4
7]92[2_*_;2322_2 ’(‘*’2;"’ _"7127’0)—5=‘D (12;9)
und verifizieren:

2 (u = wy) = Z, unabhingig von w; (12; 10)

5,_: .,
<p(b=6)2)=i_, —_@—y"_dﬂ=(l>. @2-411)

Die additive Konstante — 5 ergibt sich, indem man vy ad hoc als variablen Parameter

betrachtet und auf direktem Wege in &; iiberfiihrt.

Um die Abhingigkeit von % und ¥ zu untersuchen, stellen wir wieder Z und ® als

e _UR—U" _ fur—ur
Integrale dar. Fir v = o0 wird =— Iso Z = f U B2

Fu T WL a du, anderseits
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bzw. v = I/IV

als Integrations-

@y % U’
ek 2 2 . 3 4 [ ol T T SRR
O =AU+ B )f——Wz Fithrt man hierin ¢ T 1 B2
0

variable ein, so erhilt man mittels d dieses Paragraphen (S. 63):
n'dn

1
e :
< 1—2(%2 B2) Cz—l—t‘ ; Vl_nz,l/l—z(%z B2) 4 7)2

(Q[z _I_ %2)2 (mz + %2) 2 + 5

. (12;12)

Beide Integrale enthalten, abgesehen von der Bezeichnung der Integrationsvariablen, im
Nenner die ndmliche Wurzel. Bezeichnet man deren Radikanden ad hoc mit ¢ () bzw.
¢ (§) und betrachtet ¢ als Funktion von % und 9, so ergibt sich:

ay(n) = (912 %2>3 {[(912_5232) 72— 1] d (A2 + B2 — 272Btd (%:) } < ‘{1z 13)

Daraus liest man unmittelbar ab:

Solange % L 1 ist, nimmt Z zu,

Satz 24, 1: } wenn von den beiden Grifien

Solange U* — B2 < 1 ist, nimmt O zu,

N2 - B2 und o keine abnimmi und wenigstens eine zunimmdt.

B

Z®,%)
g
Leider war ein entsprechender Satz tiber das Verhalten von ® bei konstantem Ver-

Aus Satz 7 folgt: Z(¢¥, ¢B) =

haltnis b3 fir A2 — B2 > 1 mit diesem primitiven Verfahren nicht zu gewinnen.4” Fiir

alle positiven Werte von ¥ und 9B 1iBt sich aber wenigstens folgendes aussagen:

Satz 24, 2: Z und © nehmen zu, wenn U2 + B2 konstant bleibt und W zunimmt (also B
abnimmt).

Bezuglich Z 148t sich diese Aussage noch folgendermaBen verschirfen:

Satz 24, 3: Wenn % > 1 ist, wenn ferner U2 + B2 konstant bleibt und W zunimmt, so

nimmt sowohl z,, (v =0) <0 als auch Z — z, (W =0) >0 zu.

47 Wenn U und B bei konstantem Verhiltnis g von hinreichend kleinen Werten aus zunehmen, so

scheint @ zunichst bis zu einem Maximum zu wachsen und dann wieder fiir 2 > co gegen = ab-

zunehmen,
9%
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VETN"[—%')( C2 )
Beweis: — 3, (v =0) = at{1— —;
s o (A _ BB (2

0 V (;[2( Y2 )C + &

der Integrand ist im ganzen Integrationsintervall positiv mit Ausnahme der oberen
Grenze, fiir die er verschwindet. Das Weitere liest man ab. Analog fiir Z — z,,.

Aus Satz 24, 2 und Satz 7 (S. 19) folgt, daf} es héchstens einen Wert von % geben kann,

fiir den Z = o ist. Genauer lehrt hieriiber die Theorie der elastischen Kurven:

s — S 2,17966 . . = tg 65° 21’ 18" 48

Satz 24, 4: 7 § 0, je nachdem »

% > o fithrt auf Z > co.
Gehen U und B so gegen co, daBl . konstant bleibt, so ergibt sich Z -+ o.

B

Uber @ ist noch zu sagen:

Satz 24, 5: O ist stets positiv. Solange Y* — B2 < ; ist, bletbt © < ;E

Beweis der letzten Aussage: Wenn %2 — 82 < ;, so istian. (a2 L) 20 (=

T

nur flirn =1 also(I)</ = —,
n=1), Vl-n -

® (U, B) hat bei konstantem U fiir B - o einen endlichen oder unendlichen Grenzwert,
je nachdem U <1 oder Y =1 ist.

Gehen % und B so gegen oo, daB a konstant bleibt, so ergibt sich: ® - *.49

h) Einteilung der Flichen.

Nach dem Vorhergehenden erscheint es zweckmifig, als Einteilungsmerkmal den Wert

von % zugrunde zu legen und daher folgende Fille zu unterscheiden:

48 Der doppelte Winkel ist 1300 42’ 36". Vgl. Lehr S. 43 und FuBnote S. 42.

2 2
okt Z stellt das Verhiltnis - = fiir die Elastika w = o
29 7 max

4 Der nur von % abhiéngige Ausdruck

.U
dar; er wichst mit 3"
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Fall Unterfall g— arctg % Anordnung der Spezialwerte von
e R e
r 1 7 ¥
1 ki3
2 7 = 0 = g
G 3 ¥ ¥ 0 < ;< 2t
s V=5 % 0 <y =
5 ¥ ¥ 2 < g < o
® 1 % 0 =1; < Wy = W; = W; = ©y
) ¥ B & o<m1<5;3<mz<ms<m2
) V3 1;- o=m4<m1=%=.mz<m3<m2
i ¥ 0 o<m4<m2<%2~<m1<m3<w2
2 VY 3T o<m <my <<y = wy <
® 3 v v oS <my <<y <y < g
4 Vs+zVs 3;5 ok<m4=m2<%<m3<m1<m2_
5 ¥ Voo o<m<m << <y <o
Grenzfall

w3
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1o

Graphisch:

Auf die Unterfalle soll kiinf-
tig nicht weiter eingegangen
werden; es geniige der Hinweis
auf ¢ 5,6, 7 dieses Paragraphen
(S. 65 und 66).

§ 13. DISKUSSION DER EINZELNEN FALLE.
a) Koordinaten.
) = 4ABayuc,w

U2 4 B [V (o 40,0 + oyUayiw) + iU (6,16, — oylcW)] !

(13;1)
o B (ogucw + ozuow) + % (6,10, — oyu0; W)
oy B (o uc,w + czueg) -+ iU (6,u0,W — cyUow)
I PRI
cp(b)—zbavo s n&(vo—b)'
b) Gestalt der Kr.-Ln. w des €.
I Fall (o) 0 < g <1,
Wir unterscheiden drei Formklassen:
Wert von o) e Wy
Formklasse 1o 2 3a
Fig. 59
; . der Achse ‘ ;
5 4 . Y e zugekehrte Seite ‘ Begondernert
o >o0 o ’ <0 Maximum von 7
v A A N \ A konkav
Wy o Z <o | spitz [‘ — 0 Wendepunkt

1« ist elastische Linie.



20: Verlduft qualitativ wie 1a, ist aber keine Elastika. Fig. 60.
3a: » =0; v’ = o fiir jedes u. Die Achse wird von z = o bis 2 = Z < 0 durchlaufen.

Fig. 61.

Drei Formklassen:

1L Fall () g =1

71

Wert von w

o

Formklasse

1

>

'zp

Wo

3B

18: Wie 1a, nur ist hier ¥’ (0,, 0) = 7—; Fig. 56.

2B: Wie 2a. Fig. 57.

38: Wie 3a, jedoch lim ¢’ (0, w) =o0; lim — o' (0, w) = . Fig. s8.
T g s
0 — W, 10— @y 1) 2
A =
ML Fall () 1< < V3.
Sieben Formklassen:
Wert von w : o ' R 0 i —> | Wy — ’ Wy
Formklasse 1y i 2y 3y 4Y : 5Y 6y ‘ 7Y
Fig. 49
1y i ’ der Achse :
u v 8 | Y P Fiveldliste Geite Besonderheit
o ‘\ =0 o <o | Maximum von 7
N2 A A v A konkav
188 ¥ 8 g pil Minimum von z
oA Y Y A | ke |
Wy Z <o |stumpf | —oo Wendepunkt
Elastika!

2v: Verlduft qualitativ wie 1vy, ist aber keine Elastika. Fig. so.
3yv: Wie 18, jedoch keine Elastika. Fig. 51.

4v: Wie 2a. Fig.

2.

5v: Ebenso, jedoch ¢’ (0, wy) = o. Fig. 53.
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Fig. 54
6vy: ’ " der Achse :
u 7 b4 Y P e Besonderheit
=10 o o >0 Minimum von 7
\4 \4 \4 \4 A konvex
: Spitze
Hs 7s %s aeapz ki Maximurﬁ von 7 und 2z
¥ A A N A konkav
Wy o Z <o | spitz | —o0 Wendepunkt

Bei Fortsetzung iiber den €, hinaus fiir 1 <C 0 entsteht in der Ebene z = o ein Doppel-
punkt, da zwischen 2z, > o und Z <{ o einmal und nur einmal # = o0 werden muB.

7v: r = 0; ¥’ = o fur jedes u. Die Achse wird von £ = o0 bis 2 = 2, >0, dann von
da bis 2 = Z <0 durchlaufen. Fig. 55.

IV. Fall (3) g= V3.

Fiinf Formklassen:

Wert von w o — | Wy =y =— | —— W,

Formklasse 13 23 398 438 53

18: Wie 1vy. Fig. 44.

293: Wie 2v. Fig. 45.

33: Entsteht sozusagen dadurch, daB 3y und 5y unter Ausfall von 4y zusammen-
riicken. Gestalt wie 37y, aber dazu noch p’ (o, %) = 0. Fig. 46.

438: Wie 6. Fig. 47.

593: Wie 7v. Fig. 48.

V. Fall (s) g > V3.

Sieben Formklassen:

Wert von w o _— 10, —_— 0y — ©y

Formklasse 1e 2¢ 3€ 4¢e 5¢ 6¢ 7€

Wo hier auf frithere Formen verwiesen wird, ist die dortige Aussage Z < 0 zu ersetzen

durch: Z § 0, je nachdem % § 271796671
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1e: Wie 1vy. Fig. 23, 30, 37.
2¢: Wie 2. Fig. 24, 31, 38.
3e: Wie 2y, jedoch ¢’ (0, wy) = 0. Fig. 23, 32, 39.

Fig. 26, 33, 40

o5 u r z S o’ zugiiilﬁ tC:sSeeite Besonderheit
>o0 o o ¢ >0 Minimum von 7
\4 \4 \4 \4 i konvex
s 7s A |espi g Maximusrii\tz; rund z
¥ A A ¥ A konkav
Tis "o 2. g o Minimum von z
\4 4 \4 4 A konvex
Wy o Z stumpf | — oo Wendepunkt
5c: Wie 6y, jedoch v’ (wy, wy) = g Fig. 27, 34, 41.

6¢: Wie 6y. Fig. 28, 35, 42.

7e: Wie 7v. Fig. 29, 36, 43.

Wegen der drei Méglichkeiten Z f o sind hier bei Fortsetzung der Kr.-Ln. iiber den
€, hinaus fiir u <0, besonders fiir kleine Werte von |Z | verschiedene zeichnerisch leicht
feststellbare Uberschneidungen und Berithrungen méglich, deren schwerfillige Diskussion
hier billigerweise unterbleiben muf. %0

Bei allen Formklassen ist die Normale im Punkt 4 = o Symmetrieachse, der Punkt
It = wy S.-Zentrum der iiber den Elementarbereich hinaus fortgesetzten Kurve.

c¢) Abhédngigkeit der vorkommenden GréBen von mw.

Fir alle Fille gilt: 1 7 (0, ) v’ (w,, W)
2% VT .
. U | B e
4 4 e
©, o o

80 Nach Lehr S. 42 tritt zum ersten Male Selbstberiihrung der Elastika ein, wenn %= tg 580 50

= 1,0534 < V3—, also schon im Falle y; demnach kommen im Falle §, und im Falle ¢, wenn Z < 0 ist,
fiir hinreichend kleine Werte von w stets Uberschneidungen vor.
Miinchen Ak. Abh, 1936 (Steuerwald) 10
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Nur fir (y), (3), (e) gilt:

1 um! e 73 w|u, ' 77 2 1 Ya
Va2 (U —B I (c_ Wy + 3 "’z) Va (U —3?) | {vi £ -
0 |10y T L BE %2 == NG Wyl O | — e o
T l B A2 | B \ N ]
- A—B
R N T N [ S DS ‘”3|2’“°tgm+szs
| : ——
0, ' ©y o) } Z gy | 10y ® ( Wit b "’1) Y SR
! ! Uz B2 0y ‘ o
Endlich gilt far
(@)u.(e2)  (x3), (x4), (x5) ® (), (8 (e (¥) und (3) ®
wle o,m| [w]| o (o,m) w o o,m| [wleomw| [w]| ehmw wl ek (w)
Sl i . = . ol tl . = s =
2 2 29 | 29 V2 @ — 552) Va (0 — oY) e — 232)
v 2 T I 3 B S
o]
| _]/ 2__ g2 1 — 2%
Wy — 0 ;! fo(f, @Qi) [0 G?Cflz 0, o 10, — 00 1, -91—2:2-%—2
wert
jf Sl i ! ¥ B 4 4
(o — w,’ + oo 1y — 0
Spezialwerte fiir ausgezeichnete w:;
Y 7 (0, W) Y (03, W) ¢’ (0, w)
2 —1
2 Y e zarctg o | 2%
o 2% 02— 352
1 bTEN + 532 2 2B (U + BY
10,y Vzagu :_ %33 ) 2 arctg sy (Qf&;— i) (o]
. 2 ABA—%) | ,_ 1/ AA—D) 17/ _4—9
d 212+532 A+ B 8V s @+ o) UB A+ )
1/212+ B2 V——WVQ[2+ % | 1 ]/17212+ B LW — 3
1wy 912.}.532]/ 1+ 2 arctg 1+ % . —_1 (QI(2+§823;2 )
- Va (B — 5212) 3o (232 2%2) V2 (3 — W)
y 912+é32 A T B T T
. D_BE : = = = B
e AT O 2 g ED20 e
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w I (Y0) em (10) : 1y () s ()
V2 (UF — 29 i == .
[o] e —_— | tritt niemals reell auf
A2 4 B2 ‘ V2 (2 — ) I
_ | s B
1w, o ) o | arccos W= B
0y V(3U—2%) (U—3BY) | — (U4 BY) Ve @r—%?) o
W+ BY V2 W—DY Va2 (B —B) GW—BY) W—329| TP
w, [VE—BPEE —aud VE=T | aun
8 (U2 4 DY) Vuz — o2 | V(mz_%2)3_4912§32 r—®y | A2 - B2 | N2 L B2
S — | l 3
1 — 2% 1 2B VU + B2
e ]/912 I B N2 - B2 | VQT:_?—?B_Z S E 3?32-'
| WK/ ; S B
e
— @i —@imy : ¢ 4 o
10 ((-02) i le + B2 ! Vl s (GZ _{:-92)_; ! §I2‘+ B2 ‘ arccos 212 + BE

Die Tabelle der Spezialwerte ist so zu verstehen, daf3 die betreffenden Gréflen auf den
Fliachen, auf denen sie tiberhaupt reell auftreten, die angegebenen Werte annehmen.

d) Der reelle Elementarbereich €.

Die Kr.-L. u = o ist eben und geoditische Linie.

U = &, ist konischer Punkt.

¢ wichst monoton mit v. ¢ (v =0) =0; ¢ (v = &,) = D.

Uber die Kr.-L. v = o gilt das in § 8, [ d (S. 45) Gesagte.

Die Kr.-L. v = @, ist geoditische Linie.

Nur die Kr.-Ln. w, fir welche 0 < w < 1w (&,) ist, gehéren dem €, an. Die Werte der
Koordinaten usw. fiir v = &, sind aus ¢ dieses Paragraphen zu ersehen.

Bei konstantem g; nihert sich die Kr.-L. v = &, fiir ¥ >0, B > o immer mehr der

B
Form w = o, fiir ¥ > 0o, B > oo der Form w = w,. Letztere tritt also bei endlichem
A und B auf keiner reellen Fliche wirklich auf, sondern ist nur Grenzform in dem an-
gegebenen Sinn.
In den Fillen («) und (B) hat die Kr.-L. v = &, stets die Form 2« bzw. 2. Fir die
ibrigen Fille ist nachstehend angegeben, welche Form die Kr.-L. v = &, jeweils hat.

2

Dabei ist ad hoc ?%2 = & gesetzt und die einzelne Fliche der Schar § = const. durch

Angabe des jeweiligen Wertes von B2 gekennzeichnet (erste Reihe). Die zweite Reihe gibt
den zugehdrigen Wert von 1w (&,) bzw. das Intervall, dem dieser angehort, die dritte Reihe
die Form der Kr.-L. v = &,. Die erste und letzte Spalte (B > o, B > -+ ©0) sind wieder
als Grenzfille zu betrachten, die bei reellen Flichen nie wirklich erreicht werden.

104



76

Fall (y):5! | ’ 2 (R—1) T
2 1 AN e N |
B o | > GEEE > 2(@——-1)| | + oo
w(@dy) | o ' > 10, s ! 0, > Wy
Form |1y | 2v 37 47 | sy 6v | 77
Fall (3): 1
B2 (o) -> —4* S + oo
2 Wg
w (By) o = 0y = Y0, D - W,y
Form | 13| 23 38 ' 43 53
Fall (6 ;51 1 2 (;ﬁ—-l)
2 s T T el
B o > i > CEE > + oo
1w (&,) o > 0y -> 0, > @,y
Form 1g 2¢ 3¢e 4¢ I 5¢ 6¢ 7€
Ferner:

: . : — & GR—
in den Fallen (ag), (oty), (25): W (&) § s, je nachdem B2 § 2(_3(1_ ‘%)(32.@ T 11)>2;

in den Fallen (y), (8), (e): w (&) % g, je nachdem B? § :

[
2 . = = . 3= f—3 .
im Falle (¢): W (@z) < Wy, je nachdem B2 = ®F 0
: o ) =\ < W S o
in allen Fillen: W (By) = S 1 nachdem B2 2 i

o) Die ebene Kr.-L. &t —0.

- 7 SR L ol

Man darf wieder setzen p'’ = T

Bezuglich des Verlaufes sind zwei Méglichkeiten zu unterscheiden:

1. Y2 — B2 §-21-, d. h. die Falle (&), (B) und diejenigen Fille (y), (3), (), in denen

w (By) <, ist. Fig. 75, duBere Kurve.

2. Y2 — B2 > ; d. h. die ibrigen Fille (v), (3), (). Fig. 74, iuBere Kurve.

2 (®—1)
®+1)?

5l 52

ist gleichbedeutend mit €2 4 D2 = 1,
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Im letzteren Falle gilt folgendes:

o e EdemPolr=o§

) p @ L p” | zugekehrte | Besonderheit
Kurve und » | oF
1 eite i
| :
oy [ | Spitze

Ol wryoe . A & 2 | Maximumvon »
¥ A ¥ A v | konvex
M aa=1 . 1 +oo |
g e |? (95) < , | F—arcsin 72—( - _ssz) > Wendepunkt
4 4 ¥ A N2 konkav
D —26)| . 2UDB T e
mzi _Lmr ) i) ’2‘ ®D UG Minimum von »

? (v9) <g ergibt sich folgendermaBlen: Fiir p S, ist V' =2UBck2V > U2 { B2

(5,="* nur fiir v =9,), also
FELBnay o dv] F |y
e} ; 3 T
RSLARE B v <’/ TR / e e R
0 VTw— B —1 0

Der Verlauf der Kr.-L. u = 0 im 1. Falle (912 — B2 éé) ergibt sich, indem man ein-
fach aus vorstehender Tabelle die auf 9, beziigliche Reihe wegliBt.

BD—AC %0, je nachdem %2 — B2 § %

f) Die rdumliche R.-K. im €,.

3 q . 1. 4
Eine solche tritt nur auf, soweit w (&,) > w,, also Y2 — B2 > 5 ist. In diesem Falle

gilt fir ihre Abwicklung wértlich das fiir den Fall (33) in § 8, V f (S. 52) Gesagte. Nur ist
dort &; durch &, zu ersetzen und dann bei # (&,) der dortige Zusatz ,,< Z** wegzulassen.
Fig. 67.

Die Projektion der R.-K. auf die Ebene z = o bildet mit dem Radiusvektor bei v = v,
einen stumpfen, bei p = @&, einen rechten Winkel. Wenn ¢ wichst, nimmt dieser Winkel

: ¢ — .
zwischen den genannten Grenzen monoton ab, solange = < 2 + /3 ist. Ist aber

D

¢ - . ; a e 0 : .
) >2 4 |/3, so nimmt er zuerst ab bis zu einem Minimum > 5 wiachst hierauf bis
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zu einem Maximum < ® und nimmt dann erst wieder gegen - ab. Die Projektion hat

bei v =9’ einen Wendepunkt und kehrt dem Pol » = o fiir v <o’ die konvexe, fiir
v > 9’ die konkave Seite zu. », nimmt monoton ab, wenn ¢ wichst.

g) Beziehung zwischen den reellen Elementarbereichen €, und @”
zweier Fliachen F (U, ¥B) und f (9%, ¢9B).

Ersetzt man in §8, Vg (S. 52) &, und &, durch &, bzw. &,, so 4Bt sich der dortige
Beweis wortlich iibertragen und fiithrt zu dem

Satz 25: Innerhalb der Flichenschar %( = const. wird, wenn W und B abnehmen, der

B
Formenreichtum der Kr.-Ln. v des €, geringer. Der Abbau erfolgt von der Seitey = &, her.

h) Beziehungen zwischen den Kr.-Ln. der ndmlichen Fléiche.
(Vgl. §10,11, S. 57.)

1. Sind 9, und ¥, zwei im {ibrigen beliebige Werte von v, welche der Bedingung geniigen:
9, + 9, = @y, so bestehen zwischen den Funktionen von v, und v, folgende Bezichungen:

gt _ YDa_ Ve D—i€ -
ViV =€+ D%, Voo D+i€= 7 (13; 2)
Daraus folgt u. a.
2 2 177
Satz 26, 1: Wenn v, + v, = &,, dann: ® — o, — @, = arctg [@I~j;§,,> Z—] .
a oder b

2. Analog ergibt sich, falls u, -+ u, = ©w, und v, 4 1w, = w, ist:

Py o_no9r2 2. Q_X,'l)_‘l_,gé_—?._i%
Uity =B G =m0

7 - . (135 3)
W, W, = A2 4 B2; 573—1) == "—W:“'
Daraus u. a.
Satz 26, 2: Wenn u, + u, = 0, und w, + W, = ©,, dann:

7a w U’ 1
ferner:

ch(U+V)e U'W)a U+ B2 R . .
TP TS T o O D= (o), 030
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3. Aus der dadurch zwischen den Kurven S = o und U + V' = o hergestellten Be-
zichung schlieft man wie frither:

Satz 26, 3: Wenn w, + w, = w,, dann:
3 w (O] .
(um)a 2 (us)b =LWgj (zm)a i (28)[) =Z; spesiell z, (72) -5, (T;) =Z. Fig. 81

4. Mit Hilfe der Kr.-L. v = o lassen sich die iibrigen Kr.-Ln. w genau so herstellen,
wie dies in § 10, IIT (S. 59) fiir (11) b angegeben wurde. Wo dort »;, muB} hier w, stehen.

i) Die ganze Fliache.

Folgende Symmetrieelemente treten reell auf (47, 4/’ =o0, 1, 2 . . . unabhingig
voneinander) (Fig. 79):

S.-Zentren u = (2/ 4+ 1) w,;
S.-Ebenen senkrecht zur Achse 1 = 2/w,;
S.-Ebenen durch die Achse v = /&,;
S.-Achsen: die Lote auf die Achse in den Ebenen v = /&, durch die Punkte
u=27"w,;
die Lote auf die Achse senkrecht zu den Ebenen 9 == /&, durch die
Punkte 1 = (27’ + 1) w,.

Demnach 146t sich die ganze Fliche aus dem €, folgendermaBen herstellen:

1. Man spiegle den €, an der Ebene v = &,;

2. man nehme zu dem so entstandenen Bereich alle diejenigen hinzu, die aus ihm durch
Drehung um die Achse vom Betrage 2/® (4-/ =1, 2, 3...) hervorgehen;

3. man spiegle an der Ebene u = o;

4. man lasse das Ergebnis von 3 eine Drehung vom Betrage = um das auf der Ebene
p = 0 im Punkte u = w, errichtete Lot ausfiihren;

5. man nehme zu dem ganzen jetzt vorhandenen Gebilde alle diejenigen hinzu, die
aus ihm durch Translation ohne Drehung lidngs der Flichenachse vom Betrage 4/72
(£7Z=1,2,3...) entstehen.

k) Grenziibergang zu % = o.

B > o bei konstantem U fithrt auf € > 0, ® > o, oder auf ® -0, € > o, je nachdem
Y <1 oder Y >1ist; fiir Y =1 aber auf € =D =o.

Falls ¥ << 1 ist, erhdlt man (47, 4~ /' =0, 1, 2 . . . unabhingig voneinander):
g1g

beim Festhalten des Punktes als Grenzgebilde
u=(2/+41) oy, v beliebig die Achse;

U=4lw,, v =276, die Hauptfliche {33} in der Lage des § o, I1I;
U=(04/l+2)w,, v =278, die ndmliche Flidche, jedoch gegen frither an

der Ebene x = o gespiegelt.
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Fiir % > 1 gilt nebenstehende Ubersicht. Sie ist ebenso
zu deuten und analog fiir weitere Wertpaare u, v fort-
zusetzen wie die entsprechenden Ubersichten in § 7 und
§9. H,, H., H,, R, L bedeuten das nimliche wie dort.
Hj] bedeutet die aus H, durch Spiegelung an der Ebene
x = o hervorgehende, gestaltlich mit H, identische
Fliche.

Fiar % = 1 tritt an Stelle von H, und H/ die Achse,
an Stelle von R und L die Pseudosphire, an Stelle von
H, und H} die Komplementirfliche {22} b der Pseudo-
sphire.

30, Ha
50, =
gt S R

209 H{,

3w

el R L

Wy Hé
Wg

SRl o e R

o Hb

==1"R L
% —‘i’ o } ﬁ Wy

2




DRITTER TEIL.
BACKLUNDSCHE TRANSFORMATION DER E-FLACHEN.s

§ 14. DIE E-FLACHEN ALS IHRE EIGENEN TRANSFORMIERTEN.

Den Untersuchungen dieses Paragraphen soll wieder der Flichenbegriff in der Allge-
meinheit des I. Teiles zugrunde gelegt werden.

Im II. Teil fiel auf, daBl die Komplementirflichen der Rotationsflichen mit diesen
entweder nur analytisch oder sogar reell-asymptotisch zu einer einzigen Fliche vereinigt
sind. Dies ist nur ein Sonderfall des folgenden nunmehr zu beweisenden Satzes:53

Satz 27: Unter den Flichen, welche aus einer gegebenen nicht entarteten E-FI. F durch
eine gegebene Bdcklundsche Transformation B, hervorgehen befinden sich genawn swei,
nur fiir eine isolierte Menge von - Werten zusammenfallende E-Fin., deren ebene Kr.-Ln.
den ebenen Kr.-Ln. von F entsprechen. Diese Flichen sind gestaltlich mit ¥ identisch und
gehen der Lage nach aus ¥ durch eine Schraubung um die Achse hervor.

Der Satz bleibt auch fiir alle Entartungsfille giiltig, wenn man zur Uberfithrung eines
Grenzgebildes in ein anderes unendliche Schraubungen zulit und anstatt ,,genau zwei
liest ,,mindestens zwei‘‘. Hier kann nimlich auch der Fall eintreten, daf} alle Trans-
formierten von dieser speziellen Art sind. '

Beim Beweis des Satzes setzen wir wieder zur Vermeidung von Weiterungen voraus,
daB F eine nicht entartete Fliche und auBerdem B, nicht die Identitit (cos T = 0) sei.
Auch hier bleiben aber die Ergebnisse fiir die Entartungsfille giiltig, soweit sie dort iiber-
haupt noch sinnvoll sind.

Wir beweisen den Satz in vier Schritten.

a) Es gibt zwei eventuell susammenfallende E-Fin., welche aus F mittels B, hervor-
gehen, und deven ebene Kr.-Ln. den ebenen Kr.-Ln. von F entsprechen.

Sei F, eine solche spezielle- Transformierte (falls es iiberhaupt eine solche gibt). Alle
auf F_ beziiglichen GréBen sollen ebenso bezeichnet werden, wie die entsprechenden bei F,
aber den Index 7t erhalten.

F und F, sollen E-FIn. mit ebenen Kr.-Ln. v sein; also:

9 9 oU oV  oU oV
— = U+V. il B R c s o e SR G e e .
e [ ' 9y Ou ov ou @ (14;1)

52 Bianchi, Lezioni S. 715 ff.; Darboux, III. Teil, S. 433 fi.; Enzyklopadie 1II 3, S. 341 ff. u. 416 ff.
8 Vgl. die Sitze bei Bianchi, Lezioni S. 709—714.
64 Statt der iiblichen Bezeichnung B, hier B, zum Unterschied von den so hiufig vorkommenden
o-Funktionen.
Miinchen Ak, Abh, 1936 (Steuerwald) 11
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F. soll aus F mittels B, hervorgehen; d. h.

0%, 0¥ . . :
cos T (ﬂ + %) = cos ¥ sin &, + sin 7 sin ¥ cos &; ,
14; 2
09, 0% 52

— cos T ("B—v -+ E) = sin & cos ¥, - sin v cos ¥ sin &,.

Mittels (14;1) geht (14; 2) iiber in
Ulcostch(U+V)+Vicostech(U,+V,)+sh(U+V)+sintsh(U,+V,)=o0;

(14;3)
Ucostech(U,+V)+Vicostch(U+V)—sh(U,+V,)—sintsk({U +V)=o0.

Zufolge (14; 3) wiirde Ul =0 auf U’ = o und V! = o0 auf V' = o fithren, und damit
zu einem Widerspruch gegen unsere Voraussetzung, dafl F nicht entartet sei. Demnach
kann weder U’ noch V! identisch verschwinden. Dann ergibt sich, wenn man die erste
Gleichung (14; 3) nach v differenziert und dann U und V', aus der neuen Gleichung und
den beiden Gleichungen (14; 3) eliminiert:

eUrt Ve (U cos 7 —1) (V' cos 7 + sin 7) — e~ etV (U’ cos v + 1) (V' cos T —sin 1)
42 [Scos?t—s2(U+ V)] =o. (14; 4)
Daraus durch Auflésung nach einigen Umformungen:

i(6X +aXy) (V' cost—sint) _ (¥ 4aV,) (U’ cos t4-1)

S o i)
Yy, —a¥,) (U cost—1) (0 X, — aX) (V' cos ©+ sin 7)
: (1455
- —i(aXy+8X) (@Y, + 6Y) __(A*—B% (U’ cost 1) (V' cos T—sin ) )
T (A2 —B)(U'cost—1) (V' cost-fsinT) i(aXy—0X)) (@Y, —0Y)) :

Hierbei sind als fernerhin stindig zu gebrauchende Abkiirzungen eingefiihrt:

@ =VA%cos®t —1 = VC?cos?r—sin®t; &= VB2cos®t—1 = VD%cos?t—sintc. (14;6)

Beide Wurzeln sollen zunichst zweideutig bleiben. Da in ¢Ur* Ve nur ihr Verhiltnis

oder ihr Produkt eingeht, ist auch dieser Ausdruck nur zweideutig und darf man daher
a oder 4 beliebig eindeutig wihlen.

Eine Unterscheidung der beiden Fille ist vorerst noch nicht nétig. Teil b und ¢ des Be-
weises bleiben richtig, wenn man nach beliebiger, aber fester Wahl eines Wertpaares a, &
dieses konsequent festhilt, also unter F, eine beliebige der beiden Transformierten, aber
iiberall die ndmliche versteht.

Aus (14; 5) liest man ab, daB tatsichlich ¢Yr* Vs das Produkt einer Funktion von #
allein und einer Funktion von v allein ist, wie es (14; 1) verlangt, und daf3 die beiden Werte
von ¢Yr*Vr nur dann zusammenfallen, wenn wenigstens eine der GréBen @ und & ver-
schwindet.

Aus (14; 5) erhidlt man durch Differenzieren:

— X1 Xy cost 4 adlU' p

U — =X1X2cos':sin'r—|—aéV'
£ U2 cos2t—1 V'2 cos?t — sin? v

(14;7)
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Mittels (14; 5), (14; 7) und der fir F geltenden Beziehungen werden die Gleichungen
(14; 3) nunmehr identisch befriedigt.

b) Jede der beiden Flichen ¥, ist mit ¥ gestaltlich identisch.

Wir definieren:

_1(@U'X, cos't—i-le) _ 21U X cos T+ alXy)
(XD): UZ?costt —1 oy U cos®t—1

(14; 8)

) _i(aV'Y3cos v — 4V sinT) ) z(bVchos'r—ayzsm'r)
LE V'2 cos? T — sin2 1 : iy V'2 cos? T — sin? T

Wir definieren ferner zwei GroBen ¢, und ¢, durch die vertriglichen Gleichungen:

c; 1 Gu —ia_ o, — b

S Cri=—i ol LI el C o a =S ey e Oy = ’

c cos T c cos T c cos T

3 B : B _ (14;9)
Gy _ t 8. _—ia Ty — b

3 —tgr; 2o NS 5

c ° ETi Gt " cost’ o6 " cos T

Die Funktionszeichen sollen das nimliche bedeaten wie bei F fiir das Argument % bzw. .

¢, und Z, hingen nur von 4, B und 7 ab und sind nach eindeutiger Wahl von & und 64
endlich und eindeutig bis auf geeignete additive Vielfache ganzer Perioden, die vorlaufig
unbestimmt bleiben mégen, aber im Bedarfsfall beliebig eindeutig gewahlt werden diirfen.

Mittels (14; 7), (14; 8), (14; 9) und der o-Additionstheoreme verifiziert man nun:

Ui=2@+e); Xe=—2@+e); Xdi="(+0c);

] . ) (14; 10)
Vi=—2@+a); T.=2@+a); Tdo=—@+8).

Diese Gleichungen gehen aber aus (1 15) (S. 10) dadurch hervor, da3 man, wo nétig,
den Index v anhdngt und #, v durch # 4 ¢, v + ¢, ersetzt. Man weist nun leicht nach,
daB3 Analoges auch fiir die iibrigen Gleichungen des § 1 gilt [insbesondere fiir (1; 13)];
diese bestimmen aber, wie aus § 2 erhellt, die Gestalt der Fliche eindeutig.

¢) Jede der beiden Flichen F,_ geht der Lage nach durch eine Schraubung aus ¥ hervor.
Die Koordinaten des dem Punkt x, y, # von F entsprechenden Punktes von F, lauten : 5
%, =2 + R cos 7 (cos ¥, cos ' + sin &, cos a’’);
¥, =% + R cos t (cos &, cos B’ 4 sin &, cos B'); (14; 11)
2z, =2+ R cos 7 (cos &, cos y' + sin &, cos y'’).

Daraus erhilt man unter Beriicksichtigung der bisherigen Ergebnisse nach etwas um-
stindlicher Umformung:

55 Bianchi, Lezioni S. 716.
11*
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% (u, 0) =7, (4,9) 05 9. (V)5 ¥, (%, 9) =7y (#,9) sin ¢, (¥) ;

R (d4302)
z, (u,v):A—B [JU'*du — U, tanh (U, + V,) + U'U} cos 7]. '
Dabei ist:
e RW,

7f(“,”)=1/x¥+y3=/179¢m§ 9, (v) = ¢ (¥) + ¢, (v);
(14513
W _faéW2sin1—V’V"c051.56 i ()_@cw )

) o — A O = e

JU'?du bedeutet das namliche wie in 2 (#, 7).

Die kartesischen Koordinaten x,, ¥,, 2, sind nach (14; 11) eindeutig, », und ¢, aber
zunichst nicht, und zwar wegen der Zweideutigkeit von W, = }/1 + p’2. Nun diirfen
wir wenigstens, vorbehaltlich spiterer Verschirfung, o. B.d. A. iiber ¥, analog verfiigen
wie in § 2 tiber W, indem wir ein fiir allemal verlangen:

Zwischen W, und v 4- z, soll die ndmliche durch (2; 13) und (2; 14) (S. 14) dargestellte
Beziehung bestehen wie zwischen ¥ und ». Dadurch wird

r () =7 (4 +c,y v+ 2). (145 14)

$, (¢) ist der Winkel, den eine Kr.-L. v von F mit der entsprechenden Kr.-L. von Fr
bildet. Fiir v 4 ¢, = o wird nun sin §, = o, liegen also beide Kr.-Ln. in einer Ebene. Nach
den Eigenschaften der Bécklundschen Transformation mufl aber die Verbindungslinie

R

W o=—z
haben. Damit ist Satz 6 (S. 18) wiedergewonnen und gleichzeitig einsichtiger geworden.

Aus (14; 12), (14; 13) und (14; 14) liest man ab, dafl beide Flichen die nimliche Achse
haben, also F_ aus F durch eine Schraubung hervorgeht; letztere wird explizit dargestellt
durch die Gleichungen:

entsprechender Punkte beide Fliachen bertihren und die Linge R cos v =

_ _ R (o :
Ar@=2,(u,v)—2(w+tc,v+é)= TB (E; ¢ + elc,) :
(14; 15)
' 7
At(cp) E(P,(‘U)—CP(U—*—E,.)=q)(—fr)—£q,:|: 'i!
wobei das obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem W (v = — ¢,) gleich + a.;ls_'r oder

gleich — ist. A, (p) ist nur bis auf additive Vielfache von 27 bestimmt.

COs T

Abgesehen davon sind A, (2) und A, (¢) noch ebenso vieldeutig wie ¢, und ¢,. Dies
bedeutet, daB die Deckung von F_und F infolge der Periodizitits- und Symmetrieeigen-

ab—V'Vi

56 Fiir t% 0 einfacher: cOos q’t (U) = -I/Vm'
T
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schatten beider Flichen noch auf unendlich viele Arten méglich ist, unter denen eine
beliebig ausgewihlt werden darf.

d) Die beiden speziellen Transformierten fallen nur fiir eine isolierte Menge von v-Werten
susammen. '

Sind nédmlich ¢, und ¢ die zu entgegengesetzten Werten von ab gehdrigen Werte

von ¢,, so darf man nach (14; 9) o. B. d. A. setzen: ¢; + ¢/ = 20, also

R
AL G) + A% () = 55 (. + 0) = A, (14; 16)

Sollen nun die beiden Transformierten ! und F’” zusammenfallen, so muf3 die weitere
Gleichung bestehen:

At () — AT (0) = A4 (14; 17)

A;4 bedeutet eine Verschiebung, welche, in Verbindung mit einer geeigneten Drehung,
imstande ist, F in sich selbst {iberzufithren, kann also nur isolierte Werte annehmen.

Aus (14; 16) und (14; 17) folgt:
247 () = A, + Ayy. (14; 18)

Diese Gleichung besteht sicher nicht identisch, sondern nach Abwerfung aller fiir ¢,
belanglosen Vielfachen von 4w; und 4%; (/ = 1, 2, 3) ergibt sich nur noch eine endliche
Anzahl von ¢ -Werten, welche (14; 18) erfiillen. Thnen entspricht zufolge %c, = Els—'r

eine isolierte Menge von t-Werten, darunter jedenfalls die Lésungen der Gleichungen:
a=o0; b=o0; COS T = O.

Fiir cos v = o fillt iiberdies noch F mit F/ und F// zusammen.
Die analoge Untersuchung fiir ¢, fithrt zu dem nidmlichen Ergebnis.

Der Bianchische ,,Vertauschbarkeitssatz‘* ist fiir unsere speziellen, durch Schraubungen
dargestellten Transformationen trivial.

§ 15, ANWENDUNG AUF DIE REELLEN FLACHEN.

a) Unter Zugrundelegung der Definitionen und Vereinbarungen des § 4 soll hier ohne
Durchfithrung der einfachen Rechnungen, Grenziiberginge und Beweise nur ein knapper
Uberblick iiber die Fille gegeben werden, in denen im Sinn des § 14 einer reellen Aus-
gangsfliche f eine reclle Transformierte f, entspricht.

Dazu ist notwendig und hinreichend, daf3 R, = und @4 reell sind. Es handelt sich also
um die im II. Teil untersuchten Flichen. Wir diirfen o. B. d. A. wie dort R = 1 wihlen
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und wollen auBerdem die Ausgangsfliche f stets in der ,,Normallage* zum Koordinaten-
system voraussetzen, in der sie dort beschrieben wurde.

Um die Fliche f, aus der Normallage, welche ihr in dem Koordinatensystem, auf welches
f bezogen ist, zukdme, in die richtige Lage gegeniiber f zu bringen, muf3 man ihr eine
bestimmte Verschicbung A,z lings der Achse und eine bestimmte Drehung A ¢ um die
Achse erteilen. Diese ohne Klammern geschriebenen GréBen unterscheiden sich von den
mit Klammern geschriebenen in (14; 15) im allgemeinen um additive imaginire Konstante.
Ist f, cine Rotations- oder Schraubenfliche, so darf man o. B.d. A. A,¢ = o setzen.

Wo die Abhingigkeit vom Vorzeichen der Gréfie aé betont werden soll, wird genauer
geschrieben B, (a4), f, (ab) usw.

b) Es geniigt, die Untersuchung fiir die Werteo <t < g und einen der beiden méglichen

Werte von @b durchzufiihren. Die tibrigen Transformierten der ndmlichen Ausgangsfliche
sind dann durch die nachfolgenden Sitze 28 bestimmt. Diese gelten in der angegebenen
Form fiir den Fall, daB3 zu einem Wert von © genau zwei (eventuell zusammenfallende)
Flichen f, (a4) und f, (— ab) gehoéren. Fiir die Fille, in welchen oo! Flichen f, zu
einem Wert von 7 gehdren, sind sie dahin zu deuten, daB3 jeder der co? Flichen f, (a8)
cineindeutig eine der co! Flichen f,. (a*&*) bzw. F__ (ab) oder F_(— ab) im Sinne des
jeweiligen Satzes entspricht.

Satz 28:
1. b, (ab) ist.identisch mit b, (a*b*), wenn v* = I 4 (— 1)'v und a*b* = (— 1)'ab
(+l=0,1,2..) ist

2. Entsteht V' aus § und V. aus ¥, durch Spiegelung an der Ebene y = 0, und wird t
durch B, (ab) in ¥, transformiert, so wird V' durch B__, (ab) in V., transformiert.

3. b, (—ab) geht aus ¥, (ab) hervor durch Umwendung wum die in der Ebene z = 0
liegende Symmetrieachse der Kr.-L. ¢ = 0 von . Diese S.-Achse ist, wenn ¥ vom Typus a
ist,5" die y-Achse, in allen iibrigen Fillen, einschiliefilich der Schranbenflichen, die x-Achse.

Satz 28, 2 16t sich aufspalten in die beiden einfacheren:

20) Ist § keine Schraubenfliche, so geht ¥, (ab) durch Spiegelung an der Ebene y = 0
in b_ . (ab) diber.

2B) Spiegelt man die Fliche, in welche R durch B, (ab) iibergeht, an der Ebene y = o,
so erhilt man die Fliche, in welche L durch B___ (ab) iibergeht.

Fir v = o fillt selbstverstindlich f___ (¢4) mit f, (¢b) zusammen; fiir = =7—; werden

f, (& ad), F_, (4 ab) und f identisch.

57 D. h. (11)a, [12]a und H,; dagegen ist es konsequenter, {22}a, wo der Unterschied belanglos wird,
zu den Schraubenflichen zu rechnen.
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Ist ab = o, so fillt f_(ab) mit f, (— ab) zusammen mit Ausnahme des einzigen Falles,
in dem f und f, gleichgewundene, und zwar fiir o <t = arctg C <72E linksgewundene

Schraubenflichen sind. Dieses abweichende Verhalten erklirt sich daraus, da3 fur U’ = 4,
V' = (C, © = arctg C Gleichung (14; 4) identisch befriedigt wird, also auf die beiden
Gleichungen (14; 3) zuriickgegriffen werden muB. '

Aus der gestaltlichen Identitit von F und F, folgt nicht notwendig die gestaltliche
Identitit von F und f,; es kann vielmehr sehr wohl ein reeller Bereich von F in einen
anderen transformiert werden, z. B. (11)a in (11)b.

Der Ausnahmefall, daB co! Flichen f, existieren, welche dann alle uberhaupt moglichen
Backlundschen Transformierten von f darstellen kann nur eintreten, wenn f eine Rotations-
fliche (einschlieSlich der Achse) oder Schraubenfliche ist. In diesem Fall erhilt man alle
Flichen f,, wenn man sich cine derselben in der richtigen Lage fest mit f verbunden denkt
und dann f in sich bewegt. In den spiteren Ubersichten sind diese Ausnahmefille durch
einen Stern (*) bezeichnet.

c¢) Im einzelnen ergibt sich folgendes:

I. A und B reell.

(4 = B 2= o, aber nicht 4 = B = 0); vgl. § 5 bis 11.
Damit bei reellem © auch aé reell wird, mull entweder

1.a%2 2 6% 20 oder
2. 6% < a? < o sein.

Wir behandeln die beiden Méglichkeiten getrennt. @? = 42 = o werde dabei zu 1.
gerechnet.

1y a2 2> 6% = o cinischlieBlichia® =4% =io.
Dafiir ist notwendig und hinreichend:
A=2B= 1undo<¢<arcth

Wir setzen zunichst Nichtentartung voraus und definieren zwei reelle Gré8en ¢, und &,
durch die Beziehungen:

G. = G
o<t X0y fc,=ABcos'r; 0L Z iy -;- == CD cotr. @i
Dann darf man o. B. d. A. setzen,
wenn ab = o, c,=¢, + 0g; ép=—1¢ + &g; ( )
3 1552
wenn ab <o, c,=—2¢ + wg + 20y; Z,=10C + &3 —28;. ’

Im folgenden bedeutet ferner ¢, (t,) den Winkel, der im Sinne des § 6 bei der Fliche
(11)a mit den némlichen Konstanten A, B wie F zum Wert v = ¢, (v = ¢, 4+ &3) gehort.

o 4 th = @ (6)1)
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1

i}
Y, (: ¢, e c,) dndern

¢, &, @,(¢) und der auBerdem noch bendtigte Ausdruck

sich mit 7 folgendermafen:

T T T
| & | & 4z (Getas) | w@
| ‘ 114 o’
o g >0 o 1B (; c0+e3c0) o
BEER S TR A
arctg D y o) } — 7 D + 725

1 (s
AB \o

¢o + €3 Co) kann fiir hinreichend kleine Werte von B negativ werden, wie der

Grenziibergang B > 1 zeigt, ist aber sicher positiv, wenn ¢, < w;(§5,¢e),d. h. CD =1
— pu + e3 <o, also

ist. Denn in diesem Falle gilt fiir o << u < w;: Ju

AB

1 o
— ¢ ._I_e ¢
(0’ 0 & 0)

Sy Lo
=;1§(;

(%,11 +€3u) =

i m1+e3m1) =—z,(w=0) >0,

wobei sich z; (w = 0) auf die Fliche (11)a bezieht (§ 6, I¢).

Grenzwerte bei Entartung:

Entartungsfall ! Grenzwerte
[12] A>B=1,alsor=0|¢, = ¢y = w;; ¢, unbestimmt
1 I/Acos'r i TR 1 Ccost-+sint
cr il l?’l ____yg"l— e ct = Zﬂ _—_}— ——
A4 Acost—1 & Ccost—sinT

'
(11} A =B >1 IZ% %c,+e3c,)=cos‘r—c,»; o, ) =¢+~
| Fiir 7 = arctg C werden ¢, und ¢, unendlich, aber
Acosiz [, A
Ccost+sint  ~ C

lim (d¢,— Ct,) = lim Iz n &

¢, unendlich; ¢, unbestimmt

{22} A=B=1,alsor=ov

Nachstehende Ubersicht 1 gilt fiir a4 >o.
Mit Ausnahme der Fille, in denen Schraubenflichen beteiligt sind, liest man aus ihr

folgende Gesetzmifigkeit ab:
Ist { vom Typus a, so ist b, vom Typus b und umgekehrt.



Ubersicht 1. a® =262 >o.
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Wertbereich
f b.(+]ab]) Az Aco von A, B und =
1 [o
(11)a (11)b - (—c,—l—e c,) w4 ¢, (€)
5 | AB \e ; i A>B>1
! i = ) oZrLarctgD
(11)b : (L) a AB (-6— ¢+ e Cr) Pa (€0)
[12]a* | [12]b oz beliebig o
[12]b | [12]a | —Z o [P atad
H, | H, cosT— ¢, 4 +7 ‘
H, H, cos T — ¢, .+~
| A=B>1
C = 1 Acost+1
e ; CO“_Z(EJ”)‘Z Coose—sint|  °  |0Sr<arctgl
f C[n 1 Acost+1
L | e [ A
g T4 (2 T) A #Ccost Fsine ©
Cn
H, s . o o
H, L o o
R Achse 0 0
Achse* R beliebig 2 A=B>1 |
i o e 1 .o<‘r=arcth
E Z—Z(é—arcth)—-Zln? 0
A T
L of 5 st
L H, beliebig c Az + =
H beliebig 2 Az
C
( fas Achse g o o
22la = gL B
{22}b r belicbie ‘o=t1=arctgC
[alb | ez 0 et

58 Hier wire anschaulicher die Schreibweise: A,z =0; Ay = —

Miinchen Ak. Abh. 1926 (Steuerwald) 12
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2. b8 5a? <o, aber nicht a®= 4% =0.
Dafiir ist notwendig und hinreichend:

entweder 4 > 1 und arctg C <t g—;—: (aber nicht 4 = B > 1 und 7 = arctg ()

oder A§_1und0§'r§12-t (aber nicht A = B = 1 und 7 = o).

Wir definieren wieder zwei reelle Grélen ¢, und ¢,, zunichst fiir den Fall der Nicht-
entartung:

G. 1 = A G
0= ¢ S0y f°r=c‘0?;; 0 S ay; pel i (155 3)
A, @, v haben die nimliche Bedeutung wie bei f (s. § 4b, S. 23). Nunmehr darf man
o. B. d. A. setzen,
wenn ab <o, e, =2¢+20,; =1
i _ (155 4)
wenn ab > o, C, =20y — €, & =10—28,.

Im folgenden bedeutet ferner, wenn B = 1 ist, g, (¢t,) den Winkel, der im Sinn des § 8
bei der Fliche (11)b mit den nimlichen Konstanten 4, B wie f zum Wert v =9 = ¢,
gehort. ® = ¢, (&,). )

Analog bedeutet, wenn o < B <1 ist, ¢ (¢,) ohne Index den Winkel, der bei fin der
Normallage zum Wert v =9 = ¢, gehért. ® = ¢ (&,).

!
Die erwahnten GroBen und der auflerdem noch benétigte Ausdruck ITIE (? ¢, + ey c,)
3
andern sich mit 7, wie folgt:
Wenn 4 >1:
_ 1 [og 5 o
T ¢ C E (OTZ ¢ = €3 c‘t) P (ct) ¢ <cr)
arctg C ; @, —Z
R v A A
= .
- o o 0 o 0
Wenn 4 <1:
2 1 ([ag 3
& cr cr AR (0_3 cr + e3ct) ¢ (ct)
} o 1% os
o € < % JTB£C°+€3C° <o ]
y A N ¥ A
= o) o
= o O




g1

Grenzwerte bei Entartung:

Entartungsfall Grenzwerte
[12] A>B =1 Ca— —Cl,— arcsin (C cot 7); ¢, (¢,) = At — arcsin (4 cos 7)
1 1+Acost _ 1 sint 4+ C cos T
i e e B et LT e
f1} 4 = B>1 , sin © cos T
Jde 4% = e e e B
B ((73 ¢ + €3 cr) cos T G5 Po (cr) ¢ + T 2
. =
c,=lncoté; ¢, =cotT
22} A=B=1 sy . 7:
B M = o S = oy
i (0_3 ¢, + eg c,) cos T — In cot 55 P () =cott+ 7 "
i ¥ - i ) i !
RS W L e 5ok Ol a it s
D sin T

¢ (¢) = Bt, — arcsin (B cos 7)

{33} T i 90

i ] s iy
Gy In

1
t. = —; arctg (C' cot
1—Acost’ *° (' g ( %)
I
1 [og a T
T(E; °r+33°r)=C05‘f—cr; <P(¢1)=fr+‘f—5

[14] A>1>B =0
und

[34] 1>A>B =0

¢, = — arcsin (A4 cos 7)

oA

{24 1=4>B =0

Co—

T

S|

: T
—1; & =1In cot -
2 2

Die Fille B = o erfordern Sonderbehandlung, da die Koordinatenausdriicke 1 der
Tabelle I hier versagen. Es ergeben sich die Rotationsflichen als ihre eigenen Trans-
formierten in der ndmlichen Lage zur Ausgangsfliche, wie wenn man bei gleichem = von
[12]a, {22}a und [23]" ausgeht. Aber die bei letzterer Betrachtungsweise fiir T = o noch
hinzukommenden Komplementirflichen [12]b, {22}b und [23]"" werden hier durch die
Forderung ausgeschlossen, daB die ebenen Kr.-Ln. 9 von f_ den ebenen Kr.-Ln. v von f
(also fiir B = o den Parallelkreisen!) entsprechen sollen. Da die Ebenen des Biischels
v = const. hier parallel werden, tritt an Stelle der Drehung um die Flichenachse eine
Translation A,y lings der y-Achse, wenn man F in der durch (11;2) und (11; 3) de-
finierten Lage voraussetzt.

Nachstehende Ubersicht gilt fiir a6 < o.
Im allgemeinen ist hier ¥ mit ¥ gestaltlich identisch.

12+
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Die einzige Ausnahme bildet die Moglichkeit, [23]’ mittels By in [23]" zu
und umgekehrt. :
Es scheint aber erwidhnenswert, daB die Rotationsfliche vom hyperbolischen Typus [23]’
auch als ihre eigene Komplementirfliche (v = o) auftreten kann. Dann wird von den
abbildenden Strahlen auf f und f, die spezielle Schar paralleler geoditischer Linien um-
hullt, welcher der kleinste Parallelkreis angehért.

Ubersicht 2. 42 < 22 < o, aber nicht a? = 42 = o.

transformieren

o) Fir B >o:
X Wertbereich
f "r(_laél) Az Ao von A, B und ~
1 foy ' 4
(11)a] (11)a 4B \s, € - e3¢, i @ (€
(11b)[ (11)b ebenso @ (€) A>B; A>1
[12]a| [12]a ebenso o arctgC <t < g
[12]b] [12]b ebenso At —arcsin (A cosT)
(13) (13) ebenso o ()
H H, cosT —¢, tr+T_g
H, | H, cos T — €, | Cr'f"‘—:
C [ 1 1+ A cos 1:; =
SR AR °°”+2(2‘“’)‘;4 # sinv—C cos® % A=B21
L o _£ T 1+ Acoss arcth<T§§
L ; = ,A 2 A “sint+Ccost i
{22}a| {22]a cos T — In cot g 0
T T
{22}b| {22}b cost—In cot co“—_{_q,-_g
! ' __1_ Eé A=1>A8
(3]’ | 23] 45 (2 o+ o g
' o<t
[23]"| [23]" cbenso - | B¢, — arcsin (B cos1) ¥
[ ; [23]" V4 o
2 - =
N ea” -Z beliebig e
(23] [23]’ e o
1 oy
G3) | G3) i ¢ (&) 1>4>B
AB \o,
e 0Lt
{33] {33] cos T — €, g+t — =
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B) Fir B =o:
Wertbereich
f fal \ab|) Ay von A und 7
= A>1
N L
[14] [14] 7 (63 ¢ +é c,) St :
A=1
T
{24} {24} In cot S —cosT PR
A A=1
{24} Achse : o e
al >A4>0
[34] [34] = e 1 n
A O3 * LBy (0] é T g g

II. A und B konjugiert komplex.
A=U+:8; B=UA—7iB; A=+o0, BFo.
Fiir reelles = wird aé stets reell.
Wir definieren wieder zwei reelle Gré8en ¢, und t,:

ald
>

0< 6 S g ?c,=(912+%2)cosr;Oéfféﬁz; =@+ DY cot7. (15;5)

Dann darf man o. B. d. A. setzen:

wenn aé <o, €, =Wy — ¢} . =&y + €
; W o (15;6)
wenn 2b >o0,. ¢, =¢,— 0}; ¢, =—7t, — &}.
Fiir a6 <o folgt daraus:
1 o’ = =
Arz=_z—m (0__ cr_l_ezcr); Ar‘P=<P(w2—cr) (15;7)
nebst folgender Ubersicht:
T ¢, ¢, 7 Az Ao
1 g ‘
(o] —C0>O (o] i Z—m(&co+e2co)<0 (I)-
v v v v +
Tt —
; Wy [OF (o] o

fund F, sind gestaltlich identisch.
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d) Aus den Ubersichten 1 (S. 89) und 2 (S. 92) entnimmt man: Bei der Komplementir-
transformation der Rotationsflichen liegen deren Riickkehrparallelkreise mit den ihnen
entsprechenden ebenen Kr.-Ln. der Transformierten in der nimlichen Ebene, schneiden

also auf allen Tangenten dieser Kr.-Ln. vom jeweiligen Beriihrungspunkt aus die Strecke 1
ab, d. h.

Satz 29: Bei den Komplemeniirflichen der Rotationsflichen sind die ebenen Kr.-Ln.

. : g 1 :
U =0 und W = 20, Traktrizen®® mit dem Kreis r = ry = — —— als Basis

VA®+ B —1
und dem konstanten Tangentenabschnitt [y = 1.

Als solche sind sie leicht ndherungsweise mechanisch herstellbar. Sie sind sogar, ab-
gesechen vom Malstab, die allgemeinsten Kurven dieser Art. Nennt man eine solche
Kurve kurz ;,Kreistraktrix (7y, /), so folgt aus FuBnote 42, S. 55 und Satz 19, S. 45
nebenher der

Satz 30: 1. Die tractrix complicata ist identisch mit der Kreistraktrix (v, 7).

2. Jede Kreistraktrix (ry, ly) geht durch Inversion an dem zum Basiskreis konzen-
trischen Kreis mit dem Radius |/ |ri— [3| wieder in eine Kreistraktrix (ry, &) diber.

e) Im Falle I (4 und B reell) 1i8t sich folgendermaBen veranschaulichen, fiir welche
Werte von 1 fF (4, B) und f, (4, B) gleichzeitig reell sein kénnen.

" Man lege zwei Exemplare der in kartesischen Koordinaten gezeichneten Kurve
e . : T T : .
¥ = arccos (in der Figur ist nur der Zweig — s <y = gezeichnet) aufeinander und

verschiebe dann das obere parallel zur x-Achse, bis die Gerade x = B seiner Ebene auf
die Gerade x = A4 der unteren Ebene fillt. Dann werden die gesuchten Werte von =
dargestellt durch die Ordinaten der Punkte dieser Geraden, dic in schraffierten Bereichen
(einschlieBlich Rand) liegen. Fiir die Werte des parallel zur x-Achse schraffierten Be-
reiches (Unterfall 2) sind f und f_ gestaltlich identisch; nur fiir 4 = 1, = = o geht [23]’
in [23]" tiber und umgekehrt. Fir die Werte des parallel zur y-Achse schraffierten Be-
reiches (Unterfall 1) ist die eine Fliche vom Typus a, dic andere vom Typus 4. Diese
Regeln versagen, wo Schraubenflichen beteiligt sind. Wie man sie fiir diesen Fall zu
erginzen hat, ist aus dem Vorhergehenden hinreichend ersichtlich.

L T4 : BE e e e R e o e

2 ——— 2

0| x 0 Ammmm””ﬂ”ﬂ 53
> _WMMMM% ____________ I

2 2

Unteres Exemplar Oberes Exemplar

1
= arccos
g x

% Vgl Loria, S. 567 ff. Fiir 4 = 1; B = o0 geht die Kreistraktrix in die gewdhnliche Traktrix mit
geradliniger Basis iiber.
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§ 16. DIE ALLGEMEINSTEN BACKLUNDSCHEN TRANSFORMIERTEN DER E-FLACHEN.

Zugrunde liegt der Flichenbegriff in der nimlichen Allgemeinheit wie im I. Teil.

Die Substitutionen tg % — oV %’ = ¢ fihren die Gleichungen (14; 2) tGber in®

0¢ —2*(V'cost+sint) —2¢5A (U +V)— (¥ cost—sin7) @6y
ou 2costch(U+V) A
0t _ — 2 (U'cost—1)+2¢sintsh(U+V)— (U cost+1) o)
dv 2costech(U+T) ’ !

Diese sind vom Riccatischen Typus,® und nach § 14 ist mindestens eine Partikulir-
16sung bekannt. Fiir eine Gleichung fi— = Ay (®) + ¥y Ay (x) + ¥2 A, (x) mit der Partikulir-

16sung y, ist aber bekanntlich —— o Ut2hiids

=gt ein Multiplikator.
— Yo

Wir setzen Nichtentartung voraus, wihlen bei vorgegebenem R, A, B, © unter den
zulassigen Wertpaaren a, 4 ein bestimmtes aus, bezeichnen die fiir dieses Wertpaar durch
(14; 5) definierte Partikulirlésung e¢UYr* V= mit #, und verstchen kiinftig stets unter ¢,
und ¢, die fir das ndmliche Wertpaar aus (14; 9) sich ergebenden GréBen. Dann liefert
das angegebene Verfahren folgende Multiplikatoren fiir die Gleichungen (16; 1)’ bzw.
(@6 1)

D ab U” cos ©
M/ ( 1_55 f[U t':mh(U"-V)"'cos T (U’ cos 7 — 1) U'cosc:s—l:l e
t . io
16; 2)’
L WA TULY) 2
T @—1)t (U cost—1)
: b V¥ cos v
M= (_“1’—)2 o R Ot e e e ]
t o to
16; 2)
. Y@ehU+V) ei®)
T (t—1t)2 (V' cosT +sinT)’
Dabei haben ® (%) und ¥ (v) folgende Bedeutung:
1. Wenn aé == o:
_ e o —e) —o (w—c), P
D () =e ]/o-‘”(u{—c,)-{—c, (u-l—ﬁ—) (163 3)
. v?-;:a, ﬂv(”—ff) + &, (v ’"_fr)( 6oL
W(”)r_e Va'y(ﬂ+5r)—5'1-(7/+ft)' ' (1 )3)
2. Wenn ab =o0: @ () =¥ (v) =1. (16; 3)""

6 Die identische Transformation cos t = o sei ausgeschlossen.
81 Bianchi, Lezioni S. 718.
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In jedem Falle folgt dann aus (16; 1)’ und (16; 1)"" durch Quadraturen:

—2costQP)ch (U+T) O(u)ydu . .
(¢ — #5) (U" cos T — 1) (V' cos © + sin 1) +,/U costT—1 Funleton yon o, ( )
16; 4
—2cost ¥ (@)ch(UH+TV) f VY (v)dv :
(# — 2) (U’ cos © — 1) (V! cos © + sin 1) T Vicost +sint Ealtion vorlie

Von jetzt ab mussen die Fille ¢4 == o und ab = o getrennt werden.
‘1. ab == o.
Aus (16; 2)’ bzw. (16; 2)"’ folgt durch logarithmische Differentiation nach # bzw. v:

D' () _ ab R e ab g (16; §)
® () cost(W' cost—1)' Y () cost (V' cost+sin)’ 1033

¥ () cos 7
G0
zeichnen also ¢ (#) und ¢ (¥) noch zu bestimmende Funktionen von # bzw. 7, so kann

man statt (16; 4) schreiben:

—2abckh (U4+7V) 4,(7,) 9 (1) .
(— ty) (U cos T — 1) (V" cos 7 + sin 1) LGy O (x) \{f(z,) (16; 6)

. Be-

D (%) cos = s
ab

Demnach haben die Integrale in (16; 4) die Werte:

somit: @ (x) o () =" (v)  (v) = const. = ¢; (16; 7)
also:
22t 2abeh (U4 V) OV (@)
(e cos'r—1) (V'cost+sint) O @) ¥ (0)— ¢’
_ 2abch(U+V) ¢ S

ot (U'cost—1) (V' cost+sint) O ¥ (0) —e¢”

Hier bedeutet #; die zweite Losung der quadratischen Gleichung (14; 4), die aus #, bei
Ersatz von aé durch — a6 hervorgeht.

Aus (16; 8) folgt: ;:% = w-@ (16; 9)
— .

Diese Gleichung ergibt sich direkt, wenn man von ¢, ausgehend die Multiplikatoren

et ch (U+V) Panty ch (U + V)
O e e L e ) ¢ — 15)2 (V' cos © + sin ©)
!
bildet und dann beachtet, dal3 ]fy = Funktion von 7, und A = = Funktion von #,

Integrale von (16; 1)’ bzw. (16; 1)" sind.

Als Funktion von # und v allein erhilt man:

c1€° VP1 + cae™ SVP2 v (16; 10)

it — g
; €168 ]/7D + cge® ]/P4
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Dabei ist um der Symmetrie willen ¢ = — 72 gesetzt. Die ibrigen Abkiirzungen bedeuten
1
folgendes:
1{ ¢ G
S 2 (u;‘-t —{—?1—(;[,),

Py=[o, (w—e) +0, (w—ec)] [6, (v —2)—5, (v —2)],
Py=[o, (u+c)—o, (u+e)][6,(+2)+35, @+2), (16; 11)
Py=[o, (—c)—o, (u—c)] 6, w—2)+ 3, (v—2)],
Py={[o, (w+¢c)+o, w+c)] [0, (v+2)—35, (v+ 2]

Man darf in (16;10) ¢, oder ¢, beliebig == 0 wihlen und iiber die Wurzeln beliebig ver-
figen mit der Einschrinkung, daf3

” Py
fiir ¢; > 0: z't=]/J=z'to und
Py
e : Py L.
fiir cg>0: it = b=t ¢, werden mufl.
3

In (16; 8) ist dann @ () ¥ (v) = *®° l/ % zu setzen.
4
2. ab=o. '

Indem wir in (16; 12) unter ® (») und ¥ (v) das nimliche verstehen wie bisher im
Falle 1 [a6 == o; vgl. (16; 3)" und (16; 3)"], setzen wir:
du :
o) = [reer—7 =Jim,
(16; 12)
= dv o cos T e —1 0 G1 _ &
LOS fV' cosT -+ sinT ——algr-?O (75“1”\“”)) T (G—ép)sinT (V’—— o ' ew) ’

Dabei ist zu setzen,

cos T N A )
(ab lnfl)(u))— (Ur o elu),

el — ém

wenn g =0: l=p; m=v; [=

§
Il
<

=

wenn'd =o0: [=v; m=up; [=7;

3|
I
e~

Mittels (16; 12) und (16; 3)'" geht (16; 4) {ber in

i Y — O — O W = —Ta @), (16519

wobei wieder @, () und ¢, (#) noch zu bestimmende Funktionen von # bzw. v bedeuten;
fiir sie folgt aus (16; 13): '

%2 Ohne Entartung kann nicht gleichzeitig @4 = 0 und 7 = o sein.
Miinchen Ak. Abh. 1936 (Steuerwald) 13
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9o () + Qg (26) = o (v) + ¥ (2) = const. = ¢, (16; 14)

2costeh (U+V) NP (16:;
(U'cost—1) (V' cost +sint) Py(n) + ¥y (v) — c©@ 5 15)

also: ¢z =1¢, +

oder als Funktion von z und v allein:

o VRO bt o
V@ (Qs— O+ ¢*)

Dabei ist ¢©® (¢,— ¢,,) cos T = c* gesetzt. Die iibrigen Abkiirzungen bedeuten folgendes:

o= (Bur o) (o Bs),

G c G o
g, 7] o7} 71
=[Zu—Z¢)(Zv+—¢&);
Q2 (0‘ s 1') (0_ + P -r) H
L G &1 g
=|—%-t+eu) —c — v+ | — &,
Q3 (Gl + l)G;, r+(0’l + 1)0';. T
0 G om
4 o7 [o}]
Die Wurzeln sind der Bedingung unterworfen: %1 = it,.
2

¢, und z, unterscheiden sich hier von -4 ®; bzw. + &,; hochstens um ganze Perioden;
ob -+ oder — gilt, hingt von 7 ab.

§ 17. AUSBLICKE.

Wie Bianchi gezeigt hat, erméglichen die Ergebnisse des § 16 nicht nur die Aufstellung
der Koordinaten von F_, sondern auch die fortgesetzte und unbeschrinkte Anwendung
des Transformationsprozesses auf die nacheinander auftretenden neuen Flichen,® sowie
die Aufstellung der Gleichung ihrer geoditischen Linien in endlicher Gestalt, 8 und zwar
beides lediglich mittels algebraischer Rechnungen und Differentiationen. Aber hierauf
soll im Rahmen dieser Arbeit ebensowenig mehr eingegangen werden wie auf die Speziali-
sierung des § 16 fiir die Entartungsfille oder auf den naheliegenden Versuch, die Ergebnisse
womodglich auf Lamésche dreifache pseudosphirische Orthogonalsysteme zu erweitern.

Ebenso muf} die Behandlung der reellen E-Flichen positiver Kriimmung in einer zum
I1. Teil analogen Form einer anderen Gelegenheit vorbehalten bleiben, trotzdem der Weg
dazu offen steht und dieses Gebiet ebensosehr und im nimlichen Sinne der Erginzung

8 Bianchi, Lezioni S. 741.
8 Der letztere Satz fehlt bei Bianchi in der Auflage von 1922, steht aber in der Auflage von 1903,
Bd. 2, S. 418 und in der deutschen Ausgabe (1910) S. 474.
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bedarf, wie dies im Vorwort fiir die Flichen negativer Kriimmung dargelegt wurde. Ins-
besondere ist auch hier die Realitatsbedingung zu erweitern, und das soll wenigstens noch
an dieser Stelle geschehen durch den zu Satz 12 des § 4 analogen

Satz 31: Edne nicht entartete E-Fliche positiver Kriimmung enthdlt dann und nur
dann reelle Bereiche, wenn

entweder A* und B? konjugiert komplex mit nicht verschwindendem Imagindrteil sind,

oder A? und B? reell sind und einer der folgenden Bedingungen geniigen :

a) +o0o>A2>B2>1;
6) 0 >A%*> B2 >—o00;
¢) 00 >A2>1>0>B%*>—o00.

Dazu kommen noch, mindestens zum Teil, die Entartungsfille, in denen 4?2 oder B?
einen der Ausnahmewerte 0, 1, 00 annimmt, oder A2 = B2 ist, oder beides eintritt.

Fir A% > B2 fithrt die Annahme a) auf die Flichen von Rembs, die Annahme b) auf
die von Sievert, welche die nimlichen elastischen Kurven enthalten wie die Flichen {1 1}b
negativer Kriimmung. Unter die Annahme ¢) endlich fallen fiir B2 < — 1 die Flichen
von Bockwoldt, der insbesondere den Fall 42 + B2 = o niher behandelt. Die Ro-
tationsflichen reihen sich ebenfalls als Grenzfille ein. Die iibrigen Flichen harren noch
der Untersuchung und dirften eine solche wohl verdienen.

% Zufolge § 2, e darf man o. B. d. A, voraussetzen, daBl 4% > B2 sei.
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BEMERKUNGEN ZU DEN FIGUREN-TAFELN.

I. ENTSTEHUNG DER FIGUREN.

Ein brauchbares Modell einer E-Flicke negativer Kriimmung [ifit sichk ohne Be-
niitzung elliptischer Funktionen herstellen, wenn R, A und B gegeben sind.

Dann kennt man nidmlich zunichst den Wertvorrat von U’ und V"’ fiir den €, und
kann nach Tabelle I alle bendtigten GréBen auler z, z”" und ¢ durch elementare Funk-
tionen von U’ und V'’ ausdriicken.

Jedes Werttripel R, A, B bestimmt genau eine elastische Kurve. Diese 148t sich nun,
da » (U’) und ¢’ (U') berechenbar sind, auf Grund der Bezichung rp’ = const. an-
nihernd aus Kreisbogen zusammensetzen, wobei v’ (") als KontrollgréBe dienen kann.
Die Kenntnis der Elastika erméglicht dann die mechanische Herstellung der Kr.-Ln.
V' = const. nach dem auf S. 59 und S. 79 beschriebenen Verfahren.

Ferner lassen sich noch elementar durch 7’ ausdriicken:

der Offnungswinkel € (I’) des ebenen Sektors, der durch Abwicklung des Tangenten-
kegels in einem konischen Punkt 4 == const. entsteht,
und die Bogenlinge s’ (V') einer ebenen Kr.-L. u = const.

Wenn nidmlich 4 und B reell sind, ist

i I
bei den Flichen a e (V') = arcsin (« D ) 4 arcsin (— a );
. w B Ao Y1+AV’ Y2+BV’
bei den Flichen b SN = Wa— )il Wa—25)

Die oberen Vorzeichen gelten fiir 4 = o, die unteren fiir 4 = 2¢;,.

Wenn aber 4 und B konjugiert komplex sind, ist

V@@e—v .
V@De L

In AV +VUBV)2+ BV — VUBe— g
w2 (U —1)% + B9

firu =0y & (V) =2 arctg

fir u =o sV =

Alle Integrationskonstanten sind so gewiahlt, daB fiir v = 0 auch e = o und s’ = o wird.

Da man fiir einen konischen Punkt 4 = const. auBler ¢ (V') auch v’ (V') und 8’ (V')
elementar berechnen kann, 148t sich ein Modell des zugehérigen Tangentenkegels nihe-
rungsweise herstellen.

Entsprechend erméglicht die Kenntnis von s’ (V'), » (V') und 3§’ (V’) die modell-
ma Bige Herstellung des geoditischen Flichenstreifens lings einer ebenen Kr.-L. u = const.
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Demnach ist die Stellung einer Ebene I’ = const. jedesmal auf zwei verschiedene
Arten bestimmbar, was wieder Kontrolle und Fehlerausgleich erméglicht. Einfiigung jeder
vorher gezeichneten Kr.-L. V' = const. in ihre Ebene vollendet dann das Flichenmodell.

Das Verfahren mit den bei Entartung gebotenen Vereinfachungen liefert, wie weit-
gehende rechnerische Nachpriufung zeigte, Ergebnisse von befriedigender Genauigkeit.

Il. ERLAUTERUNGEN ZU DEN FIGUREN.
a) Allgemeines.

Wo im folgenden MaBe angegeben sind, bezichen sich diese auf die Urzeichnungen,
die fiir den Druck im MaBstab 1 :6,5 verkleinert wurden.%

Die Werte von R, 4 und B wurden bei den maBtreuen Figuren so gewihlt, daBl in
allen Fillen die durch sie bestimmte Elastika im Scheitel 4 = o die nimliche Kriimmung

(p’ = A:-f—-R_B = -— 3,78 cm) erhielt.

Das dem €, bzw. €, angehérige Kurvenstiick ist bei Fig. 1-75 jeweils durch Ver-
stirkung hervorgehoben. Die Punkte in den Scheiteln u = o der Kr.-Ln. v = i, sollen
die unendliche Kriimmung (p’ = 0) in diesen Punkten andeuten. Die gestrichelten Linien
vor den Spitzen der Kr.-Ln. w geben die jeweilige Richtung der Spitzentangente an.

In folgenden Fillen ist von mehreren analogen Kurven, die verschiedenen Flichen-

arten angchoren, aber sich nur quantitativ, nicht qualitativ unterscheiden, jeweils nur
eine gezeichnet:

Figur gehort zu Fliche Seite dient auch fiir Flache Seite
64 [12]Db 48 (11)b 46

65 und 71 (13) 48 (11)b - 47 und 45
67 (33) 52 ), 3), (& 77
72 {22}b s {11}b 4

74 und 73 (33) 51 {33} und () bis (¢) 56 und 76

Auch die zwischen Fig. 6 und 7 cingeschaltete Darstellung der Zwischenformen ist
nur dort genau, dagegen da, wo sie in den beiden nachsten Reihen wiederholt ist, blof3
qualitativ richtig.

b) Zu Tafel L.

Fig. 1-61: Die ebenen Kr.-Ln. i fiir K = 30 cm und die nachstehend in der Reihen-
folge der Figuren angefithrten Werte von 4, B und w. Dabei bezeichnen w* und mw**
Werte des €, definiert durch die Beziehungen:

Wegen der tibrigen Bezeichnungen siehe S. 29 und S. 63.

% Ausnahmsweise wurden die zwischen 6 und 7 eingeschalteten Figuren, die den Werten W = 5,72 und
W = 5,60 entsprechen, der Deutlichkeit halber nur im MaBstab 1 : 3,25 verkleinert.
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1. A und B reell.

Fig. Nr. A B Werte von w- zu §
1-3 8 o o w* W, = W** = 11
4-8 5 3 o] * 10,y o ** on 8
9-13 5 3 0% ** 0, * o} 6

14-18 4 4 o w* 0, fp** oo 9
18-22 4 4 (ole} ¥ * 0, fo* o 7
2. A und B konjugiert komplex (zu § 13).
Fig. Nr. A B Werte von v
23-29 4 1
30-36 4 1,83515 0 * 1w, %2 v, w, — W* Wy
37-43 4 2
44-48 4 §V§ o w* Wy = % =1 0p—w* o,
©
49-55 4 2Vz2 [0 oy—wg wp P, W, N
56—58 4 4 Wy
0 i 0)2
59-61 4 2
¢) Zu Tafel II.
Fig. 62-70: Die Abwicklungen der riumlichen Riickkehrkurve.
Fig. 71-75: Die ebenen Kr.-Ln. #t = o und 4 = 20;,.

Fig.| 62 | 63 | 64 | 65 66 | 67 | 68 | 69 | 70 71 72 73 74 | 45
R |30 10| 10 63| 6 |57 | 30 9375\ %5 (63 %5 | 6 |57 |51
4 5 35 % 1,05 1 1095| 4 |1,25| 1 1,05 1 1 0,95 0,85
B 3 1 1 110,63 0,6 0,57 " -4+ | 1,257 1 10;63 1 0,6 | 0,57 | 0,51

zu§| 6 6 8 8 8 8 7 9 9 8 9 8 8 8
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5

Da hier entweder % =—3— oder f;, =1 ist, werden die Kr.-Ln. v der Flichen, denen

die Kurven 62-75 angehoren, durch die einschligigen Figuren der Folge 4—22 dargestellt,
und zwar in richtiger GroéBe.

Fig. 71 stellt gemaB Satz 19, 2 (S. 45) die Kr.-L. u = 0 oder 1 == 2w, dar, je nachdem
man den lingeren oder kiirzeren verstirkten Bogen als dem €, angehérig betrachtet. In
Fig. 73—75 ist auch der Inversionskreis (Satz 19, 1) eingezeichnet. Fig. 74 schlieBt sich
zufillig fiir das Auge, da hier 6 ® = 359° 45’ ist.

Fig. 76—79 stellen dic Symmetrieverhiltnisse der nicht entarteten Flichen symbolisch dar.

Fig. 80 und 81 illustrieren die Sitze 22, 3 (S. 58) und 26, 3 (S. 79). Sie sind schematisch
gehalten, da bei maBtreuer Darstellung |z,, — z,| zu klein wiirde, um das Wesentliche
erkennen zu lassen. Eine Fiille maBtreuer Beispiele findet sich auf Tafel 1.

Fig. 82 bringt als Beispicl fiir das auf S. 59 beschriebene mechanische Verfahren zur
Herstellung der Kr.-Ln. w die Erzeugung der Fig. 10 mittels der Elastika Fig. 4.

BERICHTIGUNGEN.

Seite 8, Zeile 3 von oben lies R sin & Jv statt R sin & du.
Seite 65, Zeile 8-11 von unten lies fiinfmal u,, (iv) statt uy, (w).
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Wegen der Bezeichnungen vgl. § 1 und §2a.

Bei ¢/ und s# ist iiberall das Argument (U + V') hinzuzudenken.

Die nachstehenden, unter Voraussetzung der Nichtentartung abgeleiteten Formeln
bleiben dartiber hinaus fiir alle reellen Fliachen giiltig, fiir welche B == o ist, wenn man

fiir U, V usw. jeweils die aus Tabelle I ersichtlichen Funktionen von u und v bzw. v
einsetzt. Siehe ferner (1;13) S. 9, (1;15) S.10, (2;10) und (2;11) S.13.

RW ABdv :
b o EF=rcose; y=rsing;
- i U'sh =
=S G
g G U o B )
“du ABch® ' v ABWeht'
ox A—R(Aﬁicismcp—}—[/_;?_cﬁ)scp) oy Rr(fI_Bvc/zcoaq)—VSqmcp)
ov  ABWch? P ABWch? :
Gz © S Midgaee R

on ABck:' dv_ ABch®

Scosp— ABV'chsing

3. COs o = dBWeh ; cos B =
UI
COSY= ABch
U'Wcos U'W sin
4. cos o' 72_376‘7/!—?; cosB’=‘—ABc}L—CP; 0s Y
e gt SO o i T O N OF
VT ABch’ 0w ch’ v Weh'
5cos£'—_A£—C—:-)%—cP, cos*r)'=—TZ§Ei:%?; cos {' =
6. cos N = —sin¢@; cos ' =cos¢@; cosv =o.
7
7 COSS'=Z-' sin 8’ = - cot ' =1,

W W
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Ssine + ABV'ch cos ¢
ABWch ’

=0
ABck '

Tabelle 1.

10.

: 5 N

12.

e

14.

e

16.

T . 4_—Rshk 08" —RU<ch 0p' RV (V'sh— W2k
RS = w ' ou w ' v e i
P.r']::——pkl—sé? Lf=;%,=0; z+9’COSC’=fE./'U’2du-

e —A@ch51ncp—V§‘Sos;p w_ ABchcoso—V'Ssing
G —ABWek ¢ S = Taawe i
ok LG

SR
cos £/ = ABV'chshsinog—(Ssh+U'2W?) cos<p

ABWehVU'™® + sh?
S — ABV'chshcos o —(Ssh +U2W? smq;
' ABWech VUt + sh?
cos { = — i et LN
ABclz]/U'2+slz2
! ! 1 {1 {7 (=
T =0 (ABV'sing + V1V COa(P) 05 y,”=.U_(54.BV COSCPtK, sin @) |

ABWVYU'® + sht ABW VU2 + sht

R Y e AR

COsS V' == e
ABYU® + skt

7 !
cos 8" = oy sin 8" = = S—}i——v-, cot 8" = U».
V U’2+s/z2 VU2 4 sh? sh
7,1/_’?8, 17} Rir i
sk ' °F ’|’U’2—|—sh2.
e Aty i =GRS e SRS
Py =’U/ ) THZR(Ulz /12) =Z"jf2'
R U// R — RS
Tl (/AN 5 1" 2 A=t 5 I z-—g”: <
x" =y =0; 2% AB(./U du U)’ U’COSY ABU’L’[Z
’ dz"" RARB
(x—x"Ycosa-+(y—p")cos B+ (z2—2") cosy =o0; e



Tabelle 1I.

Die wichtigsten GréBen, spezialisiert fiir die reellen Flachen, als Funktionen reeller Parameter.

Funktionen von u Funktionen von w Funktionen von ¢
Fall ] 7! l .X 7 I X o —7770' = E—= *W i““—iy o Y 77 W“H\"/‘ Vl Y T8 Y vV B &
U | 1 3 e 1 2 e 1 2 e
; ;
G ! G G cu G . Oy G | Bow - Ayt G .G D& v 4 Cayd
(11)a 3By | — Ly | “2y — AB —w —id 2w | —jB 2ty |- " 2 —CD v — Je g =T D "Lb - ;I —
G [ G | G G U + Gl Gy Gy Gy Gyt Gy ‘ Gy Gy Gy 9
3 1 G Gu 3 | e
[12]a = ——u =) e 1 =g | 0 c 0 i o G
G ‘ c G ' ‘ G, U + 6ol ! :
e al A shAu =N 24 e Lo 2C
H, A coth Au | — — : A tanh Aw - | p— . — C tanh Cv —_— » : =
; shAu shAu 2 4 chdw | chAw chAw chCo AG ‘ chCy
) f D o S - e . e s e ' > .
R A ' o} i o i gt A o} | o) g wat — C o o ' g g
et e T S - P N —— ] e e TR — e — - ———— —_— — — - S e -3 — e AI RS P Loy
| | .
L A o | o e A A o o g C ' o o ‘ g
{22}a 1 o | 0 e" 1 o ; o ’ 1 0 0 o ‘ 1
G ., Gy ., 01 , Gyl Gy oy Gy G0 -f Gy 5, &, &y | 6,9 - Gov
(11)b AB—u —id = iB—u w w : w — 2y v o ———
Gy Gy Gy | Boju 4+ Aoyu G G ; a Gw G G G , v
G ., 0 .G Gyl G G G G - 6,10 —C & Cy
[12]b A-—u —iA2u -2y T S e 2w 1w | 1w ni0h 105 — C cot C» = C cot —
Gy Gy Gy it + Aoy G G G G sin C'v sin C'v
G ' ., 0 .G G5l G G G G110 - Gy 10 G G G I &+ 6
(13) AB —u | — iA 52 u iB 61 u —BT:—A'?_J 63 W G‘ 1 ;2 v ""li'c_*m*z" — 62 v 61 v 0_3 v ! 6: 37
3 3 3 1 2 | 1
G » & L0 Gl | |
[23] B—u —i-2u iB-tu —2= 1 o D' | D' o o D' = D'
Gy ; Gy oy Bou 4 ayu
b e S b N W, | - N P ™ = ; | SN e DR L5
G ' =t 4oy Gyl G G G G0 | GyD — D' v ! ' D'y
231« B—u —itu iB—tu 1 = ' * LA = ———— | D' coth D'v| D’'coth"
Gy Gy Gy ' Bau -~ aoyu c G G Gw shD"v | shD'v i 2
G ., Gs oy PR 6y a Gy 6410 - Gy10 5, : &, 3, | B0+ 8,0
(33) A5 e e P ZBo-_ & Bou + Aocyu e S L  ew e = i | — &v
3 3 3 , 1 2 G [ . )
—i4 iA chAu | A A 24 T G 210
H A tanh Au S ' — A coth Aw — — — — C coth Cv - ‘ - -
b ' chAu chAu : 24 shAw shAw shAw |  skhCv» | skCoH shCo
l ]b PReA b, —7 7 chu - 1 1 2 1 | 1 | 1 2
22 an o co - P — . - - =1
chu chu 2 s/ _ shw shw v v b v
— A iA4 | chAun A ' A | 24 A O 287
A tanh Au — ‘ — ——— A coth Aw e - S — ' cot C'y ; o i
{33} chdw | chdu 24 shAw shAw shAw sin C'v sin C'v sin €7y
. B o 4 D . — P M 1aia _ o il B Wy - = L ke o ] - _ - —— - - -
. | 1 A A ‘ Aw Gy 51 Gy 5,9 + 5,0
o} —z74 o - A cot Aw - | A cot— — "y v 9 —
[14] ; ‘ A sin Aw | sin 4w | 2 o c G 59
. 1 ' 1 i 1 —1 1 v
{24} o — 7 o 1 ——— cot v | . I cot —— — ! coth v coth -
sin ; sin 1o | 2 shy ! ShY 2
1 A A Aw &, Gy Gy Gpd -+ &30
0 — 74 o] — : A cot Aw - — A cot — = —=9 —= 9 AT
[34] . A sin A 1w sin A 2 G G G 59
il e N B (6 u + o3u) + 7Y (6,84 — 651)
o , gy o D (o U T ozl) T2 (0 O3
A%und B2 | QU2 +B%) —u | B—W2u | (B4A) u A - = & 5,9 + 3,0
Lontuciert Gy Gy, | Gy 2 UAB .oy oale By o2 2 G0 |- G410 Sy B Sis Gy TeAa
Jug G G, Gy 6) (03— U) - a3 (g — u) G G o 2 UAB - 6w o G G 2 l’/ AYB . 5v
komplex =2 (wg—1u) | = 2(wy—u) | = 2 (03— u) == 222/ 2 i) ‘
G G : i G ' 2 ) UAB .6 (wy,—u) |

Fiir die Achse als Grenzfall bleibt man mit Tabelle I in Einklang, wenn man 4 > 1, im ibrigen beliebig, wihlt, und dann U + V = 4- 00; U’ = W = A setzt.

Miinchen Ak, Abh, 1936 (Steuerwald)



+
]

Entartungsformen der nichsten Reihe fiir B = o:

1 2
20
5
Entartungsformen der vorhergehenden Reihe fiir 4 = B:

|

w

14 30

4

15 16

1e 2¢ 3¢
<:::::::::>+<:::::::::> : l |
30 31 32

lg 2¢ 3e
: \
37 38 39
10 20
|
44 45
1y 2y 3
49 50 51
1p
56
1a
59
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40

17

o bei 1, 2, 3 Achse im Unendlichen

50 5a

2p

57

2a
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Tafel 1.

1 12 13

20 21 22

5¢ 6¢ 78

27 28 29

5¢ 6¢ 7

34 35 36

5¢ 6¢ 7€
><:::}_::><1

41 42 43

49 56

47 48

57 6y 77

53 54 55

3P

58

3a

61



Tafel I1.
< e
< —
66

67

63 64 65

Entartungsformen
der vorhergehenden
Reihe fir 4 = B

68 70
71 72 73 75
(11)a (11) b wund (13) (33) A und B konjugiert komplex
|
Ywy - --# ---------------------------------- x Yoy — ¢ — ~—<‘>— 4w, Sws
Suwy ° o Sewr ° ° 3wy LT T e Sies” R Sk
CITES S s et Hero-- 2w —&- 2wy 2w,
@y L] L w1 ° ° ws wp-
u o Rt ORITEEREERPPR = O 0 —e - o o
| I
0 @y, 2w, 3@, 4o 4 B, 2@ 3T, 4T, 4 & 2w, 3@ 4y [4 @y, 2@ 3@ 4@
v —>
70 77 78 79
Zeichenerklirung zu Fig. 76-79: e Symmetriezentrum o Symmetrieachse in der Ebene v = const.
: Symmetrieebene X Symmetrieachse senkrecht zur Ebene ¥ = const.
2Z 2Z Zz o
a b a b
4\ Ve I S ) oo N
Y el ] |
0 0 0 -z
8o 81
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