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EINLEITUNG

Die vorliegende Arbeit hat die Klarung der Frage zum Zicl, unter welchen Bedingungen
im Gebirge Meereshohen mit Hilfe der trigonometrischen Héhenmessung auf 1 cm genau
bestimmt werden koénnen. Eine solche Untersuchung schien aus mehreren Griinden sinn-
voll und notwendig:

1. Das geometrische Nivellement, das im Flachland und bei giinstigen Bodenverhilt-
nissen als genaueste HohenmeBmethode anzusprechen ist, stof3t im Gebirge und besonders
bei der Bestimmung von Gipfelhohen auf erhebliche Schwierigkeiten. Einmal fiihren nur
sehr selten feste Wege mit gleichmiBiger Steigung in die eigentlichen Gipfelregionen.
Wihrend die Beschaffenheit des Bodens einen betrichtlichen Unsicherheitsfaktor in die
Aufstellung von Instrument und Latten bringt, zwingt die Steilheit des Gelindes beim
Nivellieren aus der Mitte zu sehr kurzen Zielweiten und damit sehr vielen Aufstellungen.
Zum anderen verursacht der schnelle Wechsel der Refraktion in den bodennahen Luft-
schichten eine Unsymmetrie der Lichtstrahlkrimmung in Riick- und Vorblick der einzel-
nen Nivellementsstinde. Ein Ausgleich der Refraktionseinwirkungen ist damit nicht mehr
gegeben; die Refraktionsdifferenzen summieren sich vielmehr systematisch zu H6henfeh-
lern, die je nach der Neigung des Gelindes und dem Gesamthdhenunterschied zwischen
den Endpunkten einer Nivellementslinie Betrige von mehreren Zentimetern erreichen
kénnen.! Da beim Riicknivellement zum Ausgangspunkt in derselben Linie oder in einer
Schleife bzw. beim Anschlu3 an andere, tiefgelegene Hoéhenfestpunkte die Unsymmetrie
der Refraktion den Gesamthdhenunterschied — absolut gesehen — im selben Sinn verfilscht,
konnen diese Fehler auch nicht durch AnschluBwiderspriiche aufgedeckt werden. Ob Ver-
suche, die Refraktion durch Messung des vertikalen Temperaturgradienten in den boden-
nahen Luftschichten jedes Standes zu bestimmen, zu brauchbaren Ergebnissen fithren
werden, bleibt abzuwarten. Solche zusitzlichen Messungen bedeuten jedenfalls einen er-
heblichen Mehraufwand an Arbeit bei der Messung und Auswertung.

2. Die trigonometrische Hohenmessung, die im Flachland dem Nivellement weit unter-
legen ist, trifft im Gebirge auf weit glnstigere Verhiltnisse. Einmal sind zwischen den
markanten Punkten eines gebirgigen Gelindes gegenseitige Sichtverhiltnisse meist von
vornherein gegeben. Eine komplizierte und kostspielige Signalisierung, wie sie fiir lange
Visuren im Flachland unumginglich ist, wird damit unnétig.

Vor allem aber verlaufen die Visuren im Gebirge durch bodenfernere Luftschichten, in
deren Temperaturfeld eine groBere Stabilitit und Homogenitit auch auf weite Strecken
hin erwartet werden darf. Die gegenseitigen Sichten zwischen Gipfelpunkten gewinnen
meist dicht hinter den Ausgangspunkten die freie Atmosphire; sie sind damit aus der
Zone der unregelmiBigen und sprunghaft wechselnden Refraktion gehoben, dic das
Haupthindernis einer genauen trigonometrischen Héhenmessung im Flachland darstellt.

1T, J, Kukkaxiki, Uber die nivellitische Refraktion. Verdff. des Finn. Geod. Inst. Nr.25, Helsinki
1938. — DERsELBE, Einwirkung der bodennahen Refraktion auf das Prazisionsnivellement. Verh. der 9.Ta-
gung der Balt. Geod. Komm. Helsinki 1937. — K. Brocks, Meteorologische Hilfsmittel fiir die geoditische
Hohenmessung. Zeitschr, f. Verm.Wesen 1950 S. 145-152.



6 Einleitung

Die Konstanz der Refraktion im Gipfelniveau der Alpen innerhalb bestimmter GroBwetter-
lagen wurde vor allem durch die Untersuchungen von K. Brocks? nachgewiesen.

Hinsichtlich einer weiteren Frage, die bei der trigonometrischen Héhenmessung eine
wichtige Rolle spielt, scheinen die Verhiltnisse im Gebirge zunichst ungiinstiger zu liegen
als im Flachland. Es ist dies die Frage nach der Gestalt der Bezugsfliche. Gemessene
Hohenwinkel beziehen sich immer auf die Niveaufliche des Standortes. Auf Grund der
Massenverteilung im Gebirge ist ein unregelmifiger Verlauf der Niveauflichen zu crwar-
ten. Doch kénnen diese UnregelmiBligkeiten durch zweckmifiige Auswahl der Stand-
punkte weitgehend ausgeschaltet werden, wie vor allem die Arbeiten R. FINSTERWALDERS
in den Chiemgauer Alpen gezeigt haben.? Die bei diesen Arbeiten erreichte Genauigkeit
von etwa 5 cm in der Hohenbestimmung ging jedoch groBenteils zu Lasten der Mef3-
genauigkeit. Es war also vor allem zu priifen, ob bei einer gesteigerten MeBgenauigkeit
die Einfliisse der UnregelmiBigkeiten in den Niveauflichen unter der Zentimetergrenze
gehalten werden kénnten. Diese Untersuchung war nicht auf das Gipfelniveau zu beschrin-
ken, sie sollte sich vielmehr auch auf den Anschluf eines flichenhaften Gipfelnetzes an
Talpunkte mit nivellierten Hohen erstrecken, durch den die absolute Héhe {iberhaupt erst
in das Gipfelniveau tibertragen werden kann. Da bei einem solchen Anschluf3 die Unregel-
miBigkeiten im Verlauf der Niveauflichen nicht zu umgehen sind, mufite untersucht
werden, mit welchem Verfahren sie gentigend genau erfalit werden kénnen. — Da die tri-
gonometrische Hohenmessung von der Gestalt der Niveauflichen abhingig ist, sollte
weiter gepriift werden, welche Riickschliisse aus ihren Ergebnissen tiber den Verlauf der
Niveauflichen, vor allem iber die Verteilung der Lotabweichungen gezogen werden
kénnen.

Als praktisches Versuchsfeld wurde ein Héhennetz im Isarquertal zwischen Fall und
Vorderril benutzt. Es ist dies das Gebiet des geplanten Sylvensteinspeichers. Der mogliche
Arbeitsaufwand und die verfiigharen Mittel beschrinkten das Netz auf eine Ausdehnung
von rund 6o gkm. Die absolute Héhe konnte aus einer durch das Isartal verlaufenden Ni-
vellementslinie der Bayerischen Landesvermessung ins Gipfelniveau iibertragen werden.

Die Schlisse, die aus der Beobachtung und Berechnung dieses Netzes zu zichen sind,
koénnen noch keinen Anspruch auf allzu grofle Allgemeinheit erheben. Das Netz ist dafiir
zu klein, besteht praktisch nur aus Randpunkten und tiberspannt als einzige gréBBere Mas-
senunregelmiBigkeit die Talfurche der Isar. Erst eine Erprobung der hier gewonnenen
Ergebnisse in groflerem Rahmen kann {iber ihre Zuverlissigkeit Aufschluff geben. Dies
gilt vor allem fiir die Bestimmung des Refraktionskoeffizienten, fiir den aus den Messungen
im Isartal der allen bisherigen Erfahrungen widersprechende Wert von 0,20 gefunden
wurde. Eine Erweiterung des Isartalnetzes nach Norden tiber den Kamm der Benedikten-

? K. Brocks, Vertikaler Temperaturgradient und terrestrische Refraktion, insbesondere im Hochgebirge.
Ver6ff. d. Meteor. Inst. d. Univ. Berlin, Bd. ITT Heft 4, 1939. — DERSELBE, Zur Beobachtung des vertikalen
Dichte- und Temperaturgefilles in den bodenfernen Atmosphirenschichten. — Meteor. Zeitschr. 1940
S. 19-26. — DERsELBE, Lokale Unterschiede und zeitliche Anderungen der Dichteschichtung in der Ge-
birgsatmosphiire. Ebenda 1940 S. 62—73.

3 R. FINsTERWALDER und H. GAnGER, Die trigonometrische Hohenmessung im Gebirge. Bericht iiber eine
genaue Hohentriangulation in den Chiemgauer Alpen. Nachr. aus d. Reichs-Verm.-Dienst 1941 Heft 1

S. 3—41.
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wand bis in die Zone der vorgelagerten Flyschberge und nach Siiden bis zum Karwendel-
hauptkamm und eventuell weiter bis zum Inntal wire von grof3em Interesse.

Die Arbeiten im Isartal konnten mit finanzieller Unterstiitzung der Deutschen For-
schungsgemeinschaft durchgefiihrt werden.

Bei der Planung und Durchfithrung der Arbeit wurde mir mannigfache Hilfe zuteil:

Vor allem habe ich Herrn Professor Dr. R. FINSTERWALDER fiir die Anregung zu dan-
ken, mich mit der trigonometrischen Héhenmessung im Gebirge zu beschiiftigen und auf
der Grundlage seiner Untersuchungen am Nanga Parbat und in den Chiemgauer Alpen
weiterzuarbeiten. Mit diesen Arbeiten wurden der trigonometrischen Héhenmessung neue
Wege gedffnet, nachdem sie durch Jahrzehnte fiir genaue Héhenbestimmungen als zu un-
zuverlassig betrachtet worden war.

Bei der Staatlichen Bauleitung Sylvenstein unter Herrn Baurat K. BALK und bei deren
Vermessungsabteilung unter Herrn Reg.Baumeister Dr. W. Ku~y fand ich grofles Ent-
gegenkommen und wirksame Hilfe fiir die Feldarbeiten im Isartal. Auch den Forstimtern
Fall und Jachenau habe ich fiir freundliche Unterstiitzung zu danken.

Bei den Messungen im Isartal und bei den Rechenarbeiten in Miinchen unterstiitzte
mich Herr Dipl.-Ing. R. DOrscHEL, der als ,,studentische Hilfskraft* mit Mitteln der
Deutschen Forschungsgemeinschaft zugezogen werden konnte. Durch seine rege und
tiberaus verstindnisvolle Anteilnahme an den Arbeiten war er jedoch weit mehr als nur
ein MeB- und Rechengehilfe.

SchlieBlich habe ich noch meinen beiden Kollegen am Institut fir Photogrammetrie,
Topographie und Allgemeine Kartographie, Herrn Dipl.-Ing. G. Linpig und Herrn
Dipl.-Ing. W. DEIXLER, fir ihre Hilfe bei den gegenseitig-gleichzeitigen Messungen im
Isartal zu danken.



I. DIE THEORIE
DER TRIGONOMETRISCHEN HOHENMESSUNG
IM GEBIRGE

1. VERNACHLASSIGUNGEN BEI DER BERECHNUNG IM NORMALSCHNITT
DES AUSGANGSPUNKTES

In der Geodisie wird die Berechnung von Héhenunterschieden aus trigonometrischen
Messungen als ebenes Problem behandelt. Die Hohenunterschiede werden in einer Nor-
malebene in Richtung der Visur berechnet. Ist die Bezugsfliche eine Kugel, dann ist diese
Berechnungsweise korrekt, da auf der Kugel Normalschnitt und Gegennormalschnitt zu-
sammenfallen. Auf dem Ellipsoid schneiden sich jedoch zwei Flichennormalen im all-
gemeinen nicht, es gibt keine gemeinsame Normalebene zwischen zwei Ellipsoidpunkten.
Auf diese Tatsache wird in den Lehrbiichern bei der Ableitung der trigonometrischen
Héhenformel meist hingewiesen* und es wird erklirt, dafl dic Windschiefe der Lote im
Ausgangs- und Endpunkt einer Visur einen vernachlissigbaren EinfluBl auf die Genauig-
keit der Héhenbestimmung hat. Dies trifft bestimmt zu; durch die gesteigerten Anforde-
rungen an die trigonometrische Hé6henmessung kommt jedoch der Frage, wie grol} die bei
ebener Berechnung begangenen Vernachlissigungen sind, eine gewisse Bedeutung zu.
Diese Frage soll daher im folgenden gekldrt werden.

Auf dem Ellipsoid als einer analytisch geschlossen darstellbaren Fliche liele sich die
Héhenberechnung exakt fiir beliebige Fille durchfiihren. Doch lohnt die Geringfiigigkeit
der zu erwartenden Korrekturen gegeniiber der ebenen Formel den dabei nétigen Rechen-
aufwand nicht. Es wird daher hier eine Abschitzung der Vernachlidssigungen fiir eine be-
liebige Fliche getroffen. Unter der Annahme von Visurlingen, die im Verhiltnis zu den
Kriimmungsradien der Fliche klein sind, und von relativ kleinen Hohenunterschieden ist
eine solche Abschitzung mit den Mitteln der ,,Differentialgeometrie im kleinen‘ méglich.
Das allgemeine Ergebnis kann dann auf den Sonderfall des Erdellipsoids tibertragen
werden.

Fig. 1 stellt einen Aufri} der Bezugsfliche in Richtung der Héhenvisur Py P, dar. 11,
ist die Spur der Beriihrebene in 7; sie wird in 7, vom Normalschnitt der Bezugsfliche
parallel zur AufriBtafel beriihrt. Die Flichennormale durch den Endpunkt 7, der Visur
trifft die Fliche in 7). Die Fliche ist in 2} durch ihren parallel zur AufriBtafel liegenden
Normalschnitt angedcutet.

Der wahre Hohenunterschied A/ zwischen P, und P,, der gleich der Lotlinge Py P,
ist, unterscheidet sich von dem aus der ebenen Berechnung hervorgehenden Héhenunter-
schied P{ P, = AH, durch folgende Korrekturen:

1 F. R. HELMERT, Die Mathematischen und Physikalischen Theorien der hoheren Geodisic, Band I S. 520f.
C. F. BaescuLIN, Lehrbuch der Geodisie, S. 299 f.
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1. Laft man zunichst den Unterschied zwischen den Kriimmungskorrekturen /; und /,
der gegen A H eine kleine GroBe ist, unberiicksichtigt, so ist A H, zum Ubergang auf 44
mit cos y zu dividieren:

At
cos

AH = (1.1)

y ist dabei der kleine Winkel, um den das Lot durch 2, gegen die Normalebene der
Visur geneigt ist. Dieser Winkel ist — bis auf Glieder héherer Ordnung in s — gleich dem

o

A 4o

A"

Fig. 1

Winkel, um den die Flichennormale auf dem Weg von 2, nach 2; um die Tangente des
Normalschnitts gedreht wird. Er ergibt sich zu

1/)=T0.5) (1.2)

wobei 7, die geoditische Torsion des Normalschnittes in 2, s seine Bogenlinge bis 2|’ be-
deutet.® Entwicklung der rechten Seite von (1. 1) in eine Reihe nach y liefert:

AH, ¥
Y = 48, (1 + 5 —.. ), (1. 3)
was mit (1. 2) Gbergeht in:
AH = AH (1 + Tgxz). (1.4)

Die geoditische Torsion 7 des gegen die erste Hauptkriimmungsrichtung der Fliche um

das Azimut a gedrehten Normalschnitts kann dabei aus den Hauptkriimmungsradien
My und Ny in Py nach der Formel

5 Sjehe hierzu W. HormaNN, Geoditische Linie und Tangentialvisur. Diplomarbeit in Mathematik.
Techn. Hochschule Miinchen 1948. i
Miinchen Ak. Abh, 1955 (Hofmann) 2
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1

1 1 e
Ty = (Mo' + —,—,0-) .sin 2a (15g5)
berechnet werden.$

2. Die Kriimmungskorrektur fiir 44 wird bei ebener Berechnung im Normalschnitt
P, P} statt im Normalschnitt PP} ermittelt. Sie betragt

10 = -;— 052’ (1. 6)

wobei die Kriimmung £, des in 7, unter dem Azimut a auslaufenden Normalschnittes
nach dem Eulerschen Satz mit

1 1 .
1 — o, cosa + W sina (1. 7)
zu berechnen ist.
Bei einer Anderung des Azimuts @ um den kleinen Winkel Za indert sich die Kriimmung

um
1

d,éo=(ﬁo_ﬂ—%o~).sin 2a-da, (1.8

was unter Beriicksichtigung von (1. 5) in

dby=— 27y da (1.9)
ubergeht.
Bedeutet nun Za den kleinen Winkel zwischen den beiden Normalschnitten 22} und
P, P}, so ergibt sich die zu A /4 gehérige Kriimmungskorrektur aus

D= (ky+ dp) s* == by s — Ty s?da = ly— T, s*da. (1. 10)

Der Winkel Za ist aus dem Abstand A des Punktes 2; von der Normalebene der Visur
und der Bogenlinge s nach

da= (1.11)

Lo
$

zu berechnen. Zwischen 4 und dem Abstand A4, eines Flichenpunktes, dessen Normale
die Tangente in 2, in Richtung der Visur schneidet, besteht die Proportion:

A:Ay=AH,: I,

also:
A =4, (1. 12)
(1]
Fiir 4, ergibt sich in erster Anniherung:?
Ay=lv=4T,s. (1.13)

6 Siehe etwa M. LAacALLY, Vektorrechnung, 1. Aufl. 1928, S. 93.
7 Siehe W. HormMANN, Geoditische Linie und Tangentialvisur, S. 9.
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Aus (1. 12) und (1. 13) folgt fir (1. 11)

da= T, AH,, (1. 14)

und damit wird die Kriimmungskorrektur / nach (t. 10)
l=1ly— Te-s2. AH,. (v 1s)
FaBt man die beiden aus (1. 4) und (1. 15) hervorgehenden, bei ebener Hohenrechnung
vernachlissigten Korrekturen zusammen, so erhilt man in erster Anniherung — d. h. bis
auf kleine GréBen 3. und hoherer Ordnung — den Gesamtunterschied f zwischen A 4 und

AHy:
f=AH—AHy=——-T} s* AH,. (1. 16)

Auf dem Erdellipsoid nimmt f seinen groBten Wert dort an, wo die geoditische Torsion
T, eines Normalschnittes ihr Maximum erreicht. Dies ist am Aquator fiir eine Visur vom
Azimut 45° der Fall. Fiir das BessELsche Erdellipsoid gilt dort:

—— = 1578.57 - 1079 m™!

M,
1
07, 1568.04 - 10719 m—1
A (LI LR . 10-10 m~—
To_z(Mo No)_ 5.26 - 10710 m~!
75 = 27.66 - 107 m~2,

Wihlt man zur Abschitzung fiir s und 4/ die extremen Werte
s = 100km = 10°m

H = 10km = 10" mm,
so wird

1
= ——.27.66- 10720 101%. 10" mm

f~1.4.1072mm.

Damit ist der Nachweis erbracht, daBl die Windschiefe der Lote in Ausgangs- und End-
punkt einer Visur bei den in der trigonometrischen Héhenmessung vorkommenden Visur-
lingen und Héhenunterschieden selbst dann noch vernachlissigt werden darf, wenn eine

Genauigkeit von 110' mm verlangt wird, eine Forderung, die beim heutigen Stand der

Entwicklung in Anbetracht der Messungs- und Refraktionsfehler sinnlos wire.

2%
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2. EINE NEUE ABLEITUNG DER TRIGONOMETRISCHEN
HOHENFORMEL

Die Formel der trigonometrischen Hoéhenmessung wird in den Lehrbiichern gewdhnlich
auf eine Weise durchgefiihrt, die den Grad der Anniherung an den strengen Héhenunter-
schied in den bei der Ableitung eingefiihrten Reihenentwicklungen nicht einfach und ohne

weiteres erkennen li3t.8 So wird z. B. der Tangens des halben Erdzentriwinkels Z durch
Z selbst und der Ellipsoidbogen durch seine Sehne ersetzt, ohne daf} die dadurch entste-

henden Vernachlissigungen in den darauffolgenden Reihenentwicklungen verfolgt werden.
Um iiberblicken zu kénnen, wieweit diese Vernachlassigungen etwa die cm-Stelle der be-
rechneten Héhenunterschiede beriihren, sei hier eine Ableitung gegeben, welche die ver-
nachlissigten Glieder in aller Schirfe zu erfassen gestattet,

Diese Ableitung geht vom Normalschnitt einer beliebigen, analytisch darstellbaren Ni-
veaufliche, auf die sich die Hohenunterschiede beziehen sollen, aus. Von der Einwirkung
der Refraktion wird dabei zunidchst abgesehen. Es werden also nur die geometrischen
Verhiltnisse bei der Hdhenmessung berticksichtigt, d. h. die Lichtstrahlen als Gerade an-
genommen. Der physikalischen Erscheinung der Lichtbrechung in der Atmosphire kann
spater leicht in Form einer Korrektur Rechnung getragen werden.

h
90+(8-ph /G905
)
M\ y| ¢
\S'fgﬂ/
A/iveﬂ”ﬁ"’”‘
P | LBy -
s
Fig. 2

In Figur 2 stellt 2, Py den Normalschnitt der Niveaufliche durch P, dar, auf die der
Héhenunterschied A A zwischen P, und 2, bezogen werden soll. Der Normalschnitt sei in
einem rechtwinkligen Koordinatensystem durch die Gleichung

k= f(s) (2.1)

gegeben. Das Koordinatensystem sei so angeordnet, daBl der Normalschnitt im Nullpunkt
die s-Achse beriihrt. Es gilt dann:

8 Siehe etwa JorDAN-EGGERT, Handbuch der Vermessungskunde, 9. Aufl. 1933, Bd. I1/2 S. 141-143.
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f@©=0; fllo)=o. (2.2)

Der Punkt 2, erscheint in P, unter dem Hohenwinkel f;. Das Lot aus 7, auf den Nor-
malschnitt, auf dem der Héhenunterschied 44 gemessen wird, ist gegen die Z-Achse um
den Winkel y geneigt. y ist gleich dem Richtungswinkel der Tangente an den Normal-
schnitt im Punkte Pj:

dh 1 . '
tgy = - = A cosy = Vit he ; siny = Vel (2.3)

Aus der Figur ist dann abzulesen:

AH = (s-tgﬁl——h)--ébs-c&;l'_’ly)

= (s~ tgh— A)- casfy

cos B, cosy + sinf, siny

1
= G gh— B rTE (2. 4

oder mit Einfiihrung der Beziehungen (2. 3)
AH = (s-tgpy—h) VI+ AT — e (2. 5)

Dies ist die strenge Formel fiir den Héhenunterschied zwischen P; und 2, bei beliebig
"geformtem Normalschnitt der Niveaufliche durch P; unter den durch die Gleichungen
(2. 2) gekennzeichneten Bedingungen.

Fiir die trigonometrische H6henmessung wihlt man als Bezugsfliche das Erdellipsoid
und ersetzt dessen elliptische Normalschnitte durch ihre Kriimmungskreise im Azimut der
Visuren. Wieweit sich diese Vernachlassigung des elliptischen Kriimmungsverlaufes auf
den Hoéhenunterschied auswirkt, kann erst spiter im 5. Kapitel unter 4. untersucht werden.

Ist » der Radius des Kriimmungskreises des Normalschnittes 2, Py, so heift die aus der
Kreisgleichung (siehe Fig. 3)

24+ (hFr)E=r

entwickelte Darstellung (2. 1) des Normalschnittes

h=—r+Vrr—s .
Hieraus folgt:

. s
G 250}

V1+/z’2 - L

T VhA—g

Aus (2. 5) und (2. 6) ergibt sich die strenge Hoéhenformel fiir kreisférmigen Normal-
schnitt der Niveauflache:
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1

s g s
) Vri—s l__l,/_: tg By (2.7)

AH = (s-tgfy -+ r—V

Entwickelt man die in (2. 7) auftretende Wurzel

Vita =,.Vi-4

L

Fig. 3

in eine Reihe, die nach Potenzen der kleinen Grofle % fortschreitet, so erhilt man unter

Vernachlidssigung der Glieder 4. und héherer Ordnung die Formel:
AN = s* 2 s 2 3¢t 2 2 2
=s-tgh + (1 +2tg?f) + o tgh (1 +tg?hy) + 8—;3[1 +4tg? B, (1 i B | (2.8)

Eine Abschitzung zeigt, dafl das letzte Glied erst bei s &~ 25 km den Betrag von 1 mm er-
reicht. Es kann also fiir die vorliegende Arbeit, die cm-Genauigkeit anstrebt und deren
Versuchsnetz eine maximale Visurlinge von 12 km enthilt, vernachlissigt werden.

In Gleichung (2. 8) bedeutet s die Abszisse des Punktes Py, also die Linge der Tangente
vom Ausgangspunkt 2, bis zum FufBpunkt des Lotes auf der Tangente, das durch P,
lduft. In der geoditischen Praxis steht jedoch zur Héhenberechnung nur die Bogenlidnge
b zwischen P; und Py zur Verfiigung. Sie ist {iber den Zentriwinkel y mit s folgendermaBen
verkniipft:

s = 7 siny = v 5 % .

= %‘%%"?+G“—~)=7W—”“a+”6”_“”
b

=

s=6— i 4G —. ... (2. 9)
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Unter Vernachlissigung der Glieder 4. und héherer Ordnung kann daher gesetzt werden:
» 8 2 8 R
AH = (b _'6;7‘-") gy + 5, (1 +2tg?B) + 5 tgf (1 + tg2hy)

AH = b tghy + 7. (1 + 2@°8) + 75 tehi (£ + e2hy). (2. 10)

Bei der Ableitung von (2. 10) wurde angenommen, daB P, auf der Ausgangsniveau-
fliche der Hohenzihlung, also auf dem Erdellipsoid selbst liegt. Hat 2, bereits die Héhe
H, iiber dem Erdellipsoid, so sind & und » durch die bekannten Ausdriicke

28 ,
b (1 s ) und 7 (1 -+ —7-)
zu ersetzen. Gleichung (2. 10) erhilt damit die fiir die geoditische Praxis endgiiltige Form:

a8 = (1 +5)[8- 198 + 2 (0 +202B) + Srtgh (5 +etp)]. o)

Diese Formel, die durch Reihenentwicklung aus der strengen Gleichung (2. 7) abgelei-
tet ist, ermdglicht eine genaue Abschitzung des Grades der Annidherung an den strengen
Wert von AA. Thre Genauigkeit 148t sich leicht durch Mitfiihren von Gliedern héherer
Ordnung beliebig steigern. Sie unterscheidet sich bereits im zweiten Glied von den bisher
gebriuchlichen Héhenformeln. Durch einen Vergleich seien deshalb die Vernachlissi-
gungen dieser Formeln gegentiber (2. 11) untersucht. Dabei sei zur Vereinfachung an-

genommen, dall 7, auf dem Ellipsoid liege, also A#; = o sei. Die Héhe von 2, wird dann
Hy=AH.

1. Die H6henformel von JOoRDAN?

Mit den hier eingefithrten Bezeichnungen lautet die H8henformel von JoRDAN, eben-
falls ohne Beriicksichtigung der Refraktion:

AH 5?
AH, = (1 +2—,) [5 “tgh +- 0+ tg2ﬂ1>]-
Der Grad der Abweichung gegen (2. 10) lifit sich durch Einsetzen von (2. 10) fir AH

in der rechten Seite der JorDANschen Héhenformel bestimmen. Dabei wird wieder bis zu
Gliedern 2. Ordnung gegangen:

AH; = b tgh |1 + 5 tgh + a1+ 2188 + 55 (B (1 + 2 tehy

AH, = b-tgp +§(1 + 2tg?fy) -I-—f;tgﬁl (% o tgzﬂl) :

? JorbpaN-EceErT, Handbuch der Vermessungskunde, 9. Aufl. 1933, Bd. II/2 S. 143.
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Der Fehler gegen (2. 10) betrigt demnach:

b3
dH, = AH —AH, = + Ztgh (5 + LB

2. Die Héohenformel von WILD-BAEscHLIN ;10
Die WiLp-BagscHLiNsche Hohenformel lautet in ihrem geometrischen Teil :
AH b
AHyp =6 (1 +*7") tgfy +5-
Auf demselben Wege wie unter 1. findet man ihren Fehler gegen (2. 10) zu

dHyp = AH —AHyy = + 3 - 2 tghr

3. Die Hohenformel von REICHENEDER:1!

Die REIcHENEDERsche Hohenformel heif3t ohne Refraktionskorrektur:
AH 5
AH, =(1 R ) (b tghy —I—-;).

Wie unter 1. und 2. ergibt sich ihr Fehler gegen (2. 10) mit

dHp=AH —AHg=— - ﬁ‘ taf,.

In den Gliedern bis zur 1. Ordnung stimmen demnach alle drei Hoéhenformeln mit
(2. 10) scharf tiberein. Dadurch, daf} sie bei der Reduktion der Bogenlinge auf den MeB-
horizont die Hohe 4 A des Visur-Endpunktes einfiihren, beriicksichtigen sie auch mehr oder
minder stark das Glied 2. Ordnung, obwohl sie rein dullerlich nur Glieder bis zur 1. Ord-
nung enthalten.

Die restlichen Unterschiede gegeniiber (2. 10) gehen zu Lasten teils der Vernachlissi-
gungen des Unterschiedes zwischen Sehnen- und Bogenlinge teils der Einfiihrung des

halben Zentriwinkels -7; - an Stelle von tg »7; im Laufe der verschiedenen Formelableitun-

gen. Solche Vernachlissigungen, die vor allem in Gliedern héherer Ordnung nur noch
schwer zu {iberblicken sind, wurden bei der Ableitung von (2. 10) vermieden.

Es fragt sich nun allerdings, wieweit das Glied 2. Ordnung iiberhaupt zu beriicksichti-
gen ist. Eine Abschitzung seines Einflusses auf 4 /7 gibt dariiber Auskunft. Es wird dabei
die Bogenlinge berechnet, bei der der Wert des Gliedes 2. Ordnung eine bestimmte Grenze

10 P EncI, Zur trigonometrischen Hohenmessung im Gebirge. Schw. Zeitschr. fiir Vermessungswesen 1951
S. 254.

1t ¥, REICHENEDER, Eine Formel zur trigonometrischen Héhenmessung. Allg. Verm.-Nachrichten 1937
S. 189 ff.



Gegenseitige Hohenunterchiede 17

erreicht. Da es das Ziel der vorliegenden Arbeit ist, die Grundlagen fiir eine trigonometri-
sche Héhenmessung mit cm-Genauigkeit zu schaffen, wird diese Grenze mit 0,5 cm fest-
gelegt. Es wird jedoch auch noch die Bogenlinge bei einem EinfluB} des Gliedes 2. Ordnung
von 1 mm bestimmt, da die Millimeter oft als Rechengréfle mitgefiihrt werden. Als obere
Grenze fiir tgf, wird dabei 0,1 angenommen. Dijes entspricht einem Héhenwinkel von
ctwa 68, der bei flichenhaften Triangulationen nur sehr selten erreicht wird.

Nach Formel (2. 10) ergibt sich dann

G2 > 0,5 cm wenn 6> 13,4 km
G?2> 1mm wenn 6> 7,8 km.

Eine Abschitzung des Einflusses der Vernachlissigungen 2. Ordnung in den drei
untersuchten Hohenformeln von JorpaN, WiLp-BAEscHLIN und REICHENEDER ergibt
unter denselben Bedingungen folgende Werte:

dH; > o0,5cm wenn 5> 18,2 km
dH; > 1mm wenn b > 10.6 km
dHyp > 0,5 cm wenn 4> 18,2 km
dHyp > 1mm wenn 4 > 10,6 km
dH, > o0,5cm wenn b > 22,9km
dH, > 1mm wenn b > 13,4 km.

Es zeigt sich also, daf3 das Glied 2. Ordnung bei Visurldngen unter 13,4 km den Héhen-
unterschied in der cm-Stelle nicht mehr beeinflult. Da die lingste Visur des Isartalnetzes
12 km mil3t, wird das Glied im folgenden nicht mehr beriicksichtigt. Bei lingeren Visuren
dirfte zudem tg f; meist weit unter 0,1 liegen, so daB3 die oben angegebenen Grenzen sich
noch vergrofern.

Berechnet man die Hohenunterschiede nach einer der drei bisherigen Formeln, die durch
Einfithrung von A/ schon einen Teil des Gliedes 2. Ordnung beriicksichtigen, so liegen
die Grenzen fiir eine cm-Vernachliassigung noch ginstiger. Doch muf3 dann, wie sich zei-
gen wird, fiir A A ein ziemlich scharfer Niherungswert zur Einfithrung in die Formeln zur

Verfligung stehen.
L

3. GEGENSEITIGE HOHENUNTERSCHIEDE

Fiir genaue Hohenbestimmungen wird man sich nie mit der einseitigen Messung von
Hoéhenunterschieden begniigen. Vor allem der Unsicherheit der Refraktion wegen wird
man den Hoéhenunterschied durch Mittelung aus Hin- und Riickvisur bestimmen. Auf den
EinfluB der Refraktion und seine Elimination durch die Mittelbildung aus gegenseitigen
Messungen wird erst im 4.-Kapitel eingegangen werden. Hier soll jedoch untersucht wer-
den, wie und mit welchen Reduktionen der geometrischen Einzelhéhenunterschiede die
Mittelung vorzunehmen ist. i
Miinchen Ak. Abh. 155 (Hofmann) 3
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Die Ableitung der Formel (2. 11) ist so gehalten, da} sie ohne weiteres auch auf die
Gegenvisur Py P; angewandt werden kann. An Stelle des Hohenwinkels 8, ist dabei der
Hohenwinkel

Po=—B1+ )
einzusetzen, an Stelle der Héhe /4, die Héhe
Hz — Hl + AH.

Formel (2. 11) heiBt dann unter Beschrinkung auf Glieder erster Ordnung
H. 5°
AH = (1 +22) [0 1ghy + 2 (1 + 222 fo)]. 3. 1)

Sieht man nun von Messungsfehlern ab, so mul} die Riickvisur einen Hohenunterschied
vom selben Absolutbetrag ergeben wie die Hinvisur; nur das Vorzeichen istentgegengesetzt.
Zur besseren Einsicht in die Zusammenhinge zwischen Hin- und Riickvisur sei das Zu-
standekommen ihrer Gleichheit formelmaBig verfolgt. Der Einfachheit halber wird dabei

wieder A, = o und H, = AH gesetzt. Der Hohenunterschied der Hinvisur wird mit Ei,
der der Riickvisur mit 44 bezeichnet. Von beiden werden nur die Absolutbetrige |4H|

und |21g | betrachtet.
Es gilt:

|AH| =6 tgh + 2 (1 + 2tg*8) G- 2)
427 = (1 +27) [0 B + 9 — 2 (1 + 2128 + )| )

Fiihrt man in (3. 3) fur 4/ die rechte Seite von (3. 2) ein und entwickelt tg(By + )

in cine Reihe, wobei y = —-zu setzen ist, so erhélt man:

—

|AH| = 6&- (1 +*fi' tgﬂl) [tgﬂl ol % (6 tgzﬁl)]_ :_‘:(1 + 2tg®py)
= botgh + o (1 4 2tg%8) — = (1 + 2tg%y) G- 4)

44| =5'tgﬁ1+7b2;(1 + 2tg2f,) = |4 4. (3-5)

Aus der Form (3. 4) ist zu ersehen, daf3 das erste Glied der rechten Seite von (3. 3) durch
die Verinderung von & auf 4 - (1 + ATH) und durch f, gegeniiber dem ersten Glied

der rechten Seite von (3. 2) genau um die doppelte Kriimmungskorrektur

21 42ty 3. 6)
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verindert wird. Das Mittel der beiden genannten Glieder von (3. 2) und (3. 3) gibt also
den richtigen Héhenunterschied

AH =b-tghy + 2 (1 + 21g2hy).

Fiir die Praxis bedeutet dies, daf3 prinzipiell bei der Berechnung von Héhenunterschie-
den aus gegenseitigen Messungen die Kriimmungskorrektur nicht beriicksich-
tigt werden muf}. Die Einzelh6henunterschiede kénnen so berechnet werden, als ob der
Normalschnitt der Bezugsniveaufliche eine Gerade wire. Das Mittel aus den Absolut-
betrigen der beiden Hohenunterschiede liefert von selbst den richtigen, auf den Kreis-
schnitt reduzierten Absolutbetrag des Héhenunterschiedes.

Selbstverstindlich gilt dies vorlidufig nur fiir kreisférmige Normalschnitte der Niveau-
flichen (s. 6. Kapitel dieses Abschnittes).

Die mogliche Vernachlissigung der Kriimmungskorrektur kann auch so gedeutet wer-
den, dafl man fiir den Kriimmungsradius » einen Wert einfiihren darf, der beliebig weit
vom wahren Wert abweicht. Das Mittel aus Hin- und Riickvisur liefert trotzdem den rich-
tigen Hohenunterschied, bezogen auf die kreisférmig gekriimmte Niveaufliche.

Damit ist die bereits von HELMERT!? erkannte Tatsache neu abgeleitet, daB die trigono-
metrische Hohenmessung auch dann noch geoidische (Meeres-) Héhen ergibt, wenn das
Geoid gegeniiber dem Ellipsoid eine zusitzliche konstante Krimmung aufweist. Mit
anderen Worten:

Relative Lotabweichungen, die lings einer Visur konstant sind oder sich linear mit der
Bogenliange dndern, verfilschen nicht das Mittel aus Hin- und Riickvisur eines trigono-
metrisch bestimmten Héhenunterschiedes als M eereshéhenunterschied.

In einer fur die Praxis erweiterten Form gilt dieser Satz auch noch fiir Geoidschnitte,
die sich durch Kreisbogen gentigend genau annihern lassen.

Trotzdem wird man auch bei gegenseitigen Messungen der Hohenunterschiede nicht
auf die Berechnung und Anbringung der ellipsoidischen Krimmungskorrektur verzichten.
Wie leicht aus dem vorhergehenden zu ersehen ist, duBert sich ein Krimmungsfehler &»

a’x:d( ): -4

1
7 72

in der Differenz dAH der Absolutbetrige |4H| und |4 H| der gegenseitigen Héhen-
unterschiede. Diese Differenz ist nach (3. 6)

dAH = — 0 (1 + 21g2f)dr = B2(1 + 2t dx. (. 7)

Aus der Differenz dAH 14aBt sich demnach die zusitzliche Kriimmung des Geoids
gegeniiber dem Ellipsoid im Normalschnitt der Visur berechnen und damit ein Aufschlufl
tiber die Geoidgestalt gewinnen.

12 . R. HELMERT, Die math. und phys. Theorien der Hoheren Geodisie, Bd. II S. 607-608.

3*
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4. DIE REFRAKTION

Durch die Wirkung der Refraktion des Lichtes erscheint der Héhenwinkel f; um den
Refraktionswinkel 6 zu gro3. Um den richtigen Héhenunterschied 44 zu erhalten, muf3
demnach in Gleichung (2. 11) statt f; der Winkel (f; — 0) eingesetzt werden. Gleichung
(2. 11) lautet dann:

4= (1+2)[6-tgBr— 9+ 2. (1+212* (B — 8) + Stg (B — ) + 12 (B, — o) v

Da 6 immer als kleiner Winkel anzusehen ist, kann tg(f — 0) in eine TAyLoR-Reihe
nach ¢ entwickelt werden:

1 tg 1 + 3tg?
gl — ) = tgh— g O+ B — 3B (4. 2)
Fiir die beiden Refraktionswinkel é; und d, in den Endpunkten einer Visur werde die
tibliche Annahme getroffen, daB sie einander gleich sind:

0, = 6y = 4. (4. 3)

Dann kann fiir die Reduktion der Messungen die Lichtkurve zwischen 2; und £, immer als
Kreisbogen betrachtet werden, der die beiden Zielachsen der MeBfernrohre in 2; und P,
bei gegenseitiger Visur zu Tangenten hat. Nennt man die Bogenlange des Kreisbogens &/,
seinen Radius 7/, so gilt

Py

d=—;. (4. 4)

Fiir ' kann mit ausreichender Genauigkeit!3

; b
b =—= 3 4-5)

gesetzt werden. »' wird in der Praxis durch die Gleichung
y =T ‘ (4. 6)

mit dem Kriimmungsradius » des Normalschnittes der Bezugsniveaufliche ins Verhiltnis
gesetzt, wobei £ als ,,Refraktionskoeffizient’* bezeichnet wird. Mit (4. 5) und (4. 6) wird

aus (4. 4): -
27+ cosfi ’

6= 47

13 Siche K. REICHENEDER, Eine Formel zur trigonometrischen Héhenmessung. Allg. Verm.-Nachrichten
1937, S. 191, ’ . . g ;
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Einfiithrung von (4. 7) in (4. 2) ergibt:

b Btg B,
tgBi— ) = tgh— b grremg + B iy — G+ 4 8)

472 cost By

Fihrt man (4. 8) in (4. 1) ein und beriicksichtigt bei der Ausrechnung wieder die Glieder
bis zur 2. Ordnung in —f—, so ergibt sich der von der Wirkung der Refraktion befreite

Hohenunterschied nach der Formel

(4-9)
s (H*) [5 tgh+ o (1+21g2B) + 5 tgﬂl( +tg2ﬂ1)"zr£s'8ﬂl'k—%512if§1(é 4cf:ﬂ;)]'

Aus dem Vergleich zwischen (4. 9) und (4. 1) findet man den Refraktionseinflufl ¢ auf
einen cinseitig gemessenen Hohenunterschied:

el s e S (4. 10)

Die Refraktionskorrekturen in den bisher gebriuchlichen Hohenformeln sind:
Bei JorDAN:

o H, + H, 8

s (1 + ) _27hc052/3
Bei WILD-BAESCHLIN:

_ e+aHr &

Cws = — — 5, b =— 27+ cos?f k. ,
Bei REICHENEDER:
. e 5 .
QR—*(I +7)5Wﬂ‘ £

Der Hauptunterschied von (4. 10) gegen die Korrekturen bei JORDAN und WiLD-BAESCH-
LIN liegt darin, daB in (4. 10) jeweils im Nenner cos®§ statt cos?f erscheint. Dieser Unter-
schied rithrt davon her, da3 bei der Ableitung der bisherigen Formeln die Bogenlinge &’
der Lichtkurve gleich der Bogenlinge é des Normalschnittes gesetzt wurde, wihrend in
(4. 10) die Beziehung (4. 5) enthalten ist. Diese Vernachlissigung ist bei kleinen Héhen-
winkeln belanglos, sie kann jedoch bei steilen Visuren ins Gewicht fallen. Die Formel von
REICHENEDER, die cos®f enthilt, ist speziell fiir steile Visuren entwickelt worden.

Dieselbe Vernachlissigung findet sich auch in einer Arbeit von P. ExG1,'* der in seiner
,,strengen Hohenformel*

ey e e e
2 cosfB
setzt. Damit ist £ als Verhiltnis der beiden Zentriwinkel von Lichtkurve und Normal-

schnitt eingefiihrt, statt — wie tiblich — als Verhiltnis der Radien dieser beiden Kurven.

© U P, ENgI, Zur trigonometrischen Hohenmessung im Gebirge. Schweiz. Zeitschr. fiir Vermessungswesen
1951, S. 251—264.
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Enal gelangt damit zu einer nicht ganz richtigen Beurtcilung der Genauigkeit der drei
obengenannten Hoéhenformeln, besonders der REICHENEDERschen, die nach den Ab-
schitzungen der vorliegenden Arbeit als die genaueste zu betrachten ist. ENGr vergleicht
das Ergebnis der drei Hohenformeln fiir eine lange und steile Visur mit dem aus seiner
,,strengen Hoéhenformel hervorgehenden Héhenunterschied. Wihrend dies fiir die For-
meln von JORDAN und WiLD-BAEscHLIN ohne weiteres méglich ist, mul} in die REICHEN-
EDERsche Formel der Refraktionskoeffizient £ + cos § cingefiihrt werden, wenn £ der in den
andern Formeln benutzte Refraktionskoeffizient ist. Da ENc1 dies nicht beachtet, weicht
in seinem Vergleich das REICHENEDERsche Resultat am stirksten vom strengen Wert ab,
wihrend es in Wirklichkeit diesem am nichsten kommt.

Im {ibrigen unterscheiden sich die Korrekturen g,, 0,5 und g, von (4. 10) nur durch
kleine Glieder 2. Ordnung. Diese Glieder kénnen auch in (4. 10) vernachlissigt werden,
wie folgende Abschitzung zeigt: Fur tgf sei wieder 0,1 gesetzt, fiir £ sei der verhiltnis-
miBig grole Wert 0,20 angenommen, der sich bei der Hohentriangulation im Isartal als
wahrscheinlichster Wert ergeben hat. Dann erreicht die durch das Glied 2. Ordnung ver-
ursachte Ungenauigkeit 4/ im Hohenunterschied die Gréflen 0,5 cm bzw. 1 mm erst bei
folgenden Bogenlingen 4:

dH > 0,5 cm wenn b >> 21,0 km
dH > 1mm wenn 6> 12,6 km.

Bei kleinerem £ vergréBern sich diese Bogenlingen entsprechend. Da die durch die Un-
sicherheit von £ selbst hervorgerufene Ungenauigkeit der Refraktionskorrektur die oben
abgeschitzten Betrige weit Giberwiegt, kann das Glied 2. Ordnung in (4. 10) in jedem Fall
vernachlissigt werden.

Es bleibt noch zu untersuchen, wie sich die Refraktionskorrektur auf die Mittelbildung
aus Hin- und Rickvisur auswirkt. Unter der Annahme gleicher Refraktionswinkel fiir
Hin- und Riickblick verfilscht zwar die Refraktion die beiden gemessenen Hoéhenwinkel

Fig. 4

um denselben Betrag. Doch wirkt sich diese Verfilschung nicht symmetrisch, d. h. mit
denselben absoluten Betrigen auf die beiden Héhenunterschiede aus. Im folgenden wird
der Unterschied der Refraktionskorrektur fiir Hin- und Riickblick abgeschitzt. Es geniigt
dabei, sich auf den Fall des geraden Normalschnittes der Bezugsniveaufliche zu be-
schrinken, wie er in Figur 4 dargestellt ist.
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p bedeutet hier den von der Refraktion unverfilschten Hohenwinkel in 2;, der in 2, als

Tiefenwinkel —f erscheint. Berechnet man die Absolutbetrige |44| und |AH| aus den
gemessenen Hohenwinkeln (8 + d) bezichungsweise (—p -+ 6), so erhilt man:

[AH| = b.tg(B+ ) = 6(8P + iy -0 + iy & + EZEL B4 ) (a1n)

[AH| =6.tg(B— 8 = b(tgh— sy O+ ik 80— T 2B ) (4 12)

costf ’ 3 cosf
Das Mittel aus |4 /| und |AH| ist somit

AH| + |[AH
-L—Ii;-lr--.{!l<=b.tgﬂ+b.~ctog?%62+G4—i—-.- (4. 13)

Man erhilt aus der Mittelbildung also nicht den richtigen H6henunterschied A 4 =4-tgf,
sondern einen — bei Vernachlissigung der Glieder héherer Ordnung — um den Betrag

f=6- tgh . 52

cos?f

verfilschten Wert. f wird mit Beriicksichtigung von (4. 7)

Bt
f= iﬂﬂ' -3 “4- 14)

Zu demselben Ergebnis gelangt man, wenn man (4. 10) fiir die Riickvisur aus 7, ansetzt
und fir A4 in den so entstehenden Ausdruck die rechte Seite von (4. 9) einfuhrt. fist der
halbe Unterschied zwischen den Refraktionskorrekturen g und o fiir Hin- und Riickvisur.
Die Refraktionskorrektur einer nach oben gerichteten Visur ist — absolut genommen —
um 2 f gréBer als die der Gegenvisur. Lifit man bei der Berechnung der einseitigen Hoéhen-
unterschiede die Refraktion unberiicksichtigt, so weicht das Mittel aus Hin- und Riickvisur
um f vom wahren Héhenunterschied ab. Doch kann f als kleine Gréfle 2. Ordnung immer
vernachlissigt werden, wenn cm-Genauigkeit gefordert wird. f erreicht unter der Annahme
tgf = 0,1 und £ = 0,20 erst bej einer Visurlinge von 4 = 15 km den Betrag von 1 mm.

Damit ist gezeigt, dal der Hohenunterschied zwischen 2 Punkten prinzipiell durch Mit-
telung von Hin- und Riickvisur ohne Beriicksichtigung von Kriimmung und Refraktion
mit cm-Genauigkeit bestimmt werden kann. Voraussetzung bleibt, dal der Normalschnitt
der Bezugsniveaufliche in Richtung der Visur durch einen Kreisbogen ersetzt werden
kann und daB die Refraktionswinkel in den beiden Endpunkten der Visur gleich grof3 sind.

5. ERFORDERLICHE GENAUIGKEIT DER EINGANGSELEMENTE

Aus der in den vorhergehenden Kapiteln entwickelten Formel der trigonometrischen
Héhenmessung

48 = (14 D) [0+ 2 O+ 282p) — oy 4] 5. 1)

27 cos®f )
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wird der Héhenunterschied 4/ aus dem beobachteten Hohenwinkel # und den gegebenen
GroéBen &4, Hy, » und 2 bestimmt. Im folgenden soll untersucht werden, wie genau diese
GréBen gemessen bzw. bestimmt sein miissen, wenn fiir den Héhenunterschied cm-Ge-
nauigkeit gefordert wird.

1. Héhenwinkel g:
Ein Fehler im Héhenwinkel § wirkt sich vor allem in dem Glied

(1 +f{,—‘)'6'tg‘ﬂ

aus. Der EinfluB auf die Krimmungskorrektur kann dagegen vernachlissigt werden. Zum
Zwecke der Abschitzung braucht auch die Reduktion (1 + %)’ die nur eine geringe Ver-

groBerung von 4 zur Folge hat, nicht berticksichtigt werden. Damit ergibt sich der durch
einen Winkelfehler 48 hervorgerufene Hohenfehler 44 H; zu
: 5 dB
dAH, =i e (5. 2)
Die Entfernung 4, in der bei bestimmtem f und &f der Hohenfehler den Betrag 4- 0,005 m
erreicht, ist demnach

b = 0,005 go,sg?ﬂzef_ (5. 3)

Legt man die bei der Hohentriangulation im Isartal erreichte MeBgenauigkeit von
my = 4 1,5° zugrunde und fiihrt als groBten Hoéhenwinkel 8, =~ 6% (tgB,,.. = 0,1)
ein, so ergibt sich

b = 2,1 km.

Es wird sich im Verlauf dieser Untersuchung zeigen, dafl die Unsicherheit der Héhen-
winkelmessung das weitaus stirkste Fehlerelement bei der trigonometrischen Hohenmes-
sung ist. Wihrend die tibrigen BestimmungsgréBen mit Ausnahme des Refraktionskoeffi-
zienten leicht so genau eingefiihrt werden kénnen, dall Hohenunterschiede Giber 10-135km
Distanz hinweg um nicht mehr als 0,5 cm verfilscht werden, sind bei der heute erreich-
baren Genauigkeit der Hohenwinkelmessung schon bei Distanzen ab 2 km Fehler iiber
0,5 cm fiir einen cinzelnen Héhenunterschied zu erwarten. Der mittlere Fehler steigt pro-
portional zur Visurlinge und erreicht bei 10 km schon den Wert von -}-2,4 cm. Die Ge-
nauigkeit der Héhenwinkelmessung kann ohne grofien Aufwand nicht mehr bedeutend ge-
steigert werden. Doch werden die Mefifehler durch die Ausgleichung der zu Hohennetzen
verbundenen Hohenunterschiede weitgehend getilgt. Am Beispiel des Isartalnetzes hat sich
gezeigt, dall auch bei Visurlingen bis zu 12 km im Endergebnis cm-Genauigkeit zu er-
reichen ist.

Wihrend die Winkelfehler der trigonometrischen Héhenmessung rein zufilligen Cha-
rakter tragen, kann man die Auswirkung der Fehler der iibrigen Bestimmungselemente
als systematisch bezeichnen. 4, /;, » und % sind Ausgangskonstanten, die mit der trigono-
metrischen Héhenmessung an sich nichts zu tun haben und mit anderen Mitteln bestimmt
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werden miissen. Will man die Genauigkeit der Hohenunterschiede und der daraus ab-
geleiteten GroBen im wesentlichen in Abhingigkeit von den Fehlern der Winkelmessung
erhalten, so miissen die Uibrigen Bestimmungselemente so genau wie méglich eingefiihrt
werden. Als Grenze fiir die Auswirkung ihrer Ungenauigkeit auf 4/ wird daher im fol-
genden der Wert 1 mm angesetzt.

2. Bogenlinge 6:
Betrachtet man unter Vernachlissigung des Faktors (1 + %) das Glied

b-tgf
der Gleichung (5. 1), so siecht man, dal3 ein Entfernungsfehler &4 sich vor allem mit dem tg
des Hohenwinkels auf den Hohenunterschied als Fehler 44 /7, auswirkt:
dAH,; =tgp-db. (5. 4)

Mit tgf = o,1 und dAH; = 1 mm darf daher 44 den Wert 1 cm nicht tUberschreiten. Die
Lagekoordinaten der Punkte des Hohennetzes miissen also ebenfalls mit cm-Genauigkeit
bestimmt sein. Das gleiche gilt von den eventuellen Exzentrizititen der Zielmarken.

Zur Berechnung der Kriimmungs- und Refraktionskorrektur braucht 4 nur wesentlich
ungenauer bestimmt sein. Dies sei an Hand der Krimmungskorrektur

P H,
7(1 + 2tg?ph) (1 + -r')
gezeigt. Ein Entfernungsfehler 24 wirkt sich iiber sie auf 477 in der Form

dAH, = % db (1 + ﬁ:‘ (1 + 2tg?f) + 2tg2/3) (5. 5)

aus. Das 2. und 3. Glied der Klammer kann zur Abschitzung vernachlissigt werden. Bei
einer Entfernung von 4 = 20 km verursacht erst ein Fehler

db = 32 cm

einen Hohenfehler von 1 mm. Fiir eine gleichgrof3e Einwirkung iiber die Refraktionskorrek-
tur darf 4 noch —;— -mal gréBer sein.
3. Ausgangshohe A, :

Unter 2. wurde gezeigt, daB3 die Bogenlinge & im Hauptglied 4 - tgf auf 1 cm genau ge-

geben sein muB. Der Einflufl eines Fehlers 4/, der Ausgangshéhe /A ist daher so zu be-
grenzen, dal3 die Niveaukorrektur (1 + ]é) die Bogenlinge im MeBhorizont der Visur
um nicht mehr als 1 cm verfilscht. Die auf die Héhe A gehobene Bogenlinge &, ist

nach (5. 1)

H
bu=0(1 + 7). (5. 6)
Ein Fehler 44 hat den Distanzfehler
H b ‘
dby = —dH (5. 7)

Miinchen Ak. Abh. 1955 (Hofmann) 4
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zur Folge. dH ist daher durch die Beziechung

dH g, < % - 0.01
begrenzt. Welche Groflen dH bei verschiedenen Entfernungen 4 annehmen darf, ist am
besten aus dem nachfolgenden Diagramm zu ersehen (Fig. 5).

Es zeigt sich, daB3 z. B. bei einer Visurlinge von 10 km die Ausgangshéhe auf 6,4 m
genau bestimmt sein muf, bei 20 km geht diese Grenze auf 3,2 m zuriick. Bei der Héhen-
berechnung nach (5. 1) konnen diese Grenzen leicht eingehalten werden. Eine Héhen-
triangulation muf3 ja immer an eine oder mehrere genau bestimmte Ausgangshdhen an-

d//m ’ 4 ‘
m) 15

7 -
1
2t

1 1 1 1 el 1 y 58 1 1 1 =

2 4 6 8 /07274 76 718 20 2 ;a

m)

Fig. 5

schlielen. Dieselben Genauigkeitsgrenzen wie fiir /; gelten jedoch auch fiir die in anderen
Héhenformeln einzusetzenden Hohen #,, (bei JorpaAN) und A, (bei WiLD-BAESCHLIN,
REICHENEDER). Fiir diese Formeln muf3 daher zur Berechnung eines Héhenunterschieds
ein guter Niherungswert fir diesen Hohenunterschied bekannt sein. Seine Ermittlung
wird meist nur uber eine genidherte Vorberechnung méglich sein, die den Rechenaufwand
nicht unbetrichtlich vergréBert.

Gegeniiber diesem EinfluB von &/ auf das Hauptglied - tgf ist sein Einfluf auf Kriim-
mungs- und Refraktionskorrektur unbedeutend. Die Visurlingen &, von denen ab JH
einen Fehlereinflull von 1 mm auf 4 / ausiibt, sind dabei durch die Formeln

- 0,002 _ Tam) 7/ 0,002
b(km) = r(km) ]/271@ bzw. 6(km) iy l/aHE; (5 8)

bestimmt. Man sieht aus (5. 8), daB3 sich ein Fehler Z/ von 20 m erst bei Entfernungen ab
etwa 60 km auswirkt. Andererseits ist zu erkennen, daBl Ausgangshéhen von 1000 bzw.
2000 m erst bei Visurlingen von 9 km bzw. 6 km zur Reduktion der Krimmungskorrektur
beriicksichtigt werden miissen.
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4. Kriimmungsradius 7:

Zuerst ist zu priifen, wie genau 7 bestimmt sein muB}, damit die nach Gleichung (5. 1)
auf die Hohe A gehobene Bogenlinge &, auf 1 em genau wird. Ein Fehler &7 hat den
Entfernungsfehler

’ b-H
dby =——dr (5. 9)
zur Folge. Das maximale &7 ist daher durch

drim S 0,01

r2
bestimmt. Fiir & = 20 km, /4 = 2000 m ergibt sich
dr £ 10 km.

Da sich die Hauptkriimmungsradien des Erdellipsoides im Alpenraum um Betrige von
rund 20 km unterscheiden, kann fiir den oben abgeschitzten Fall, bei dem die Visurlinge
4 praktisch ihr Extrem erreicht, gerade noch der mittlere Kriimmungsradius im Triangu-
lationsgebiet verwendet werden. Bei kiirzeren Visuren ist dies in jedem Fall méglich.

"
max
rhm) [
51

-~ N G
T

TN AL SO RN R (ISR | (NS o) Ty Ty

2 4 6 8 1072 14 76 18 200“,””

Fig. 6

Anders liegen die Verhiltnisse bei der Kriimmungskorrektur, die unter der Vernach-

lassigung des Gliedes 2tg?f in der Form —zé;— untersucht werden soll. Ein Fehler &7 im

Kriimmungsradius ergibt hier cinen Fehler A4, im Héhenunterschied von

DA = i (5. 10)

2r

Die fiir d4H, = 1 mm zulissigen Fehler &7 sind also durch

drmy < 3;— - 0,001 (5. 11)
begrenzt. Die Grenzen fiir 7 bei verschiedenem & sind durch das Diagramm der Figur 6
dargestellt. Man ersieht daraus, daB3 etwa fiir eine Visurlinge von 10 km der Kriimmungs-

-

4
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radius # bereits auf 8oo m genau eingefiihrt werden muf3. Die Werte fiir 4 = 5 km und
b6 = 20 km sind d7» < 3200 m bzw. d» < 200 m.

Diese relativ kleinen Grenzen fiir » verbieten eine Vernachldssigung der Kriimmungs-
unterschiede des Erdellipsoids in verschiedenen Breiten und Azimuten. Fir jede Visur
ist vielmehr der dem Azimut einer Visur und der geographischen Breite ihres Aus-
gangsortes entsprechende Kriimmungsradius des Erdellipsoids einzusetzen, wenn die
Einzelhohenunterschiede eine genaue ellipsoidische Kriimmungskorrektur erhalten sollen.
Zwar wirkt sich ein Fehler der Kruimmungskorrektur, wie schon im 3. Kapitel ge-
zeigt, nicht auf einen aus Hin- und Riickvisur gemittelten H6henunterschied aus, doch
kommt einer genauen Reduktion der Einzelhéhenunterschiede auf das Ellipsoid im Hin-
blick auf die Bestimmung der Geoidkrimmung aus den Restdifferenzen besondere Be-
deutung zu.

Die Grenzen fiir d7 zeigen andrerseits, daf3 der Ersatz des eigentlich elliptischen Normal-
schnitts durch seinen Kriimmungskreis auf dem Erdellipsoid keinen Fehler im Héhen-
unterschied zur Folge hat, der fiir die hier angestrebte Genauigkeit zu beriicksichtigen wire.
Die Kriimmungsinderungen der Ellipsoid-Normalschnitte betragen im Alpenraum auf
eine Entfernung von 20 km maximal (in Meridianrichtung) 200 m; sie liegen also auch fiir
diese extreme Visurlinge noch innerhalb der durch (5. 11) festgelegten, zulissigen Schwan-
kungen von 7.

5. Refraktionskoeffizient £:

Zur Abschitzung des Einflusses der Refraktionsunsicherheit 44 auf den Hoéhenunter-
schied 4 A geniigt es, die Refraktionskorrektur in der Form

&2
~ 27
zu betrachten. Aus ihr folgt:
b2
AdH, = — - dk (5. 12)
und mit 1 mm als Grenze fiir JA4H,
27'(m)
di< P 0,001. (55173

Die Abhingigkeit zwischen 44 und ¢4 ist im Diagramm der Figur 7 dargestellt. Es
zeigt sich, daB 2 mit einer Genauigkeit bestimmt sein miifite, die in der Praxis nie zu er-
reichen ist. Diese Genauigkeit betrigt bei einer Entfernung von 10 km rund 1%/, von £,
bei 1 km immer noch rund 10 %/, von 4. Da im Gebirge der Refraktionskoeffizient stark von
dem iiblichen Mittelwert 0,13 abweichen kann, wird man zur Ermittlung von Hohen-
unterschieden auf cine Refraktionskorrektur der Einzelhthenunterschiede verzichten.
Unter der Annahme gleicher Refraktionswinkel ist ja das Mittel aus Hin- und Riickvisur
vom Refraktionseinflul unabhingig (s. 4. Kapitel). Er duBlert sich jedoch in den Differen-
zen der Einzelhéhenunterschiede gegen das Mittel. Will man diese Differenzen zur Be-
stimmung der Geoidgestalt benutzen, so sind sie — wie spiter gezeigt wird — erst vom
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Refraktionseinflufl zu befreien. Dies ist nur durch Bestimmung eines genauen Wertes
von £ im Beobachtungsgebiet unter Berucksichtigung der Lotabweichungen, also durch
astronomische Messungen in mindestens 2 Punkten des Hbhennetzes méglich.

e mard
(10°%)
50}
40+
30
20+
70 +

1 | A L n § 1 1 1

1 1 1 1 -
2 4 6 8 1072 14 16 78 20 22 2/"b/k/n)

Fig. 7

AbschlieBend soll noch untersucht werden, inwieweit bei der Kriimmungskorrektur
von (5. 1)
b2 8B
= e I

das 2. Glied beriicksichtigt werden muf3. Soll sein Einflu3 auf den Hohenunterschied den
Betrag von 1 mm nicht iberschreiten, soll also

&2
7 tg?p < 0,001, 5. 14)

sein, so ist tgf durch die Formel

T e, B
tgf < Py’ 0,001 = T Vr(km), (5. 15)

die fiir » =~ 6380 km in die Abschitzungsformel

8o
tgh = 7 (5. 16)

iibergeht, begrenzt.

Die nach (5. 16) berechneten Tangenten der Hohenwinkel und die Hohenwinkel selbst,
von denen ab das 2. Glied der Kriimmungskorrektur zu beriicksichtigen ist, sind in der
folgenden Tabelle fiir verschiedene 4 aufgefiihrt.

b(em) 1000 5000 10000 20000
tgp 0,080 0,016 0.008 0.004
p 5,18 1,08 0,58 0,35.
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6. TRIGONOMETRISCHER HOHENUNTERSCHIED
UND BEZUGSFLACHE

Im 3. Kapitel dieses Abschnittes wurde nachgewiesen, daf die trigonometrische Hohen-
messung auch dann noch geoidische Hoéhen liefert, wenn der Vertikalschnitt des Geoids
lings einer Visur gegeniiber dem Referenzellipsoid eine konstante Kriimmung aufweist.
Eine solche Kriimmung liegt bestimmt vor, wenn sich die Lotabweichungen lings der Vi-
sur linear mit deren Bogenlinge dndern. Es fragt sich jedoch, ob diese Bedingung, die
schon von HELMERT® als hinreichend erkannt worden ist, auch notwendig ist und ob and-
rerseits aus Lotabweichungen in mehr als 2 Punkten eines Profiles, deren Differenzen den
Bogenlingen zwischen den einzelnen Punkten proportional sind, immer auf eine konstante
zusitzliche Geoidkriimmung geschlossen werden kann.

Der Begriff ,,konstante zusitzliche Krimmung eines Vertikalschnittes des Geoids lings
einer Visur'’ ist demnach im folgenden geometrisch noch zu préizisieren:

Zu diesem Zweck sei zunidchst angenommen, daf die Endpunkte der Visur auf dem Geoid
selbst oder doch auf ein und derselben Niveaufliche, die als Bezugsfliche fiir die Héhen-
messung dienen soll, liegen. Diese Annahme bedeutet fiir die Diskussion von Fragen der
Kriimmung der Bezugsfliche keinen Verlust an Allgemeinheit, wenn man vom Einfluf3
der Lotkriimmung auf die Héhenbestimmung absicht. Es wird dabei von den Punkten
einer Lotlinie derjenige herausgegriffen, der auf der Niveaufliche des Ausgangspunktes
einer Héhenvisur liegt. Der nach ihm gemessene Héhenwinkel ist nur von der Gestalt der
Niveaufliche abhingig; der daraus berechnete Hoéhenunterschied kennzeichnet als Ab-
stand von der Tangente des Ausgangspunktes die Kritmmungsverhiltnisse der Niveau-
fliche. Fir jeden anderen Punkt der Lotlinie tritt bei der Berechnung des Héhenunter-
schiedes noch sein von der Kriimmung unabhingiger Abstand von der Tangente des Aus-
gangspunktes hinzu.

Die astronomischen Lote in den beiden Punkten P, und 2, einer Bezugsfliche (worunter
fernerhin das Geoid oder eine andere Niveaufliche verstanden werden soll) seien — den
Verhiltnissen der Praxis der trigonometrischen Héhenmessung entsprechend (s. 1. Kapi-
tel) — in einer Ebene liegend angenommen. Sie bestimmen zwei Tangentialebenen der Be-
zugsfliche und damit die beiden Tangenten an den Normalschnitt der Bezugsfliche zwi-
schen P, und 7, (s. Fig. 8).

Immer dann, wenn es einen Kreisbogen gibt, der durch die Punkte P; und 7, lauft und
dort die beiden Tangenten an den Normalschnitt der Bezugsfliche zwischen P; und 7,
beriihrt, kann von einer konstanten Kriimmung der Bezugsfliche lings der Visur P, 7,
gesprochen werden. Ein solcher Kreisbogen ist keineswegs immer vorhanden. Dies ergibt
sich aus der Tatsache, daf ein Kreis durch 3 unabhingige Elemente eindeutig bestimmt
ist, wihrend im vorliegenden Fall 4 Elemente, nimlich 2 Punkte des Kreises und 2 seiner
Tangenten vorgegeben sind. Zwischen den Punkten 2, und P, in Figur 8 gibt es keinen
solchen Kreisbogen.

15 F. R. HELMERT, Die math. und phys. Theorien der Hoheren Geodasie, Bd. I1 S. 607-608.



6. Trigonometrischer Hohenunterschied und Bezugsfliche 31

Durch diese Uberlegungen wird die Aussage, daB die trigonometrische Hohenmessung
auch bei konstanter zusitzlicher Geoidkriimmung gegeniiber dem Ellipsoid geoidische
Héhen liefert, im Hinblick auf das Kriterium der zur Bogenlinge der Visuren proportional
verinderlichen Lotabweichung zugleich erweitert und eingeschrinkt.

N

A A

Fig. 8

Eine Erweiterung ist darin zu erblicken, daB der Normalschnitt der Bezugsfliche in
Richtung einer Visur keineswegs selbst ein Kreisbogen zu sein braucht. Figur 9 mag dies
erlautern:

Ein Abweichen des tatsichlichen Bezugsflichenschnittes (ausgezogene Linien) vom
Kreisbogen P, P, (gestrichelte Linie), etwa in Form einer Mulde oder eines Buckels, hat
auf die trigonometrische Hohenmessung in 2; und 2P, keinerlei EinfluB, wenn nur der

Fig. 9

Schnitt mit dem Kreisbogen in 2, und P, gemeinsame Tangenten besitzt. Ein lincarer Ver-
lauf der Lotabweichungsinderungen lings der Visur P; P, ist also nicht notwendig. Ent-
scheidend ist, ob durch P; und 2, ein Kreisbogen gelegt werden kann, der in 2, und 2,
die Richtung der dortigen Tangenten an die Bezugsfliche hat.

Dieser Fall ist praktisch dann von Bedeutung, wenn eine Visur einen Massendefekt
(Tal) oder einen MasseniiberschuB3 (nur im Untergrund méglich) iiberstreicht und
deshalb zwischen ihren Endpunkten eine Senkung oder Hebung der Bezugsfliche zu
erwarten ist.

Eine Einschrankung tritt dann ein, wenn aus den Differenzen der Lotabweichun gen
in mehr als 2 Punkten eines Profiles auf die Kriimmung der Bezugsfliche geschlossen
werden soll. Die Figuren 10, 11 und 12 zeigen die mdglichen Verhiltnisse bei 3 Punkten.

Es sei angenommen, daB3 der Kreisbogen durch P, und Pj (gestrichelte Linie) dort die
Tangenten an die Bezugfliche (ausgezogene Linie) beriihrt. Punkt P, liege ebenfalls auf
der Bezugsfliche, seine Lotrichtung falle mit der im Punkt P}, der P, auf dem Kreisbogen
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P, Py entspricht, zusammen. Obwohl die Lotabweichungsdifferenzen zwischen den 3 Punk-
ten sich proportional zu den Bogenlingen der Visuren verhalten, besitzt die Bezugsfliche
fur die Visuren P} P, und P, P keine konstante Kriimmung.

Fig. 10

Die Geo1dhebung in P, konnte durch die trigonometrische Hohenmessung nicht erfalt
werden. Sie wiirde die Héhe von P, bezogen auf den Kreisbogen P, P, Py liefern; Punkt P,
der auf der Bezugsfliche liegt und daher die Héhe O besitzt, wiirde also eine von O ver-
schiedene, im dargestellten Fall positive Hohe erhalten.

Fig. 11

Ahnlich liegen die Verhiltnisse in Figur 11, in der wieder die Lotabweichungen in P,
und P denen in den Punkten P, und Pj des Kreisbogens P, P; Py gleich sein sollen, ihre
Differenzen sich also proportional zu den Bogenlingen der Visuren verhalten. Die Uber-
bestimmung des Kreisbogens ergibt sich in diesem Fall nicht durch 2 Punkte und
2 Tangenten, sondern durch 1 Punkt und 3 Tangenten (Punkt 7,, Tangenten in P;, P,
und Py).

Auch hier kann die trigonometrische Héhenmessung den Undulationen des Geoids in
P, und Pg nicht folgen. P, wiirde eine negative, P, eine positive Hohe erhalten, obwohl bei-
den als Punkten der Bezugsflichen die Héhe O zukommt.

Figur 12 stellt schlieBlich noch den Fall dar, daB sich die Bezugsfliche nach einer De-
pression nicht wieder so weit erhebt, daf3 sie gegentiber dem Ellipsoid denvor der Depression
eingehaltenen Kriimmungskreis P; P, Py errelcht wenn auch ihre Lotrichtung mit der
dieses Kreises zusammenfillt.

In der Wirklichkeit kann dieser Fall zu beiden Seiten eines Tales eintreten, unter dem
eine Depression des Geoids zu erwarten ist. Die trigonometrische Hohenmessung zwischen
P, und Py kénnte diesen Verhiltnissen nicht gerecht werden.
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In all diesen Fillen zeigt sich, daB3 einzelne Lotabweichungen, deren Differenzen auf
einen konstanten Kriimmungsverlauf der Bezugsfliche hinzuweisen scheinen, noch nicht
als sicherer Anhalt fiir eine solche Kriimmung dienen kénnen. Die Proportionalitit der

Fig. 12

Lotabweichungsdifferenzen zu den Visurlingen ist eine notwendige, aber nicht hin-
reichende Bedingung dafiir, dal3 aus der trigonometrischen H8henmessung geoidische
Hohen hervorgehen.

Die trigonometrische Héhenmessung liefert in den zuletzt geschilderten Fillen keine
strengen Meereshéhenunterschiede. IThre Ergebnisse beziehen sich auf eine gegeniiber dem
Ellipsoid konstant gekriimmte Fliche, welche die Undulationen der ihr stellenweise par-
allelen Niveaufliche vernachlissigt. Diese Fliche kann dabei ausgleichend verlaufen wie
in Figur 10, sie kann aber auch einseitig um gréBere Betrige von der wirklichen Niveau-
fliche abweichen, wie in Figur 12. Als Folge solcher systematischer Abweichungen kénnen
betrichtliche Widerspriiche beim Anschlu} eines trigonometrischen Héhennetzes an weit
auseinanderliegende Punkte mit streng bestimmten Meereshéhen auftreten. Solche Wider-
spriiche miissen andrerseits kein Anzeichen fiir fehlerhafte Beobachtungen oder Rech-
nungen sein.

Diese Feststellungen scheinen dazu geeignet, das Bild von der ,,ausgleichenden Geoid-
fliche’, das R. FINSTERWALDER?® bei der Behandlung ,,flichenhafter Héhentriangulatio-
nen‘’ entwirft, zu ergiinzen und zu prizisieren. Auch wenn die Punkte des Hhennetzes
innerhalb einer ,,Gipfelflur‘‘ liegen und anzunehmen ist, daB} sich die Differenzen der Lot-
abweichungen auf den Gipfelpunkten proportional zu den Entfernungen verhalten, so
kénnen die trigonometrischen Hohenunterschiede nicht unerheblich von Meereshéhen-
unterschieden abweichen. Denn die Gipfelflur ist keine Niveaufliche im potentialtheoreti-
schen Sinn. Die Niveaufliche eines Hohennetzes kann neben den gréBeren Depressionen,
die mit tief eingesenkten Télern verkniipft sind und nach Figur 9 die Bestimmung der
MeereshShenunterschiede nicht zu beeintrichtigen brauchen, weitere Undulationen ent-
halten, die durch die Verteilung der sichtbaren Massen nicht unmittelbar zu erkennen
sind. Das Ausmaf} dieser Undulationen kann durch trigonometrische Messungen, die
sich nur in der Gipfelflur bewegen, nicht erfaBt werden. Da die Abweichungen der
wirklichen Niveauflichen von der Fliche mit regelmiBiger Krimmung, auf die sich die

16 R. FINsTERWALDER, Uber Art und Genauigkeit von trigonometrisch bestimmten Hohen. Zeitschr. f.
Verm.-Wesen 1951, S. 133.

Miinchen Ak. Abh. 1955 (Hofmann) 5
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trigonometrische Héhenmessung bezicht, prinzipiell auch auf gréBere Erstreckung syste-
matischen Charakter tragen kénnen, ist ein Ausgleich nicht von vornherein gegeben.

Selbstverstindlich wiirden die Undulationen der Bezugsfliche in den dargestellten Bei-
spielen sofort zutage treten, wenn aufler in den eingezeichneten Punkten P—P; die Lot-
abweichungen auch in beliebigen weiteren Punkten des Profiles (mit Ausnahme der
Tiefstpunkte in den Depressionen von Figur 10 und Figur 12) bekannt wiren .Solche Lot-
abweichungen wiirden zeigen, dal3 die Lotabweichungen sich nicht linear mit der Profil-
lange andern und daBl somit der Normalschnitt der Bezugsfliche von einem Kreisbogen
mehr oder minder stark abweicht. Die Differenzen dieser Lotrichtungen gegen diejenigen
in den entsprechenden Punkten des Kreisbogens sind nach der Definition HELMERTS, die
auch R. FINSTERWALDER iibernommen hat, als ,,Lotstérungen‘‘ zu bezeichnen.

Wie nun R. FINSTERWALDER!? gezeigt hat, heben sich zwar die Wirkungen einer Lot-
storung auf die Hohenwinkel in einem flichenhaften symmetrischen Netz bei der Be-
rechnung und Ausgleichung der Héhenunterschiede auf. Doch gehért zu jeder Lotstérung
eine Undulation der Bezugsfliche. Eben diese Undulation wird bei der Ausgleichung im
flichenhaften Netz vernachlissigt, d. h. die Ausgleichung fiihrt auch bei strengster Sym-
metrie der Netzstrahlen nicht auf Meereshéhenunterschiede, sondern auf Héhenunter-
schiede, bezogen auf eine gegen das Ellipsoid konstant gekriimmte Fliche.

Das Ausmal} der Vernachlissigungen steht dabei in keinem Zusammenhang mit der
GroBe der Lotstérungen. Wie Figur 13 zeigt, kann z. B. trotz einer betriachtlichen Lotsté-
rung die Vernachlissigung gleich o sein. Bei einer Bestimmung der Héhe von 2, durch

Fig. 13

Mittelung der aus trigonometrischen Visuren von P; und P; hervorgehenden Hohen erhilt
man die richtige geoidische Héhe, wenn P, — wie in der Figur — im Schnitt von Kreisbogen
und Normalschnitt der Bezugsfliche liegt.

Figur 14 zeigt den umgekehrten Fall eines betrdchtlichen Hoéhenfehlers bei kleiner
Lotstérung. In jedem Fall weichen die Héhen von Punkten, in denen Lotstérungen
vorhanden sind, um die Abstinde dieser Punkte von einer gegen das Ellipsoid konstant
gekriimmten Ausgleichsfliche von den strengen Meereshéhen ab. Die in den Figuren 10,
11 und 12 dargestellten Verhiltnisse erweisen sich so als Sonderfille mit Lotstérung o trotz
vorhandener Undulationen. Die Ausgleichung eines flichenhaften Héhennetzes beseitigt
zwar die bei langen Visuren oft betrichtlichen Fehlereinwirkungen der Lotstérungen

17 R. FINSTERWALDER a. a. O, S. 132,
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auf die gegenseitigen Héhenunterschiede. Sie kann jedoch die Undulationen der Be-
zugsfliachen nicht erfassen.

Geoidische Héhen werden durch die trigonometrische Héhenmessung nur dann erhalten,
wenn der Normalschnitt der Bezugsfliche gegeniiber dem Ellipsoid lings einer Visur eine
konstante Kriimmung im Sinne der Untersuchung dieses Kapitels aufweist. Es ist also auch

Fig. 14

méglich, die Undulationen der Bezugsflichen zu erfassen, wenn nur die Visuren so kurz ge-
wiihlt werden, daB die zugehérigen Normalschnitte der Bezugsfliche mit einer Annihe-
rung, die der geforderten Hohengenauigkeit entspricht, durch Kreisbogen ersetzt werden
kénnen. Das Nivellement, das als trigonometrische Hoéhenmessung mit horizontalen
Visuren betrachtet werden kann, erfiillt mit seinen kurzen Zielweiten in jedem Fall diese
Forderung. Die eigentliche trigonometrische Hohenmessung mit geneigten Visuren muf}
sich in ihren Zielweiten dem Nivellement ndhern, wenn sie strenge Meereshohen liefern
soll. Die zulissige Linge der Visuren hingt dabei allein von der Gestalt der Bezugsfliche,
von deren Undulationen ab. Im Gebirge, wo Undulationen durch die Verteilung der sicht-
baren Massen zu erwarten sind, diirfen solche Undulationen nicht durch lange Visuren,
auch wenn sie in der Gipfelflur liegen, Uibersprungen werden. Sie miissen vielmehr durch
Zwischenpunkte ,,abgetastet’ werden, so wie dies beim astronomischen Nivellement im
Schweizer Meridianprofil am St. Gotthard geschehen ist. Die Bindung an ein gestrecktes
Profil von bestimmtem Azimut, die durch die Bedingung gegeben ist, daB3 die Lotabwei-
chungen in Richtung des Profiles nur durch astronomische Breiten- oder Lingenbestim-
mungen ermittelt werden sollen, fallt dabei fiir die trigonometrische Héhenmessung weg.
Die trigonometrischen Profile kénnen gebrochen und beliebig gerichtet sein, wenn sich ihre
Punkte nur genligend genau dem Verlauf der Bezugsfliche anschmiegen.

Fiir die praktische Anwendung der trigonometrischen Héhenmessung im Gebirge bleibt
noch zu untersuchen, welche GroBenordnung die in einem flichenhaften Héhennetz ver-
nachlissigten Undulationen der Bezugsfliche tatsichlich annehmen kénnen. Da die vor-
liegende Arbeit die Bestimmung von Meereshéhen mit cm-Genauigkeit zum Ziel hat, mul3
vor allem gepriift werden, ob diese Vernachlissigungen cm-Betrdge {iberschreiten. Die
cinzige Grundlage, auf der eine solche Abschitzung getroffen werden kann, sind die
schweizerischen Arbeiten im Meridianprofil des St. Gotthard.’® In der Tafelbeilage und in

18 Astronomisch-geoditische Arbeiten in der Schweiz. 22. Bd. Das astronomische Nivellement im Meridian
des St. Gotthard. I1. Teil: Die berechneten Geoiderhebungen und der Verlauf des Geoidschnittes. Bern 1939.
&
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Tabelle 3 der in der FuBnote genannten Veréffentlichung sind das Gelidndeprofil, das
Diagramm der zugehérigen Lotabweichungen und das daraus resultierende Profil der
Bezugsfliche im Meridian des St. Gotthard wiedergegeben. Im folgenden werden 2 Stiicke
dieses Profils herausgegriffen, bestehend aus je 3 Punkten in der Gipfelflur, zwischen
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+»75 | — — 1275
#70 — — +70
2
+5— g —+5
” VAR
mm Py
- 7000} L -7000
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Fig. 15

denen eine trigonometrische Hoéhenmessung prinzipiell méglich wire und deren Lot-
abweichungsdifferenzen sich proportional zu den Visurlingen verhalten.

Das erste Stiick besteht aus den Punkten 27a, 28 und 29, die auf Gipfeln von 1600 bis
2000 m Héhe in den dem Gotthard-Massiv vorgelagerten Bergketten liegen. Gelindeprofil
(doppelt tiberhéht), Diagramm der Lotabweichungen und Profil der Bezugsfliche lings
dieses Stiickes sind in Figur 15 wiedergegeben (entnommen aus der Tafelbeigabe der
schweizerischen Veréffentlichung).
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Aus der Moglichkeit, die Punkte 27a, 28 und 29 im Diagramm der Lotabweichungen
durch eine Gerade zu verbinden, geht die Proportionalitit der Lotabweichungsdifferenzen
zu den Entfernungen hervor. Zwischen diesen Punkten des Diagramms zeigen die Lot-
abweichungen einen sehr bewegten, sinuslinienférmigen Verlauf mit groBen Amplituden,
der sehr gut die im Gelindeprofil erkennbare Verteilung der sichtbaren Massen wider-
spiegelt. Die durch die beiden tiefen Taleinschnitte zwischen 27a-28 und 28-29 bedingten
Geoiddepressionen sind jedoch ohne Einfluf auf die Ermittlung von Meereshéhen durch
trigonometrische Héhenmessung, wenn nur einer der konzentrischen Kreishogen, die durch
die drei sich schneidenden Lotrichtungen in 27a, 28 und 29 bestimmt sind, durch die drei
Schnittpunkte der Lote mit der Niveaufliche hindurchgeht. Wie weit diese Forderung hier
erfillt ist, soll im folgenden untersucht werden.

Die nachfolgende Tabelle enthilt in den ersten Spalten d1e Abstinde X der Punkte 28
und 29 von Punkt 27a, die Lotabweichungen & und die Abstandsdifferenzen AN der Niveau-
fliche vom Ellipsoid, bezogen auf Punkt 27a.

’ r ] ey !
Pkt. X & : AN | N ! N U= N—-N
m g | em | em | cm cm
27a | o 4 13,1 ! o I o o o
28 4737 + 8)4 ; +3010 | — 0,1 | — 5’1 + 5,0
29 7620 | + 6,oi 373 ’ e 0% O et 6 70 B MK, ole2Xs)
f

Um in der vorgesehenen Abschitzung die Gleichung eines Kreises durch 27a, der die

2
dortige Lotrichtung zu einem Durchmesser hat, in der bekannten Niherungsform V = %

(» = Radius der zusitzlichen Krimmung der Niveaufliche) benutzen zu kénnen, werden
die AN durch Drehung ihrer Bezugsfliche um die Lotabweichung & des Punktes 27a auf
Werte /V, bezogen auf die Tangente der Niveaufliche in 27a, nach der Formel

W= AN—%Z,iX

umgerechnet. Der Radius » des gesuchten Kreisbogens ergibt sich aus der Beziehung

y o= - X 29 R
§29—&27a

Fiir die Abstinde V' des Kreishogens von der Tangente in 27a gilt dann:

N =2
27

Durch Bildung der Differenzen U/ = N — N’ sind die Abweichungen der Punkte 28
und 29 vom Kreisbogen zu ersehen. Die Differenzen U sind die Werte der Undulationen in
28 und 29, wenn man den Kreisbogen durch 27 a als Normalschnitt der Bezugsfliche zu-
grunde legt. Sie betragen im vorliegenden Fall 4 5,0 cm und 4 2,0 cm, d. h. um diese
Betridge wiirden bei einer trigonometrischen Héhenmessung die geoidischen Héhen der
Punkte 28 und 29 im Vergleich zur Hohe von 27 a zu groB erhalten werden.
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Diese Werte iindern sich selbstverstindlich, wenn man statt des Kreisbogens durch 27a
diejenigen durch 28 oder 29 zugrunde legt. Doch ist die GréBenordnung der Abweichungen
dieselbe. Es sind cm-Betrige. Die trigonometrischen Hoéhen wiirden also um cm-Betrige
von den geoidischen abweichen.
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Die geoidischen Héhen kénnten nur durch Einschaltung von Zwischenpunkten, wie sie
im Schweizer Profil schon mit 27b, ¢, d, 28a, b angeordnet sind, erhalten werden. Doch
diirften diese Zwischenpunkte bei der auBlcrordentlich bewegten Gestalt des Lotabwei-
chungsdiagramms im betrachteten Profilstiick nicht einmal geniigen.

Ein zweites geeignetes Beispiel bietet sich zwischen den drei Punkten 47, 50 und 52
im stdlichen Teil des Meridianprofiles vor dem Abstieg in die oberitalienische Tiefebene.
Die Besonderheit dieses Profilstiickes liegt darin, daB auf seinen Gipfelpunkten diesclbe
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Lotabweichung herrscht, die Bezugsfliche also gegeniiber dem Ellipsoid keine Kriimmung
sondern nur eine Neigung zu besitzen scheint. Die Geldnde- und Lotabweichungsverhalt-
nisse sind aus Figur 16 zu ersehen, die in ihrer Anordnung der Figur 15 entspricht.

Eine analoge Behandlung dieses Profilstiickes wie im ersten Beispiel liefert folgende
Werte:

x | ¢ A e, =gy

Pkt. |
l m I ” cm | cm cm
47 | o | 8,0 l o | o ,
50 | 9599 | — 80| —21,4 | —37,2 +15,
52 | 15242 Fe== 7,9 ' _50:8 i — 59,1 + )
|

Die Berechnung der Werte N’ entfillt hier; die Abstandsdifferenzen AN sind unmittel-
bar mit den auf Grund der konstanten Lotabweichung zu erwartenden Senkungsbetrigen
zu vergleichen:

W=ruk.
e

Trotz des scheinbar konstanten Lotabweichungsverlaufes zwischen den Punkten 47, 5o
und 32 zeigt sich also, daf3 die Punkte 30 und 52 auf Hebungen der Niveaufliche von
15,8 cm bzw. 8,3 cm Hoéhe gegeniiber dem Ellipsoid liegen. Mit diesen Fehlern wiirden ihre
trigonometrischen Héhen gegentiber den Meereshshen behaftet sein.

Die vorstehende Untersuchung ist — wie schon betont — nur als Abschitzung
der bei trigonometrischen Messungen nur in der Gipfelflur moglichen Abweichungen
von den strengen Meereshéhen aufzufassen, soweit sie an Hand des verdffentlichten
schweizerischen Materials moéglich war. Sie zeigt, dal Ifehler von der GroéBenord-
nung mehrerer cm erwartet werden miissen. Ein Anhaltspunkt iiber die zu erwartenden
Fehler 148t sich nur auf Grund der Vertcilung der sichtbaren Massen nicht geben.
Die Fehler konnen auch nicht aus Widerspriichen im Rahmen eines flichenhaften
Netzes aufgedeckt oder durch Heranzichung von Visuren aus anderen Gipfelpunkten,
die auBBerhalb des hier betrachteten Profiles liegen, vermieden werden. Dies sei an Hand
der Beispiele erlautert: Man kann entweder annehmen, dafl die Punkte 28 und 29
bzw. 50 und 52 auf isolierten ,,Buckeln’* des Geoids oder auf durchzichenden ,,Schwel-
len*, deren Verlauf im GrundriB3 nicht gestreckt zu sein braucht, liegen. Im ersten Fall
wiirde keine trigonometrische Visur von einem Punkt auBerhalb des Buckels dic Geoid-
erhebungen in diesen Punkten erfassen kénnen. Man kénnte zwar — vorausgesetzt, dal3 man
von ihrem Vorhandensein wiifite, — die Hebungen umgehen, erhielte dann aber niemals
die Hohen der Punkte auf den Buckeln. Im zweiten Fall wiirden wohl die Visuren von
anderen Punkten auf den Schwellen die gegenseitigen Hohenunterschiede richtig ergeben,
doch wiren die Hohen dieser Punkte, die ja von Punkten auBlerhalb der Schwellen be-
stimmt sein miilten, alle selbst schon um die Hebungsbetrige der Schwellen verfilscht.

Die einzige Moglichkeit, die Meereshdhen von Gipfelpunkten mit cm-Genauigkeit
trigonometrisch zu bestimmen, bleibt daher die Anschmiegung an die Bezugsfliche mit
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Hilfe von Zwischenpunkten, die profilartig in den Einsenkungen zwischen den Gipfeln an-
geordnet sind. Wie weit diese Moglichkeit praktische Bedeutung besitzt, wurde ebenfalls
im Rahmen der Arbeiten am Héhennetz des Isartales erprobt. (Siehe Abschnitt I11.)

7.NICHTPARALLELITAT DER NIVEAUFLACHEN

Der trigonometrisch bestimmte Héhenunterschied A4 zwejier Punkte 2; und P, be-
zieht sich auf die Niveaufliche des Ausgangspunktes P;. Verlduft diese Niveaufliche
langs der Visur P, P, nicht parallel zum Geoid, so weicht der auf das Geoid bezogene Ho-
henunterschied A7 von A um eine kleine GroBe ab, die von HELMERT!® mit £ bezeichnet
worden ist. Es gilt also:

AH = AH + E. (7. 1)

- — - p— o o —

’Pam//e/f/a'bb'e zum Geoid

Ll jpsaid
s

Fig. 17

Die GroBle E, welche die gemessenen Hohenunterschiede wegen Nichtparallelitit der
Niveauflichen korrigiert, ist in erster, aber stets ausreichender Niherung durch

E=¢—4&)s (7. 2)

bestimmt. Hierbei bedeutet &; die Lotabweichung im Oberflichenpunkt 2, (HELMERTsche
Lotabweichung), & die Lotabweichung im Schnittpunkt P; der Lotlinie durch P; mit
dem Geoid (P1zETTische Lotabweichung).20 s ist die horizontale Visurlinge P, P,.

&, kann durch trigonometrische oder astronomische Messungen bestimmt werden.
&; jedoch ist solchen Messungen nicht zuginglich, da P} im allgemeinen und besonders
im Gebirge unter der physikalischen Erdoberfliche liegt. Es kann nur durch Schwer-

19 F. R. HELMERT, Zur Bestimmung kleiner Flichenstiicke des Geoids aus Lothabweichungen mit Riick-
sicht auf Lothkriimmung. SitzBer. der Kgl. preuf3. Akad. d. Wiss. Nr. 42. Berlin 1900.
20 Siehe M. KnEIssL, Begriff und Bedeutung der Lotabweichungen in der Geodisie. Allg. VermNachr.

1951, 4, S. 84.
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kraftmessungen und unter Beriicksichtigung der Massenverteilung in der Umgebung von
P, aus &; ermittelt werden.

Die Bestimmung von £ ist durch rein geometrische Messungen (Messungen von Strek-
ken und Winkeln) nicht méglich. Durch ecine trigonometrische Hohenmessung allein
kénnen daher strenge Meereshohen nicht gewonnen werden. Doch gilt dasselbe vom geo-
metrischen Nivellement, dessen aus der Messung hervorgehende Héhenunterschiede um
dieselbe Grofle £ auf das Geoid reduziert werden miissen. Zu den rein geometrischen Mes-
sungen miissen physikalische Messungen treten.

Die Bestimmung von £ geht somit tiber den Rahmen der vorliegenden Arbeit, die sich
die Kldrung der geometrischen Zusammenhinge zum Ziel gesetzt hat, hinaus. Als Grund-
lage fiir eine Abschitzung von Z im Isartal-Netz soll sic trotzdem in kurzen Ziigen ge-
schildert werden.

Unter den Arbeiten zur Bestimmung von £ sind vor allem jene von HELMERT2! und
NIETHAMMER?? zu nennen. Als Ausgangspunkt kann eine der drei Formeln

Py
g-ER = [(e—g0) dz+[H (gg— O (7. 32)
Py
Py
gr-Lpi=—[z.dg + [H (g— Ol (7- 3b)
Py
P s
S Ep =—[H.dg +[H(g— O (7. 39
Py A

gewihlt werden. Dabei bedeuten:
g, = willklirlich gewihlter, konstanter Schwerewert
g = Wert der Schwere an der Erdoberfliche

=Py
Ep,
z = trigonometrisch oder nivellitisch bestimmter Héhenunterschied
H = Meereshohe

G = mittlere Schwere lings einer Lotlinie von der Erdoberfliche bis zum Geoid.

= Mittelwert der Schwere auf der Erdoberfliche zwischen 2, und P,

Das NiernaMMERsche Verfahren geht von der Formel (7. 3a) aus, bei der unter dem
Integral die Schwerewerte an der Erdoberfliche erscheinen. Es ist immer dann vorteilhaft
anzuwenden, wenn solche Schwerewerte vorliegen und die Korrektion /Z im bestmdoglichen
Anschluf3 an diese Werte berechnet werden soll. So wurden die WerteZ im Geoidprofil des
St. Gotthard unter Benutzung des Schwerenetzes in der Schweiz nach (7.3a) berechnet.?

Aus Formel (7.3c¢) wurde von HELMERT durch Umformung eine Formel abgeleitet, in
der die normale Schwerkraft im Meeresniveau sowie die BouGuER-Reduktion und die
topographische Reduktion der Schwerkraft als Hauptbestimmungsstiicke erscheinen. Diese
Methode wurde von GALLE bei der Bestimmung des Geoids im Harz angewandt.?*

21 Sjche FuBnote 19.

22 Ty, NIETHAMMER, Nivellement und Schwere als Mittel zur Berechnung wahrer Meereshohen. Verdff.
der Schweiz. Geod. Komm. 1932.

23 Sjehe FuBinote 18. A.a. 0. S. 19 ff.

24 A, GaLLE, Das Geoid im Harz. Verdff. d. Kénigl. PreuB. Institutes. Neue Folge Nr. 61, Berlin 1914.
Miinchen Ak, Abh, 1955 (Hofmann) 6
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Einen guten Anhaltspunkt fir die GréBenordnung der Korrektion Z im Hochgebirge
bietet wieder das Meridianprofil am St. Gotthard. Es zeigt sich, dall das Geoid in einem
Profil iiber diec Alpen hinweg relativ nicht so stark vom Referenzellipsoid abweicht als die
Niveauflichen an der physikalischen Erdoberfliche. Wiahrend diese im Scheitel des Alpen-
kammes eine Aufbiegung bis zu 2,7 m erleiden, ist die Aufbiegung des Geoides selbst um
0,4 m geringer. Mit diesem Betrag von etwa 0,4 m hat also eine trigonometrische Hohen-
messung, die liber die Alpen hinwegfiihrt, als maximaler Abweichung gegen die wahren
Meereshohen infolge der Nichtparallelitit der Niveauflichen zu rechnen.

Es zeigt sich weiter, daB3 der Profilverlauf des Geoids weit ruhiger ist als der der Niveau-
flichen in Oberflichenhohe. Die UnregelmiBigkeiten der Massenverteilung dulern sich
auf dem Geoid, das von ihnen entfernter ist, in geringeren Undulationen als in den un-
mittelbar benachbarten Niveauflichen.

Diese Tatsache scheint dazu geeignet, den im 6. Kapitel behandelten und abgeschitzten
EinfluB der Undulationen der Bezugsfliche auf die trigonometrische Hohenmessung als
weniger ins Gewicht fallend zu betrachten. Eine trigonometrische Hohenmessung, welche
die Undulationen gléittet und auf eine ausgleichende Fliche fiihrt, kommt den Verhalt-
nissen auf dem Geoid naher. Jedoch kann die wahre Meereshdhe, wie eben gezeigt wurde,
nur durch zusitzliche Schwerkraftmessungen bestimmt werden. Die daraus berechneten
Korrektionen £ bezichen sich auf die Niveauflichen an der Oberfliche mit all ihren Undu-
lationen. Es miissen daher die Héhenunterschiede gerade gegen diese Niveauflichen genau
bekannt sein, wenn die Reduktion sinnvoll sein soll.

Die bisherigen Vergleiche an Hand des Schweizer Profils bezogen sich auf die wahren
Meereshdhen der Profilpunkte. Bei Betrachtung der Meereshbhenunterschiede er-
gibt sich ein weit glinstigeres Bild. Da das Geoid gegen die Niveaufliche an der Oberfliche
durchwegs nur sehr schwach geneigt ist, erhalten die einzelnen Hohenunterschiede beim
Ubergang auf das Geoid nur geringfiigige Korrektionen. Erst deren Summierung iiber
ein langes Profil liefert die obengenannten groferen Fehler. Als Beispiel diene das schon
im 6. Kapitel beniitzte Profilstiick von Punkt 27a bis Punkt 29, dessen Lage in bezug auf
den Gesamtkomplex der Alpen ungefihr der des Isartal-Netzes entspricht. Die Korrek-
tionen betragen dort:

Pkt. E AE
cm cm

2 19,

72 +19,2 e

28 +18,0

20 +22,7 ’

Die Verinderungen 4 E geben die GroBenordnung der Fehler an, mit denen fiir die
trigonometrischen Héhenunterschiede gegeniiber den Meereshéhenunterschieden wegen
Nichtparallelitit der Niveauflichen zu rechnen ist. Da es sich um cm-Betrige handelt, sind
sie dann, wenn exakte Meereshohenunterschiede gewonnen werden sollen, wohl zu beriick-
sichtigen. Die Bestimmung cines zuverlidssigen Schwerenetzes ist also zur genauen Re-
duktion trigonometrischer Héhenmessungen unumginglich.



II. DAS HOHENNETZ IM ISARTAL

1.GEODATISCHE GRUNDLAGEN

Die praktischen Arbeiten, die einer Erprobung der trigonometrischen Héhenmessung im
Gebirge dienen sollten, wurden von vornherein auf geringen Aufwand an Personal und
Material abgestellt. Dies geschah nicht nur aus finanziellen Griinden sondern auch in der,
Absicht, die trigonometrische Hohenmessung zu einem einfachen und beweglichen MeD-
verfahren auszubauen.

Wie in Abschnitt I gezeigt wurde, mussen die Lage-Koordinaten der Punkte eines Hé-
hennetzes mit etwa cm-Genauigkeit bekannt sein, wenn in den Héhen cm-Genauigkeit er-
reicht werden soll. Die Punkte der nachgeordneten Netze im bayerischen Alpenraum er-
fuillen im allgemeinen diese Bedingung nicht. Es sind vielmehr in diesen Netzen Span-
nungen bis zu dm-Betrigen zu erwarten, die selbstverstindlich fiir topographische Zwecke
keine Rolle spiclen. Da eine eigene Neusignalisierung und -triangulation nicht in Betracht
kam, mulite nach einem geeigneten kleinen Punktnetz des notwendigen Genauigkeitsgra-
des und womdglich mit bestehender Signalisierung gesucht werden.

Es kam der Arbeit auBerordentlich zugute, daB ein Jahr vor ihrem Anlaufen im Rah-
men der Vermessungsarbeiten am geplanten Sylvensteinspeicher im Isarquertal durch
W. Kuny ein lokales Triangulationsnetz von hoher Genauigkeit aufgebaut worden war.
W. Kuny hat dariiber eingehend berichtet.2s Die Punkte dieses Netzes, das an das Bayeri-
sche Landesdreiecksnetz durch Ausgleichung angeschlossen war, waren dauerhaft ver-
sichert und mit Stangensignalen versehen. Dank dem Entgegenkommen der Bauleitung
Sylvenstein konnten sie fiir die geplante Hohentriangulation benutzt werden. Ich bin fir
dieses Entgegenkommen Herrn Baurat K. BarLk und Herrn Regierungsbaumeister
Dr. W. KunY zu grofiem Dank verpflichtet. Der mittlere Lagefehler der Hauptpunkte des
Sylvensteinnetzes betrigt im Durchschnitt 4 1,6 cm.

1. Das flichenhafte Hohennetz.

6 dieser Punkte auf Gipfeln oder in Gipfelndhe wurden zu einem flichenhaften Hohen-
netz zusammengefaft, das in Figur 18 wiedergegeben ist. 3 der Punkte liegen auf Gipfeln
noérdlich des Isar-Quertales, das tektonisch-geologisch im Walchental seine natiirliche
Fortsetzung nach Osten hat. Es sind dies die Punkte (in Klammern die fernerhin bentitzten
Abkiirzungen und die geniherten Meereshéhen): Staffel (St, 1332 m), Hoher Zwiesler
(HZ, 1345 m), Gerstenrieder Kopf (GK, 1422 m). Die Isar durchschneidet nordéstlich
von Fall die nérdliche Begrenzungskette ihres Tales in einem epigenetischen Durch-
bruchstal und verlif3t das Netzgebiet zwischen HZ und GK. Die 3 Punkte der siidlichen
Talflanke sind: Stuhlbach-Joch N (StJ-N, 1736 m), Kotzen (K, 1393 m) und Hiihnerberg
(HB, 1623m). Zwischen K und HB verlauft das Tal der Diirrach, die bei Fall in die Isar
miindet, in stidnérdlicher Richtung.

25 Siehe W. Kuny, Der Sylvensteinspeicher und seine Vermessungsaufgaben. Zeitschr. f. Verm.Wesen
1951, S. 330-336.
6*
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Die Punkte Kotzen und Hoher Zwiesler liegen nicht unmittelbar auf den Gipfeln der
gleichnamigen Berge. Sie mufBiten von der Bauleitung Sylvenstein der gegenseitigen Sicht
und der im Rahmen des Sylvenstein-Netzes nétigen Talanschliisse wegen jeweils auf dem
talseitigen Hang der Bergmassive errichtet werden. Der Héhenunterschied gegen den
Gipfel betrigt bei HZ etwa 30 m, bei K etwa 100 m. Die Punkte des flichenhaften Hohen-
netzes kénnen — mit Ausnahme von K — als zur Gipfelflur der triassischen Kalkalpen ge-
hoérend angesehen werden. Die einzelnen Bergmassive sind im wesentlichen durch den
Hauptdolomit und Plattenkalk aufgebaut; dazwischenliegende, hohere Verebnungsﬂachen
sind von Késsener Schichten erfiillt.

Bei dieser Struktur des Gipfelnetzes stand zu erwarten, dal3 die Lotabweichungen seiner
Punkte zwar den aligemeinen Anstieg des Geoids am Alpenrand widerspiegelten, daf3
aber keine auBergewdhnlichen Lotstorungen auftriten. Die Hauptbedingung fiir eine
sinnvolle Anwendung der trigonometrischen Hohenmessung, nimlich die konstante Kriim-
mung des Geoids im Netzbereich und entlang der einzelnen Visuren, schien damit genii-
gend erfiillt. Lediglich im Punkte K konnte seiner Lage auf dem Vorderhang wegen eine
Lotstérung nach Suden erwartet werden.

2. Das Ubertragungsprofil.

Als Ausgangspunkt der Ubertragung der Meereshéhe vom Tal in die Gipfelflur wurde
der Punkt J 49 (785 m) gewihlt, der an der StraB3e Fall-Vorderrif3 auf der ersten, etwa 20 m
hohen Terrasse tiber dem FluB3bett liegt. Dieser Punkt war von W. KuNY an das Bayerische
Landesnivellement angeschlossen worden. Er liegt nahe der Horizontalprojektion der
Visur St—(StJ-N), die ihrerseits das Azimut 339° hat, also fast in Meridianrichtung ver-
lauft.

Auf Grund der Verteilung der sichtbaren Massen ist lings des Isartales eine Geoid-
depression zu erwarten, die in den allgemeinen Anstieg des Geoids gegeniiber dem Ellipsoid
am Alpenrand eingebettet ist und deren Tiefstpunkt unter der Talsohle liegt. Wenn eine
solche Depression auch nicht zu einer negativen (nach auflen konkaven) Kriimmung des
Geoids fihrt, so kann ihr Verlauf gegentiber dem Ellipsoid doch als flache Mulde mit
einem Profil, das mit starker Annéherung sinusférmig ist, angesehen werden. Gegeniiber
dem Ellipsoid ist daher ein Kriimmungswechsel zwischen 5t—J 49 und J 49— (St] - N) zu
erwarten, der durch eine durchgehende trigonometrische Visur nicht mehr zu {iberbriicken
ist (siehe I. Abschnitt, 6. Kapitel). Zur Ubertragung der Hohe von J 49 in das Gipfel-
niveau missen daher Zwischenpunkte eingeschaltet werden, die sich dem Geoidverlauf
anschmiegen. Damit die vorgesehene Kontrolle der trigonometrischen Hoéhenmessung
durch astronomische Bestimmung der Lotabweichungen nur durch Breitenbestim-
mungen durchgefithrt werden konnte, sollten diese Zwischenpunkte so nahe wie mog-
lich in Richtung eines Meridians liegen. Von J 49 war ein solcher stufenformiger Auf-
stieg nur nach Norden, auf dem Punkt Staffel méglich. Im Sylvenstein-Netz liegen dort
auf einem Talabsatz bzw. auf einem Gefillsbruch des Hanges die Punkte PP 141 (889 m)
und Hirschhérndl (HH, 1341 m). Sie weichen zwar nicht unbetrichtlich von dem Nord-
Siid-Profil (St] — N) — St ab, doch war zu erwarten, daB infolge der sehr geringen Lotabwei-
chungen in O-W-Richtung diese Abweichungen nur einen vernachlidssigbaren Einfluf} aus-
{iben wiirden. An die Neuerrichtung von Punkten, die niher am vorgesehenen Ubertra-
gungsprofil gelegen wiiren, konnte bei der Beschrinktheit der Mittel nicht gedacht werden.
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Die Lage der Punkte Kotzen und PP 141 war im Rahmen des Sylvenstein-Netzes noch
nicht mit derselben Genauigkeit bestimmt wie die der ibrigen Netzpunkte. Durch Tri-
angulation und Einzelpunkteinschaltung wurden sie daher neu eingemessen. Die dabei er-
zielte Genauigkeit entspricht der der {ibrigen Netzkoordinaten.

Die Lage der Netzpunkte ist im SoLpNERschen Koordinatensystem der Bayerischen
Landesvermessung (Nullpunkt Miinchen) durch folgende Werte gegeben:

Punkt ¥ &3

(m) (m)
Staffel + 7914,77 — 61472,49
Hoher Zwiesler -+ 2612,28 — 509070,24
Gerstenrieder Kopf — — 2064,34 — 59370,01
Stuhlbach-Joch—- N 4 7809,42 — 66760,27
Kotzen + 3621,16 — 66760,78
Hiihnerberg — 83,19 — 64254,49
J 49 + 7454,75 — 64397,64
P. P. 141 + 7030,25 — 63 505,66
Hirschhorndl + 7349,71 — 62163,14

Dic Profile des Gelindes unter den Visuren sind in den Tafeln bei Seite 48 wieder-
gegeben. Sie wurden aus dem Topographischen Atlas von Bayern 1:50000 konstruiert.
Es ist aus ihnen zu ersehen, daf3 im Gipfelnetz nur die Visur Kotzen — Hithnerberg an ihrem
ostlichen Ende {iber eine lingere Strecke hin in Bodennihe verlauft. Alle anderen Visuren
gewinnen dicht hinter den Ausgangspunkten die freie Atmosphire. Dies gilt, wenn auch
nicht in so starkem Mafle, auch von den Visuren des Ubertragungsprofiles. UnregelmiBig-
keiten oder einseitige Einwirkungen der Refraktion waren also im allgemeinen nicht zu
erwarten.

2. DAS INSTRUMENT

Als WinkelmeBinstrument wurde fiir alle Arbeiten im Isartal — auch die astronomischen —
der Wild-Universaltheodolit T2 Nr. 22571 mit 4008-Teilung benutzt. Das Instrument
wurde dankenswerterweise vom Institut fiir Photogrammetrie, Topographie und All-
gemeine Kartographie der Technischen Hochschule Miinchen zur Verfigung gestellt.
Ein zweites Instrument derselben Bauart (Nr. 28264), ebenfalls dem genannten Institut
gehérig, konnte fiir die gesenseitig-gleichzeitigen Messungen verwendet werden.

Das erste Instrument wurde im Geoditischen Institut der Technischen Hochschule
Miinchen untersucht. Es ergaben sich dabei folgende Ablese- und Einstellgenauigkeiten:

1. Genauigkeit m,, einer Ablesung am Héohenkreis bei feststehendem Fernrohr und
Hohenkreis (Einstellung der Koinzidenz mit dem optischen Mikrometer):
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my, = 4 1,6°¢,

ermittelt aus 100 Koinzidenzeinstellungen, je 10 in 10 verschiedenen Fernrohrstellungen.

2. Genauigkeit 2, einer Ablesung am Hoheunkreis bei einspiclender Héhenkreislibelle
(Libelleneinstellung durch Prismen-Koinzidenz der Blasenenden):

My = - 4,6°°,

ermittelt aus 50 Libelleneinstellungen, je 10 in 5 verschiedenen Fernrohrstellungen.

3. Aus 1. und 2. ergibt sich die Einspielgenauigkeit sz, der Libelle nach der Formel

ni, = :t V;%il - m:k
my; = :t 4:300'
4. Genauigkeit m,, der Ablesung eines eingestellten scharfen Héhenzieles im ge-

schlossenen Raum auf kurze Distanz (ohne Refraktionseinwirkung) bei unverinderter,
eingespielter Libelle:

m, = :t zygcc:

ermittelt aus 50 Ablesungen je 10 nach 5 verschiedenen Hohenziclen.

5. Aus 1. und 4. ergibt sich die Zielgenauigkeit #2, (reine Einstellgenauigkeit eines
scharfen Héhenzieles ohne Beriicksichtigung der Koinzidenzfehler beim Ablesen):

e
m, = :t szk T My,
m, = - 2,5¢¢,

6. Aus 3. und 4. findet man den mittleren Fehler »z, einer Ablesung bei der Héhenwinkel-
messung, soweit er vom Instrument und vom Beobachter (Einstellen des Zieles, Ein-
spielen der Libelle, Einstellen der Koinzidenz im Ablesemikroskop) abhingt, nach

]/ 2 KR
m, = :t LM + my
zZu m, = 4 §,2°.

7. Der mittlere Fehler s, eines einmal in beiden Fernrohrlagen gemessenen Héhen-
winkels ergibt sich aus 6. zu
”

mw=V; = + 3,7

Zum Vergleich seien die entsprechenden Werte des Theodoliten Wild T2 Nr. 22234 an-
gefiihrt, der bei trigonometrischen und astronomischen Arbeiten im Meridianprofil des
St. Gotthard verwendet wurde. Nach einer Untersuchung durch P. ENG1?¢ ergab sich:

26 P, Enc1, Procés Verbal de la g6. Séance de la Commission Géodésique Suisse. Bern 1952.
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my, = 4 0,01" = 4 2,7%
m; = 4 2,80 = + 8,7
, = +o081" = 424
o = £ 314" = £ 94
= 4 2,22" = £+ 6,7

mw
m

my,

Dieser Theodolit besitzt eine eigens fiir Hohenwinkelmessungen eingebaute Héhenkreis-
libelle mit Teilstrichablesung. Trotzdem ist die Einspielgenauigkeit der Libelle unverhilt-
nismifig gering.

Dank dem Entgegenkommen der Firma WiLD konnte das im Isartal verwendete Instru-
ment im Herstellerwerk Heerbrugg einer eingehenden Untersuchung auf Fernrohrbiegung
unterzogen werden. Durch Hoéhenwinkelmessung im parallelen Strahlengang zweier Pri-
zisionskollimatoren konnte eindeutig festgestellt werden, dafl das Instrument keine Fern-
rohrbiegung oder fernrohrbiegungsartige Erscheinungen, wie sie etwa durch Verlagerung
der Fokussierlinse beim Durchschlagen hervorgerufen werden koénnten, aufweist. — Fur
freundliche Beratung und Hilfe bei den Untersuchungen in Heerbrugg bin ich Herrn
E. BErcHTOLD von der Firma Wild zu besonderem Dank verpflichtet.

Das Instrument hat sich bei den Arbeiten im Isartal sehr gut bewiéhrt. Bei unbegrenzter
Transportfihigkeit auch in weglosen Hochgebirgsregionen zeigte es trotz seines relativ
leichten Baues ausreichende Standfestigkeit und Unempfindlichkeit gegen Witterungs-
einfliisse. Seine VergrofBerung (28fach) und seine Lichtstirke erlaubten ohne Schwierigkeit
Visuren nach Stangensignalen mit Querbrettern auf Entfernungen bis zu 12 km. Auch bei
relativ ungiinstigen Lichtverhiltnissen war auf diese Entfernungen die Oberkante des
obersten Signalbrettes klar und scharf einzustellen.

Es wire wiinschenswert, die Messungen mit einem Prizisions-Theodoliten Wild T 3 zu
wiederholen und zu priifen, ob mit diesem bedeutend schwereren Instrument eine lohnende
Genauigkeitssteigerung der Hohenwinkel zu erzielen ist. Bei den Hohenwinkelmessungen
im Schweizer Meridianprofil des St. Gotthard wurden Wild-T 3-Theodoliten verwendet.
F. KosoLDp gibt in seinem vorliufigen Bericht Giber diese Messungen?? als Genauigkeit fiir
einen cinmal in beiden Fernrohrlagen gemessenen Héhenwinkel den aus den Kollimations-
proben berechneten Betrag von ,ungefihr’ -4 1,0” = -4 3 an. Da die beobachteten
Visuren bedeutend kiirzer (im Mittel etwa 3 km) sind als im Isartal-Netz, 143t diese Angabe
noch keinen ausreichenden Vergleich zu.

Fiir die Zwecke der genauen Hoéhenwinkelmessung wire der Einbau verstellbarer
Héhenkreise in die Instrumente zu erwagen. Die Kreisteilungsfehler, die bei festem Héhen-
kreis mit vollem Betrag in die Héhenwinkel eingehen, kdnnten damit wie bei der Satz-
messung von Horizontalwinkeln weitgehend eliminiert werden. AuBerdem wire eine gro-
Bere Unabhingigkeit der Messungen in mehreren Séitzen garantiert. — Nach Mitteilung der
Firma Wild ist der Einbau verstellbarer Hohenkreise prinzipiell ohne Schwierigkeiten
moglich.

27 [, KopoLp, Die Bestimmung der Lotabweichungskomponenten im Meridian des St. Gotthard aus
Héhenwinkelmessungen. Annexe au Procés — Verbal de la 95. Séance de la Commission Géodésique Suisse,
Neuchatel 1951. )
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3. BEOBACHTUNG DER HOHENWINKEL

Aus der Untersuchung des Instrumentes war hervorgegangen, da$ allein auf Grund der
Unsicherheit der instrumentellen Messung mit einem mittleren Fehler von 4- 3,7° fiir
einen einmal gemessenen Hoéhenwinkel gerechnet werden muB3. Bei der Beobachtung im
Feld war durch die Refraktionsunruhe eine Erh8hung dieses mittleren Fehlers zu erwarten.
Um die Héhenwinkel mit einer Genauigkeit von 1-2° zu erhalten, muBiten demnach je-
weils 16-20 Beobachtungen vorgesehen werden. Die Hohenwinkel wurden deshalb auf
jeder Station in 6 Sitzen gemessen, wobei in jeder Lage mit dem Ober-, dem Mittel- und
dem Unterfaden eingestellt und abgelesen wurde. Dies ergab je 18 Beobachtungen fiir
jeden Hohenwinkel. Die Beobachtung in der zweiten Fernrohrlage schlof3 sich bei jedem
Ziel unmittelbar an die in der ersten Lage an, um eventuelle Refraktionsinderungen {iber
groflere Zeitraume hin auszuschalten. Die Beobachtungen wurden jeweils um die Mittags-
zeit, zwischen 10 Uhr und 14 Uhr, ausgefiihrt, da nach den bisherigen Erfahrungen die
Refraktion um diese Zeit ihr Minimum und ihre groBte Konstanz erreicht.?8 Vor und nach
jedem Satz wurde mit einem Schleuderthermometer und einem Aneroidbarometer Luft-
temperatur und -druck gemessen, um eventuelle Refraktionsinderungen mit meteorolo-
gischen Daten in Beziehung bringen zu kénnen.

Samtliche Beobachtungen im Héhennetz und im Ubertragungsprofil konnten in der Zeit
vom 14. bis 25. August 1951 ausgefiihrt werden. Die GroBwetterlage inderte sich in diesem
Zeitraum nur sehr wenig. Sie war durch im allgemeinen sonniges Sommerwetter gekenn-
zeichnet. Stark abgeschwichte atlantische Stérungen fiihrten an einzelnen Tagen, beson-
ders gegen Nachmittag, von Westen her eine lockere, hochliegende Wolkendecke ins Auf-
nahmegebiet. Nur am vorletzten und letzten Tag brachten die Stérungen leichte und kurze
Niederschldge. Gewitter blicben wihrend der ganzen Aufnahmezeit auch in den Nichten
aus. Den Messungen hinderlich war gelegentlich der Dunst und das Flimmern der Luft,
besonders bei Visuren in Richtung gegen das einfallende Sonnenlicht. Doch waren beide
Erscheinungen als Anzeichen eines guten konvektiven Austausches im Luftmeer und damit
stabiler Refraktionsverhiltnisse eher zu begriiien.

Spriinge oder starke Schwankungen in Temperatur und Luftdruck konnten auf keiner
Station festgestellt werden. Die maximalen Schwankungen wihrend ciner Messung in
6 Sitzen betrugen bis 2°C in der Temperatur und bis 1 mm Hg im Luftdruck. Dementspre-
chend zeigten die Hohenwinkel auf keiner Station einen systematischen Gang oder Schwan-
kungen, die durch eine systematische Anderung der Refraktion hitten hervorgerufen sein
kénnen.

Es ist also anzunehmen, dafl der Zustand der Luft, vor allem auch ihre Schichtung und
die vertikalen Temperatur- und Druckgradienten, im MeBzeitraum nur geringen Ande-
rungen ausgesctzt waren. Dies ist im Hinblick auf die Refraktion bei nichtgleichzeitigen
Hoéhenwinkelmessungen von ausschlaggebender Bedeutung. Es wird auf diesen Punkt noch

28 Siche K. Brocks, Vertikaler Temperaturgradient und terrestrische Refraktion im Hochgebirge. Verdff.
des Meteor. Inst. der Univ. Berlin, Bd. I11 Heft 4, 1939.
Miinchen Ak, Abh. 1955 (Hofmann) 7



50 I1. Das Hohennetz im Isartal

Hoéhenwinkel im flichenhaften Hohennetz

Nr. Visur 1 A ! # s
g c cc cc 4 cc
, .

. St]-N - St —2 43 20,0 ' + 35,3 ; 4+ 1,3
St - 5tJ-N +2 45 345 | £ 7.2 + 1,7
. | StJ-N - HZ —2 92 93,0 ——g 1 ==10,9
‘ HZ - StJ-N +2 88 185 [+ 5,0 + 1,4
St]-N - GK —1 66 66,5 ' + 5.3 +1,6
3 GK - StJ-N +1 8 130 | + 64 | *1,8
St]-N - HB —o 88 08, + 9,3 ! + 2,7
i HB - St]-N + o0 84 66,5 + 9,8 + 2,4
St]-N - K —35 20 16,0 ; + 4,8 4+ 1,1
5 K - StJ-N +35 21 74,0 | + 3,8 4+ 0,9
6 | K-St +1 31 o040 f -+ 10,8 + 2,6
St-K — 1 31 44,0 ‘ + 4,6 41,1
| K-HZ —O0 44 62,0 ! + 6,4 | 4 1,5
7| HZ - K +o0 42 76,0 + 6,2 : +1,4
3 | K-HB + 3 28 41,0 : + 4,7 5 + 1,1
{ HB-K —3 26 99,5 : 4+ 11,0 4 2,8
HB - St —o0 69 15,5 | + 8,2 + 2,0
9 | St -HB ! +0 66 17,3 |+ 48 4+ 1,1
‘o ‘ HB-HZ ' —3 48 38,0 ' + 3, + 0,9
é HZ - HB +3 48 69,5 ; 4+ 8,6 4+ 2,0
> HE .= GIE —2 43 49,0 ok 72 Sl sing
. GK - HB +2 43 34,5 + 8,0 =120
— ! GK - St +o0 65 880 4 7,0 + 2,0
i St-GK ! —o0 72 13,0 , + 5.4 + 1,2
% ! GK -HZ ' —1 03 52,5 E + 9,6 + 2,2
[ HZ - GK | +1 o2 73,0 | + 4,7 4+ 1,1
o HZ - St : +2 17 20,0 ' + 6,2 + 1,6
St-HZ —2 15 68,0 | = S + 1,6
% ! K - GK 4+o0 17 31,5 =R + 1,2
Durchschnitt: -+ 6,6 4+ 1,6

bei der Besprechung der gegenseitig-gleichzeitigen Hohenwinkelmessungen zuriick-
zukommen sein (siehe Seite 77).

Von den méglichen 30 Visuren des Hohennetzes konnten 29 beobachtet werden. Nur
die Visur Gerstenrieder Kopf-Kotzen fiel aus. Fiir Punkt Gerstenrieder Kopf waren in-
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folge seiner Lage in der NO-Ecke des Netzes die Sichtverhiltnisse bei sonnigem Wetter be-
sonders unglinstig. Punkt Kotzen, der von Gerstenrieder Kopf aus einen unruhigen Wald-
und Schutthintergrund hat, konnte mit dem Fernrohr trotz mehrmaliger Versuche nicht
aufgefunden werden.

Zur Héhenbestimmung standen also 14 gegenseitige Visuren und 1 einseitige Visur zur
Verfiigung, deren aus je 18 Beobachtungen gemittelte Hohenwinkel in der vorstehenden
Tabelle aufgefiihrt sind. Der mittlere Fehler g kommt einem einmal gemessenen Héhen-
winkel zu, das Mittel aus je 18 Beobachtungen hat den mittleren Fehler #z.

Im Ubertragungsprofil bestanden zwischen den Punkten ] 49 — Hirschhérndl und
P. P. 141 — Staffel am aufsteigenden Nordhang des Isartales keine gegenseitigen Sicht-
moglichkeiten. Die Hohenwinkel fiir die {ibrigen 8 gegenseitigen Visuren und ihre mitt-
leren Fehler sind:

Hohenwinkel im Ubertragungsprofil

Visur ’ P & “ i
% g (¢] cC CcC ‘ cC
| |
J 49 -5t | 415 78 705 63 | £1L5
St-1] 49 | =15 70 10,8 + 6,1 ‘ + 1,4
J49-PP 141 | + 6 79 800 =54 || 18
PP 141 - J 49 — 6 58 47,5 +87 | Z20
PP 141 - HH +20 19 29,5 +43 | 1,0
HH - PP 141 ‘ —20 05 80,5 +46 | 1,1
HH - St . 413 66 96,0 o aiEw (0 8 1
St~ HH —13 30 03,5 t43 | £10
J49-5tJ]-N | +24 13 66,0 +45 | £1,1
St]-N -] 49 —24 07 92,5 %+ 5,6 ‘ £ 1,4
PP 141-St]-N| 415 78 77,0 +70 | £16
S5t]-N-PP 141} —15 75 47,0 + 4,2 + 0,9
HH - St]-N +5 43 54,0 + 6,2 ‘ 41,4
St]J-N — HH — 5 42 41,0 + 6,7 ‘ + 1,8
St — StJ-N + 2 45 34,5 + 7,2 i + 1,7
StJ-N — St — 2 43 20,0 2053 | HEds

Durchschnitt: - 6,6 41,4

Bei den Beobachtungen im Hoéhennetz konnte also im Durchschnitt eine Genauigkeit
von - 1,6% fiir das Mittel aus 18 Beobachtungen eines Héhenwinkels erzielt werden. Im
Ubertragungsprofil liegt dieser Wert bei - 1,4°°. Von Interesse ist der durchschnittliche
Wert M, des mittleren Fehlers eines einmal gemessenen Hohenwinkels. Er betragt + 6,6
und liegt damit um 2,9° hoher als der aus der rein instrumentellen Mef3genauigkeit zu

*

7
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erwartende mittlere Fehler 2, der aus der Untersuchung des Theodolits hervorging.
Dieser Mehrbetrag ist nur auf die Wirkung »z, der Refraktionsunruhe zuriickzufiihren.
Da sie als zusitzlicher unregelmiBiger Fehler wirkt, ist sie nach dem Fehlerfortpflanzungs-
gesetz durch

m,= + VM, — m,

zu berechnen. Man findet

m, = -+ 5,5%

Dieser Wert, der unabhingig vom Instrument als unregelmiBiger Fehler in die Messung
eingeht, 14Bt es sehr fraglich erscheinen, ob Hoéhenwinkelmessungen im Gebirge durch
ein genaueres Instrument (etwa Theodolit Wild T3 statt T2) betrichtlich verbessert
werden konnen. Auch wenn der mittlere Fehler 2, bis auf etwa -4 1° herabgemindert
werden kénnte, so wire fiir 4/, infolge der Refraktionsunruhe immer noch ein Betrag
von etwa -4 5,6° zu erwarten. Unter gleichen Verhiltnissen wie im Isartal erhielte also
das Mittel aus 18 Beobachtungen eines Hohenwinkels immer noch einen mittleren Fehler
von etwa -4 1,3°. Der Mehraufwand an Transportarbeit scheint sich also kaum zu
lohnen.

Gegenseitig-gleichzeitige Messungen.

Bei den verhiltnismiBig bodennahen Visuren des Ubertragungsprofiles konnte ver-
mutet werden, dafl an den verschiedenen Tagen des Melzeitraumes sich die Refraktion
verschieden auswirke und bei nicht gleichzeitiger Messung das Mittel der beiden gegen-
seitigen Hohenunterschiede verfilsche. Diese Visuren sollten daher im gegenseitig-
gleichzeitigen MeBverfahren wiederholt und das Ergebnis mit den nichtgleichzeitigen
Messungen verglichen werden.

Dafiir war folgendes Beobachtungsverfahren vorgesehen: Die beiden Instrumente
wurden exzentrisch, doch annihernd rechtwinklig zur Visur neben den Signalen auf-
gestellt und die Elemente zur Ermittlung des die Exzentrizitit beriicksichtigenden Ent-
fernungszuschlages gemessen. An der Signalstange wurde ein 60 cm langes Brett ange-
schlagen, dessen Oberkante genau auf die Instrumentenhohe gebracht wurde. Die Ober-
kante diente als Héhenziel fiir die Gegenvisur. Damit war erreicht, dall Visur und Gegen-
visur von Instrumentenhéhe zu Instrumentenhshe verliefen und Unterschiede in den Ab-
solutbetragen der gegenseitigen Winkel nur noch zu Lasten der Geoidkriimmung und der
Refraktion gingen.

Der Beobachtungsbeginn fiir jede Visur wurde durch Signale festgelegt. Der Zeitraum
zwischen jeder der 6 Beobachtungen betrug 8 Minuten.

Die Visuren J 49— PP 141, PP 141 — Hirschhorndl und Hirschhérndl — Staffel wurden am
12. Juni gemessen. Am 13. Juni folgten die Visuren J 49 — Staffel und J 49 — Stuhlbach-
Joch-N. Am 14. und 15. Juni wurden die beiden Visuren Stuhlbach-Joch-N-Staffel und
Hoher Zwiesler — Gerstenrieder Kopf beobachtet, um auch im Hohennetz Vergleiche und
Kontrollen im gegenseitig-gleichzeitigen Verfahren zu erhalten.

Uber den Vergleich der gegenseitig-gleichzeitigen Messungen mit den nichtgleich-
zeitigen wird erst im 2. Kapitel des II1. Abschnittes auf Seite 77 berichtet.
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4. BERECHNUNG
UND AUSGLEICHUNG DER HOHENUNTERSCHIEDE

Die Héhenunterschiede im Netz und Ubertragungsprofil des Isartales wurden einmal
nach der Héhenformel (2. 11), ein zweites Mal mit der JorpaNschen Hoéhenformel ohne
Refraktionskorrektur berechnet. Die Kriimmung des Ellipsoides wurde beriicksichtigt,
wobei die den einzelnen Visuren zukommenden Kriimmungsradien aus der JORDAN-
schen Tabelle?® entnommen wurden. Wie auf Grund der Abschitzungen des I. Ab-
schnittes zu erwarten war, blieben die Glieder 3. Ordnung durchwegs ohne EinfluB} auf
die mm der Héhenunterschiede, die als RechengroBen mitgefithrt wurden. Aus beiden
Berechnungen ergaben sich bis in die mm gleiche Héhenunterschiede. Weder rechen-
technisch noch im Zeitaufwand unterscheiden sich die beiden Formeln merklich von-
einander. Als kleiner Vorteil der JorpANschen Formel kann héchstens angesehen werden,
daf3 die zur Entfernungs- und Radienreduktion erforderliche Mittelhéhe /,, jeweils fiir
Hin- und Riickvisur verwendbar ist, wihrend in Formel (2. 11) immer die Héhe H, des
Ausgangspunktes der Visur eingesetzt werden mull. Doch fillt dieser Unterschied nicht
ins Gewicht.

Wie schon auf Seite 64 erwihnt, konnte die Visur Gerstenrieder Kopf — Kotzen der schlech-
ten Sichtverhiltnisse wegen nicht beobachtet werden. Von den méglichen 6 X 5 = 30 Vi-
suren des Hohennetzes wurden die 28 beidseitig beobachteten paarweise durch Mittelung
zu 14 Hohenunterschieden zusammengefa3t. Unter der Annahme konstanter Geoidkriim-
mung langs der einzelnen Visuren und gleicher Refraktionswinkel in den Endpunkten
einer Visur sind diese Mittelwerte frei von systematischen Kriimmungs- und Refraktions-
einfliissen, wie im I. Abschnitt gezeigt wurde. Sie sind nur noch durch zufillige Beobach-
tungsfehler verfilscht und daher unmittelbar zu einer Ausgleichung nach vermittelnden
oder bedingten Beobachtungen geeignet. Dieses Vorgehen entspricht dem Verfahren
Nr. 2 nach der Einteilung R. FINSTERWALDERs.30

Die Hohenunterschiede zwischen 6 Punkten sind durch 5 unabhéngige Messungen be-
stimmt. Bei 14 gemessenen Hohenunterschieden standen also im Isartalnetz neun Uber-
bestimmungen fiir eine Ausgleichung zur Verfligung. Bei einer Ausgleichung nach be-
dingten Beobachtungen erscheinen als Widerspriiche die SchluB3fehler in neun unabhingi-
gen Hohenpolygonen, d. h. es wiren neun Korrelaten zu berechnen.

Bei einer Ausgleichung nach vermittelnden Beobachtungen kénnen 5 Hohenunter-
schiede als unabhingige Variable gewihlt und durch Aufstellung von 5 Normalgleichun-
gen aus 14 Fehlergleichungen bestimmt werden.

Das Verhiltnis im Rechenaufwand der beiden moglichen Verfahren, das etwa g%: 52 =
3,24 betrigt, legt eine Ausgleichung nach vermittelnden Beobachtungen nahe.

29 JornaN-EccERrT, Handbuch der Vermessungskunde. Band II1/1, 9. Aufl,, 1933, S. 252.
30 R. FINSTERWALDER und H. GANGER, Die trigonometrische Hohenmessung im Gebirge. Nachr. aus dem
Reichsverm. Dienst, 1941, Nr. 1, S, 13-16.
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Als unabhingige Variable wurden die 5 von Stuhlbach-Joch-Nord, dem héchsten Punkt
des Netzes, ausgehenden Hohenunterschiede gewihlt. Als Niherungswerte dienten die aus
den Messungen berechneten Hohenunterschiede, so daf3 als Unbekannte die 5 Verbesse-
rungen dieser Héhenunterschiede in die Ausgleichung einzufithren waren. Die Verbesse-
rungen vg—vy, der ibrigen Héhenunterschiede stellen sich dann als lineare Funktionen von
v1-v; dar, wobei als Absolutglieder / in den Fehlergleichungen die SchluBfehler in den
9 an Stuhlbach-Joch-N angeschlossenen Héhendreiecken erscheinen. Diese SchluBfehler
betrugen im Isartalnetz:

StJ-N - St - K: le =— 1,8cm
St]-N-HZ - K: ly =—2,1cm
St]-N-HB - K: lg =—o0,1cm
St]J-N - St—-HB: ly =— 3,1cm
StJ-N-HZ-HB: /,=— 2,4cm
St]-N-GK-HB: /; = 4+ o,1 em
StJ-N~-St-GK:  /, = — 0,5 cm
St]-N-HZ-GK: /3 =-—2,0cm
StJ-N - St-HZ: Ly = — 5,6 cm

Der Durchschnittswert dieser Widerspriiche betrdgt — absolut genommen — 2 cm. Da
jeder Widerspruch aus den Fehlern von 3 Hohenunterschieden zusammengesetzt ist, kann

der Fehler eines einzelnen Hohenunterschiedes vor der Ausgleichung mit v &~ l—/ZT = 1,2cm
3

abgeschitzt werden. Schon diese Abschitzung zeigt, daBl die Héhenunterschiede im Isar-
tal mit cm-Genauigkeit ermittelt werden konnten.

Gemil dem Fehlerfortpflanzungsgesetz, angewandt auf die Formel (2. 11), wiren bei
der Gewichtsbestimmung sowohl die Unsicherheit der einzelnen Héhenwinkel als auch der
Entfernungen zu bertiicksichtigen. Eine Abschitzung zeigt jedoch, dalB3 die zweite gegen-
iiber der ersten vernachlissigbar ist. Da auBlerdem die Héhenwinkel praktisch gleich genau
beobachtet wurden, geniigt eine Gewichtsfestsetzung umgekehrt proportional zum Qua-
drat der Visurlinge des auszugleichenden Héhenunterschiedes nach der Formel

pi= g

1

¢ wurde so gewihlt, da3 der mehrfach vorkommenden Visurlinge von etwa 8,5 km das Ge-
wicht 1 zukommt. Diese Linge ist auch der mittleren Visurlinge von etwa 7 km verhalt-
nismiBig nahe. Die einzelnen H8henunterschiede erhalten somit nach der Formel

(km)
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folgende Gewichte:

Nr. Visur (kfn) ?
1| StIN-St 5.3 2,6
2 | St]J-N-HZ 3,5 1,0
3 | St]-N-GK 12,3 0,4
4 | StJ-N-HB | 8,3 1,0
5 | St]-N-K 4,2 4,1
6 K-St 6,8 - 1,5
7 K-HZ 6,9 1,5
8 K-HB 4,5 3,6
9 HB - St 8,5 1,0

10 HB-HZ 5,1 2,8

11 HB - GK 53 2,6

12 GK - St 10,2 0,7

13 . GK-HZ 4,7 5 32

14 | HZ - 5t 5,5 | 2.3

Die mit diesen Eingangswerten durchgefiihrte Ausgleichung lieferte folgende Ergeb-
nisse: Der mittlere Gewichtseinheitsfehler betrigt m, = 4- 2,1 cm. Er kommt einem bei
einer Visurlinge von 8,5 km ermittelten Hohenunterschied zu. Ins Winkelmall umgerech-
net betrigt er -+ 1,6° und entspricht damit genau der mittleren Genauigkeit der Hohen-
winkelmessung. Fur die wahrscheinlichen Verbesserungen »; und die mittleren Fehler »;
der einzelnen Hoéhenunterschiede 4/, ergeben sich folgende Werte:

‘ . v; | AH; } my
Nr. ; Visur | |
i cm ‘ m i cm
1 StJ-N - St -— 0,9 — 204,029 ‘ £ 0,9
2 St]-N - HZ + 2,5 — 390,627 | + 0,9
3 St]-N - GK + 0,1 — 314,582 4+ 1,1
4 St]-H —HB ; — 0,1 — 112,083 + 0,9
5 St]-N-K ' o ~— 343,467 + 0,8
6 K St ‘ + 0,9 + 139,438 i £ 09
v K-HZ — 0,4 — 47,160 ' + 0,9
8 K-HB — 0,6 -+ 230,482 -+ 0,8
9 HB - St + 3,9 i — 91,044 4 0,9
10 HB-HZ — 0,2 ! — 277,042 -+ 0,8
11 HB - GK -— 0,3 — 201,597 + 0,9
12 GK - St — 0,3 + 110,553 + 1,0
13 GK -HZ — 0,4 — 76,043 =+ 0,9
14 HZ - St + 2,2 | + 186,598 | £10




56 11. Das Hohennetz im Isartal

Die mittleren Fehler der Hohenunterschiede 6-14, die Funktionen der als unabhingig
eingefiihrten Hohenunterschiede 1-35 sind, wurden dabei unter Benutzung der gemischten
Gewichtskoeffizienten berechnet.

Da die mittlere Unsicherheit der ausgeglichenen Hohenunterschiede mit der bei der
Hoéhenwinkelmessung erzielten MeBgenauigkeit {ibereinstimmt, kann vermutet werden,
daB3 die Hoéhenunterschiede frei von systematischen Lotabweichungs- und Refraktions-
einfliissen sind und Meereshéhenunterschiede mit cm-Genauigkeit darstellen. Wieweit
dies zutrifft, soll nach dem Versuch, die Lotabweichungen im Héhennetz direkt zu bestim-
men, niher diskutiert werden.

5. BESTIMMUNG
DER LOTABWEICHUNGEN IM HOHENNETZ

Das im letzten Kapitel angewandte Berechnungs- und Ausgleichungsverfahren ent-
spricht der Methode Nr. 2 nach der FINSTERWALDERschen Einteilung. Sofern in einem
Hohennetz ein regelmiBiger Verlauf der Niveauflichen vorliegt, liefert diese Methode
Meereshéhenunterschiede. Auf die zusitzliche Kriimmung der Niveauflichen gegeniiber
dem Ellipsoid kann aus den Differenzen der paarweise zusammengehdrigen, einseitigen
Héhenunterschiede geschlossen werden. Sind die Niveauflichen jedoch unregelmiBig ge-
formt, dann ergibt das Verfahren — wie schon R. FINSTERWALDER betont — keine strengen
Meereshdhenunterschiede. Die Undulationen der Niveauflichen werden dann vernach-
lissigt und die Hohenunterschiede beziehen sich auf eine gegeniiber dem Ellipsoid gleich-
miBig gekriimmte Fliche. Dasselbe gilt dann von den Kriimmungswerten, die aus den
Differenzen einseitiger Héhenunterschiede ermittelt werden.

Wenn auch die Ergebnisse der Ausgleichung des letzten Kapitels auf eine gleichmiBige
Kriimmung der Niveauflichen im Isartal hinzuweisen scheinen, so soll dic Zulissigkeit
dieser Annahme doch erst mit Hilfe einer direkten Bestimmung der Lotabweichungen
Uberpriift werden.

Dazu stehen die Methoden Nr. 1 und Nr. 3 der FINsTERWALDERschen Einteilung zur
Verfiigung (s. FuBnote 30 S. 53). Nach Methode Nr. 1 werden simtliche Lotabweichungen
und Hoéhenunterschiede eines Netzes zugleich bestimmt und ausgeglichen. Die ausgegli-
chenen Héhenunterschiede beziehen sich auf das Ellipsoid. In einem Héhennetz von #
Punkten betriagt die Anzahl der Unbekannten 3 « (7 — 1), denen maximal # - (z — 1) Be-
stimmungsgleichungen aus einseitigen Héhenvisuren gegeniiberstehen. Wenn auch meist
gentigend Uberbestimmungen fiir eine Ausgleichung vorhanden sein diirften, so ist in
groBeren Hohennetzen die Anzahl der Unbekannten doch so groB, daf der nétige Rechen-
aufwand das Verfahren zu umstindlich und schwerfillig macht. Da fiir das Isartalnetz
nur cine Bestimmung der Lotabweichungen notwendig erschien, wurde vor allem die
Methode Nr. 3 untersucht und erprobt. Doch gelten einige der dabei gezogenen Schliisse
auch fiir die Methode Nr. 1.

Die Bestimmung der Lotabweichungen aus gegenseitigen Hoéhenwinkelmessungen
nach Methode Nr. 3 hat den groBen Vorzug, daB} unmittelbar gemessene WinkelgroBen
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zur Bestimmung von anderen Winkelgréfien, ndmlich den Lotabweichungsdifferenzen in
den Endpunkten einer Visur, verwendet werden. Die theoretischen Grundlagen dieser
Methode seien deshalb nochmals kurz erldutert.

Fig. 19

Bedeuten in Figur 19 ¢%* und ¢!® die astronomischen bzw. ellipsoidischen Zenitdistanzen
der refraktionsfrei angenommenen Héhenvisur zwischen den Punkten 2, und Py, in denen
das Lot in Richtung der Visur um 4; bzw. 4, vom ellipsoidischen Zenit abweicht, so gilt

L=0+4 (8. 1)
L=0—1 (8. 1b)

Fiir 4, , folgt nach Einfithrung der Lotabweichungskomponenten &, , und 7, 5 in Richtung
des Meridians bzw. des 1. Vertikals in 2, und P, und des Azimutes a der Visur

Ay =& - cosay + 7y - sinag, (8. za)

Ay = & - cosayy + 7y * sinay,, (8. 2b)

Miinchen Ak. Abh. 1955 (Hofmann) 8
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so daf3 die Gleichungen (8. 1) {ibergehen in

{' = + & - cosay, + my v sinay, (8. 3a)
£ =2 — & - cosay— 1y sinay,. (8. 3b)

Aus dem Dreieck P, M P,, das im Kriimmungsmittelpunkt 47 des Ellipsoidschnittes Py P,
den Winkel yy, enthilt, folgt die Bezichung

L+ =180+ yu, 8.4
die nach Einftihrung von (8. 3) in
£ costyy = 7+ sindyy — &y - COSAyy — 7y~ Sinay = 180 — L, — Ll + e (8.5)
tbergeht.

Liegen — wie im Isartal — Hoéhenwinkel 8 statt der Zenitdistanzen { vor, so kénnen sie
tiber die Beziehung { = go — B (8. 6) in Gleichung (8. 5) eingefiihrt werden. Die Refrak-
tion, die in 2; und 2, den Zielstrahl um den gleichen Winkel ¢ hebt, ist dabei durch den
Ansatz

ﬂa=ﬂa_6 (8 7)

zu berticksichtigen, in dem 5,, den tatsachlich beobachteten, nach dem astronomischen Ze-
nit orientierten Hohenwinkel bedeutet. Mit (8. 6) und (8. 7) geht (8. 3) in

& - cosayy -+ 7y - sinayy — &+ cosayy — 7, * Sinayy = Ié(} + Eag + vi2— 26, (8.8)

iiber. Fiihrt man noch statt des Refraktionswinkels d den Refraktionskoeffizienten £ in
der schon auf S. 20 unter (4. 7) abgeleiteten Form

k-
by = oo 4.7

COSﬂlz
ein, so erhilt (8. 8) dic Endform

5 A 3 = V]
£ oSty 4 7y v Sinagy — &+ costyy — 7 sinagy = f; + B + v (1 e "'éoéﬂi;“)‘ 8.9)
In einem Héhennetz mit z Punkten ergibt sich durch Anwendung auf jede seiner gegen-
seitigen Visuren zwischen den Punkten 2; und 2, unter Annahme eines konstanten

1

Refraktionskoeffizienten das Gleichungssystem
£ cosay + nysinay — & cosay—ny-sina = B+ B+ va(t — o)
2 g cos B,

;

2 T 1o e (8. 10)

Aus Gleichung (8. 10) ist nun zu erkennen:

1. Aus gegenseitigen Hoéhenwinkelmessungen koénnen nur die Differenzen von
Lotabweichungen gewonnen werden. Bei Anwendung der Methode auf ein Hoéhennetz
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miissen also entweder die Lotabweichungskomponenten & und # in mindestens cinem
Punkt durch anderweitige Messungen bckannt sein oder als bekannt angenommen
werden. Im zweiten Fall wird man sie am vorteilhaftesten gleich Null setzen. Man
erhilt dann die Lotabweichungen in den iibrigen Punkten relativ zu einem Ausgangs-
punkt.

2. Jeder Punkt 2, mit Ausnahme des Ausgangspunktes bringt in das Gleichungssystem
(8. 10) zwei neue Unbekannte &; und 7,. Die Anzahl # der Unbekannten betrigt also
bei 2 Punkten

u=2n—2=2(n—1)

Demgegeniiber betrigt die Anzahl v der méglichen gegenseitigen Visuren zwischen #
Punkten

n
‘Z/=T'(7Z—l).

Soll das System (8. 10) iberhaupt lésbar sein, so mull = # werden, d. h. das Netz muf}
aus mindestens

n=4

Punkten bestehen, zwischen denen alle méglichen gegenseitigen Visuren beobachtet sind.
Wird # >> 4, so kdénnen {iberschiissige Beobachtungen zu einer Ausgleichung zur Verfii-
gung stehen. Die folgende Tabelle gibt eine Ubersicht iiber die Anzahl der maximal még-
lichen Uberbestimmungen v — « bei einem Netz von » Punkten, d. h. sie gilt nur, wenn
alle méglichen Visuren auch gegenseitig beobachtet sind.

{

f g i & e
Anzahl der vAnzahl der Ailicz;}ll};dgezg?ig- Méit:_he
Netzpunkte Unbekannten o B .
seitigen Visuren | bestimmungen
n i u : v ' v—u
4 6 6 o
5 8 10 2
6 10 15 5
7 12 21 9
8 14 28 14
9 16 36 20
10 18 45 27
11 20 55 35
n 2 (n—1) % (n—1) (% — 2) (n—1)
I
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Eine Ausgleichung wird also erst in Netzen von mehr als 7-8 Punkten lohnend und wirk-
sam. Sie verursacht dann allerdings durch die Zunahme der Unbekannten einen betricht-
lichen Rechenaufwand, der bekanntlich etwa mit dem Quadrat der Anzahl der Unbekann-
ten, hier also ungefihr mit 4% wichst. Ferner werden niemals alle Visuren gegenseitig
beobachtbar oder verwendbar sein. Besonders die langen Netzdiagonalen werden fiir
Héhenbestimmungen ausscheiden. Damit kann die Anzahl der Uberbestimmungen be-
trachtlich vermindert und die Wirksamkeit einer Ausgleichung herabgesetzt werden.

Man wird daher in der Praxis ein groBeres Hohennetz zur Bestimmung von Lotabwei-
chungen in giinstige Teilnetze von 7-8 Punkten mit geniigend Uberbestimmungen zer-
legen und diese einzeln mit Zwangsanschliissen an die Nachbarnetze ausgleichen.

Zur sicheren Ubertragung der Lotabweichungskomponenten & und % von O nach W
bzw. von N nach S ist das Vorhandensein von Visuren in NO-SW — und NW-50-
Richtung von besonderer Bedeutung.

3. Da die Lotabweichungskomponenten und noch mehr ihre Differenzen immer kleine
GroéBen sein werden, ist ihre Berechnung aus dem System (8. 10) nur sinnvoll, wenn die
Hoéhenwinkel §, mit sehr hoher Genauigkeit beobachtet worden sind. Die Differenzen
hingen nach (8. 10) wesentlich von B! + B%, also einer kleinen Differenz zweier groBer
Werte ab. Der mittlere Fehler dieser Differenz, der gleich dem )/ 2 -fachen der WinkelmeS3-
genauigkeit ist, kann leicht die GroBenordnung der Lotabweichungskomponenten besit-
zen oder Uberschreiten.

4. Eine Berechnung und Ausgleichung der Lotabweichungen nach (8. 10) ist nur sinn-
voll, wenn die Refraktion wihrend des MeBzeitraumes als praktisch konstant fiir alle
Stationen angesehen werden kann und der Wert ihres Koeffizienten mit ausreichender Ge-
nauigkeit bekannt ist. Wire die erste Bedingung erfiillt, der Wert von £ dagegen nicht be-
kannt, so wire prinzipiell daran zu denken, £ als weitere Unbekannte im System (8. 10)

zu betrachten und mit auszugleichen. Das ist jedoch nicht moglich, da der Ausdruck '(é:o.—s’/;

in derselben Weise wie die Lotabweichungen auf die Differenz g7 4 g einwirkt und von
diesen praktisch nicht zu trennen ist. Folgende vereinfachende Uberlegung macht dies
deutlich: Nimmt man eine konstante zusitzliche Kriimmung des Geoids gegentiiber dem
Ellipsoid an, so hat sie auf die Unterschiede gegenseitiger Hohenwinkel denselben Ein-
fluB wie eine konstante Refraktion; aus den Differenzen 8} + B2 ist das Verhiltnis der
beiden Faktoren, durch die sie verursacht sind, nicht zu bestimmen. Aber auch bei Unter-
schieden der Geoidkrimmung in verschiedenen Azimuten kann immer ein konstanter
Grundbetrag der Kriimmung als Refraktionswirkung betrachtet werden. Die Refraktion
und die Geoidkriimmung als Ursache der Lotabweichungen kénnen daher nicht als un-
abhingige Varjable im Sinne der Ausgleichungsrechnung betrachtet werden. Ihre ge-
meinsame Bestimmung aus einer Ausgleichung wiirde Werte liefern, deren Méoglichkeit
zwar gegeben, deren Realitdt aber nicht gesichert ist.

Kann also der Refraktionskoeffizient als konstant innerhalb der MeBzeit und des MeB-
raumes betrachtet werden, so muB} sein Wert als beobachtete Gréfe in das System (8. 10)
eingesetzt werden. Zur Ermittlung von £ kommt bei geoditischen Arbeiten praktisch nur
die Bestimmung der Lotabweichungskomponenten auf 2 Netzpunkten in Richtung der
gegenseitigen Visur durch astronomische Beobachtungen in Betracht. Nach Korrektur



5. Bestimmung der Lotabweichungen im Hohennetz 61

der beiden gegenseitigen Héhenwinkel um die beobachteten Lotabweichungen kann aus
dem restlichen Unterschied der Héhenwinkel der Refraktionskoeffizient nach der be-

kannten Formel3!
» B+ B
b= — (B2

berechnet werden. — Die Bestimmung des Refraktionskoeffizienten aus meteorologischen
Daten, sei sie nur mit Messungen auf den Stationen oder mit zusitzlichen Beobachtungs-
werten aus der freien Atmosphire durchgefiihrt, hat bisher nicht zu brauchbaren Ergeb-
nissen gefiihrt. Sie erfordert zudem einen grolen Aufwand an Apparaten und Mitteln.

Zu den unter 1. genannten astronomischen Messungen, die der Bestimmung der Lot-
abweichung in einem Ausgangspunkt dienen, miissen also astronomische Beobachtungen
in mindestens einem weiteren Punkt des Netzes treten, aus denen der Refraktionskoeffi-
zient ermittelt werden kann.

Andert sich die Refraktion innerhalb der MeBzeit oder von Visur zu Visur, so miissen
ihre verschiedenen Koeffizienten durch astronomische Messungen in mehreren Netzpunk-
ten bestimmt werden. Damit wird aber die Bestimmung der Lotabweichungen aus gegen-
seitigen Hohenwinkeln hinfillig, da die Lotabweichungen aus den astronomischen Be-
obachtungen sicherlich mit héherer Genauigkeit hervorgehen. Eine Mitfithrung der ver-
schiedenen £ als Unbekannten in der Ausgleichung ist aus den oben geschilderten Griinden
nicht moglich. Sie wiirde zudem die Zahl der Unbekannten auf # = 32 — 2 erhéhen.

5. Die in das System (8. 10) eingefiihrten Hohenwinkel g, miissen sich selbstverstind-
lich auf parallele gegenscitige Visuren bezichen. Ist die Parallelitit nicht von vornherein
durch entsprechende MafBnahmen gesichert, was auf groBe Entfernungen nur schwer zu
erreichen sein dirfte, dann miissen die gemessenen Héhenwinkel durch genaue Bestim-
mung von Instrumenten- und Zielhohe entsprechend reduziert werden.

Die fiinf aufgefithrten Punkte zeigen, dafl der Anwendung der geschilderten Methode
zur Ermittlung von Lotabweichungen in einem H6hennetz verhiltnismiBig enge Grenzen
gesetzt sind. Nichtbeachtung oder Nichteintreten einer der genannten Bedingungen hat
betrichtliche Unsicherheit der Ergebnisse zur Folge. Dies dirfte auch der Grund sein,
warum die geschilderte Methode bisher nur selten zur Bestimmung von Lotabweichungen
verwendet wurde und zu keinen brauchbaren Ergebnissen gefiihrt hat.

Ein Versuch, die Hohenwinkelmessungen C. KorpEs bei den Absteckungsarbeiten des
Gotthardtunnels zur Lotabweichungsbestimmung zu bentiitzen,3? scheiterte an der fiir die-
sen Zweck ungiinstigen Netzgestalt und an einem zu vermutenden MeBfehler.

Eine vercinfachende Variante zur Methode Nr. 3 gibt R. FINSTERWALDER in Methode
Nr. 4 an. Es werden dabei nur gegenseitige Visuren in N-S- bzw. O-W-Richtung zur
Lotabweichungs- und Héhenbestimmung benutzt, die sich wie ,,vertikale Polygonziige*
zu Profilen aneinanderreihen.

Der Vorteil dieser Methode ist darin zu erblicken, daf3 in jedem Punkt 2, nur eine
Unbekannte, ndmlich die Meridiankomponente §; oder die O-W-Komponente 7, seiner

- 3 JorpAN-Eec¢ErT, Handbuch der Vermessungskunde. Bd. I1/2, 9. Aufl. 1933, S. 133.
32 Siehe R. FINSTERWALDER und H. GANGER, a. a. O. S, 15, Fufinote 18a.
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Lotabweichung auftritt. Wieder ist die Methode nur zur Bestimmung von Lotabwei-
chungsdifferenzen geeignet, so daf3 in mindestens einem Ausgangspunkt die Lot-
abweichung durch astronomische Messung ermittelt werden muB. Jede gegenseitige
trigonometrische Visur liefert dann eine Bestimmungsgleichung fiir eine Lotabweichungs-
differenz A& oder A#, so daB bei » Punkten eines Profiles mindestens (z — 1) gegen-
seitige Visuren gemessen sein miissen. Uberbestimmungen, die zu einer Ausgleichung
verwandt werden konnen, ergeben sich durch zusitzliche ,,Uberschlagende’ Visuren
zwischen nicht unmittelbar benachbarten Punkten oder durch zusitzliche astronomische
Messungen.

Der Nachteil der Methode liegt in der strengen Bindung an meridional- oder ost-west-
gerichtete Profile, die oft zu ungiinstiger Punktfestlegung zwingen kann. Weiter werden
selbst im Gebirge auf Grund der Sichtverhiltnisse nur wenige tiberzahlige Visuren mog-
lich sein, die geeignet wiiren, der Lotabweichungsbestimmung tiber eine Ausgleichung eine
héhere Zuverlassigkeit zu garantieren.

Das unter Ziffer 4 dieses Kapitels tiber die Refraktion Gesagte gilt im selben Male fiir
die FiNsTERWALDERsche Methode Nr. 4.

Die Methode Nr. 4 wurde 1950 im Meridianprofil des St. Gotthard durch die Schweize-
rische Geoditische Kommission angewandt.3® Die Lotabweichungen in 13 Punkten des
Profiles wurden aus 17 gegenseitigen trigonometrischen Héhenwinkelmessungen bestimmt.
Zur Berechnung der Lotabweichungsdifferenzen standen also 5 Uberbestimmungen zur
Verfligung, die zur Ausgleichung der Hoéhenwinkel in 2 geschlossenen Polygonen ver-
wendet wurden. In allen Punkten war die meridionale Lotabweichung aus den astronomi-
schen Messungen im Schweizer Profil bekannt. Die Refraktion konnte daher aus den Lot-
abweichungen in den Endpunkten des Profilstiickes ermittelt und als bekannt in die tri-
gonometrische Lotabweichungsbestimmung eingefithrt werden. Da auflerdem aus den be-
kannten Lotabweichungen der Zwischenpunkte der Refraktionskoeffizient fiir jede einzelne
Visur bestimmt werden konnte, ergab sich eine gute Vergleichsméglichkeit zwischen dem
aus den Lotabweichungen in den Endpunkten berechneten Gesamtwert des Refraktions-
koeffizienten mit den tatsichlich lings der einzelnen Visuren wirksamen Einzelwerten. Das
Mittel der Einzelkoeffizienten stimmte nach Einfithrung entsprechender Gewichte gut mit
dem Gesamtkoeffizienten tiberein.

Die trigonometrisch bestimmten Lotabweichungen selbst weichen von den astronomisch
gemessenen im Mittel um 1,1"" ab.

Die Brauchbarkeit der Methode ist durch diese Arbeiten klar erwiesen.

Wenn auch das Isartalnetz vor allem seiner geringen Ausdehnung wegen nicht besonders
geeignet zur Anwendung der vorher geschilderten Mecthode Nr. 3 erschien, so wurde es
doch zur Erprobung herangezogen. Bestimmend dafiir war die erzielte hohe MeBgenauig-
keit, die augenscheinliche Konstanz der Refraktion im MeBzeitraum und das Vorhanden-
sein einer nicht unbetrichtlichen zusitzlichen Geoidkriimmung vor allem in O-W-Rich-
tung, die sich aus vorldufigen Abschitzungen ergab.

33 F. KopoLp, Die Bestimmung der Lotabweichungskomponenten im Meridian des St. Gotthard aus
Héohenwinkelmessungen. Annexe au Procés Verbal de la 95. Séance de la Commission Géodésique Suisse

1951.



5. Bestimmung der Lotabweichungen im Héhennetz 63

Bei 6 Netzpunkten und 14 gegenseitigen Visuren standen fiir die 10 Unbekannten 4 Uber-
bestimmungen zu einer Ausgleichung nach vermittelnden Beobachtungen zur Verfiigung.
Die Fehlergleichungen hatten folgende allgemeine Form:

;& 4 ey — ey — ey — Ly = vy (8. 11)
Hierin bedeutet nach (8. 10):

6= GOS Uy Cr—Bin
J X ak £
ik—ﬂa+ﬁa+yik 1—’C05ﬁ% i
2

Da die gegenseitigen Visuren nicht parallel beobachtet worden waren, muBlten die ge-
messenen Héhenwinkel , um Betrige

dp = o= =P (i 2 8. 12)

reduziert werden. 7 und z sind dabei Instrumenten- und Zielhohe einer Visur, 4 ihre
Linge.

Der Schnittwinkel y;, der beiden ellipsoidischen Lote in 2; und 2, ergab sich aus der
einfachen Beziehung
b,

r’ b
a

V=0 (8.13)

in der 7, den Kriimmungsradius des Ellipsoides im Azimut der Visur 2,7, bedeutet.

Zur Bestimmung der Refraktionskonstanten £ standen einmal die astronomisch ge-
messenen meridionalen Lotabweichungskomponenten in Stuhlbachjoch-Nord und Staffel
zur Verfiigung, die im Rahmen der Messungen im Ubertragungsprofil ermittelt worden
waren (s. I11. Abschnitt 3. Kapitel). Da die zugehdrige Visur im Azimut 3359° liegt, ge-
niigten die Meridiankomponenten zur Berechnung der Refraktion. Die Refraktionskon-
stante ergab sich aus dieser Visur zu

£ = 0,1980.

Dieser Wert erscheint gegeniiber dem sonst verwendeten Refraktionskoeffizienten er-
staunlich hoch. So ergab sich bei den Schweizer Arbeiten im August, September und Ok-
tober des Jahres 1950 ein mittlerer Refraktionskoeffizient £ = 0,1049 -|- 0,0028 in Héhen
iiber 2000 m, bei den Messungen in den Chiemgauer Alpen betrug £ = 0,1304 - 0,002,
wiahrend als guter Mittelwert im Flachland # = 0,13 angesehen wird.

Der aus der Visur Stuhlbachjoch-N-Staffel ermittelte Wert stimmt zwar gut mit den
aus den Visuren J 49-Stuhlbachjoch-N (£ = 0,1950) und Hirschhérndl-Stuhlbachjoch-N
(£ = 0,1046) bestimmten Werten iiberein. Doch koénnen diese Werte, die aus steilen Vi-
suren des Ubertragungsprofiles stammen, nicht ohne weiteres als Kontrollen fiir das Gip-
felnetz verwendet werden.
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Zur Uberpriifung der berechneten Refraktionskonstanten wurden daher zusitzlich die
meridionalen Lotabweichungskomponenten in den Punkten Kotzen und Hoher Zwiesler
astronomisch bestimmt. Die Visur Kotzen—Hoher Zwiesler liegt zwar im Azimut 8°. Da
jedoch die O-W-Komponenten der Lotabweichungen in beiden Punkten annihernd gleich
grof3 angenommen werden durften, schienen die Meridiankomponenten ausreichend zur
Refraktionsbestimmung. Die Berechnung ergab

£ = 0,2044,

also einen noch etwas hoheren Wert als zwischen Stuhlbachjoch-N und Staffel. Im Me8-
zeitraum 14.—20. August 1951 scheint daher tatsichlich im Isartal eine derartig starke Re-
fraktion geherrscht zu haben. Ob sie lokal durch die besonderen meteorologischen Ver-
hiltnisse am Rande und fiiber einem tiefen, O—W-gerichteten Talgraben oder durch die
allgemeine Wetterlage und Temperaturverteilung bedingt war, konnte noch nicht ge-
klart werden. Die Untersuchung dieser meteorologischen Frage ginge iiber den Rahmen
der vorliegenden Arbeit hinaus.

Als Refraktionskonstante wurde in die Ausgleichung der Lotabweichungen der Mittel-
wert aus den beiden genannten Bestimmungen mit

& = 0,2012

eingefiihrt. Die Unsicherheit von mindestens 4-0,0032, die diesem Wert anhaftet, wirkt
sich mit dem Faktor y,, auf die Absolutglieder L der Fehlergleichungen aus. Bei einem
mittleren y,, von etwa 600 im Isartalnetz betrigt diese Auswirkung - 1,8. Sie hat
also die GréBenordnung der HéhenwinkelmeBgenauigkeit.

Als Ausgangspunkt fiir die Bestimmung der Lotabweichungen wurde der Punkt Staffel
gewihlt und in ihm & = 7 = o gesetzt.

Da die Héhenwinkel mit annidhernd gleicher Genauigkeit gemessen waren, konnten alle
Gewichte der Einheit gleichgesetzt werden.

Die Auflésung der 10 Normalgleichungen mit angeschlossener Berechnung der Ge-
wichtskoeffizienten lieferte folgende Resultate:

Der mittlere Gewichtseinheitsfehler betrigt m, = 4- 1,9°.

Dieser Fehler kommt der Differenz zweier gegenseitiger Hohenwinkel zu. Aus der Hohen-
winkelmessung war ein Fehler von - 1,6. |/ 2 = -- 2,2°° zu erwarten. Es zeigt sich
also, daB in der Lotabweichungsbestimmung keine systematischen Fehler, verursacht z. B.
durch falsche Annahme des Refraktionskoeffizienten, enthalten sind.

Die wahrscheinlichsten Verbesserungen der Absolutglieder L, liegen zwischen — 1,66
und + 1,6

Die wahrscheinlichsten Werte der Lotabweichungskomponenten, bezogen auf den Punkt
Staffel, und ihre mittleren Fehler sind in der folgenden Tabelle zusammengestellt. § und
n zihlen dabei positiv bei nordlicher bzw. éstlicher Abweichung des geoidischen Zenits vom
ellipsoidischen.

Wie weit die berechneten Lotabweichungen mit den tatsichlichen Verhiltnissen liber-
einstimmen, 146t sich am besten durch den Vergleich mit den in Stuhlbachjoch-N, Kotzen
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Pkt. ¢ e 4 "

cC cc CcC cC

St o — o —
HZ - 9’9 :t2’3 +13)9 :':1;7
GK — o1 +3,8 +19,7 42,0
StJ-N + 0,4 41,7 o a2
K +14,5 +2,0 +19,8 11,5
HB + 2,35 *28 | 4173 +1,3

i H

und Hoher Zwiesler astronomisch beobachteten Meridiankomponenten & beurteilen, der
in der folgenden Tabelle gegeben ist. &, bedeutet darin die astronomlsch £, die trigono-
metrisch bestimmte Meridiankomponente.

Pkt. Ea meg Et Mgy 4= éa _Et Aw

cC cc cC cC cC cC
St]-N =2, sl + 0,4 = 157 +2,3 +20
K +159 +0,8 +14,5 +2,0 +1,4 +2,2
HZ — 9,9 :}:0»8 . 7)5 :|:2»3 —2,4 . :|:2,4

Die zu erwartende Differenz 4, zwischen &, und &, setzt sich nach dem Fehlerfort-
pflanzungsgesetz aus den mittleren Fehlern #z,, und 2., nach der Formel

— ——
4, =+ Vmea + my,
zusammen.

Es zeigt sich also, daBl die astronomisch und trigonometrisch bestimmten Lotabwei-
chungskomponenten innerhalb der kombinierten MeBgenauigkeit beider Verfahren gut
tibereinstimmen. Wenn auch nur fiir 3 der 10 berechneten Lotabweichungskomponenten
astronomische Vergleichswerte zur Verfiigung stehen, so ist doch anzunehmen, daB} auch
die Gbrigen mit einer Genauigkeit von 2-3° die wirklichen Verhiltnisse wiedergeben.
F. KopoLp gibt als Genauigkeit der im Schweizer Meridianprofil trigonometrisch be-
stimmten Lotabweichungskomponenten den durchschnittlichen Betrag von 1,1 = 3,3
an. Die Resultate im Isartal stimmen mit diesem Wert gut tiberein, erweitern jedoch seine
Giltigkeit auch auf die O-W-Komponente der Lotabweichungen in Punkten eines Héhen-
netzes.

Die mit Methode Nr. 3 der FINsTERWALDERschen Einteilung berechneten Lotabwei-
chungen im Héhennetz erlauben nun ein Urteil dariiber, wieweit die Niveauflichen im

3 F, KopotLp a.a. 0. S. 12.

Miinchen Ak. Abh. 1955 (Hofmann) o
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Isartal eine regelmiBige Kriimmung aufweisen, wie weit also die im 5. Kapitel dieses Ab-
schnittes nach Methode Nr. 2 ausgeglichenen Hoéhenunterschiede als Meereshshenunter-
schiede zu betrachten sind. Die Lotabweichungen sind zu diesem Zweck in Figur 20 noch-
mals graphisch in ihrer gegenseitigen Lagebeziehung dargestellt.

Fig. 20

Es zeigt sich, daB sich die Differenzen der O-W-Komponenten im ganzen Netzbereich
praktisch linear mit den Entfernungen dndern, dal} also eine konstante — im vorliegenden
Fall positive — Krimmung des Geoids in O-W-Richtung vorhanden ist. In meridionaler
Richtung ergibt sich eine Schrigstellung, die unter Zugrundelegung des in Punkt Staffel
astronomisch beobachteten &-Wertes (s. ITI. Abschnitt 3. Kapitel) 10,3"" betrdgt. Nur in
den Punkten Hoher Zwiesler und Kotzen treten meridionale Lotstérungen in Richtung auf
den Massendefekt des Isartales auf. Sie sind ein Anzeichen dafiir, daf3 beide Punkte noch
innerhalb der Depression der Niveauflichen lings des Isartales liegen. Aus der Ausglei-
chung der Hohenunterschiede geht hervor, da3 sich die Wirkung der Lotstérungen auf die
in den beiden Punkten gemessenen Hohenwinkel innerhalb des Gesamtnetzes aufheben.
Sie miifiten sich sonst in gréBeren mittleren Fehlern der Héhenunterschiede bemerkbar
machen. Es muB} jedoch angenommen werden, da3 die zu den beiden Punkten fithrenden
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Héhenunterschiede nicht auf die wirklichen Niveauflichen bezogen sind, sondern um die
Betrige der Undulationen, die sich in den Lotstérungen beider Punkte duflern, verfilscht
sind. Die trigonometrischen Messungen nur im Héhennetz sind nicht in der Lage, diese
Undulationen zu erfassen. Es bediirfte dazu einer Anzahl von Zwischenpunkten, die den
tatsichlichen Verlauf der Niveauflichen zwischen den 4 Endpunkten St, GK, HB und
StJ-N und den Punkten HZ und K profilartig abtasten mii3ten.

Aber auch die Hohenunterschiede zwischen den Eckpunkten selbst kénnen prinzipiell
um dhnliche Betrige fehlerhaft sein, die durch Undulationen der Niveauflichen im Sinne
der Betrachtungen des 6. Kapitels im I. Abschnitt bedingt sein kénnen. Es wire z. B.
denkbar, daB3 auf der Siidseite des Isartales der wirkliche Verlauf der Niveauflichen von
der durch die Lotrichtungen bestimmten Fliche konstanter Kriimmung nach oben oder
unten abweicht (Fig. 12 S. 33). Die Niveauflichen konnten zu beiden Seiten der durch das
Isartal hervorgerufenen Depression zusitzlich zur konstanten Schrigstellung gegeniiber
dem Ellipsoid eine verschiedene Hohenlage einnehmen. Durch die Messungen im Uber-
tragungsprofil wurde zwar die Senkung der Niveauflichen zwischen der Nordflanke und
der Sohle des Tales bestimmt (s. III. Abschnitt, 2. Kapitel), dhnliche Messungen zur Er-
mittlung des Anstieges nach Siiden hin, konnten jedoch im Rahmen dieser Arbeit nicht
durchgefithrt werden, so daB iiber einen eventuellen Unterschied der beiden Werte nichts
ausgesagt werden kann.

Da durch die Berechnung der Lotabweichungen das Vorhandensein von Undulationen
der Niveauflichen erwiesen ist, fiihrt auch die auf S. 19 erwihnte Mdglichkeit der Be-
stimmung von zusitzlichen Kriimmungswerten aus den Differenzen einseitiger Hohen-
unterschiede zu keinem klaren Ergebnis.

Eine solche Bestimmung hat prinzipiell an die Gleichung (3. 7) auf S. 19 des I. Ab-
schnittes anzukniipfen, in der die zusitzliche Kriimmung &% lings einer Visur mit dem
Unterschied dAH der Absolutbetrige der einseitigen Hoéhenunterschiede in Beziehung
gesetzt ist:

dAH = 8 (1 + 2tg2B) + dx. (. 7)

Dabei ist vorausgesetzt, dal dAH bereits vom EinfluB der Refraktion befreit ist. Da
durch die Unsicherheit des Refraktionskoeffizienten von vornherein in 44/ eine gewisse
Unsicherheit verursacht wird, kann das sehr kleine Glied 2b2-tg?f-4» vernachlissigt und
dx nach der Formel

dAH
dx = TR (8 14)

fiir jede Visur berechnet werden.

Im Hohennetz des Isartales wurde jedoch nicht dieser Weg der Einzelberechnung ein-
geschlagen, sondern eine geschlossene Bestimmung der Gestalt der Niveauflichen ver-
sucht, die von folgenden Uberlegungen ausging:

Setzt man einen analytisch geschlossen beschreibbaren Verlauf der zusitzlichen Kriim-
mung der Niveauflichen gegeniiber dem Ellipsoid voraus, so ist dieser durch die Groe
der beiden Hauptkriimmungen 7 und %,, welche die Extremwerte der zusitzlichen Kriim-
mung darstellen und deren Richtungen aufeinander senkrecht stehen, und durch das Azi-

g*
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mut g, der ersten Hauptkriimmung », bestimmt. Differentialgeometrisch gesehen, kommt
die Berechnung von #,, %, und q, der Bestimmung der DuPinschen Indikatrix der Niveau-
flichen in bezug auf das Ellipsoid gleich. Die Visuren eines Hohennetzes werden dabei
von einem einzigen Punkt auslaufend gedacht, der nicht fest innerhalb des Netzes zu lo-
kalisieren ist, aber als charakteristischer Punkt, eben als Mittelpunkt der Dupinschen
Indikatrix, fiir den Bereich der Niveauflichen zu gelten hat.

Die Kriimmung x eines beliebigen, im Azimut a verlaufenden Normalschnittes der
Niveauflichen ist nach dem EvuLERschen Satz durch die Gleichung

% = x,  cos? (@ — ay) + %, - sin? (a — a) (8. 13)
bestimmt. Mit dem rein formalen Ersatz von &» durch » nimmt Gleichung (8. 14) unter
Beriicksichtigung von (8. 15) folgende Gestalt an:

%y * cos? (@ — ag) + 2y - sin? (a —ap) = ijzﬁ (8. 16)

Aus drei Differenzen dAH, die drei Visuren von verschiedenen Azimuten a zugehdren,
koénnen also prinzipiell die Elemente 7, #, und ay der DuPINschen Indikatrix berechnet
werden.

Stehen — wie im Isartalnetz — mehr Differenzen d A A zur Verfiigung, so ist eine Ausglei-
chung der Werte x,, %, und g, nach vermittelnden Beobachtungen méglich. Deren Fehler-
gleichungen koénnen durch Linearisierung der linken Seite von (8. 16), also des EULERschen
Satzes, nach Einfiihrung von Niherungswerten xj, %, und @, gewonnen werden:

cos? (a; — ag) - d; + sin? (a; — ag) - d,
+ [2 - %) sin (a; — ag) - cos (@; — ag) — 2%y - sin (a; — ag) cos (a; — ap)] da,

dAH,

b

= e D cos? (a,— af) + # - sin® (4, — ap)] + o,
z

cos? (@, — a{)) - dxny + sin? (o, — af,) dny + (x; — %) - sin 2 - (a; — a(',) - day
dAHi ! 2 ! 7 PP i
T e [, - cos? (¢, — ag) + #, - sin? (q; — ag)] + 2,
1

oder in abgekiirzter Schreibweise:
a;dn, + b,dny + ¢; day — I; = v,, (8.17)
wobei die Koeffizienten «;, 4,, ¢; und das Absolutglied /; die Bedeutung
a; = cos? (a;, — ag)
b; = sin? (a; — ay)
6= (4 — %) - sin 2 - (4, — af) EE8)

dAH, ) , o ;
/= R [%; - cos? (¢; — ap) + %, - sin? (a; — ay)] J

haben.
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Nach dieser Methode wurde versucht, Wert und Richtung der Hauptkriimmungen im
Bereich des Isartalnetzes zu bestimmen. Die mittleren Fehler der ausgeglichenen Werte fiir
%, %5 und ay ergaben sich jedoch gréfier als diese Werte selbst und zeigten damit, daB die
Hauptvoraussetzung fiir eine sinnvolle Anwendung der Methode, nidmlich der regel-
miBige Kriimmungsverlauf im Netzbereich nicht geniigend erfiillt ist.

Es mu8 noch darauf hingewiesen werden, daf3 auch bei der soeben geschilderten Methode
zur Bestimmung der Gestalt der Niveauflichen der Refraktionskoeffizient nicht in der
Ausgleichung mitgefithrt werden kann, da die Refraktion auf die Differenzen d4 H wic
eine zusitzliche Kriimmung wirkt und von den Groflen # nicht getrennt werden kann,

6, BERECHNUNG UND AUSGLEICHUNG DER ELLIPSOIDISCHEN
HOHENUNTERSCHIEDE

Die im vorhergehenden Kapitel berechneten Lotabweichungen kénnen zur Reduktion
der beobachteten Hohenwinkel auf das Ellipsoid verwendet werden. Eine Berechnung des
Hohennetzes mit den reduzierten Hohenwinkeln liefert dann ellipsoidische Héhenunter-
schiede. Werden — wie im vorliegenden Fall — die Lotabweichungskomponenten in einem
Ausgangspunkt zu Null angenommen, dann bezichen sich die Hohenunterschiede auf ein
Ellipsoid, das gegen das zugrunde liegende Referenzellipsoid um die Lotabweichungs-
komponenten &, und %, des Ausgangspunktes in der N-S- bzw. O-W-Richtung schrig
gestellt ist. Thr Vergleich mit den geoidischen Héhenunterschieden gibt nur die zusitz-
liche Kriimmung der Niveauflichen, nicht aber ihre Neigung gegeniiber dem Referenz-
ellipsoid wieder.

Praktisch wird man nicht die Héhenwinkel selbst reduzieren, sondern an den geoidischen
Hoéhenunterschieden Reduktionen anbringen, die den durch die Lotabweichungen verur-
sachten Anderungen der Hohenwinkel entsprechen. Diese Reduktionen 4/ sind aus der
auf das erste Glied verkiirzten Héhenformel

AH =156 tgf
durch Differenzieren zu gewinnen:
b
6AH=m-dﬂ. (9. 1)

Fiir 48 ist dabei fiir jede Visur das Mittel aus den in den beiden Endpunkten P; und 2,
in Richtung der Visur wirkenden Lotabweichungskomponenten 4, und 1,; einzusetzen.
Es gilt somit:

b Aip -+ Agi

VA cos?f * 2pcc ) ©. 2)

A4 und 4;; sind durch die bekannten, schon unter (8. 2), S. 57 benutzten Beziehungen

A= §;,.cosay + 7, - sing;
+ RS 8. 2)
Ay = — &, . cos ay — 1, - sinay

2

zu berechnen.
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Eine Zusammenstellung der so gewonnenen ellipsoidischen Héhenunterschiede zu ge-
schlossenen Héhenpolygonen muf3 SchluBfehler ergeben, deren GréBenordnung der Mel-
genauigkeit der H8henwinkel entspricht — sofern nur auch die Lotabweichungen mit un-
gefahr eben dieser Genauigkeit berechnet werden konnten. Dieselbe Groéfenordnung
kommt den aus einer Ausgleichung der ellipsoidischen Hohenunterschiede resultierenden
Verbesserungen und mittleren Fehlern zu.

Die Verbesserungen und mittleren Fehler der ausgeglichenen ellipsoidischen Héhen-
unterschiede kénnen andererseits mit jenen verglichen werden, die aus der Ausgleichung
der mit den unreduzierten Héhenwinkeln berechneten Héhenunterschiede hervorgehen.
Die gute oder schlechte Ubereinstimmung der GréBenordnung beider ist ein Kriterium
dafiir, wie weit die Annahme einer konstanten zusitzlichen Geoidkriimmung lings der
einzelnen Visuren berechtigt war, wieweit also die unreduzierten Hohenwinkel geoidische
Hoéhenunterschiede liefern konnten.

Zur Durchfithrung dieses Vergleichs wurden die aus den ausgeglichenen Lotabwei-
chungen hervorgehenden ellipsoidischen Hohenunterschiede im Isartalnetz berechnet und
derselben Héhenausgleichung, die im 5. Kapitel des II. Abschnitts geschildert ist, unter-
zogen.

Die folgende Aufstellung zeigt die SchluBfehler, die sich dabei in g unabhangigen Hohen-
dreiecken ergaben (in Klammern die SchluBfehler der unreduzierten Héhenunterschiede,
die schon auf S. 54 aufgefithrt wurden):

Dreieck

St]-N - S5t - K: lg = 4+ 1,1 cm (— 1,8 cm)
St]-N-HZ -K: Il =+ o,3cm (— 2,1 cm)
St]-N-HB-K: /3 =—o0,0cm (— 0,1 cm)
St]-N - St—HB: lg =—22cm (— 3,1 cm)
St]-N-HZ-HB: 4, =—o0,6cm (— 2,4 cm)
St]-N-GK-HB: /; = + 2,4cm (4 0,1 cm)
StJ-N-St-GK: /3 =—o0,6cm (— 0,5 cm)
St]-N-HZ-GK: 43 =+ 1,0cm (— 2,0 cm)
St]-N-St-HZ: /44=—1,1cm (— 5,6 cm)

Die Resultate der Ausgleichung waren (in Klammern wieder die entsprechenden Werte
der ersten Ausgleichung):

Mittlerer Gewichtseinheitsfehler my = 4 1,8 cm (+:2,1 cm).

Ausgeglichene Héhenunterschiede 4 /;, mittlere Fehler »2; und wahrscheinlichste Ver-
besserungen v;:
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| ‘ { '
Nr. Visur o I & ' &
E cm | cm i cm
1 ! StJ-N — St: ! — 204,022 + 0,8 (o0,9) o (—o0,9)
2 | StJ-N-HZ: | —390,657 +0,8 (0,9) +o0,1 (+2,5)
3 StJ'\I =Gl i == 314,745 + 1,0 (1!1) - 0,5 (+ 071)
4 St]-N - HB: | — 113,099 + 0,8 (0,9) | —02 (—o,1)
5 St]-N - K: | — 343,445 E07 (0/8h - I - Eriopl, ©)
6 | K-St |+ 139,425 4+ 0,8 (0,9) | —1,0 (4 0,9)
7 | K-HzZ: | — 47,212 +08 (09) | —o1 (—o4)
8 | K-HB: -+ 230,346 + 0,7 (0,8) + 0,6 (—o0,6)
9 | HB-Dt: | 90,923 + 0,8 (0,9 +2,0 (+ 3,9
10 FB: —FZ: — 227,558 +0,7 (0,8 +0,5 (—o0,2)
11 HB - GK: , — 201,646 + 0,8 (0,9) | —2,1 (—0,3)
12 | GK-St: |+ 110,723 + 1,0 (1,0) i by (Eia0)
13 | GK-HZ: — 73,012 + 0,8 (0,9) SO )
14 HZ - St: | -+ 186,636 | + 0,9 (1,0) + 1,3 (4 2,2)

Die Ausgleichung der ellipsoidischen Hohenunterschiede zeigt also eine geringfligige
Steigerung der Genauigkeit. Der auf Grund der errechneten Lotabweichungsverteilung ge-
zogene SchluB, dafl3 die Hohenunterschiede der ersten Ausgleichung noch mit kleinen sy-
stematischen Fehlern behaftet seien, erfahrt dadurch eine weitere Stiitze. Die Genauigkeit
der ausgeglichenen ellipsoidischen Hohenunterschiede zeigt weiter, daB3 die berechneten
Lotabweichungen den wirklichen Verhiltnissen entsprechen miissen. Denn Fehler in der
Lotabweichungsbestimmung hitten groflere Widerspriiche und mittlere Fehler der ellip-
soidischen Héhen zur Folge gehabt. Damit ist auch der verhiltnismaBig hohe Wert des
Refraktionskoeffizienten mit 2 == 0,20 nochmals als reell bestitigt.



III. DAS UBERTRAGUNGSPROFIL
1. THEORETISCHE BETRACHTUNGEN

Wie schon im 1. Kapitel des II. Abschnittes erwihnt, muf} im Isartal infolge der Ver-
teilung der sichtbaren Massen eine Depression des Geoids angenommen werden, deren
Schnitt senkrecht zur Talachse stark angenihert cosinusférmigen Verlauf hat. Der Tiefst-
punkt der cosinusférmigen Mulde ist dabei unter der Talsohle anzunchmen, die Hochst-
punkte, in denen die Depression in die Fliche konstanter Kriimmung —~ wie sie im 6. Ka-
pitel des I. Abschnittes beschrieben wurde — einmiindet, liegen unter den beiden Begren-
zungskdmmen im Norden und Siiden.

Wiirde man den Héhenunterschied zwischen Tal- und Gipfelpunkten innerhalb einer
solchen Depression nur mit einer einzigen trigonometrischen Visur iiberbriicken, so er-
hielte man nicht geoidische Héhen, sondern Hohen, die sich auf die gegeniiber dem Ellip-
soid konstant gekriimmte Fliche beziehen. Dies sei nochmals in Figur 21 veranschaulicht.

Fig. 21

Die Punkte P; und P, sind dabei zur Vereinfachung auf dem cosinusférmigen Schnitt der
Niveaufliche selbst angenommen, da ihre Héhenlage tiber der Fliche fiir die vorliegende
Betrachtung keine Rolle spielt. Ihr Meereshohenunterschied ist also Null.

Als weitere Vereinfachung, die fiir die Untersuchung der Undulation belanglos ist,
wurde der Normalschnitt der konstant gekriimmten Fliche als Gerade angenommen.
Die trigonometrische Visur zwischen den Punkten £, und P, der Niveaufliche ist dann in
P, bzw. P, gegen die zueinander parallelen Horizontalen in diesen Punkten um die Héhen-
winkel + g bzw. — B geneigt und liefert die Hohenunterschiede AH% = 46 - tgf und
AH} = — b - tgB. Die trigonometrische Héhenmessung ergibt also statt des Héhen-
unterschiedes Null den Héhenunterschied AH = + 6 - tgf zwischen den Punkten 72; und
P,. Um denselben Betrag wird auch bei verschiedener Hohenlage der Punkte iiber der
Niveaufliche ihr Héhenunterschied verfilscht; da Hin- und Riickvisur — absolut gesehen —
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cinen um g zu groBen Hohenwinkel ergeben, findet man den Héhenunterschied um den Be-
trag |6 - tgf| zu groB.

Will man den auf die wirkliche Niveaufliche bezogenen Hohenunterschied zwischen
Tal- und Gipfelpunkt erhalten, so miissen am aufsteigenden Hang Zwischenpunkte so ein-
geschaltet werden, daBl die Kriimmung des Geoidschnittes zwischen je zwei Stationen als
konstant betrachtet werden kann. Theoretisch ist dies nur durch Einschaltung unendlich
vieler Punkte moglich — eine Anordnung, der das geometrische Nivellement mit seinen
verhiltnismaBig sehr kurzen, horizontalen Zielweiten praktisch schr nahe kommt.

Der Verlauf einer cosinusférmigen Geoiddepression kann durch die Gleichung

/o= m - cos(n-b) (10. 1)

dargestellt werden. Dabei ist angenommen, dal3 der Ansatzpunkt 4 der Depression auf
der /Z-Achse eines kartesischen /%-4-Koordinatensystems (4 = Héhe, 4 = Horizontalent-
fernung) liegt und von dessen Nullpunkt den Abstand 2 besitzt. Die Lotabweichung
in A ist gleich Null gesetzt. Der Tiefstpunkt £ der Depression, der um den Betrag 2 m
unter A liegt, ist durch die Beziehung

noby=anm by = - (10. 2)

festgelegt. Die Entfernung &, des Tiefstpunktes vom Ansatzpunkt der Depression sei mit
B bezeichnet. Bei bekanntem B ist die Konstante #z nach (10. 2) durch die Gleichung

n=—5 (10. 3)

bestimmt. 7z und 7 sind demnach 2 Mallstabsfaktoren, durch welche die ,,Normalform*
y = cosx der Cosinuslinie mit den Substitutionen y = > und x¥ = » - 4 auf ein Geoid-

profil von bekannter Linge B und Senkung 2 eingepalt wird.
Die Neigung a des Geoidprofils gegen das Ellipsoid erhilt man durch Differentiation

von (10. 1) nach b:

tga=%—=—-m-nsin(n-b). (10. 4)

a ist gleich der negativen, auf A reduzierten Lotabweichung in den Profilpunkten. Da
die Amplitude eines cosinusférmigen Geoidprofiles als sehr klein im Verhiltnis zu seiner
Periode anzunehmen ist, also nur sehr kleine Neigungen a und Lotabweichungen § zu er-
warten sind, kann in (10. 4) tga durch a selbst, bzw. — & ersetzt werden. Es gilt danach mit
sehr scharfer Anniherung:

&= mn - sin(nb). (10. 5)

Mit Hilfe von (10. 5) kénnen die Konstanten » und #z aus 2 Lotabweichungen in Pro-
filpunkten mit bekanntem 4 und & gewonnen werden.

Die Gestalt der Cosinuslinie legt eine Annidherung durch 2 Kreisbégen, die sich den
Scheitelkrimmungen bei 4 und £ anschmiegen, und eine zwischen beiden vermittelnde
Gerade nahe. Eine solche Anndherung erreicht man bei der trigonometrischen Hoéhen-
Miinchen Ak. Abh. 1955 (Hofmann) 10
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messung, wenn man im Profil zwischen 4 und £ zwei Zwischenpunkte £, und £, mit den
Horizontalentfernungen 4, und 4, von A einschaltet. Die Lotabweichungen in P, und 7
seien & und &,.

[ ]

\\\
|
4 1€
& | A
| S
f)c =2m I‘ S
2
X ‘s " A
> b, » i
Fig. 22

Im folgenden soll untersucht werden, wie weit sich die aus einem solchen treppenartigen
Anniherungsprofil gewonnene Senkung %, von der tatsichlichen Senkung %, = 2m der
Cosinuslinie zwischen 4 und % unterscheidet. Die Senkung /, setzt sich aus 3 Teilbetri-
gen zusammen (s. Fig. 22):

1. Senkung zwischen 4 und P;: Al = & - —52’ (10. 6)
2. Senkung zwischen Py und Py: /i = (b, — by) -»lizé— (10.7)
3. Senkung zwischen Py und £: Ay = (B — b4,) E; (10. 8)

Summierung der drei Ausdriicke (10. 6-8) und Einfiihrung von B = —Z— nach (10. 3) ergibt:

Pl = »%‘- + (62— &y 5,1,‘:_§_ -{- (—Zv — 52) %

by = by - 621 + (% = 51) &5 (10.9)

2

Ersetzt man & und &, nach (10. 3), so folgt
hy = T [n - by - sin (nby) + (w— nby) sin (ndy)]. (10. 10)

Der Unterschied 4/ zwischen tatsichlicher Senkung /%, und angeniherter Senkung 4
betrigt demnach

Ak = he—hy = 2m— "~ [n-by-sin (nb) + (mn— nby) - sin (né)]. (10 11)
A% ist dem Senkungsbetrag %,, der sich aus der trigonometrischen Hohenmessung als

Differenz zwischen den mit einer durchgehenden Visur bzw. mit 3 Zwischenvisuren be-
stimmten Hoéhenunterschied von £ und 4 ergibt, hinzuzuzihlen. Zur-Berechnung von 4/
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ist allerdings die Kenntnis der Konstanten 7 und » nétig, die streng nur aus astronomischen
Messungen von mindestens 2 Lotabweichungen im Profil gewonnen werden kénnen. Doch
ergibt die trigonometrische Hohenmessung sehr gute Niherungen fiir 2 und 7, wenn nur
der untere Profilendpunkt nahe genug am Tiefstpunkt £ der Cosinuslinie liegt. Da dieser
Tiefstpunkt bei Geoiddepressionen in symmetrisch gebauten Tilern sehr nahe mit der Tal-
sohle zusammenfallen wird, kann diese Bedingung leicht cingehalten werden. Aus dem
Horizontalabstand £ von Tal- und Gipfelpunkt ergibt sich dann » sehr scharf nach (10. 3).
Fiir 72 und damit auch fiir den Senkungsbetrag der Cosinuslinie %, = 2 ergibt sich eine
entsprechend scharfe Niherung aus (10. 10) mit

f 2k,
nby - sin (nby) + (w— nby) - sin (nby)

m =

Wieweit in der Wirklichkeit eine Geoiddepression cosinusférmigen Verlauf hat und wie
genau » und 7 aus trigonometrischen Messungen gewonnen werden kénnen, soll spiter am
Beispiel des Ubertragungsprofils im Isartal untersucht werden.

Zuerst ist noch die Frage zu kliren, wie groB3 4, und 4, zu wihlen sind, wenn 4% ein
Minimum werden soll, wenn also die beiden Zwischenpunkte P; und P, so gelegt werden
sollen, daB sich die bestmogliche Anschmiegung der Profiltreppe an die Cosinuslinie ergibt.

Aus der Symmetrie des Cosinuslinie ist zunéchst ersichtlich, daB in diesem Fall 2, ebenso
weit von 4 entfernt sein mul} wie P, von E. Das heif}t

by=—-—b; oder by=-"—4, (10. 13)
Firht man (10. 13) in (10. 11) ein, so ergibt sich
Ak = 2m—% [nbz sin 2 . (—Z - bg) + 76, sin (nbg)]
= 2m — " (nby sin (nby) + nbysin (n6y))
= 2m — mnby sin (nby). (10. 14)

Das Minimum fiir 4% ist durch die Gleichung

dAh
~db,

bestimmt, die in der Form

== — mn? by cos (nby) — mn . sin (nby) = o0

1nby cos (nby) + sin (nby) = o o (10. 15)

geschrieben werden kann. Die graphische oder iterative Auflésung dieser transzendenten
Gleichung fiihrt mit (10. 13) auf die Werte:

2.029

by = —">  oder nb; = 116.25°
b = %13— oder nb; = 63.75°,

die — wie zu erwarten war — von der Konstanten s unabhingig sind. Betrachtet man die
Profillinge B als halbe Periode @ = 180° der Cosinuslinie, so sicht man, dal 2, und 7, am

10*
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glinstigsten in den Abstinden »(%';—5 - Bun —1—1168';5 - Bvon A angeordnet werden. Fur
die Praxis dufte die einfache Relation
by < by % B,

d. h. eine Drittelung des Profiles als Regel fiir die glinstigste Wahl von 2; und 2, geniigen.
Von Interesse ist noch der Wert des Minimums von 4 4. Er wird nach (10. 14)

A, =2m + mn .

2'(:129 - sin 116,25° = 0,09 - 2 m.

Die Geoidsenkung wird also aus der trigonometrischen H8henmessung bei giinstigster
Wahl zweier Zwischenpunkte um 9%/, zu klein erhalten. Bei Drittelung des Profiles durch die
Zwischenpunkte steigt dieser Fehlbetrag auf 9,4%/, von 2. Da jedoch in der Praxis nur in
seltenen Fillen die Zwischenpunkte genau oder auch nur angenihert gleich abstindig von
den Endpunkten eines Ubertragungsprofiles und in jeweils ein Drittel Abstand der Gesamt-
linge gelegt werden kénnen, wird meist die Berechnung der Senkung 272 nach der kompli-
zierteren Formel (10. 12) statt nach dem angefiihrten einfachen Prozentverhiltnis nétig sein.

2. TRIGONOMETRISCHE MESSUNGEN IM UBERTRAGUNGSPROFIL

Die Hohenwinkelmessungen im Ubertragungsprofil wurden vom 16.-18. August 1931
im selben Verfahren und mit demselben Instrument wie die des Héhennetzes durchgeftihrt.
Sie wurden am 12. und 13. Juni 1952 im gegenseitig-gleichzeitigen Verfahren wiederholt.
Auch dabei entsprach die MeBanordnung der im Héhennetz angewandten. Die 1951 ge-
messenen Hohenwinkel und ihre Genauigkeit sind bereits in der Tabelle S. 51 aufgefiihrt.
In der folgenden Aufstellung sind die aus den Messungen von 1951 bzw. 1952 berechneten
Héhenunterschiede einander gegeniibergestellt.

Vi 1951 1952 | 1952-1951
sur |
m m m m ! cm
1| J49-St + 746,684 ~+ 746,686 + 0,2
2| J49-PP 141 + 104,210 + 104,220 -+ 1,0
3| PP141-HH + 451,534 + 451,527 =07
4| HH-St ~+ 190,894 -+ 190,888 —0,6
5| Z243+4 + 746,638 + 746,635 | —o04
6| Ag5—1 — 0,046 — 0,051 —o0,5
7| J49-St]-N + 950,702 + 950,702 o
8| St-St]J-N + 204,020 + 204,019 —0,1
9| 25+8 + 950.658 + 950,654 | —o04
10 49—7 — 0,044 — 0,048 =04
|
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Zunichst ist aus der letzten Spalte dieser Tabelle zu ersehen, dafl die aus den gegenseitig-
gleichzeitigen Messungen hervorgehenden Hoéhenunterschiede von den aus den nicht
gleichzeitigen Messungen errechneten nur um Betriige differieren, die innerhalb der tri-
gonometrischen Mef3genauigkeit liegen. Damit ist erwiesen, dal3 die Refraktion zwischen
den Messungen auf den einzelnen Profilpunkten innerhalb der MeBtage des Jahres 1951
praktisch konstant geblieben ist. Der EinfluB} ihrer Anderung auf das Mittel gegenseitiger,
jedoch nicht gleichzeitiger Hohenbestimmungen liegt unterhalb der trigonometrischen
MeBgenauigkeit. Der bedeutend groBere Aufwand an Zeit, Personal und Material, den
gegenseitig-gleichzeitige Messungen erfordern, kann somit ohne EinbuBle an Genauigkeit
immer eingespart werden, wenn nur die Messungen innerhalb derselben Wetterlage erfol-
gen konnen.

Zu verschiedenen Jahreszeiten und in verschiedenen Wetterlagen kann allerdings die
Refraktion schr betrichtlich schwanken. Das geht aus dem Vergleich der einseitigen
Hoéhenunterschiede des Ubertragungsprofils vom Jahre 1951 bzw. 1952 hervor, der in
folgender Tabelle gegeben ist:

! 1951 1952 1952—1951

|
J 49-St | 4 746,810 + 746,770 | — 40
St-J 49 ==746,558 — 746,602 | — 4,4
J 49-PP 141 + 104,248 + 104,235 — 1,3
PP 141-] 49 — 104,173 — 104,205 — 3,2
PP 141-HH + 451,562 + 451,546 | — 1,6
HH-PP 141 — 451,500 — 451,508 — 0,2
HH-St + 190,890 + 190,883 — 0,7
St-HH — 190,899 — 190,893 + 0,6
J 49-5tJ-N 1+ 950,825 + 950,796 — 2,9
StJ-N-J 49 — 950,579 ~— 950,608 —2,9
St-St]-N + 204,467 + 204,387 — 8,0
St]-N-St — 203,573 — 203,651 — 7,8

|

Die Tabelle zeigt, daB die Refraktion wihrend der Messungen des Jahres 1951 betricht-
lich stirker war als im MeBzeitraum des Jahres 1952. Welche Werte fiir beide Zeitriume
den Refraktionskoeffizienten zukommen, soll erst spiter nach Ermittlung der Geoidkrim-
mung im Ubertragungsprofil untersucht werden.

Aus den Werten der letzten Spalte ist wieder zu ersehen, daB sich die Refraktion auf
Hin- und Riickvisur selbst bei den relativ bodennahen Sichten des Ubertragungsprofils
im allgemeinen gleichmiBig auswirkt und das Mittel der gegenseitigen Héhenunterschiede
nicht mehr innerhalb der cm-Stellen verfilscht.

Die fiir die Arbeiten im Ubertragungsprofil wichtigste Zahl erscheint unter Nr. 6 der
Tabelle S. 76. Sie ist der Unterschied zwischen dem mit einer durchgehenden Visur be-
stimmten Hoéhenunterschied der Punkte J 49 und Staffel und dem uber die ,, Treppe‘
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PP 141-HH ermittelten. Wie erwartet, ergibt die durchgehende Messung einen groBeren
Héhenunterschied; es liegt also tatsichlich im Isartal eine Geoiddepression vor. Die an-
geniherte Senkung %, ergibt sich aus den Messungen des Jahres 1951 zu 4,6 cm, aus denen
von 1952 zu 3,1 cm. Beide Werte stimmen innerhalb der MeBgenauigkeit gut {iberein. Da
beide Messungen als gleich genau zu betrachten sind, kann das Mittel von 4,8; cm als
wahrscheinlichster Wert fur %, gelten.

Aus /, ist nach Formel (10. 12) die GréBe £, = 2m zu berechnen. Dazu sind folgende
Eingangsgréfen notwendig.

Entfernung St-HH b, = 691 m

Entfernung St— PP 141 &4, = 2034 m

Entfernung St—J 49 B = 2926 m
P = % = 0,001074 m~}
nby = 0,742 = 42,5° sin(né;) = 0,675
#nby = 2,185 = 125,2° sin(nby) = 0,817

Damit wird
9.70
2,185+ 0,675 + 2,400- 0,817

m = _ 2.82 cm.,
Als wahrscheinlichster Wert fiir die Senkung des Geoids im Isartal ergibt sich daher aus
der trigonometrischen Héohenmessung der Betrag

e = 2m = 3,64 cm.

3. ASTRONOMISCHE MESSUNGEN UND MERIDIONALE LOTABWEICHUNGEN
IM UBERTRAGUNGSPROFIL

Um die Frage der Realitit und Genauigkeit des trigonometrisch gewonnenen Wertes
fiir die Geoidsenkung im Isartal priifen zu konnen, wurde der Geoidverlauf im Ubertra-
gungsprofil astronomisch bestimmt. Da das Profil stark angenéhert nord-siidlich gerichtet
ist, genligte hierzu die Ermittlung der Meridiankomponenten & der Lotabweichung in den
Stationen, d. h. ihrer geographischen Breiten. Es kam dabei weniger darauf an, die stren-
gen Lotabweichungen gegeniiber einem bestimmten Referenzellipsoid zu gewinnen als
vielmehr die Lotabweichungsdifferenzen zwischen den einzelnen Punkten des Uber-
tragungsprofiles. Die astronomischen Messungen wurden daher vor allem auf diesen Zweck
abgestellt. Er sollte durch folgende MaBnahmen erreicht werden:

1. Benutzung derselben Sterne auf allen Stationen,
2. Anwendung desselben MeBverfahrens auf allen Stationen,

3. Messung innerhalb derselben Wetterlage in aufeinanderfolgenden Nichten.
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Nach Versuchen noch im Herbst des Jahres 19351, die infolge von Wetterstorungen oder
wegen langanhaltender Bedeckung des Himmels fehlschlugen, konnten die astronomischen
Beobachtungen vom 1.-6. Juni 1952 unter Einhaltung der eben genannten Bedingungen
durchgefihrt werden.

Als Ziele dienten auf allen Stationen die beiden Siid-Sterne a und % des Sternbildes
Bootes.

Beobachtet wurden Zirkummeridianzenitdistanzen, und zwar je 12 vor und nach der
Kulmination jedes der beiden Gestirne mit Meridianabstinden bis zu 10 Zeitminuten. Je
12 der 24 Beobachtungen jedes Gestirns fanden in der 1. bzw. 2. Fernrohrlage statt. Ins-
gesamt liegen somit auf jeder Station 48 Beobachtungen zur Ermittlung der geographi-
schen Breite vor.

Die Messungen konnten vom 1. bis 6. Juni 1952 mit einer Unterbrechung am 3. Juni
in aufeinanderfolgenden Nichten innerhalb einer stabilen Schénwetterperiode ausgefiihrt
werden, und zwar

am 1. Juni 1952 auf Punkt PP 141,

am 2. Juni 1952 auf Punkt Hirschhérndl,
am 4. Juni 1952 auf Punkt J 49,

am 5. Juni 1952 auf Punkt Stuhlbachjoch-N,
am 6. Juni 1952 auf Punkt Staffel.

Als Instrument diente der Wild-Theodolit T2 Nr. 22571, derselbe, der zur Hohentrian-
gulation verwendet wurde. Als Zeitmesser stand das sehr prizise Taschenchronometer von
Herrn Dipl.-Ing. G. Linpic, Miinchen, zur Verfiigung. Es wurde vor dem Aufbruch und
nach der Riickkunft zu bzw. von jeder Messung in Fall/Isar mit dem stiindlichen Zeit-
zeichen des Senders AFN-Munich verglichen und zeigte eine ausreichende Konstanz
seines Ganges. Die meteorologischen Daten zur Ermittlung der astronomischen Refraktion
wurden mit einem Aneroidbarometer und einem Schleuderthermometer erhoben.

Die Berechnung der geographischen Breiten ¢, die mit den ALBREcHTschen Hilfs-
tafeln durchgefiihrt wurde, lieferte folgendes Ergebnis:

Pkt. Pa o
St | 47 35 255 +0,2
HH |47 34 592 +o0,3
PP 141 | 47 34 149 +0,3
J 49 |47 33 49,8 el
StJ-N | 47 32 35,6 +0,3

Es ist nicht anzunehmen, daf3 die aus den je 48 Bestimmungen errechnete Genauigkeit,
die mit 4 0,3"" einen erstaunlich hohen Wert erreicht, den absoluten Werten der geographi-
schen Breiten zukommt. Vielmehr stecken wahrscheinlich in den berechneten Werten
noch systematische Fehler, die durch das auf 2 benachbarte Sterne beschrinkte Beobach-
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tungsverfahren nicht zutage treten. Da jedoch diese Fehler, wenn sie vorhanden sind, sich
auf alle Breiten im selben Sinn und mit der gleichen Grofie auswirken, sind die Breiten-
unterschiede tatsichlich mit einer Genauigkeit von 40,3+ |2 = 4+ 0,4"" = 4 1,3*
bestimmt. Der Wert von -+ 0,3"" = 0,9 paBt gut zu der MeBgenauigkeit von 4 1,6”, die
mit dem Theodolit T 2 fiir Hohenwinkel bei 18facher Repetition erzielt wurde.

Aus den SorLp~Nerschen Koordinaten der Profilpunkte im Bayerischen Landeskoordi-
natensystem (Nullpunkt: Miinchen, nérdl. Frauenturm, Abszissenachse: Meridian des
Nullpunktes) ergaben sich fiir die geoditischen Breiten ¢, der Punkte folgende Werte:

Pkt. 3 lQ’g ;
St 47 35 15,2
HH 47 34 52,9
PP 141 47 34 09,5
J 49 47 33 40,7
St]-N 47 32 24,4

Die meridionalen Lotabweichungen & in den Profilpunkten, bezogen auf die SOLDNER-
Kugel des Bayerischen Landeskoordinatensystems und berechnet im Sinne & = ¢, — @,,
betragen demnach:

Pkt. | Enr
St + 10,3"
HH 4+ 6,3"
Pl 141 + 5:4-/1
J 49 4 g
St]-N + 11,2

Die Reduktion auf Punkt Staffel, die mit der plausiblen Annahme einer Schrigstellung
des Geoids gegen das Ellipsoid um 10,3"" zusammenfilit, fithrt auf die Werte

Pkt £ red
St G

HH — 4,0"'
PP 141 = 4,9
J 49 —

Stj-N \ + 0,9"".
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Der Unterschied der reduzierten Lotabweichungen in Staffel und J 49 1iBt darauf
schlieen, dal} die Geoiddepression im Punkte J 49 noch nicht ihren Tiefstpunkt erreicht
hat. Das Uberwiegen der Lotabweichung in StJ-N gegen die in Staffel legt weiter die An-
nahme nahe, daf3 das Geoid im Bereich des Isartales eine — bezogen auf das Ellipsoid —
nach oben konkave Krimmung aufweist, dal also dieses Gebiet noch innerhalb der Auf-
biegung des Geoids am Alpenrand liegt. Doch miifite dies erst durch weitere Messungen
tiberprift werden.

4. VERLAUF DER NIVEAUFLACHEN IM UBERTRAGUNGSPROFIL

Mit Hilfe der gemessenen Lotabweichungen kann nun untersucht werden, wieweit sich
der Normalschnitt der Niveauflichen im Ubertragungsprofil tatsichlich einer Cosinuslinie
der Form /% = m - cos (n + 6) anschmiegt.

Die Konstanten 7z und # sind aus Gleichung (10. 5), S. 73, zu berechnen:
E=m-n-sin(n-5b).

Im vorliegenden Fall, wo 3 Lotabweichungen zur Verfigung stehen, ist eine Ausgleichung
fiir 72 und 7 nach vermittelnden Beobachtungen moglich. Sie liefert fiir den Niveauflichen-
schnitt die Gleichung

2 (eem) = 2,71 * cos (0,00103 * b)), (10. 16)
wobei (% - 6) als Winkel im BogenmaB eingefiihrt ist, oder

Ay = 2,71 * €08 (0,0590 * b)) (10. 17)

fiir (2 - 6) im Gradma8.
Die aus der Gleichung hervorgehenden wahrscheinlichsten Verbesserungen der Lot-
abweichungen betragen

in HH -+ 0,23"

in PP 141 ~o0,07"

in J 49 -+ 0,40".
Die Groflenordnung dieser Werte entspricht der des mittleren Fehlers der Lotabweichun-
gen. Die Anschmiegung der berechneten Cosinuslinie an das tatsichliche Profil der Niveau-

flichen kann daher praktisch als vollkommen bezeichnet werden.
Die Gesamtsenkung des Geoids im Isartal gegeniiber dem Ellipsoid betrigt nach (10. 16)

2m = §,4cm.
Der Tiefstpunkt liegt nach (10. 2) bei é = %, also in einer Entfernung von

= 7
0.00103

= 3052m

Minchen Ak. Abh. 1955 (Hofmann) 1z
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vom Ausgangspunkt Staffel. Der Punkt J 49 liegt demnach noch 126 m vor und 0,3 mm
iber diesem Tiefstpunkt.

Die Steigung der Wendetangente an die Sinuslinic betrdgt gegeniiber dem schief ge-
stellten Ellipsoid 5,8"".

Das aus den astronomischen Messungen hervorgehende Profil der Niveauflachen zwi-
schen J 49 und Staffel ist in Figur 23 dargestellt. Als Bezugsfliche dient dabei das um die
meridionale Lotabweichung in Staffel (§ = 10,3"') schriggestellte Ellipsoid. Sein Normal-
schnitt in Profilrichtung ist als Gerade gezeichnet.

h
St
27em
539cm
2034m . 2926m302m
~1.34em
-2bgem|  |"2.77em
PPI41 |

—

J49 E
n

Fig. 23

Ist somit die Realitit eines stark angendhert cosinusformigen Verlaufs der Niveau-
flachen im Isartal erwiesen, so bleibt noch zu untersuchen, wieweit sich ihm das trigono-
metrische Ubertragungsprofil anschmiegen konnte. Zunichst ist festzustellen, daf3 die
trigonometrisch gemessene Senkung von 35,6 cm um 0,2 cm gréBer ist als die astronomisch
bestimmte. Diese Differenz ist nicht so sehr durch die Ungenauigkeit der fir 2 und # be-
nutzten Niherungswerte als durch die Ungenauigkeit der trigonometrischen Héhenmes-
sung selbst verursacht, wie folgende Betrachtung zeigt:

Berechnet man aus den fiir das astronomisch bestimmte Profil geltenden Eingangs-
groBen

6, = 691 m
by = 2034 m
B = 3032m
m = 2,71 m
7 = 0,00103
nb, = 0,711 = 40,8° sin (1#6,) = 0,653

nby = 2,095 = 120,0° sin (nb,) = 0,866
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nach (10. 10) den Wert fiir %z, der sich als Senkungsbetrag der trigonometrischen Hohen-
messung ergeben sollte, so erhilt man

hy = 1,355 (2,005 - 0,653 + 2,431 - 0,366) = 4,7, cm,

also einen um 0,15 cm kleineren Betrag als den aus der trigonometrischen Hohenmessung
folgenden. Der Korrektionsbetrag 4% = 27 — /%, ergibt sich fiir das astronomische Profil
zu 0,7 cm, wihrend er aus der trigonometrischen Héhenmessung zu 0,8 cm bestimmt
wurde. Nur 0,1 cm der Differenz zwischen dem astronomischen und dem trigonometrischen
Wert der Geoidsenkung geht daher zu Lasten der ungenauen Ausgangswerte von /%, und 4.
Der Rest ist durch die Ungenauigkeit der trigonometrischen Héhenmessung verursacht.
Dieser Rest ist im vorliegenden Fall mit 0,15 cm sehr klein. Bringt man fiir ihn den mitt-
leren Fehler der trigonometrischen Héhenmessung im Profil mit 4+ 1,0 cm in Ansatz,
so erkennt man, daf3 auch die Geoidsenkung mit einer Genauigkeit von etwa - 1,0 cm aus
trigonometrischen Héhenmessungen bestimmt werden kann.

5. ELLIPSOIDISCHE HOHENUNTERSCHIEDE UND REFRAKTION
IM UBERTRAGUNGSPROFIL

Mit Hilfe der gemessenen meridionalen Lotabweichungen kénnen nun auch die Héhen-
unterschiede im Ubertragungsprofil auf das Ellipsoid reduziert werden, wie dies im 7. Ka-
pitel des II. Abschnitts fiir das Héhennetz geschehen ist.

Die Berechnung der ellipsoidischen Héhenunterschiede, die nach derselben Methode wie
im Hohennetz durchgefiihrt ist, fithrt auf folgende Ergebnisse:

1951 | 1952 | 1952-1951

Visur

m 3 m i cm
J 49-PP 141 + 104,224 -+ 104,233 + 0,9
PP 141-HH +- 451,566 =+ 451,559 0,7
HH—St + 190:902 + 190,895 - 0’7
J 49-5t + 746,604 + 746,696 + 0,2
J 49-5t]-N + 950,714 + 950,714 | o
PP 141-St]J-N + 846,496 = =
HH-St]-N + 394,928 — —

St-St]-N | + 204,032 | + 204,031 [ —o,1
| [ !

Da die ellipsoidischen Héhenunterschiede von den Einfliissen der Lotabweichungen
und der Undulationen der Niveauflichen befreit sind, kénnen sie unmittelbar zu Héhen-
polygonen zusammengeschlossen werden. Die SchluBfehler ergeben nochmals ein wich-

11*
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tiges Kriterium fiir die Genauigkeit der Hoéhenwinkelmessungen und der Lotabwei-
chungsbestimmung.

Bei 4 unabhingigen Hohenunterschieden zwischen den 5 Punkten des Ubertragungs-
profiles sind zwischen den 8 gemessenen Hohenunterschieden 4 unabhingige Polygon-
schliisse moglich, die aus den 4 Hohendreiecken, die an den Punkt Stuhlbachjoch-Nord
anschlieffen, gebildet sind. Die SchluBlfehler z betragen:

: w
Dreieck
cm
r

StJ-N-J 49-PP 141 | + 0,6
St]-N-PP 141-HH — 0,2
StJ-N-HH-S5t \ + 0,6
StJ-N-J 49-St } 41,2

Die GroBenordnung der Widerspriiche zeigt, daB3 die Héhenunterschiede im Ubertra-
gungsprofll noch genauer ermittelt werden konnten als im Hoéhennetz. Dies ist in Anbe-
tracht der bedeutend kirzeren Visurlingen auch nicht verwunderlich. Eine Ausgleichung
der ellipsoidischen Hoéhenunterschiede wiirde Verbesserungen von wenigen mm ergeben;
sie lohnt sich daher nicht.

Wiederum ist damit erwiesen, dafl die Héhe vom Talpunkt ins Gipfelnetz mit minde-
stens cm-Genauigkeit tibertragen und die Geoiddepression im Isartal mit derselben Ge-
nauigkeit bestimmt werden konnte. Die trigonometrische Hoéhenmessung ist also als
sicheres Mittel zur Untersuchung der Geoidgestalt zu betrachten.

SchlieBlich kénnen aus den um die Lotabweichungen reduzierten gegenseitigen Hohen-
winkeln noch die in den einzelnen Visuren des Ubertragungsprofiles wirksamen Refrak-
tionskoeffizienten berechnet werden. Die Ergebnisse sind in der folgenden Tabelle auf-
gefithrt:

Visur | . A
1951 1952 1951-1952
J 49-PP 141 0,1882 0,1357 -}- 0,0525%
PP 141-HH 0,1786 0,1266 -+ 0,0520
HH-St 0,1376 0,1001 ‘| - 0,0375
J 40-5t 0,1704 0,1226 -+ 0,0568
J 49-StJ-N 0,1950 0,1646 + 0,0304
PP 141-5tj-N 0,1752 m -
HH-S5t}-N 0,1946 s —
St-5t]-N 0,1980 0,1620 -+ 0,0360
Mittel ohne HH-St 0,1870 0,1423 -+ 0,0447
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Die Visur Hirschhérndl-Staffel weist in beiden Jahren eine Anomalie gegentiber den
iibrigen Visuren des Ubertragungsprofiles auf. Als Ursache hierfiir kommt wohl nur die
relativ groflere Bodennihe dieser Visur in Betracht. Die librigen Visuren zeigen eine be-
merkenswert nahe Ubereinstimmung der wirksamen Refraktionskoeffizienten, die auf
Grund der Verschiedenartigkeit in Linge und Héhenunterschied nicht erwartet werden
konnte.

Wenn auch die Refraktionskoeffizienten von 1951 im Ubertragungsprofil nicht den fiir
das Hohennetz abgeleiteten Wert von 0,20 erreichen, so liegen sie doch bedeutend héher
als der sonst als wahrscheinlich angenommene Wert von 0,13. Dies ist eine neue Stiitze fur
das schon auf Seite 63 erwihnte Vorhandensein ciner ungewdéhnlich starken Refraktion im
und iiber dem Isartal im August 1951.

Wihrend der Messungen vom 12.—14. Juni 1952 war die Refraktion geringer; ihr Mittel-
wert im Ubertragungsprofil iiberschreitet aber immer noch den Gebrauchswert von 0,13.

Die berechneten Refraktionswerte mit den meteorologischen Daten beider Mef3zeit-
riume in Beziehung zu setzen, war leider nicht moglich. Die bei den Messungen selbst
angestellten Beobachtungen von Temperatur und Luftdruck sind dafiir zu ungenau. Die
gegenseitigen Hohenwinkelmessungen des Jahres 1951 waren zudem nicht gleichzeitig,
so daB} keine direkten Anhaltspunkte fiir die Ermittlung des vertikalen Temperatur- und
Druckgradienten vorliegen.

Wenn auch die Arbeiten im Isartal gezeigt haben, dall bei zweckmiBiger Anlage der
Messungen die Refraktion keinen, die cm-Grenze iberschreitenden FehlereinfluB auf
gegenseitige Héhenunterschiede ausiibt, so bleibt die Untersuchung der Refraktion selbst
doch noch ein wichtiges und interessantes Problem, zu dessen Lésung mehr Beobachtungs-
material mit geeigneteren Mitteln beigebracht werden muf.
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