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1. DEFINITION DER ,,DIELEKTRISCHEN TURBULENZ“

Unter dem (von Herrn Frager geprigten) Wort ,,dielektrische Turbulenz‘* wollen wir in
der vorliegenden Arbeit diejenigen Stérungen Ae der Dielektrizititskonstante der unteren
Atmosphire verstehen, die turbulente Erscheinungen als Ursache haben und weiterhin
sich als ein Phéinomen erweisen, das man zweckmiBig statistisch erfaB3t. Die hier beschrie-
benen Erscheinungen brauchen also nicht nur von turbulenten Stromungserscheinungen
hervorgerufen zu sein, sie kénnen z. B. auch von mehr oder weniger gleichmiBiger Sonnen-
einstrahlung herriihren, die verschiedene rdumliche Bereiche verschieden stark erwirmt
(was seinerseits Strémungserscheinungen auslésen muB). In Wiistengebicten hiufig auf-
tretende Sandstiirme fallen in diesen Rahmen. In Windkanilen werden turbulente Er-
scheinungen erzeugt, indem man Gitter in den Luftstrom stellt. Diese mit Dichteschwan-
kungen verbundenen Durchwirbelungen erzeugen natiirlich Schwankungen der DK.

2. DIE MATHEMATISCHE BESCHREIBUNG
DES PHANOMENS

Zunichst stellt ein einzelner solcher Prozefl in einem endlichen Raumzeitbereich be-
trachtet ein Phinomen dar, das in jedem Fall mittels einer 4-dimensionalen Fourierreihe
beschrieben werden kann, oder auch mittels cines Fourierschen Integrals. Wir kénnen aus
physikalisch evidenten Griinden fiir diese Fourierreihen alle diejenigen mathematischen
Voraussetzungen als gegeben erachten, die z. B. die Vertauschung von Summierung und
Integration ermoglichen, d. h. wir konnen sie als ,,stiickweise glatt’ annchmen.

Beobachten wir ein solches Phinomen viele Male, z. B. in einem Windkanal oder indem
wir schr viele Sandstiirme studiecren, so kommt ihm ein statistischer Charakter zu. Wir
kénnen z. B. in einer Reihe von festen Punkten zu bestimmten Zeiten vom Beginn des Vor-
gangs angenommen de(x, ¥, 2z, £) messen und fiir jede der untersuchten ,,Realisationen*’
als Fourierreihe darstellen. Damit konnen wir Haufigkeitsfunktionen fiir A¢ in Raum und
Zeit angeben, andererseits Haufigkeitsfunktionen fiir die Fourierkoeffienten.

a) Die mathematische Beschreibung eines Phinomens

als Fourierreihe in Raum und Zeit

Wir denken uns aus der gesamten Atmosphire und der gesamten Zeit ein 4-dimensio-
nales Intervall herausgegriffen, in dem wir den Prozel3 studieren. Fiir jede Realisation wollen
wir uns eine Fourierreihe angeschrieben denken. Wir wollen es folgendermalBen begrenzen:



6 Die mathematische Beschreibung eines Phiinomens

— X <x < +X
—Y<y< Y

(1)
— 7S

—I<r <47
Dann ist zu jeder festen Zeit (¢) das Phinomen eine Funktion des Ortes (x, ¥, 2) und an
jedem Ort (x, ¥, 2) eine Funktion der Zeit (7).

Fourierreihen kann man reell und komplex schreiben; wir werden je nach Bedarf beide
Schreibweisen verwenden und sie im folgenden angeben.

Die komplexe Schreibweise lautet:

+ 00

(2) Ade(x,y,2,)= 2 “E? fo Z Al man exp[ ("— + lj;‘x +””U’ + Z’;E)]

k=00 l=—00 m =—00 57 =-—00

Wir konnen dies nach der obigen Bemerkung so auffassen, dal} dies eine Funktion der Zeit
ist, deren Entwicklungskoeffizienten vom Ort abhéngen, z. B.

H=90) . knt
o ssenn= | 5 e ool )

wo dann

@ MErd =3 3 3 aumes[i(+ 717

l=—00 m=—00 n=—00
ist.

Da die Grofle Ae stets reell ist, unterliegen die Koeffizienten a,,,,, gewissen Einschrin-
kungen; es mul3 immer zu jedem Glied der Entwicklung das konjugiert komplexe vor-
handen sein, d. h. wenn e¢* den konjugierten Wert von @ bedeutet, muf} sein:

€] Chtmn = @ _4oimen

fur irgendeine Kombination von positiven und negativen Werten £ £ m 2.

Daneben spielt die reelle Schreibweise cine Rolle. Sie hat die Form:

(6) Ae(x, v, 2, 8) =

'gf +2°,° = +Z°.° 1% sin Amz sin Inx sin may sin nxz
el e D o S C“m" cos 7 cos X cos Y cos Z

Diese Schreibweise ist folgendermaBen zu verstehen:



Die Beschreibung in Form eines Fourierintegrals 7i

Fir irgendeine Kombination £ / 7 » hat man Glieder mit jeder moglichen Kombination
von Sinus und Cosinus tiber die 4 Veridnderlichen, und zu jeder solchen Kombination ge-
hért ein Koeffizient, dessen untere Indices die £/ 7 » sind, wiahrend die oberen die Kom-
bination des Sinus und Cosinus erkennen lassen, z. B.

) sces  sinkni coslax cosmmy sinmmz
7 kimn /8 X ¥ z

Fur eine Kombination £/ » haben wir 16 Koeffizienten € und 16 Koeffizienten a,
die sich eindeutig zugeordnet sind.

Im eindimensionalen Falle wollen wir kurz die Umrechnung angeben. Fiirein £ habenwir:

knt knl

(8) aY e/ T tapg et T = Ccos -f’/‘— - €3 sin n;’
Dann zeigt ecine elementare Rechnung, daf3
Ci= 2Ry
©
€y =—2/(ay) :

Die Ausrechnung des 4-dimensionalen Falles sei dem Leser tiberlassen. Im Falle der sta-
tistischen Betrachtung sind dann alle diese Koeffizienten Zufallsvariable.

b) Die Beschreibung in Form eines Fourierintegrals

Wir kénnen anstatt der Fourierschen Reihen den gesamten Vorgang als Fouriersches
Integral beschreiben, wobei dann bei der statistischen Betrachtung die dargestellte Funk-
tion und ihre Fouriertransformierte Zufallsfunktionen sind.

Fiir jede Realisation kann man schreiben:

Sy, 28 =
4+ o0 -] o + oo
(10) (V21 f f ‘[ @k, I, m, n) exp[jlkt + Ix+my +n2)]|dbkdldmdn
wo
p (&, L, m, n) =

+ 0 + oo =] o'}

(11) (l/°" J' I S, v, 2, ) exp [—jlkt +Ix + my + n3)|dtdxdy dz



8 Die Variation der Dielektrizititskonstante in Raum und Zeit als ZufallsprozeB

wobei in allen physikalisch sinnvollen Fallen (%, /, m, #) mit kontinuierlichen Werten
seiner Veridnderlichen eindeutig durch 4, ; ,, , oder C, , ,,, bestimmt ist.

3. DIE VARIATION DER DIELEKTRIZITATSKONSTANTE
IN RAUM UND ZEIT ALS ZUFALLSPROZESS

a) Allgemein

Wenn wir ein solches Phidnomen unter méglichst gleichmiBigen Anfangsbedingungen
schr viele Male beobachten, so werden wir feststellen, da3 4¢ als Funktion der Zeit, genom-
men von einem Anfangspunkt an, sich sehr verschieden verhalten wird; wir werden aber
Hiufigkeitsfunktionen angeben kénnen z. B. fur de an einer Stelle im Windkanal zu be-
stimmten Zeiten nach dem Einschaltvorgang.

Im Falle eines Sandsturmes wird man fir die Beobachtung anzustreben haben, de an
moglichst vielen Stellen innerhalb desselben laufend zu registrieren. Man wird dann
verschiedene Sandstiirme so betrachten, dal man ausgehend von der Hauptzugrichtung
ein raumliches Koordinatensystem orientiert, in dem abhingig von der Zeit der Sturm
wandert, und diese Koordinatensysteme aufeinanderlegt.

Im Falle des Windkanals werden die Anfangsbedingungen viel gleichmiBiger sein als
im Falle des Sandsturmes, bei dem dann die Streuung der Werte um die Mittelwerte viel
groBer sein wird. Man kann ferner z. B. die Variation der DK der Luft auf einer sonnen-
bestrahlten Hochfliche viele Male studieren vnd Verteilungsfunktionen ermitteln. Aus all
diesen und anderen Moglichkeiten abstrahieren wir einen 4-dimensionalen stochastischen
ProzeB, den wir in der oben angegebenen Weise darstellen. Es wird ein Teil unserer Auf-
gabe darin bestehen, Zusammenhinge zwischen den Héiufigkeitsfunktionen im Prozel3
selbst und denjenigen der Fouriertransformierten herzustellen. Wir werden weiter eine
Lésung des Momentenproblems mittels Mellin- und zweiseitiger L-Transformation an-
geben.

b) Vorbemerkungen tiber den stationdr-homogenen

isotropen Prozel}

In einem solchen Sandsturm und noch viel mehr in einem Windkanal wird ein Teil-
intervall in den 4 Dimensionen existieren, wo wir den Vorgang als stationir-homogen
und isotrop ansehen kénnen. Dort kénnen dann auf Grund ergodischer Sitze die {iber die
vielen Realisationen genommenen Mittel durch raum-zeitliche Mittel ersetzt werden. Wir
werden uns mit Kriterien zu befassen haben dafir, daf3 diese Bedingungen erfiillt sind.
Dies soll das engere Programm der vorliegenden Untersuchung sein.
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4. DER ZUSAMMENHANG ZWISCHEN
DEN HAUFIGKEITSFUNKTIONEN DES PROZESSES UND
DENJENIGEN DER FOURIERKOEFFIZIENTEN

Es handelt sich jetzt darum, die Zusammenhinge fir die Haufigkeitsfunktionen der
Koeffizienten der Fourierentwicklung und diejenigen des Prozesses zu ermitteln.

a) Die Haufigkeitsfunktion erster Ordnung

Wir gehen hier aus von der reell geschriebenen Fourierreihe und nehmen die Haufig-
keitsfunktionen der Fourierkoeffizienten C als gegeben an. Wir denken uns die Reihe in
4 Dimensionen in einer geeigneten Reihenfolge angeschrieben, etwa so, daB man immer
alle Glieder nimmt, bei denen ein fester Wert als Index nicht {iberschritten wird;

z. B.

ccce

-+ alle Glieder mit simtlichen Indices < 1
0000

(12) + restliche Glieder mit allen Indices < 2

+ restliche Glieder mit allen Indices < 3
usw.

R T

Innerhalb einer Indexgruppe £, /, 7, n sollen dann wieder die Glieder mit C%%°¢ in einer

beliebig vorgegebenen Reihenfolge angeordnet sein. Den p-ten Koeffizienten mit der
p-ten Kombination der 4 Verdnderlichen schreiben wir als C, f, (x, ¥, z, £), also bekommt
unsere Reihe dann die Form:

(13) Ade(x,y,2,8) = Zo C e, )

ﬁ =
Von den f, konnen auch welche herausfallen, wenn etwa der Koeffizient verschwindet. Nun
seien die i. a. bedingten Héufigkeitsfunktionen der Koeffizienten C, gegeben:

T(Cy) d Cysoll die Wahrscheinlichkeit bedeuten, dal3 Cy zwischen Cyund €y 4+ dC/2
(14) liegt. 7,(Cy/Cy) dC; die Wahrscheinlichkeit, daB3 ¢} zwischen ] und C; + 4(j/2
liegt, wenn C, bei C liegt; analog ist definiert

(15) TG oA DG G Gt g I e

Dann ist

M8 5o -Gy = (G (G Co) Ty (Ca Co D 0, (G G Cain Gy ) A oo L

Miinchen Ak, Abh, math,-nat. 1955 (Eckart) 2
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die verbundene Wahrscheinlichkeit dafiir, daB C, ;... C, bei den genannten Werten
liegen. Wir fassen nun &V 41 Glieder der Reihe (13) zusammen und fragen nach der Hiu-
figkeitsverteilung dieser Summe. Wir kénnen die von Chandrasekhar [12] im Anschlufl
an Markoff angegebene Methode der Berechnung der Hiufigkeitsfunktion einer Summe
verwenden, wobei die zu summierenden Glieder die Variablen C, sind, die mit f, mul-
tipliziert sind. Bedeutet nun Wy (de), , ., die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB bei gegebe-
nen x, y, z, ¢ die Summe von N Gliedern in — V5 - d(d¢) + de << de < Ae 4 V- d(de)
liegt, so wird nach der in [12] dargelegten Theorie unmittelbar:

+ o0
(17) Wil A6)e s d(A8) = d (A2 [ exp [—j(Ae) 0] 4y (0) do
WO
(18) Ay =
+00 + 00 + o N
ot e [z ClCh o Coyespi| o 3 Cofs iz | dCoid Gy .. G,
Co==00,C1=-00,Cpy =~0c0 2= $=0

wobei nach (16)
¥
(19) Hotp =TG- &)
p=

Hier haben wir nun die erste Hiufigkeitsfunktion der Summe der Fourierreihe mittels der
verbundenen Héaufigkeitsfunktion der Koeffizienten dargestellt.

b) Die hheren Hiufigkeitsfunktionen

Jetzt fithren wir die hoheren Haufigkeitsfunktionen ein. Wir wollen diec Wahrscheinlich-
keit angeben, dafl an » verschiedenen Raum-Zeit-Stellen (xy, 3y, 2y, 4) (Xa, ¥o, 20, 65) - - ...
(x,, ¥, 2, t,) A& bei den Werten Ade Ae, ... Ae, liegt. Diese Wahrscheinlichkeit
wollen,wir mit "I¥,, (d¢) bezeichnen; wir bekommen direkt aus der Chandrasckharschen
Arbeit:

d(de)d(de) d(ds)...d(Ae,)

"Wy (A8 = X
NxEJ’l 514 S
(20) oo .
[ [ exp [/ Z'n(/' 8y 0l "Ay (0. --0,) dordoy. ... do,
. J =

=—00 Qo =—00
Co 2,
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wo
(21) "‘/11\/' @0----9») =

4 00 teo w . S i

j .[ HT (GylCo-.-. Con) eXPl]'kZO Zoekcpfp(xk,yk:zk: tk)J dCy....dCy
Co=—00 Cy=—o0 =0 LR

Wir haben hier eine (/V 4 1)te Hiaufigkeitsfunktion (der Index lduft von o bis V) von de
mittels der Hiufigkeitsfunktionen der Koeffizienten € dargestellt. Diese Darstellung in
Form der Fourierintegrale legt die Umkehrung nahe.

¢) Die Umkehrung

Um die Hiufigkeitsfunktionen der Koeffizienten aus denen des Prozesses zu erhalten,
drehen wir zuerst (20) um und erhalten 4 ,; dann drehen wir (21) um und erhalten die
Hiaufigkeitsfunktion der Koeffizienten. Damit dies eindeutig méglich ist, muB3 ersichtlich
n = /V sein. Unter Voraussetzung von fiir die Fouriertransformation und ihre Umkehrung
hinreichenden Bedingungen erhalten wir:

(22) YAy (e -0n) =
+ o0 + o0

| *wy (48 exp [;2 (e 05| d(de) d(dey) . .. d(Aey)

Agg=—o00 dey=-—-00 Xy ¥y 5yt

Schreiben wir in (21) den Exponenten in folgender Form:

N

Z pfp xypeaty) =

=0

(23)

'TME b,

Qkfo Fpypzpty) + G Z 01 yvizety) + oo+ Cy Z 0 S (X yazaty)

so sehen wir, daBl ¥4, sich in der Form schreiben 1idBt:

N N N
(24) NAN(QO Oy) = (g orfo (i yizity); kgo 01 (Fpypaaty); 'kgo Qkf]v(xk.ykzktk))
Wir setzen nun

N
(25) ké_'foekf.- (xiyizity) = o; (f=o0,1,2,...,N)

2%
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und erkennen unter Beachtung von (19)

(26) G —
o + o0
—(77')—11V_+Vi— f ..... J‘ ‘VAN<O'0 “ e O'N) exp [——j[‘c‘oo'o + Cla + e CNGIY)] dGO PR dajv
0g = — 00 oy =—00

N
Z ¢; 0;

i=0

Aus t(Cy. .. Cy) kénnen wir aber leicht 7(Cy...Cy_y), T79(Cq ... Cp_yg) ... T(Cy)
ableiten, indem wir {iber die Verianderlichen, die wir auszuschalten wiinschen, von — 00
bis oo integrieren.

Diese Integration mull moglich sein, da die T Haufigkeitsfunktionen sind. Aus den 7
konnen wir uns dann mit Hilfe des Satzes liber die verbundene Wahrscheinlichkeit
(Gl. 19) auch die bedingten Haufigkeitsfunktionen 7, verschaffen.

d) Eine Zusatzbemerkung tiber den Gaul3-Laplaceschen

Charakter der Verteilungen

Wir hatten bisher die e-Stérungen in einem Intervall entwickelt, das wir willkirlich
wihlten, z. B. so, dal auBlerhalb die turbulenten Stérungen verschwinden; fiir einen
Sandsturm wiirde dieses Raum-Zeit-Intervall eben nur das vom genannten Phdnomen
tiberdeckte Intervall darstellen. Nun hitten wir das Intervall gréBer oder kleiner wihlen
kénnen. Wiirden wir z. B. in einem etwas kleineren Intervall die Entwicklung vor-
genommen haben, so kénnten wir uns diese auch so erhalten denken: Wir entwickeln
unsere Funktion, die in Form der Reihe (2) oder (6) gegeben ist, in dem etwas kleineren
neuen Intervall. Dann sind die neuen Koeffizienten unendliche Linearformen der alten.
Aus physikalischen Griinden ist es einleuchtend anzunehmen, daB die Verteilung beider
Koeffizientenreihen den sehr allgemeinen Bedingungen des ,,Central-Limit Theorems‘ [7]
geniigen.

Da sich nun die alten Koeffizienten aus den neuen und endlich vielen ebenfalls linear zu-
sammensetzen lassen miissen, so miissen bei diesen alten notwendigerweise GauB-Laplace-
Verteilungen herauskommen.
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5. DIE BILDUNG DER MOMENTE
UND EINE LOSUNG DES MOMENTENPROBLEMS MITTELS
MELLIN- (ZWEISEITIGER LAPLACE-) TRANSFORMATION

a) Die Bildung der Momente

Wir haben einen 4-dimensionalen Prozel3 vor uns, den wir etwa in der Weise unter-
suchen kénnen, dafl wir in einem festen Raumpunkt x, v, z die Zeitabhingigkeit studieren
und nachher diese Betrachtungen auf die Raumpunkte erstrecken. Um den Umfang der
formalen Rechnung nicht zu stark anschwellen zu lassen, wollen wir die folgenden Uber-
legungen nur in einer Dimension durchfithren und dem Leser die Ubertragung auf vier
Dimensionen tiberlassen.

In bezug auf die Bildung von Mitteln wollen wir zunichst feststellen, da3 die von uns
zunichst angegebenen Mittel tiber die grofe Zahl der Realisationen des Prozesses zu neh-
men sind. Nur im Falle der stationfiren Prozesse (oder der rdumlich homogenen) kénnen
auf Grund ergodischer Theoreme die Realisationsmittel durch Zeit- oder Raummittel er-
setzt werden.

In der komplexen Schreibweise lautet unser Prozef3:

facd) j.k’.'_.l.
(3) Ae(?) =;2 A (x,9,2) T

=—0c

Wir bilden jetzt die Korrelationsfunktion ohne sie zu normieren, d. h. die GréBe, die man
in der Literatur auch ,,Kovarianz'‘ nennt ([4]); ndmlich

(27) Ct,r) =de(t) de(t + 1)

wo der Strich tiber den Buchstaben die Mittelung iiber die Realisationen bedeutet.

Hier erweist sich jedoch noch eine Zusatzbetrachtung als notwendig.

Wir hatten bisher ein festes Intervall —7" < # < 7 vorausgesetzt, indem wir unseren
Prozef3 in Form einer Fourierreihe studierten. Wir haben uns nicht darum gekiimmert,
was aullerhalb dieses Intervalles geschieht. .

Wenn wir aber nun 4e(4) und 4&(# + 1) anschreiben, und wir ¢ in dem alten Intervall
variieren lassen, so iiberschreitet der Wert der unabhingigen Veranderlichen # + 7 das
vorausgesetzte Intervall. Wir wollen nun den dadurch entstehenden Schwierigkeiten fol-
gendermallen aus dem Wege gehen:

Physikalisch haben wir ja das Problem als ein raum-zeitlich begrenztes angesehen: ein
Sandsturm, eine Zone im Windkanal in der Zeit zwischen dem Ein- und Ausschalten des
Luftstromes, einen rdumlichen turbulenten Bereich in der Troposphire wihrend einer
Feldstarkenregistrierung. Wir setzen also zweckmiBig Ae auBerhalb dieses Intervalls
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identisch gleich Null. Weiterhin beschrinken wir uns in bezug auf die Grole 7 auf eine
Grofle << 7,,,., wo 7, noch klein gegeniiber der Intervallinge sein soll, aber immerhin
so grof}, da} die Korrelationsfunktion in o < v < 7, noch geniigend ihren Charakter
zeigt. Wir erstrecken das Entwicklungsintervall nun beiderseits um 7, iiber das Inter-
vall des Phinomens hinaus, etwa nach folgender Abb. 1, die in 4 Dimensionen zu denken
wire, wenn wir eine ridumliche Korrelation mit einbeziehen.

Y,

o [ntwicklungsinterval/ ——————>

Abb. 1 Entwicklungsintervall

Zunichst betrachten wir aber den ProzeB in einem festen Raumpunkt in Abhiangigkeit
von der Zeit.

Da nun hier die Grélen # und 7 auftreten, so erweitern wir dieses eindimensionale Inter-
vall in # auf ein zweidimensionales in # und 7 mit

In einem Raumpunkt ist dann die Gréfle (27) eine Funktion von # und 7 und im statio-
nédren Fall von 7 allein, was allerdings wieder 7', — 0o verlangen wiirde. Darauf werden
wir noch zurtickkommen.

Bilden wir jetzt C'(¢, 1), so bekommen wir:

+ oo ii_‘li + oo Fa@+r) + oo -+ oo ] ;
(20) C(t,7) = X AT 3 Aye T 2 Ay Ay N

b=—o00 A= —o0 N=—0o0 M=—o

il

Wir weisen nochmals darauf hin, dall sich im allgemeinen Falle die Mittelung auf die
Realisation und nicht auf die Zeit bezieht. Wir konnen statt (29) auch schreiben:

N=—0o0 M =—o00

(30)

und dies als eine Fourierentwicklung in dem Bereich (28) auffassen. Die Gréllen 4, _ ,,
Ay sind dann die Entwicklungskoeffizienten von C(¢, 1), d. h. es wird hier evident, dal3
wir hier jede mathematisch vernunftige Kovarianz entwickeln kénnen. Setzen wir v = o,
so muf} das mittlere Quadrat von 4 &(#) aus (30) hervortreten, wobei wir die hier physikalisch
selbstverstindliche Voraussetzung machen, dall der ProzeB3 stochastisch stetig sei. Also:

-}- oo + oo
(31) Ade () = Y 2 AN—MAMejM

N=—oc0o M=—o0
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Wir schen hier, da3 wir es mit dem diskontinuierlichen Analogon der Faltung zu tun haben.
Hitten wir den Prozel} mittels eines Fourierintegrals dargestellt, wobei wir ebenfalls

voraussetzen wollen, daBl de auBerhalb eines endlichen Integrals identisch verschwindet,
so hitten wir anzuschreiben gehabt:

-+ o0
(32) Ae@) = -~ cre*ar
Vam J_
£
(33) Ade(t + 1) = l/;: J C(k)ejhgf“ dk
T
wo
+ oo
(34) - Ch) = ']/1 ¥ ]’ Ae(He=7* dt
27
und
-+ oo
35) Cye'*™ = 2 | de¢ +v)e "% dt.
Vzn suis

Dann wiirde aus dem Faltungssatz der Fouriertransformation folgen:

-+ oo + o0
(36) Ae(2) Ade(t + 1) = ’V;’ﬁ' [ etk | C@yerr Ct—u)du

wo wir die Faltung im Gblichen Sinn direkt sehen. Wenn wir das direkte Mittel von 4 & mit
anschreiben

(37) Te@ =3 el

b=—o0
so haben wir in (37) und (30) die ersten beiden Momente der ersten Verteilung von de an-

gegeben. Héhere Momente koénnen wir dann durch sukzessives ,,IFalten* ermitteln, was
wir aber nicht explizit anschreiben wollen.

b) Die Ermittlung der Haufigkeitsfunktion aus den

Momenten mittels Mellin- (zweiseitiger LLaplace-) Transformation

1. Allgemeine Bemerkungen

Diese Momente, die wir im vorigen Abschnitt angegeben haben, sind definiert durch die
Beziehung:
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-+ c0
(38) M, = [ wf)du

wo f () die Haufigkeitsfunktion darstellt.

Um aus den Momenten nun die Funktion f(#) zu ermitteln, liegt es nahe, an dic Mellin-
transformation zu denken. Das Momentenproblem als solches hat umfangreiche Behand-
lung von seiten der verschiedensten Bearbeiter erfahren. ([23] [24]) Es tritt in verschiedenen
Formen auf, je nach den Grenzen des Integrals (——o0 400, 0 00, 0 1). Schon allein die
Frage, wann die diskreten Momente die Funktion f eindeutig oder bis auf Nullfunktionen
eindeutig bestimmen, erweist sich als nicht ganz einfach zu behandeln. Fiir unsere physi-
kalischen Anwendungen diirften i. a. hinreichende Bedingungen geniigen. Ferner wollen
wir neben der Angabe hinreichender Bedingungen dem Leser fiir die Anwendbarkeit der
folgenden Beziehungen in praktischen Fillen folgendes Kriterium empfehlen:

Hat man eine formale Lésung gefunden, so braucht man nur mit dieser die Momente
umgekehrt zu berechnen, um zu sehen, ob die gefundene Losung des Problems richtig ist.
Zunichst findet man bei Cramér ([7] S. 176) eine hinreichende Bedingung fiir die eindeutige
Bestimmung der Haufigkeitsfunktion durch ihre Momente:

Cramér befal3t sich zwar nicht mit der Hiaufigkeitsfunktion f(z), sondern mit der Ver-
teilungsfunktion #(z), die definiert ist durch

(39) Fu) = J FGd) dud

so daB sich (38) bei ihm schreibt

e
(40) M, = [wdF@

als Stieltjessches Integral.

Wenn wir dann die zusitzliche Voraussetzung einfiihren, dall () stetig sein soll, was
bei unserem physikalischen Problem unmittelbar sinnvoll ist, so wird #(«) differenzierbar,
und wir kénnen dann die folgende Bedingung fiir die eindeutige Bestimmung der Vertei-
lungsfunktion in Anspruch nehmen:

Es seien My =1, M, M,, ..., M, die Momente einer Verteilungsfunktion #'(z), die alle

o0
als endlich angenommen seien. Wir nehmen weiterhin an, daf3 die Reihe 2» W”_,’L 7" fur ein
- !

r > o0 absolut konvergiere, dann ist /() die einzige Verteilungsfunktion mit den Momen-
ten My, My, ..., M,.

Im Falle eines differenzierbaren # mit stetigem f wird dann die Bestimmung von f eben-
falls eindeutig.

2, Exkurs diber die Mellintransformation

Zunichst schreiben wir die allgemeinen Beziehungen der Mellintransformation und
ihrer Umkehrungen an, ferner gehen wir von ihr durch eine Substitution zur zweiseitigen



Die Ermittlung der Hiufigkeitsfunktion aus den Momenten 17

Laplace-Transformation {iber. Man findet dariiber Angaben und Beweise in [21] [22] [23]
[25] {26]. In unserem Falle wollen wir uns der Darstellung der Mellintransformation und
der zweiseitigen Laplace-Transformation bedienen, wie wir sie bei Doetsch [21] S. 33,
114, 115 und [22] S. 60, 408 {. finden.

Definieren wir die zweiseitige Laplace-Transformation durch

(41) Juls) = I}(f)e“” dt = Ly {F(2)}

und fiihren wir folgende Substitutionen ein:

(42) =2z (43) F(—log z) = D(2)
dann wird

(44) Jul) = fz"‘ D(2) dz =M {P(2)} = p(s)

0
In vielen Fillen 14Bt sich die Z;-Transformation umkehren durch die Formel:

x4+ ioo

(45) Ft)= o7 | ¢ fu ) ds

x—ioo

wo x eine dem Konvergenzstreifen von fi;(s) angehorende Abszisse darstellt. Analog zu
(44) ergibt sich fiir die Mellin-Transformation die Umkehrung

x+ o0

(46) O@) = [ @) s

x—700

Eine umfangreiche Theorie dieser Transformation und der Giltigkeit der Umkehrfor-
meln findet man bei Doetsch (1. ¢.). Wir wollen hier nur fiir die Mellintransformation die
zwei Funktionenklassen angeben (eine fiir den Originalbereich und eine fur den Bild-
bereich), die einander zugeordnet sind:

Die Klasse B der in einem Winkelraum ¢, < ¢ < @, mit eventuellem Ausschiuf3 des
Nullpunktes analytischen Funktionen @ (z), die der Potenzabschitzung geniigen

| D) | < Com™ firo <1
47 mit x; < 2y
| ®(2) | < Co—™ fiirg>1

die Klasse b der in einem Vertikalstreifen x; < x < x, analytischen Funktionen ¢(s), die
der Exponentialabschitzung gentigen:

lp(s) | < Cet firy > o

8 ¥ < 0,
Y lp@s)| < Cem®r vy <o =

Miinchen Ak, Abh, math.-nat 1955 (Eckart) 3
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Wir kénnen [25] S. 87 ff. auch auf die Forderung einer analytischen Hiufigkeitsfunktion
verzichten. Es sei hier ohne Beweis (siehe 1. ¢.) nur der Wortlaut des Satzes {iber die Mellin-
transformation und ihre Umkehrung gegeben:
1. Es sei S = ¢ + 77 eine komplexe Variable. In dem Streifen a < ¢ < f§ sei die Funk-
+ oo
tion f(s) regulidr und daselbst J‘ | /(s + 77)| d¢ konvergent; ferner strebe in jedem

schmileren Streifen a 4+ 6 < ; < f — 6 die Funktion f(s) mit zunchmendem Ab-
solutbetrag der Ordinate gleichmiBig gegen Null. Setzt man dann fiir reelle positive x
und festes o

o+ fco

(a) @)= —,ﬁz—i— ‘[ xf(s) ds
so ist in dem Streifen a < ¢ < f '
) £(5) = f 71 g(x) di
2. Fir x > o sei g(#) stiickweise glatt, und fir a <o < f sei 'Fx’— lg(x) dx absolut
konvergent. Dann folgt aus (b) die Umkehrung (a). 0

3. Die eigentlicke Ermittlung der Haufigkeitsfunkiion

Die Gleichung (44) kann fur ganzzahlige s (s = 1, 2, .. .) als Definition der Momente
angeschen werden.

Nun sind aber die Momente in (44) im Intervall (o co) definiert, wihrend (40) sie in
(—o0 +-00) erfordert. Das Problem, das (40) entspricht, ist das sogenannte Hamburgersche
Momentenproblem, wihrend (44) das Stieltjessche definiert. Ferner sind die Momente
nur auf der diskreten Punktmenge der ganzzahligen s definiert, wihrend die Mellin-
transformation eine Funktion betrachtet, die auf dem Kontinuum definiert ist. Die Erwei-
terung von den diskreten Punkten auf das Kontinuum werden wir spiter eindeutig vor-
nehmen; zunichst wollen wir das Hamburgersche Problem auf das Stieltjessche umschrei-
ben. Es ist:

-+ o0 (3 00 c?
@) [ #f@dx = [ #f@dz+ [ f@de =[2"(f(®) + (—1)f(—2)dx

Ist # gerade, so haben wir:

(50) My, = [ 2" f() + f(—D)dx = M,,

Ist 22 ungerade, so ergibt sich:
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fee]
(1) Mypiy = [ 22" (0f (@) —xf(—2)dx = M,
0

wo M,,, M,, eine durch (50, 51) definierte Schreibweise darstellt. Wir formen die obi-
gen Ausdriicke durch die Substitution

(52) 2% =z dr = dzl2)f 2
um. Dann wird
r ”— z (l/-;) -+ ——V 3
(53) M, = f ( SV .;v.;;f_(_,fz) s
und
5 3a = 3/
_ n—1f 2" f(l/»?")_—zif(——]/z))
(54) Z¢M2n = 0.[2 ( 2]/_2 A0 N dz

Damit haben wir also das Hamburgersche Momentenproblem fiir f(x) auf das Sticltjes-
sche von 2 Funktionen zuriickgefiihrt. Wenn wir das Stieltjessche Problem fir die beiden
Funktionen geldst haben, so erschen wir unmittelbar, wie f(x) und f(—=) aus den Inte-
granden von (53) und (54) zu entnehmen sind.

Wir haben, um dies durchfithren zu kénnen, die diskrete Folge der Momente auf eine
analytische Funktion {iber dem Kontinuum zu interpolieren. Dazu hilft uns wieder die
Theorie der Laplace-Transformation.

Zunichst, wenn z. B. unsere Momente als analytische Ausdriicke in 7 gegeben sind,
kénnen wir direkt diesen Ausdruck nehmen. Er ist eindeutig, denn wir finden bei Doetsch
[21] S. 35:

1. Verschwindet eine L;-Transformierte f(s) in einer unendlichen Folge von dquidistan-
ten Punkten, die auf der reellen Achse oder einer Parallelen zu ihr liegen

(55) s = s+ no

(sp im Konvergenzbereich des Laplace-Integrals, ¢ >0, # =1, 2,...), so ist jede zu-
gehérige Originalfunktion eine Nullfunktion.

Nun ist aber dieses Verhalten durchaus nicht daran gebunden, daB3 f(s) eine einseitige
Laplace-Transformierte ist. Es gilt ndmlich iiberhaupt fiir analytische Funktionen: [21]
Se122;

2. f(s) sei analytisch in einer Halbebene x > x; und geniige dort der Ungleichung
(56) | F()} < Cetlel g =0
Verschwindet f(s) in einer horizontalen dquidistanten Punktreihe
(57) s = g -+ nnjd, (LI ot nl=—"0) 152 )

und ist 93 > g, so ist f(s) = o.

33
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Wir fassen nun dic Momente als die Werte einer L ;-Transformierten auf, deren Konver-
genzstreifen in eine nach rechts ins Unendliche reichende Halbebene iibergeht. Ferner ver-
langen wir von den Momenten die folgende Beschrinkung in ihrer GroBe; bezeichnen wir
mit /(s + 1) das ste Moment (siche Gleichung (44); so soll die Reihe

(38) lim "

ltm =t f (us) ke absolut konvergieren.
Wenn dies der Fall ist, konnen wir dic Phragménsche Umkehrformel der Z;-Transfor-
mation ([21] S. 133 ff.) auf die Zj-Transformation {ibertragen, und wir bekommen als
Losung des Momentenproblems direkt:

_(T_l)n-l- 1

e f(ns) &, t>0

n!

[\18

§— 00

(39) | 7@ dr = lim

Il
-

n

Diese Beziehung liefert also die Umkehrung der zweiseitigen L;-Transformation aus den
Werten der Transformierten in einer dquivalenten Punktfolge.

Hat man aus (59) dann #(7) gewonnen, so kann man umgekehrt f(s) ausrechnen und
nachpriifen, ob f(s) der Bedingung (56) geniigt. Hier lieferte uns die Theorie der Z;-Trans-
formation direkt dic Losung des Momentenproblems. Nach (41) (42) wire hier 7 durch
logz zu ersetzen.

Wenn die Momente als analytischer Ausdruck direkt ¢(s) in (46) aufzeigen, so kénnen
wir @(2) aus dieser Gleichung in der Mellinschen Schreibweise entnehmen.

Wie oben bemerkt, muB in jedem Falle die Richtigkeit der Lésung durch unmittelbares
Ausrechnen verifiziert werden.

Wir wollen fiir die Momente eine hinreichende Bedingung angeben, damit sie (58) er-
fullen:

Es geniigt, dal3:

(60) lim ' fnger = 0 (;ﬂ; ) mif 2550 helichig:
Wenn auf diese Weise die durch (53) und (54) gegebenen Momentenprobleme gelost sind,
braucht man nur noch elementar f(x) und f(— x) zu ermitteln.

Ist ,M,,=o0, d.h. sind die ungeraden Momente in —co -+ co alle Null, so zeigt (54),
daB f(z) eine gerade Funktion ist.

Es eriibrigt sich, noch ein Beispiel daftur anzugeben. Wir wihlen das trivialste, die
GauB-Laplacesche Haufigkeitsfunktion, wobei wir auf den Normierungsfaktor verzichten,
Wir nehmen einfach die Funktion ¢ %, ermitteln ihre Mellintransforierte und drehen
diese um; die Funktion ist eine gerade, die ungeraden Momente in (—o0 4+ ©0) sind Null.
Wir erhalten:

oo

©1) ful) = RO @} = [ #1e"e = L1 ()

2
0
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Dann folgt aus [25] S. 87 f.

o+io

62) = | z"é—F(—i—) ds

mit einem beliebigen ¢ auf der positiv reellen Achse.

6. DAS HOMOGEN-STATIONARE RAUM-ZEIT-INTERVALL

a) Definitionen und allgemeine Sédtze

Schon in der Einleitung war darauf hingewiesen worden, dal wir bei den von uns
studierten Phianomenen darauf rechnen kénnen, daf3 ein Teilintervall in Raum und Zeit
existieren wird, in dem der ProzeB3 zeitlich stationdr und rdumlich homogen ist. Dies
wird z. B. besonders der Fall sein, wenn wir die dielektrische Turbulenz in einem
Windkanal betrachten. Auch in einem Sandsturm diirfte sich eine solche Zone ausbilden
konnen.

Unter ,,homogen‘’ wollen wir in bezug auf diec Raumkoordinaten dasselbe verstehen,
was ,,stationdr‘ flir diec Zeitkoordinate bedeutet. Nun kommt der Begriff ,,stationdr'’ in
der Literatur iiber stochastische Prozesse hauptsichlich in zwei Bedeutungen vor:

a) im Sinne von ,,strikt stationir®,

b) im Sinne von ,,stationdr von 2. Ordnung‘‘ ([4] [16] [17]).

,otrikt stationdr* bedeutet im eindimensionalen Fall, da die Verteilungsfunktion #ter
Ordnung fir beliebiges #(u = f(#), Verteilungsfunktion = Integral der Haufigkeitsfunk-
tion) F(ay, ttg, « . ., %,; Iy, by, - . ., ¢,) und diejenige, die bei Verschiebung von 7z um ein
beliebiges / entsteht, von # unabhingig sind.

Weniger einschneidend ist die Forderung der Stationaritit von 2. Ordnung, die nur
fordert:

a) £{u(?)} und £ {«2(#)} unabhingig von ¢,
b) £ {u(f) (¢ + %)} nur von 4 abhingig, nicht aber von z.

Waihrend die strikte Stationaritit die gesamten Hiufigkeitsfunktionen (iiber die Vertei-
lungsfunktionen) erfaB3t, und zwar diejenigen hoher Ordnung, betrifft die Stationaritit von
2. Ordnung nur die beiden ersten Momente der ersten Verteilung und das erste Moment
der 2. Verteilung.

Die Bedeutung stationirer Prozesse in der Theorie beruht unter anderem darauf, dafl
sie ergodischen Sitzen unterliegen, von denen wir den folgenden von Slutsky ([9] S. 42)
heranziehen werden:

Eine Zufallsfunktion genlige folgenden Bedingungen:
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1. Sie sei im Intervall — oo < ¢ <Z 4+ oo definiert.

2. Sie sel stationir bis zu den Momenten der Ordnung 2 der 1. Verteilung, d. h.
E{u(t)y E{(u,t)— E {2 (D)}}? sei konstant, und die Korrelation zwischen #(f) und
#(¢ + 1) hdnge nur von 7 ab.

(63) Elu@u+ O} Eu@®} = e@

3. #(Z) sei im stochastischen Sinne stetig, was nach den gemachten Voraussetzungen
der Bedingung ¢(+ 0) = p(—0) = 1 und 9(¢) = stetige Funktion gleichkommt.

4. Das Moment 4. Ordnung £ {2 (£)*} ist beschrinkt.
5. 2¢(¢) ist L-meBbar.
6. u(#) ist normiert in dem Sinne, dafl £ {u(¢)} = o, E{u(£)?} = ¢* = 1.

Die letztere Voraussetzung bedeutet keine Einschrinkung, denn wir kénnen jedem sol-
chen ProzeBl durch Substraktion von £ {x(#)} und eine MaBstabsinderung in # einen
Prozell nach Bedingung 6 zuordnen.

Dann ist die Bedingung

(64) ¢ = lim 5 0[ e(®)dr = o

notwendig und hinreichend dafiir, daB3 ,fast sicher®, d. h. mit einer Wahrscheinlichkeit 1
der zeitliche Mittelwert von 7 (?)

+ T
= lim > [ u(ydz (= o nach Bedingung 6)

—

gleich der mathematischen Erwartung des Prozesses ist, wobei wir jetzt den normierten
auf Null-Mittel gebrachten zugeordneten Prozel3 betrachten.

Nun gilt aber weiterhin nach Slutsky (1. c.):

Die diesen Bedingungen geniigende stationdre zugeordnete Zufallsfunktion besitzt
stochastische Fourierkoeffizienten, deren mathematische Erwartungen Null sind, deren
quadratische Mittelwerte gleich sind den Fourier-cos-Koeffizienten der Korrelation (Wie-
ner und Kintchine) und die paarweise nicht miteinander korreliert sind.

Wir haben bisher immer einen festen Raumpunkt x, y, z im Auge gehabt und dort den
ProzeB in seiner Zeitabhingigkeit studiert. Nun hingt der Prozel3 aber auch fiir jeden
Zeitmoment von den Raumkoordinaten ab. Wir fordern nun rdumliche Homogenitit in
jedem Zeitintervall und definieren dies folgendermalBen: Fur jedes ¢, y, ¢ soll der Prozel3
lings x den obigen Forderungen geniigen, ebenso fiir jedes 7, x, 2z lings ¥ und fiir jedes
¢, x, v lings 2. Dabei sollen die in unserer Rechnung auftretenden Momente von allen
4 Koordinaten unabhingig sein.
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b) Die Abgrenzung des homogen-stationiren Intervalls

und die Ermittlung der zugehdrigen Entwicklungskoeffizienten

Die oben angegebenen Definitionen fiir das stationir-homogene Verhalten erforderten
ein unendliches Intervall in jeder Koordinate. Wir haben aber nur ein endliches zur Ver-
figung und wollen einmal sehen, wie wir die Definition abschwichen kénnen, um vor
allem noch mit genligender Niherung das ergodische Verhalten zu retten.

Wir denken uns jetzt den ProzeB in ein Teilintervall des urspriinglichen Entwicklungs-
intervalls eingeschlossen, das folgendermallen gegeben sei:

Die Grenzen des homogen-stationidren Intervalls scien in diejenigen des gesamten Ent-
wicklungsintervalls — 7', + 7, — X, + X, —Y, + ¥V, —Z, 4-Z im allgemeinen unsymme-
trisch so eingebettet, daf3

— XLy << +2X <+ X
— V< n<y<n+2Y<<+Y
—ZEnr e s e B
— et fg-Fao P <+TF

(65)

WO %y, ¥4, &, 4y die unteren Grenzen des homogen-stationiren Intervalls bedeuten, X7, V/,
Z', T" die Hailfte von dessen Ausdehnung.

Das ergodische Verhalten des Prozesses zeigt sich nun vor allem darin, daf fir den zu-
geordneten normierten Prozel3 das Mittel

s 2
T—o0 =

+ T
lim L[ () dt=o
— 7
wird fir jede Realisation ,,fast sicher.
Wir wollen nun unser Intervall der GréBe 2X7, 2 V', 22, 27" so grof} annehmen, daf}
z.B.in T

i
(66) S [ @ dt<er =0 (;)
— it

ist, wo & zwar nicht beliebig klein angenommen werden kann, sondern eine Grofie haben
goll, die wir in unseren weiteren Rechnungen vernachlissigen wollen, die z. B. im Vergleich
zum quadratischen Erwartungswert unter 1% liegt.

Da wir es aber noch mit Korrelationen zu tun haben werden, so missen wir beachten,
daB wir in dem betrachteten Intervail Verschiebungen vorzunehmen haben werden (ver-
gleiche Abschnitt 5,1).

Wir nehmen nun einmal an, daB unser & aus (66) uns ein bestimmtes Intervall erlaube.
Nennen wir 7, 7,, 7,, 7, die Inkremente der Koordinaten, die wir bei der Berechnung der
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Korrelation einfithren, und beschrianken wir deren Absolutbetrige auf GréBen 7, ,,,.,
Ty maxs Ts maxs Tt maws i€ ihrerseits sehr klein gegeniiber der Ausdehnung des homogen-
stationdren Intervalls sein sollen, so wollen wir zunichst die zu (66) analogen Integrale in
x, ¥, 2 mit Gréfen ¢, €, ¢, begrenzen, und das durch (66) gegebene Intervall noch in allen
Koordinaten bzw. oben und UNtEn UDL T, .o Ty mass Ty weans s mise VErkleinern und dierda-
durch gegebenen Grenzen mit xy, x, -+ 2X’, ¥, ¥, + 2 ¥’ usw. bezeichnen. Dann wollen
wir unsere durch (2) gegebene Funktion A& (x, v, 2, £) in diesem Intervall neu entwickeln.

Zu diesem Zwecke fiihren wir ein neues Koordinatensystem derart ein, dafl dem Intervall
inx: 1 <x<x +2X daslInterv.in & —a<lE< 4=

. iny: n<<y<y,+2Y daslnterv.in n —a<ln<-+n

S in z: 7zl +27 das Interv.in { —a<{< +=x

in 7: H<t<Hh+2T das Interv.in 7 —a<lt< -+ =

entspricht. Die Transformation hat dann die folgende Gestalt:

’i'XI 7N
fz%x—i(ﬂ_/yl ) = = Ay

+ ¥ Vi
N =gy — Y y=—2n1+mn+¥V)

(68) ,

[ = 5o — 2t s=Z0 4 (5 +20)
_ = 7 (44 T) =T /
v = — AL p= o4+ T

Setzen wir nun die Ausdriicke der rechten Hilfte von (68) in (2) ein, so erhalten wir:

+

oo + oo -+ o0

AE(E: /B C) T) - >’ Z Z Qrimn X
h=—o00 l=—00 m=-—00 n=-—00
G2 cpli[B @+ T+ @+ X+ 0+ ) + 5 @ + 2]

mY

x expli[ 42X v+ 6+ 2F 0 + 27 ¢

Diese Funktion haben wir in dem 4-dimensionalen (— =, +x) Intervall nach Fourier zu
entwickeln. Zunéchst setzen wir:

(70)
Ny ’ / ! 7 X% 7 §
Lplmn — Uplmn CXP {] [_;-(tl T)_‘_ > / -} ‘Y\—*_'”'l"-t ( + Y 'n%(z] +Z)|}
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Wir haben also zu entwickeln:

o + co + o0 + oo 4 ’ Y 4
R T R o |
(71) £
= %’ZIYZZ bppmaexp AT+ VEFm'n 7]} in —aln< 4=
/ " Y C

Die Koeffizienten &, , ., bekommen wir in bekannter Weise: Wir multiplizieren die
Reihe in (69) mit (—2%); exp {—j[&'t + I'é + m'n + #'{]} und integrieren in allen 4 Ver-
inderlichen von — 7z bis +a. Dies ergibt:

+n =
(72) bppww = (5,1;)?‘[ f J“[%'Z:r’%'z aklmn X

o LEE =) {5 =) 64 (2 (25— an

Wir machen hinreichende Voraussetzungen fiir die Vertauschbarkeit von Summation
und Integration (z. B. fast sicher beschrinkte Konvergenz) und haben dann einfach die
Exponentialfunktionen im Integranden zu integrieren. Fiir jedes &, /', w', n' zerfallt er-
sichtlich das Integral in 4 Faktoren, von denen wir nur den ersten, die Zeit betreffenden,
auswerten:

+ =z

1 a kT, ,. e 1 . 'é’r’ ”
3) w J oo 5 — ¥} = sur—gy s (7 —#) =
e mel =
. . T 7 .
was sich im Falle o £ = o auf 1 reduziert.

Somit wird

U9 in (A2 — ) msin (4 — £) msin (2L — w) msin (22 —#)
AT T )

¢) Eigenschaften der Koeffizienten

Diese Koeffizienten sind abgeleitet fiir das endliche Intervall. Dagegen gilt die Slut-
skysche Bemerkung tiber die Fourierkoeffizienten fiir ein unendliches Intervall —7" 4+ 7 in
der Form (wir bleiben hier bei einer Dimension), dal
Minchen Ak. Abh. math.-nat 1955 (Eckart) 4
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T
2 =,
(75) by = [ 100 dr—o

Da wir von diesem Prozel3, der unendlich lange dauert, keine absolute Integrierbarkeit im
unendlichen Intervall verlangen kénnen (dies wire physikalisch sinnlos), verlangt man
Integrierbarkeit nach Cesaro. Verlangen wir fiir unser 4-dimensionales Intervall

(76) Ebypmy} =0

und zwar fiir den zugeordneten normierten Proze8; ferner
a7 | Z s st mt . Bxs i msmsd | = | £ ity iy i} || E Aty 15 my n3}

mit einem gentigend kleinen § = O so wird naherungsweise durch (76) (77) das

I
rtn).
stationdre Verhalten gewdhrleistet sein.

Gehen wir aber so vor, dafl wir (76) und (77) mit 6 = O von vornherein verlangen auch
fiir das endliche Intervall, so sind notwendige Bedingungen fiir die stationire Homogenitit
im endlichen Intervall erfiillt. Weiterhin: wir fordern, daB3 die Korrelation nicht von 7, &,
7, {, sondern nur von 7, 7, T,, T, abhingen soll. Der Zuwachs 7,, 7, 7,, 7, wird dabei auf
Werte unter 7, -, T¢ pomr T, Tt oy Deschriankt. Wir berechnen dies zunichst in einer

n max?

Dimension fiir die zeitliche Korrelation:

too  4oo -
e, T)= 2 by /*T 3 by ¥ETT

k=-—-oo_ H=—o00
8
(78) e S .
— Z 61{}’ e.’K" eJP oA
K=—o P=—x
Dann wird, wie man leicht sieht,
(79) bgp = bp bg_p.

Diese zweidimensionale Fourierentwicklung soll nach unserer Forderung im Mittel
nicht von 7, sondern nur von 7, abhingen (natiirlich mul 4_; = 6, sein). Damit dies
erfiillt ist, muB fur alle X == o der Koeffizient

(80) byxp=o0 (1m Mittel) sein, was durch (76) (77) automatisch geliefert wird.

Fordern wir dies, so wird beirn Mitteln:

+ o0 e W
oz, z) = o(z) = 2 apap et

(81)

too . .
= 2 |ap|? /"™ = |g5 |2+ 2 3 |ap |2 cos Py,
P=—o00 Pe]

sein.
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So erhalten wir hier das bekannte Theorem von Wiener und Kintchine.

In 4 Dimensionen erhalten wir analog, wenn wir die 4-dimensionale Korrelation nur
von dem Zuwachs 7, 7, 7,, 7;, aber nicht von 7, &, 5, { abhiingen lassen wollen, daB (76) (77)
dies erfiillt.

d) Die isotrope Turbulenz

Wir wollen unter isotroper Turbulenz verstehen, dal3 die rdumliche Korrelation nur von
dem Abstand der jeweils betrachteten zwei Punkte abhingt, dagegen nicht von der
Richtung.

Um dies ndher zu studieren, fithren wir fir &, 5, { ein neues Koordinatensystem ein.
Zunichst miissen &, 3, { gleiche MaBstibe haben. Wir miissen entweder X' = ¥V’ = 2’
machen, was unter Beschrinkung dieser GréBen auf ihre jeweils kleinste jederzeit méglich
ist, oder &, n, { mit Mafstabsfaktoren versehen, wir ersetzen dann einfach &, 5, { durch
a&, fn, y{, dann fiihren wir ein Polarkoordinatensystem fiir 7;, 7,, 7, ein:

(82) .= 7Tsindcosy, v,= Tsindsiny, 7, =7 cos ?

Wir entwickeln zunichst Formeln, die wir spiter brauchen.
Wir bemerken die bekannten Identititen:

(83) sin ¢ cos p = —21— sin (O +v) + ;w sin (8 — ),

(84) sin ¢ sin p = — ; cos (0 +vy) + % cos (& — )

Auferdem erinnern wir uns an die bekannten Beziehungen zwischen Besselschen und
trigonometrischen Funktionen:

(85) exp [j&7r cosy] = TZ’ ], (kr) &Y
+ o )
(86) exp [jersiny]l = 3 ], (kr) /"7

Damit wird:

¢/ = exp []. l: sin (9 + zp)] exp l] iz?_ & (g,_w)J
87) -
- 7 (Zi') RELITINGS S (1213) e

m =—00

4.
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Die Ausmultiplizierung dieser 2 Reihen ergibt:

o too 4w St
(88) ejltf =N Z , 2 ”NM (TTZ) eJN" e’ My
wo
(89) Ay = [N+ M (171) g (TTZ) wenn N und M beide gerade
2 T oder beide ungerade

= 0 in allen anderen Fillen.

Wir koénnen dies auch geschlossen so ausdriicken:

e = — i/ T\ oixe 2iLy
e = > Prmnl=rl =) e £

K=—oo L=—wx

(90)
+ o0 + 00 y - . ‘
Z Z ]K+L+l (——’, )/Il’*—v[, (_;_) eJ(QK-{-l)ﬂ g-’(2L+1)V’

K=—00 L=—o0

Die Gleichung (88) stellt also eine Fourierentwicklung fiir ¢//*¢ dar.

Analog bekommen wir:
(91) &’™™ = exp [jm 7 sin ¥ sin y] = exp [jm % (— cos (@ + ) + (cos & —w))]

woraus mit (85) (86) folgt:

'3? @) M/M(Z;i) o/ MB i My

=—oc0

-+ oo R
) I =3 (=) ¥y (5 e
& M

N=—o00
was wir folgendermalen schreiben:
+

(93) = 3 JS’O A e G R Vi S (ﬁzi) Je—1 (ﬁzz)

K=—o0 L=—00

it 2 2K +1)86 52 mt mi
Ed) ey B e’(“l‘+1)"<—1)L]K+L+1(T)/K—L(T)

K=—p0 L=—o0

oder
+ oo -+ 0o
o S ¥l u= Ay &7 7MY,
wo
. mt mt wenn K und L beide gerade
(95) by = jﬁ;i ( v27v) ]£2:L‘ ( 2 ) oder beide ungerade sind

= 0 anderwirts, ferner:
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(96) e*% = Z ]XJK(’”) &5 = Z Ur/x (”T) b

K=—oc0 K=—o

Jetzt bilden wir einmal die Korrelation, und zwar die hier interessierende riumliche:

(97) Ade (z, a&, Bn, y0) de (z, a§ +- Te Bn+r= Y Yok T;)

und denken uns die Mittelungen zuerst liber die Realisationen vorgenommen. Dies
schreiben wir

+ 00

(98) 2D e gl
mn T

21l m =n

=— 0o

X ZZZZ bk’llm " , e/ Wit labtm Bntw'yl (W ret m'r, +alry
B U om o
= — 00

Hier benétigen wir zunichst die Entwicklung von ¢/¢™+ ' m++#®0  dic wir mittels
Multiplikation aus den Entwicklungen (86) — (96) gewinnen.

Mit
(99) exp [f ('t + m't, + n'7)] = KZ L_Z’ Chp s a2 gk
wird
z + o -+ o -+ oo .
(100) Ghn= o D3 2 %yw Apo Mg
N=—oo P=—o0 M=—x
wo
(101) Q=L—M
(102) R=K—WN+4P).

In x, A, p ist in dem Argument der Besselfunktion (', »’, #') zu setzen.
Gehen wir nun mit (99) in (98) herein, so finden wir mit dem Ansatz

A{-}(‘r, a&,ﬂ?], '}’C) AE(‘K, aE + 75,577 + T,I,)/C+TC) —

(103) =
o Z By, /K29 2¥ fisr By,

K=—o0o0 L=—o0

(104) By, =

4

ZZ’ZZZZ’ZZ’ exp |7k + &)t + I+ 1) ab+ (m+m') B+ (n+ 1)y LY} X Baimn bar it mow Cot

m n B U w
= — 00



30 Kriterien fir das Auftreten eines homogen-stationirisotropen Intervalls

Damit (103) unabhingig von u wird in dem ganzen Isotropie-Intervall, ist notwendig
und hinreichend, daB auBler 2, alle B, , identisch Null werden.
Wie kann man fir ein beliebiges 7, &, #, £ dieses erreichen ? Zunichst machen wir:

(105> b/elmn =0

Ferner machen wir alle 4,,, , voneinander unabhingig, und weiterhin muf3 die Summe
der Glieder, die 4%, enthalten, verschwinden an der betreffenden Stelle:

(106) %’;ZZ'exp [F2(kr 4 laé + mBn + nyl)] % =o0

Damit dies identisch in 7, &, , { im ganzen Isotropie-Intervall verschwindet, muf}
(107) biimn = O

sein; d. h. aber die Forderung der Isotropie identisch im ganzen homogenen Intervall
ist nur mit im quadratischen Mittel verschwindenden Fourierkoeffizienten zu erfiillen.

In Teilintervallen beliebiger Grof3e ist aber die Bedingung jederzeit mit endlichen Z?,—m—"
zu erfiillen, wie der Verfasser in [19] gezeigt hat.

Befindet man sich am Rande des Bereiches der Isotropie, so mufl die Korrelation nach
innen zu eine andere sein als die nach aullen; wir miussen im Innern bleiben, ohne den
Rand zu beriihren. Abhingig vom Abstand vom Rand miissen dann die 62,7, Be-
dingungen der Art geniigen, wie sie vom Verfasser in [19] aufgestellt wurden. Diese Frage
wollen wir im folgenden Abschnitt noch diskutieren.

Wir sehen hier also: nimmt man 4,,,,, unter den Bedingungen

(108) bklmn = 0O, bl’lmn bk'l'm'n’ == bklmn' bk'l’

m' n'

so hat man nach unserer fur das eingeschrinkte Intervall vorgeschlagenen Definition
homogene und in kleineren Intervallen auch isotrope Turbulenz, wenn die 4,,%,, so be-
stimmt sind, dal B, = o, auller wenn K = o, L = o.

7. KRITERIEN FUR DAS AUFTRETEN EINES HOMOGEN- ‘
STATIONARISOTROPEN INTERVALLS UND DAMIT ZUSAMMEN-
HANGENDE FRAGEN ZU 6,4

In [19] hat der Verfasser das Problem behandelt:

Welchen Kriterien haben die Koeffizienten einer Fourierreihe zu geniigen, damit diese
eine Funktion wiedergibt, die in einem Teilintervall der Entwicklungsperiode verschwindet.
Dieses Teilintervall war in der dortigen Arbeit zwischen O und einem Wert 4 4 an-
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genommen worden. Um die Frage hier nicht zu verwirren, wollen wir in ciner Dimensicn
bleiben. Um die Ergebnisse anwenden zu koénnen, miissen wir unsere Koeffizienten den
hierzu notwendigen Transformationen unterwerfen. Wir miissen unsere Reihen so um-
schreiben, dafl wir die Kriterien von [19] auf sie anwenden kénnen; die Reihe muB3 perio-
disch iiber das Entwicklungsintervall hinaus fortgesetzt werden und der Nullpunkt an den
Punkt gelegt werden, wo der Beginn des Nullwerdens zu untersuchen ist. Bleiben wir in
der Zeitdimension, so benutzen wir

(3) Ae = Z' A, ¢ -
oder in reeller Schreibweise
(8) Aa—ZCkcos- b ’*‘ch sin %L

N

Um den Nullpunkt an die Stelle # = & zu schieben, schreibt man zweckmaBig

(108a) t=1—06
und an Stelle von (3) erhilt man nun mit
+oo kAt
(109) is=—nD e el
-~ . knd

In der reellen Schreibweise wiirde man erhalten:

(111) Z‘; = — (f sin 5~ 'énb + C} cos @;{
(112) C~; = (j cos -I— C; sin -—-7%2

Durch diese Transformation haben wir jetzt den Nullpunkt an die kritische Stelle ge-
legt. Nun haben wir aber das vollstindige Kriterium, das wir in [19] angaben, auf den
Fall beschriankt, daf es sich um eine reine Cosinusreihe handelt (l. c. S. 24). Wir kénnten
jetzt in erweiterter Form dasselbe machen, nimlich cin System von Vektoren im Hilbert-
schen Raum angeben, das gerade (ein Koeffizientensystem = Vektor) den Unterraum
aufspannt, dem die Koeffizientensysteme angehdren miissen, damit die Reihe in dem
fraglichen Teilintervall identisch verschwindet.

Wir kénnen aber diese miihevollen Rechnungen dadurch umgehen, dafl wir unsere
Koeffizienten auf die der Cosinusreihe transformieren, was eben auf eine affine Trans-
formation des Hilbertschen Raumes hinausliuft.

Haben wir die 4 » so sind dies Entwicklungskoeffizienten in einem Intervall der
Linge 27.

. . . . S T o« . . &
Wir wollen nun eine neue Variable 1’ einfihren = —» SO dal} wir in dieser letzteren ein
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Intervall der Lange 7 bekommen:
(113) e =

Wir nehmen nun unsere schon richtig plazierte Funktion (z = o am Beginn des frag-
lichen Nullintervalles) und setzen sie nach — 7 gerade fort (Abb. 2).

f
e e
T'=-T T7=+7
T=-2T T=+2T
Abb. 2
Entwickeln wir diese Funktion in dem neuen Intervall — 7 < v' < 4 7 nach

kn
¢ T" | so bekommen wir lauter reelle Koeffizienten, und wir kdnnen die Reihe gleich
in eine Cosinusreihe der verlangten Form umschreiben. Wir verwenden das in (—7,+7)
normierte Orthogonalsystem:

Fep [ T] k=o1...)

Dieses f (#) ist dann definiert:

+ oo L, An2v
in P e e D A (e
(115)
+ o0 __k7x2t’
in —T<t <o :f@) = 3 A,e T
— 00

Dann bekommt man fiir die neuen Fourierkoeffizienten, wenn wir jetzt nach 1’ entwickeln,
aus:

+ o0 jknt'
; BT
(116) f@) =2 B 7
— o0
fuir B,
0 _jb:-n’ + o0 _j2k’n1' + 7 __jb:n' + o0 zj.i’n:r_’
(117) B, = ‘[e g Ay e T dv + re & dime— 2% &t
= — o0 0 — 00
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Also
. ( PEUERT 7‘) ( —i T2 T )
(118) B, = 3 Aj ‘_,n," e Tl € - s .
eIt %+ 2 k) - k—24)
Damit haben wir jetzt in 7’ folgende Entwicklung gewonnen:
e ik e L7244
(119) fG@) = 2 BeT" = By+ 22 B, cos 7

Dann hat man als Kriterium, daf3 die B sich aus dem Vektorensystem von [19] S. 189
aufbauen lassen miissen.

Analog fiir (6.4) erhalten wir dann fiir die 6, ,°,, durch Ubertragung auf den mehr-
dimensionalen Fall eine Bedingung, die wir aber nicht im einzelnen ausrechnen wollen.
Damit nun die Entwicklung (106) auch am Ende des Intervalls ein Teilintervall besitzt,
in dem sie identisch verschwindet, mu3 fur dieses Teilintervall dieselbe Rechnung wie

in [19] durchgefiihrt werden, und die &;,%,, haben dann zwei solchen Bedingungen zu
gentigen, d. h. sie haben im Hilbertschen Raum dem Durchschnitt der beiden Unterriume
anzugehoren, die von den Vektoren (= Koeffizientensystemen) aufgespannt werden, die
ein Verschwinden der Reihe in einem Teilintervall am Anfang und einem solchen am Ende
des Entwicklungsintervalles hervorrufen. Diese Rechnungen kénnen ganz im Rahmen des
letzten Abschnittes von [19] bleiben: dort hatten wir die Reihe:

(120) Slor= fan cosnt o<t<m

n=10
7
d. h. wir setzen # flir —n-;r, d. h. es wird

(1211 ag= By, a,=28,, n>o

Diese Funktion (120) solite in o <C uw < 7, u < 1 identisch verschwinden. Das Ergebnis
war: betrachten wir das Koeffizientensystem

(122) By oot T R

als einen unendlich-dimensionalen Vektor im Hilbertschen Raum, so muB dieser nach
dem Vektorensystem (172) der zitierten Arbeit ohne Rest zerlegbar sein, was wir nicht
explizit hier anschreiben wollen. Soll nun die Reihe auch in (#-— u=z, #) identisch ver-
schwinden, d. h. in einem Teilintervall der Linge us, aber am oberen Ende des Intervalls,
so mul3 wegen

(123) cos 72 (T — @) == COS 77T COS @ = — cos & #n ungerade

+ cos a # gerade
Minchen Ak. Abh, math.-nat 1955 (Eckart) 5
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das Koeffizientensystem:

(124) Qg — @y + Gy, — a3, a— g0

ebenfalls ohne Rest nach dem in der zitierten Arbeit angegebenen Vektorensystem zerleg-
bar sein.
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