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I. EINLEITUNG

Die rasche Entwicklung der programmgesteuerten elektronischen Rechenautomaten
in den letzten Jahren hat der numerischen Analysis mannigfache Anregungen gebracht.
Sie gibt insbesondere dazu Anlal}, die klassischen Rechenverfahren kritisch zu sichten
und in eine systematische Ordnung nach iibergeordneten Gesichtspunkten zu bringen,
sowie an Hand der dabei gewonnenen Erkenntnisse neue, fiir die Verwendung an Rechen-
automaten geeignete Verfahren zu entwickeln. Einen Beitrag in diesen Richtungen auf
dem Gebiet der Aufldsung algebraischer Gleichungen soll die vorliegende Arbeit leisten.

Die Verfahren zur Auflésung der Gleichung

Pe)= 2 p5""=o0
i=0
sind grundsitzlich infinit und daher von iterativer Natur. Hinsichtlich ihres Konvergenz-
verhaltens lassen sie sich in zwei Klassen einordnen.

Die Verfahren der ersten Klasse, deren wichtigster Vertreter das Verfahren von BER-
NOULLI ist, konvergieren in gewissen Gebieten der z-Ebene, die je eine Nullstelle von
P(2) enthalten, und konvergieren nicht in dem mehrfach zusammenhingenden Komple-
mentiirbereich. Sie sollen wegen ihres klaren Konvergenzverhaltens weiterhin als definite
Verfahren bezeichnet werden. Die Verfahren der zweiten Klasse, zu der z. B. das New-
tonsche Verfahren gehért, beruhen auf Abbildungen der z-Ebene, die die Wurzel von
P(2) zu Fixpunkten haben. Die Bestimmung der Wurzeln geschieht durch Iteration der
Abbildung geeignet gewahlter Ausgangspunkte. Hinsichtlich der Konvergenz gelten die
allgemeinen Fixpunktsitze, es gibt jedoch keine Zerlegung der Ebene in endlich viele
Konvergenz- und Nichtkonvergenz-Gebiete wie im Falle der definiten Verfahren. Die
Verfahren dieser zweiten Klasse sollen als Verfahren der funktionalen Iteration im enge-
ren Sinne bezeichnet werden.

In Abschnitt II wird eine im Sinne des Graceffeverfahrens quadratisch konvergente Ab-
kiirzung ecines von BAUER angegebenen Faktorisierungsverfahrens beschrieben. Ab-
schnitt IIT ist den Methoden der funktionalen Iteration gewidmet, die simtlich, wie sich
zeigt, aus dem Prinzip der Nullpunktverschiebung an definiten Verfahren ableitbar sind.
In Abschnitt IV wird aus diesem Prinzip ein allgemeines Verfahren der funktionalen
Iteration zur Faktorisierung abgeleitet, dessen einfachster Fall als quadratisch konvergent
im Sinne des Newtonverfahrens nachgewiesen wird. Abschnitt V enthilt die Diskussion
des Spezialfalls der Abspaltung eines Linearfaktors, fiir den sich etwas weitergehende
Konvergenzaussagen machen lassen.



II. DEFINITE VERFAHREN DER NULLSTELLENBESTIMMUNG

I1.1. Das Verfahren von BERNOULLI

Fast alle praktisch wichtigen definiten Verfahren zur Bestimmung der Nullstellen eines

Polynoms P(z) = >’ p,z"~* lassen sich auf das klassische Verfahren von BERNOULLI zu-
=0
rlickfiihren. Dieses Verfahren liefert bekanntlich mit Hilfe der Differenzengleichung

(Il.1.1.) ;= —p1Q; _{ — Poli_g— ... .. — P, 0,

eine Folge gewichteter Potenzsummen

”

d= 3 ejé‘;f (d==1,2, ...

=1

der Wurzeln {; von P(z) bei willkiirlicher Vorgabe von #z Ausgangsgréflen ay, ay, . . . a,_,,
die die Gewichte ¢; cindeutig festlegen. Besitzt P(z) eine betragsgroBBte Wurzel £y, so gilt
unabhingig von der Wahl der AusgangsgroBent

limm—ith —
= 00 & L

Das Konvergenzverhalten steht also von vornherein fest. Die Konvergenz ist linear, d. h.
der Fehler niedrigster Ordnung multipliziert sich in der Grenze bei jedem Schritt mit dem
festen Konvergenzfaktor {;/{,. Das Verfahren ist selbstkorrigierend, d. h. ein einmaliger
Fehler im Laufe der Rechnung fiihrt zwar zu einer Verinderung der Folge der a; (ein
Fehler bedeutet ja eine Neufestlegung der Gewichte ¢), jedoch hat die neue Folge den glei-
chen Grenzwert wie die urspriingliche. Besonders bemerkenswert ist, daf3 diese Aussage
sogar fur beliebig groBe Fehler gilt.

An das Verfahren von BERNOULLY schlieBt sich (historisch und systematisch) eine be-
trachtliche Zahl von weiteren Verfahren als Spezialfille, Verallgemeinerungen und Ab-
kiirzungen an. Als wichtigste Verfahren sind dabei zu nennen: .

Der Quotienten-Differenzen-(Q-D-)Algorithmus von RUTISHAUSER (21) und die im fol-
genden beschriebene Treppeniteration von BAUER (6, 7) als linear konvergente Prozesse
sowie das GRAEFFE-Verfahren, die A-P-Transformation von RuTisHAUSER und BAUER (23)
in Anwendung auf die zu P(z) gehérige Frobeniusmatrix

1 (Abgesehen von dem Ausnahmefall ¢, = o).
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und die abgekiirzte Iteration von BAUER (3), die alle quadratisch konvergieren.

I1.2. Die Treppeniteration

Eine echte, weitreichende Verallgemeinerung des Bernoullischen Verfahrens mit den
gleichen Konvergenz- und Selbstkorrektureigenschaften wie das letztere ist dagegen die
bereits erwihnte Treppeniteration von BAUER (7) sowie die damit eng verwandte direkte
Faktorisierung des gleichen Autors (6). Die Treppeniteration 4Bt sich in bequemer Weise
als Iterationsverfahren an der Frobeniusmatrix § von P(z) darstellen, was besonders auch
fiir die anschlieBend gegebene Entwicklung der quadratischen Abkiirzung von Vorteil ist
und auflerdem in einfacher Weise zu der direkten Faktorisierung fiihrt. Das Verfahren ist
dann folgendermafien zu beschreiben:

Es sci I'y eine beliebige #n-zeilige und »-spaltige (1 < » < %) Matrix von Trapezgestalt,
d. h. I'y sei oberhalb der von der linken oberen Ecke ausgehenden Diagonale mit Nullen
und in der Diagonale selbst mit Einsen besetzt. Flir ¢ = o, 1, 2, . . . werde nun aus I; durch
Abspaltung einer 7 X 7-reihigen oberen Dreiecksmatrix R, ; nach der Beziehung

%'P;=F;+1Ri+1

eine neue Trapezmatrix I'; , , hergestellt. In R, , ; sind dabei stets nur die Diagonale und
die erste obere Nachbardiagonale besetzt, dic letztere mit Einsen. Die Diagonalelemente
streben mit wachsendem 7 gegen die » betragsgréBten Wurzeln £, von P(z), wenn nur
[Co 1> 18| >...> ¢, | > ¢, 44 | Gleichzeitig streben die Elemente der Spalten von I
gegen die Koeffizienten der Polynome P, (z) = P(2)/(z — ), Pe(2) = P (8)/(z — &o), - - .
Po...r=Pe. , 1@—0).

Den sogenannten Fiirstenauschen Fall erhilt man, wenn man fiir I'y die ersten » Spalten
der n-dimensionalen Einheitsmatrix wihlt.

Die Faktorisierung, d. h. die iterative Zerlegung von P(x) in zwei Faktoren Z(z) und
V' (2), 1aBt sich nun aus der Treppeniteration gewinnen, wenn man an Stelle der trapez-
férmigen Iterationsmatrizen I'; Parallelogramm-Matrizen [, einfiihrt, die auch unterhalb
der von der unteren rechten Ecke ausgehenden Diagonalen mit Nullen besetzt sind. An
Stelle der bei jedem Iterationsschritt rechts abgespaltenen oberen Dreiecksmatrix tritt
jetzt eine X r-reihige Matrix §; von Frobeniusgestalt. Dabei stellen die jeweils letzte Spalte
von I'; die neueste Approximation U,(z) an U(z), die Frobeniusmatrix §, die Approxima-
tion V;(z) an V(z) dar. Die Beziehungen zwischen Treppeniteration und Faktorisierung
sind also so eng, dall man durch einmalige Abspaltung des unteren Dreiecksanteils von der
Iterationsmatrix I'; der Treppeniteration zur Faktorisierung tbergehen kann. Es ist im
iibrigen auch méglich, diese Abspaltung des untersten Dreiecksanteils auf s < » neben-
einanderliegende Spalten von I, zu beschrinken, was zum Beispiel (s = 2) von Nutzen
sein kann, wenn die Iterationsfolgen fiir zwei benachbarte Spalten auf das Vorhandensein
eines komplexen Paares hindeuten.
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II. 3. Eine quadratische Abkiirzung der Treppeniteration

Zu der Bauerschen Treppeniteration 148t sich eine quadratische Abkiirzung konstruieren.
Sie beruht auf folgender Eigenschaft der Frobeniusmatrix §:

Es sei ¢ der Spaltenvektor (0; 0; .. .; 0; 1)7. Dann gilt fiir alle 7 > o
(L. 3. 1) F=@F""" ¢F" " .. 58 0
Dabher ist offensichtlich, da3 man im Fiirstenauschen Spezialfall mit Hilfe von 7 —7» - 1
aufeinanderfolgenden Rechteckmatrizen § ©7~7 - Iy, FFr7+1 . Iy ... Sl A T A

durch Aneinanderreihung der passenden Spalten gerade die Matrix § aufbauen kann,
deren Anwendung auf § - I'y sofort §7 - I, ergibt.

Das wesentliche Problem dabei ist nun wie im Falle der Matrixpotenzierung, dall bei
direkter [teration ohne besondere Stabilisierungsmafinahmen die Spalten der hoheren Matrix-
potenzen sehr schnell einander proportional werden, was bei der abschlieBend notwendigen
Dreieckszerlegung zu progressiver Ausléschung flihrt.

Man muf3 daher idhnlich wie bei der AP-Transformation von vornherein die fiir den
quadratischen Schnitt benétigte Matrix § aus den bereits zerlegten Teilmatrizen § =7+ I'y
= I';_;- P;_; derart in Links- und Rechtsbestandteil 4 und B getrennt aufbauen, dafl im
Ausdruck § - I' P, = A BI', P, nur das innere Produkt BT eine Trapezzerlegung und
Abspaltung eines oberen Dreiecks P, BI, = I'} P}, erfordert und die abschlieBenden
Multiplikationen 4 I'; bzw. PP, die Trapezgestalt des ersten bzw. die Dreiecksgestalt des
zweiten Produkts erhalten.

Daraus ergibt sich folgende Minimalforderung an die Gestalt von 4: In den ersten
» — 1 Spalten muB} es von der gleichen Trapezgestalt sein wie die I-Matrizen. Das Spiegel-
bild dieses Trapezes an der Diagonalen, d. h. die ersten » — 1t Zeilen von der Diagonale
(ausschlieBlich) an, muf3 mit Nullen besetzt sein. Der Rest, also das rechts von der » — 1-ten
Spalte und unter der » — 1-ten Zeile liegende Quadrat, darf voll besetzt sein. Die Matrix
A hat also folgendes Aussehen:

[+ @ ©v @ @ @9 ©
* i © O O o 0
* - * 1 o O o o
(A SR 1 1 1 1
* * * * * * *
* * * * * * *
Ps # # #* * * *
7

Damit ist aber der tatsichliche Aufbau von A eine Selbstverstindlichkeit: Als das fiithrende
Trapez ist I'; zu verwenden und die iibrigen 2 — » Spalten sind mit den jeweils letzten,
wie verlangt gerade #-— 7 - 1-komponentigen, Spalten von I;_y, I 4, ..., I;_,,,
zu besetzen.

B ist eine obere Dreiecksmatrix, deren erste » Spalten aus den entsprechenden Spalten
von P; gebildet sind. Die weiteren Spalten von B sind aus den P;_; so zu bestimmen, daf
das Produkt 4 B mit § iibereinstimmt. Wie dies spaltenweise geschehen kann, soll am
Beispiel der » + 1-ten Spalte von B gezeigt werden. Diese Spalte gibt dicjenige Linear-
kombination der Spalten von I'; sowie der letzten Spalte von I';_; an, die die 7 4 1-te

Spalte von § liefert.
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Es sei nun S,_,; die obere Dreiecksmatrix, die aus P;_, dadurch entsteht, dafl die letzte
Spalte durch die Einheitsspalte (0, o . . ., 1)7 ersetzt wird. Bildet man nun W,_, = S7!, P._,,
so ist darin nur die letzte Spalte voll besetzt, im ibrigen enthilt sie Einsen in der Diagonale
und Nullen sonst. Dementsprechend sind die ersten »—1 Spaltenvon 7,_; =1 _, S;_, direkt
die zweite bis 7-te Spalte von §, da T,_,W,_, = I._,P._, = § ' - Iy ist. Die letzte Spalte
von W,_, gibt an, wie sich die » + 1-te Spalte von § aus den » — 1 vorangehenden Spal-
ten von § selbst und aus der letzten Spalte von I'._, linear kombiniert. Die » — 1 voran-
gehenden Spalten von § sind aber die zweite bis 7-te Spalte von I';P;, und man erhilt sie
bereits durch Linearkombination der zweiten bis #-ten Spalte von P, gemil den ersten
r — 1 Komponenten der letzten Spalte von W,_,.

Erginzt man den entstechenden »-komponentigen Spaltenvektor unten durch das rechte
untere Eckelement von W,_, (und weitere » — » — 1 Nullen), so ist damit die » + 1-te
Spalte des Rechtsfaktors B von § fertig aufgebaut.

Auf die gleiche Weise sind nun auch die folgenden Spalten aufzubauen: Man bestimmt
die letzte Spalte von W _;, kombiniert entsprechend den ersten » — 1 Komponenten die
letztvorangegangenen » — 1 Spalten von B und erginzt nach unten durch das Eckelement
von W;_; und Nullen. Die Matrix B ergibt sich damit als eine volle obere Dreiecksmatrix.

Man erhilt somit § in einer insofern unorthodoxen Zerlegung, als der Linksbestand-
teil A keine vollstindige untere Dreiecksmatrix ist. Durch die Trapezgestalt der fiihrenden
7 Spalten wird aber ein Proportionalwerden dieser entscheidenden Spalten mit Sicherheit
verhindert. Die restlichen Spalten werden einander (und der r-ten Spalte) naturgemil
schnell proportional, doch ist dies belanglos, da die gesamte relevante Information bereits
in den ersten » Spalten enthalten ist. Es ist aus Normierungsgriinden vielleicht sogar vor-
teilhaft, die » + 1-te bis n-te Spalte von A durch die jeweilige Differenz gegen die 7-te
Spalte zu ersetzen. Gleichzeitig miissen dann in jeder Spalte des Rechtsbestandteils B alle
unter dem Element der »-ten Zeile stehenden Komponenten zu diesem addiert werden.

Durch die sukzessiven Abkiirzungsschritte wird eine Folge von Matrizenpaaren (I%;; Ps;)
erzeugt. Sie ist offensichtlich eine Teilfolge der aus der BAuERschen Treppeniteration im
FirsTENAUschen Falle resultierenden Folge (I';; P;), die durch § I'y = I';P, definiert ist.

Fir die Indizes der Teilfolge gilt

(L 3. 2) =@t —2)n— (@ —2)r i )
Asymptotisch verhilt sich also 7; wie (27 —7) - 27,

Das Verfahren konvergiert daher unter den gleichen Voraussetzungen wie die Treppen-
iteration, und zwar quadratisch im Sinne des Graeffe-Verfahrens.

Der Fall » = 1 ist die abgeklirzte Iteration von BAUER, der Fall » = # wird mit der
A-P-Transformation identisch.

[II. NULLSTELLENBESTIMMUNG DURCH FUNKTIONALE ITERATION

I11. 1. Das Prinzip der funktionalen Iteration

Als erster hat wohl ScHRODER (24) die funktionale Iteration in Allgemeinheit als Mittel zur
Nullstellenbestimmung vorgeschlagen, wenn auch die &ltesten und bekanntesten Verfah-
ren, nimlich die Regula falsi und das Newtonsche Verfahren, zu dieser Klasse gehoren.
ScHRODER beschreibt die Methode in folgender Weise:

Miinchen Ak. Abh, math.-nat. 1959 (Samelson) 2
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,»Es handelt sich dann darum, eine solche Funktion F aufzufinden, daB3 die Gleichung
= F(2)

stets einen Punkt #* liefert, welcher der Wurzel z; niher liegt als der anfianglich angenom-
mene Punkt 2.

Und weiter:

,,Diese Gleichung lehrt, daB die Funktion 7 erstens in dem Punkt z; stetig sein, und
zweitens die Bedingung: F(z;) = z, erfiillen muf3.**

In diesen Sidtzen ist das Prinzip der funktionalen Iteration klar ausgesprochen: Man
konstruiere sich eine Abbildung des Losungsraumes (hier der Zahlenebene), die die L&-
sungen zu Fixpunkten hat, und suche nun die Fixpunkte durch Iteration der Abbildung
eines willkiirlichen Ausgangselementes zu bestimmen.

Daher kann man sich hinsichtlich der Konvergenz der Iterationen auf den Fixpunktsatz
stiitzen, wihrend die Existenz der Lésungen schon durch den Fundamentalsatz der Algebra
gesichert ist. Jedoch garantiert der Fixpunktsatz, der Abbildungen eines vollstindigen
metrischen Raumes voraussetzt, die Konvergenz nur in gewissen durch Lipschitzbedin-
gungen definierten Umgebungen der Nullstellen und macht keinerlei Aussage {iber das
Konvergenzverhalten im Komplementirbereich dieser Umgebungen. Daher gibt er auch
im allgemeinen keinen Hinweis auf die Wahl des Ausgangspunktes der Iteration.

In einer fur den vorliegenden Zweck ausreichenden Allgemeinheit lautet der Fix-
punktsatz:

Gentigt die Funktion £(2) in einer gewissen Umgebung U, () : |z — { | << » der Lésung
{ (die Existenz ist vorausgesetzt) einer Lipschitzbedingung

| F(e") — F@E") | < k- —2"| (¢' und ¢" in T,(0))

mit o < £ < 1, und liegt Punkt z, inU,({), so liegen alle Punkte der Folge z, = F(z;_,)
(f=1,2,...)in U,({), und die Folge konvergiert gegen den Lisungspunkt .

Ist nun #(2) in einer gewissen Umgebung von { analytisch (oder auch nur stetig diffe-
renzierbar), und ist | #'({) | <C 1, so gibt es sicher wenigstens ein Wertepaar £, » so, daf}
die Bedingungen des Satzes erfiillt sind.

Bei Ersetzung des Betrages durch eine geeignete Distanz gilt der Satz auch, was im
Hinblick auf Abschnitt IV vermerkt sei, wenn z = (2, 23, .. .,z )und # = (&}, Fy, . . ., F)
Punkte eines #-dimensionalen R, sind. An die Stelle der Ableitung #'(2) tritt dann die
Funktionalmatrix 0 #,/0 z,.

Die Definition der Ordnung der Konvergenz einer funktionalen Iteration schlieBt sich
(ebenfalls nach SCHRODER) an das Verhalten der Ableitungen von # im Loésungspunkte {
an. Ist die erste Ableitung von Null verschieden (aber natiirlich dem Betrage nach kleiner
als 1), so nennt man die Konvergenz linear. Im ibrigen ist die Ordnung der ersten nicht
verschwindenden Ableitung von # die Ordnung der Konvergenz. Eine Taylorentwicklung
von /' um den Lésungspunkt zeigt im tibrigen, daf3 die Definition in der Grenze mit der fir
die Bernoullischen Verfahren mit Hilfe des Konvergenzfaktors abgeleiteten Definition
tibereinstimmt.

Die fiir die Verfahren der funktionellen Iteration typische Tatsache, daB sich die Kon-
vergenz nur im kleinen nachweisen 146t, ist naturgemil3 ein Nachteil gegeniiber den
Methoden vom Bernoullischen Typ, die eine globale Konvergenzaussage erlauben. Ande-
rerseits lassen sich bequem Iterationen zweiter und héherer Ordnung angeben, die, wie sich
aus dem Konvergenzsatz ablesen l4(t, wenigstens im kleinen selbstkorrigierend sind. Im
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ibrigen hat die Erfahrung gezeigt, dal die Konvergenzeigenschaften der wesentlichen
Verfahren weit besser sind, als sich aus den Bedingungen des Konvergenzsatzes ablesen
lait. Man kann sogar sagen, dall sie praktisch fast immer konvergieren, da schon die
Rundungsfehler dafiir sorgen, daB3 theoretisch mégliche nichtkonvergente Folgen nicht
stabil sind.

Was nun die das Verfahren bestimmende Wahl der Abbildung F(2) anbetrifft, so hat
schon ScHRODER bemerkt, dafl praktisch wegen der Stationarititsbedingung nur Funk-
tionen in Frage kommen, die die Form

F(o)=z— W) =2—P(2) R(2)
mit weitgehend willkiirlichem R(2) haben, das nur der Bedingung

1 —P@Q) RO | <1
geniigen muf.

Diese Bedingung liBt natiirlich noch eine ungeheure Freiheit in der Wahl von W. Es
zeigt sich aber, dal man Verfahren jeder Ordnung nach folgendem Prinzip erhilt: Die
Funktion W (z) wird aus eciner endlichen Zahl von Schritten cines von dem Ausgangs-
punkt z, gestarteten definiten Verfahrens abgeleitet. Es werden also in einem beliebigen
Ausgangspunkt je nach der Ordnung der gewiinschten Approximation cin oder mehrere
Schritte eines definiten Verfahrens ausgefiihrt und damit ein neuer Naherungspunkt im
Sinne der funktionalen [teration bestimmt, von dem aus das Verfahren wiederholt wird.

Tatsichlich liefert ja ein in einem beliebigen Punkte z, des Konvergenzgebietes an-
gesetztes definites Verfahren einen unendlichen Ausdruck { (z) fiir eine Wurzel £ von P(z).
Faf3t man diese Abbildung der Punkte z, des Konvergenzgebietes (ungeachtet der Tat-
sache, daB sie in ihren Einzelschritten eine Iteration darstellt) als einen Iterationsschritt
auf, so liefern die definiten Verfahren solche ausgearteten Abbildungen in der z-Ebene, die
ihre Definitionsbereiche auf die z Nullstellen von P(z) abbilden. Die funktionale Iteration
macht davon Gebrauch, indem sie den unendlichen Ausdruck durch einen endlichen Ab-
schnitt ersetzt, in der begriindeten Hoffnung, dadurch giinstige Lipschitzkonstanten zu
erzielen.

III.2. Verfahren der funktionalen Iteration

Nach diesen grundsitzlichen Bemerkungen soll nun kurz auf die verschiedenen Klassen
gebriuchlicher Iterationen eingegangen werden.
Die Klasse S;

Eine erste Klasse 148t sich aus dem eigentlichen Bernoulliverfahren ableiten. Sie ist
vollstindig von SCHRODER behandelt worden und hat mit G (2) = Q(2)/P(2) diec Form

(1L 2. 1) e (diz)"'lc(z)/(d—“;)‘c(z) (G=1,z2,...; fest).

Hinsichtlich der Wahl von Q(z) kommen praktisch nur der Flirstenausche und der so-
genannte Lagrangesche Spezialfall, Q(z) =1 und Q(2) = P'(2), in Frage (SCHRODER
selbst hat allerdings auch die Fille Q(s) = &, £ =1, 2, ..., n — 1, diskutiert). Die Ord-
nung der Iteration ist 7 4 1. Fir 7 = 1 ergibt der Firstenaufall

gt =z + (1/P(2)[/(1/P(2)) = z— P(2)[P' (),
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also das Newtonsche Verfahren. Der Lagrangesche Fall liefert fiir 7 = 1 die Iteration

P 1

— Pre PP
f—=y

st =z

von der schon ScCHRODER bemerkt, dafl sie im Gegensatz zum Newtonschen Verfahren
auch fur mehrfache Nullstellen quadratisch konvergiert. Dies ist zwar richtig und aus der
Tatsache, dafl 2'/P nur einfache Pole hat, sofort verstindlich. Praktisch hat es aber wenig
zu bedeuten, da die Aussage nur im Sinne eines numerisch kaum faBbaren Grenziiber-
ganges fir den unbestimmt werdenden Bruch im Nenner gilt.

Alle Verfahren dieser Klasse haben den Nachteil, daB3 die reelle Achse eine Ausnahme-
linie ist, die freiwillig nicht verlassen wird. Fiir komplexe Rechnung mul3 ausdriicklich ein
komplexer Anfangswert vorgegeben werden.

Die Klasse B

Diesen Mangel behebt eine Klasse von Verfahren, bei der zur Bestimmung der Korrek-
tur £ = z+ ~—z eine quadratische Hilfsgleichung, und zwar die Jacobische Determinanten-
gleichung

i Giop O ' (¢=2,3,...; fest)

L a
II1. 2. 2 a. a. a- =0 ;
( ) A PR o | (a,. = (%) G(z))
beniitzt wird. Als Korrektur ist der Wert 4 mit dem kleineren Betrage zu wihlen, wobei
die Annahme zugrunde gelegt wird, daf3 dies zu der niher gelegenen Nullstelle von 2(2)
hinfiihrt.

MaEgHLY (18) hat kiirzlich den Fall 7 = 2 diskutiert. Fir 7 = 1 ist das Element a;_, aus
der Taylorentwicklung nicht definiert. Bei Zuriickgehen zur Potenzsummendefinition er-
gibtsich a_; = #. Auch diesen Fall hat MAEHLY behandelt und dabei gezeigt, daf sich aus
der zusitzlichen Annahme einer #» — 1-fachen Wurzel das Laguerresche Verfahren ergibt.

Die Verfahrensklasse in Allgemeinheit hat wohl zuerst BAUER (3) angegeben. Alle ge-
nannten Diskussionen legen uibrigens stets den Lagrangeschen Fall zugrunde, der ja den
Vorzug hat, mehrfache Nullstellen zu unterdriicken. Der Fiirstenausche Fall dagegen, der
einfachere Ausdriicke liefert, scheint keinerlei Beachtung gefunden zu haben.

Die Ordnung der Konvergenz ist in allen Fillen ¢ 4 2.

Die Klasse S,

Als nichstes ist die zweite Schrodersche Klasse zu nennen, die die aus der Schréder-
Thereminschen Reihe, d. h. der formalen Lagrange-Buermann-Entwicklung der Umkehr-
funktion z = 2(P) von P(z) fur den Wert P = o, abgeleiteten Verfahren umfaft. Diese

Verfahren haben die Form
2—1

: Rt 1d t
. 2. 3 #=s—3 P )
Fir ¢ = 1 ergibt sich wieder das Newtonsche Verfahren, fiir / = 2 die z. B. von OLVER (20)
genannte Iteration

gt =2z

P PP Y PP
— T, p =2\ + S pm)-

Die Konvergenz ist auch hier wieder von der Ordnung 7 + 1.
Die Klasse I

Als letztes schlieBlich ist die Klasse der inversen Interpolation mit der Regula falsi als
dem wohl einzig gebriduchlichen Verfahren anzufithren. Man erhilt sic analog der Ge-
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winnung der Schréder-Thereminschen Reihe aus der Lagrange-Buermannschen Potenz-
reihe: Die Umkehrfunktion z = 2(£) von P(z) wird mit Hilfe einer Serie fester Stiitz-
werte P, z,; Py, 25; . . . durch eine ,,Fakultitenreihe®

(I1. 2. ) s =2+ ay(P—Py) + ay(P—Py) (P—Py) + . ..

dargestellt. Der Wert 2 = o muB} auch hier, wenn die Reihe konvergiert, eine Wurzel {
liefern. Der erste Abschnitt der Reihe liefert die Regula falsi mit einem festen Stiitzwert z,.
Denn zunichst ergibt sich a, durch Einsetzen von P = P, zu

ay = (23 — 2)[(Py — P).

Damit aber ergibt der erste Abschnitt mit 2 = o, wenn noch z* fiir £ und z fiir 2, gesetzt
wird, die Formel der Regula falsi

z—2z
st =z—P(g)- —————P(z)—Pz(zz) .

Aus der Reihe (II1. 2. 4) lassen sich naturgemill durch Hinzunahme neuer Stiitzwerte
Mehrpunktformeln der inversen Interpolation gewinnen, doch scheinen solche Formeln
bisher nicht verwendet worden zu sein. Die Konvergenz ist fiir die Regula falsi linear,
falls z, der Nullstelle { nahe genug liegt.

Wie man sieht, lassen sich aus den definiten Verfahren beliebig viele Iterationen belie-
biger Ordnung ableiten. Trotzdem wird fir die praktische Anwendung iiber die dritte
Ordnung, die selbst schon selten genug beniitzt wird, kaum hinausgegangen, und die
Norm ist fast immer das quadratisch konvergente Verfahren. Der Grund ist, daB3 die zu
berechnenden Ausdriicke mit héherer Ordnung immer komplizierter werden, so daf} es
bequemer ist, mehrere kleine Schritte an Stelle eines grofien zu machen.

IIL. 3. Das Verfahren von BAlrsTow

Grundsitzlich anders als auf dem Gebiet der Nullstellenbestimmung liegen die Dinge
hinsichtlich der funktionalen Iteration auf dem Gebiet der Faktorisierung. Hier gibt es,
abgesehen von einer dirckten reellen Zusammenfassung des Newtonschen Verfahrens im
Komplexen fiir konjugiert komplexe Paare, nur ein einziges Verfahren zur Bestimmung
reeller quadratischer Faktoren, das von BAIRsSTOW (2) angegeben worden und von CoLLATZ
und ZUrMUHL (9, 28) in eine rechentechnisch tbersichtliche Form gebracht worden ist.
Pas Verfahren ist eine Ubertragung des Newtonschen Verfahrens. Ist () = 22 4 po2+ ¢,
eine Niaherung fiir einen quadratischen Faktor und ergibt sich durch Division
P(z) = Q(a)d(2) + sz + ¢, so sind damit s und # als Funktion von p und ¢ definiert, die
gleichzeitig verschwinden, wenn &(2) Teiler von P(2) ist. An die Stelle von P(z) im Newton-
schen Verfahren tritt damit das Funktionspaar s und #, an die Stelle der Ableitung P’ (2)
die Funktionalmatrix, und die Formeln fiir die neuen Niherungen p und ¢ lauten dem-
entsprechend

? 2o Sy 5, Ky
(I11. 2. 5) = =

q 90 2, 1, z|.
Berechnet werden die Werte der Ableitungen dabei durch zweimalige Division von P(z)
durch d(z). Als Newtonsches Verfahren ist das Verfahren selbstverstindlich quadratiscn
konvergent und selbstkorrigierend.
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IV. EIN NEUES FAKTORISIERUNGSVERFAHREN

Nach dem in Abschnitt IV {iber die funktionale Iteration Gesagten stellt eine funktionale
Iteration zur vollstindigen Faktorisierung von P(z) in zwei Faktoren U(z) und V(z) der
Grade £ und 7 = # — £ cine Abbildung des n#-dimensionalen Koeffizientenraumes dar in
folgender Form

u:,=fy(u,,v:;p,) L=1,2,...,4
71::&(%,,%;17,) v==~%+41, £+ 2,..., n,

die die Lésungen, d. h. die Koeffizienten der tatsichlichen Faktorpolynome, zu Fixpunkten
hat. Der Konvergenzsatz von Abschnitt IV besagt, dai das Konvergenzverhalten in der
Umgebung der Lésung durch das Verhalten der Funktionalmatrix bestimmt wird. Ein
quadratisch konvergentes Faktorisierungsverfahren z. B. ist also durch eine Abbildung
der obengenannten Art gegeben, deren Funktionalmatrix in dem oder den L8sungspunkten
verschwindet.

IV. 1. Die Nullpunktverschiebung

Bei der Behandlung der Nullstellenbestimmung war gesagt worden, dafl funktionale
Iterationen aus definiten Verfahren durch Abbrechen und Nullpunktverschiebung gewon-
nen werden kénnen. Es liegt nahe, die gleiche Methode fiir die Faktorisierung zu verwen-
den. Bei der Ubertragung des Prinzips macht sich jedoch die Tatsache bemerkbar, daB3 die
Aufgabe hier in bestimmter Hinsicht grundsitzlich von der Nullstellenbestimmung ver-
schieden ist. Bei der Nullstellenbestimmung wird eine Folge von Punkten in der Ebene der
analytischen Verdnderlichen ¢ durch Auswertung der analytischen Funktion 2(z) und
ihrer Ableitungen bestimmt. Bei der Faktorisierung dagegen ist eine Folge von Punkten
in dem -+ £ = n-dimensionalen direkten Produktraum der Koeffizientenridume der
Polynome #-ten und 4-ten Grades in der algebraischen Unbestimmten z zu bestimmen.
Von den Werten der analytischen Funktion 2(z) ist dabei keine Rede mehr.

Daher ist zunichst einmal die Frage zu kliren, wie die ,,Nullpunktverschiecbung an
einem definiten Faktorisierungsverfahren‘zweckmiBig zu definieren ist. Dies erfordert ecine
Analyse des einzigen in Frage kommenden Verfahrens, namlich der Faktorisierung von
BavEer. Fiir den hier vorliegenden Zweck ist es bequem, an Stelle der in Abschnitt 11
beschriebenen die ,,inverse* Iteration zu beniitzen, die durch die Gleichung

V. 1. 1) Bl é Uy oy 3 Us (&) = 2 Us(&)

dargestellt wird und sich hinsichtlich ihrer Konvergenzeigenschaften von der frither an-
gegebenen Vorschrift nur dadurch unterscheidet, da diec Polynome V, hier gegen den
Faktor mit den kleinsten Nullstellen streben.

Das fir die augenblickliche Fragestellung wesentliche Merkmal dieser Iteration ist, daf3
zur Bildung der Linearkombination, die £ (z) ergibt, die Produkte U;_; mit den m -+ 1
festen Polynomen z” 7 herangezogen werden. Von diesen reprisentiert insbesondere das
erste, also 2”, den Nullpunkt des Raumes IT,, der normierten Polynome J'(z) vom ge-
nauen Grade m, wihrend die ibrigen Polynome 2”7 die Nullpunkte der Raume /7, _;
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darstellen. Es liegt nun nahe, als ,,Nullpunktverschiebung hinsichtlich der Faktorisierung*‘
eine Abbildung eines Teiles oder aller dieser Polynome auf die laufend anfallenden Nihe-
rungspolynome V,(z) zu verlangen.

Eine Vorschrift {iber die Zuordnung der festen Polynome ™~/ zu den Niherungspoly-
nomen soll nun aus den einzelnen Schritten des Faktorisierungsalgorithmus abgeleitet
werden. Dabei soll hier als Anfangszustand der Faktorisierung nur ein solcher Zustand
betrachtet werden, in dem alle bereits vorliegenden Niherungspolynome U gleich dem
einen festen Ausgangspolynom U, (z) sind. Die ersten Faktorisierungsschritte lauten dann

P(2) + (&7 — V1(2)) Uy(2) = 2" Uy ()
P(2) + (" — vy, 271 — Vy(2)) Ug(e) — g,y 2™ UL (2) = 27Uy (2)
Ri(#)rle (Zm + U5 277 4 vy gt — V3(z)) Uy(2)

— U35 8" R UL (2) — v,y 27 Up(z) = 5™ Uz(2)  usw.

(IV.1.2)

An diesen Gleichungen ist nun eine Nullpunktverschicbung im oben umrissenen Sinne
vorzunehmen.

Véllig unproblematisch ist dabei die Nullpunktverschiebung im eigentlichen Sinne: der
,» Nullpunkt'* 2™ ist durch das letztvorangegangene Niherungspolynom FV(z) zu ersetzen.
Nicht so eindeutig ist dagegen die Vorschrift fiir die Abbildung der weiteren Polynome
2”77 (j=1,2,...,m). Bei strengster Ubertragung des Begriffes der Nullpunktverschie-
bung wire zu verlangen, daf} jedes dieser Polynome auf ein Polynom aus dem gleichen
Raum, d. h. ein Polynom mit dem gleichen Grade 2 — 7, abgebildet wird. Dies fiihrt
jedoch zwangsldufig dazu, dafl die Niherungen der beiden Faktoren U; und V; in die
Iterationsgleichungen in verschiedener Weise eingehen. Der Zweck der Nullpunktverschie-
bung ist aber, eine einmal erreichte Niherung vollstindig zur Fortfithrung der Iteration
auszuniitzen. Damit wird die Forderung nach Symmetrie der Gleichungen hinsichtlich der
Niaherungen U, und V, die ja vollig gleichberechtigt sind, zu einer Selbstverstindlichkeit.

Die obengenannte Forderung nach Erhaltung der Grade soll daher ersetzt werden durch
die schwiichere Forderung, daB das fiir 2™~/ eintretende Polynom den Héchstgrad m — 1
haben soll, sowie durch die zusétzliche Symmetrieforderung hinsichtlich der U; und der V.

Beide Forderungen sind erfiillt, wenn man in der s-ten der Gleichungen den Ausdruck
r
2 v, ,2777 durch V} ersetzt. Dies entspricht der Zuordnung

r=20
7 =V,
=1y 1 5
z""->y_(l/;-—l/;-_l) G=1,2,...,5—1).
7

IV.2. Die Iterationsvorschrift

Damit geht die Formelgruppe (IV. 1. 2) iiber in

P+ Vo— VpU,= VU,
PR+ —VUy— V1 — Vo) Uy=VoU,

(IV 2. 1) P(Z) + (V;'—l fe=n T/:) UO— (V:'—l — V;‘—E)Ul e W —— V{)(/, (Z < m)
= V., U (i > m)

Jeweils die ersten s-Gleichungen dieser Gruppe definieren nun ein unabhingiges Iterations-
verfahren, wobei man sich im iibrigen mittels der ersten s — 1-Gleichungen die GroBen U;
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und V;(j=1,...,s—1) aus der s-ten Gleichung eliminiert zu denken hat, so daB eine
Gleichung zwischen Uy, Vj, cinerseits und U,, V, andererseits entsteht. Mit ihrer Hilfe 148t
sich nun die Polynomfolge U, , V,, (# = 1, 2, ...) iterativ berechnen.

Daf die exakte Zerlegung U(z), V(z) stationire Losung des Gleichungssystems ist, ist
unmittelbar abzulesen, da alle Differenzen verschwinden. Dal} bei Teilerfremdheit von U
und V aus Uy = U, Vy =V auch U, = U, V, = I folgt, also die Fixpunkteigenschaft der
durch die Gleichungen definierten Abbildung, ergibt sich folgendermalen:

Die erste Gleichung geht iber in V(U, — U) 4 UV, — V) = o. Wegen der voraus-
gesetzten Teilerfremdheit von U und V fithrt die Annahme, das Polynom £ -— 1-ten Gra-
des U/, — U sei nicht das Nullpolynom, auf einen Widerspruch. Alsoist Uy, = U, V; = V.
Damit geht die zweite und infolgedessen auch alle weiteren Gleichungen, abgesehen von
der Ersetzung des Index 1 durch 2, 3, ... s, in die erste Gleichung iiber, und der Beweis-
gang wiederholt sich. Von dem Verhalten der Iteration bei nicht teilerfremden U, IV wird
noch spiter die Rede sein.

Was nun die Konvergenzeigenschaften anbetrifft, so lieBen die Eigenschaften der Itera-
tionen zur Nullstellenbestimmung eine Konvergenz der aus s Gleichungen aufgebauten
Iteration von der Ordnung s + 1 erwarten. Die durch die erste Gleichung allein definierte
Tteration konvergiert tatsichlich, wie sich zeigen wird, quadratisch. Was die Gibrigen an-
betrifft, so 1aBt sich auf Grund der dabei auftretenden Eliminationsschwierigkeiten nicht
mehr sagen, als dal} sie mindestens quadratisch konvergieren. Da es dartiber hinaus ebenso
wie bei der Nullstellenbestimmung mindestens fraglich erscheint, ob die gréfiere Kompli-
ziertheit der Gleichungen durch die hohere Konvergenzzahl aufgewogen wird, soll die
weitere Diskussion auf den einfachsten Fall der durch die erste Gleichung

(IV. 2. 2) P(2) + (Vo(@) — V1(2)) Up(a) = Vo(2) Uy (&)

definierten Iteration beschrinkt bleiben.

IV. 3. Diskussion des Gleichungssystems der Iteration

Die Gleichung (IV. 2. 2) reprisentiert ein lineares Gleichungssystem fiir die Koeffizien-
ten #,,; von U, und v;,, von V;, das man am besten der fiir die in IV. 5 zu behandelnde
numerische Durchrechnung bequemsten Umformung

VolUy— &) + Uy Vo — V) = P— 27,

entnimmt. Zur Vermeidung allzu vieler Indizierungen sollen nun U und ¥V fiir ¥, und 1,
Ut und V* fir U, und V] sowie AV fiir '+ — I gesetzt werden. Mit diesen Bezeichnungen
erhilt man das Gleichungssystem

. A
1 1 uy | P — v
+
UgrL Uy - g P2 — 73
vy - N |
1 u 1 Do — Uiy
+
(V.3.1) U ZER R B K = |Pm+1
v, vy %, Ay,
Um * Uy
,, 2 | Ldvm 2. J !

A-Spalten  m-Spalten
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Die Matrix des Systems ist die bekannte Matrix R (U, V) der Resultante R(U, V)
der Polynome U und V. Sie ist invertierbar, wenn die Resultante von Null verschieden ist,
also bei Teilerfremdheit von U/ und V. Diese Bedingung ist aber praktisch ohne Bedeu-
tung, wenn nur die exakten Faktoren U und V teilerfremd sind; denn das zufillige Auf-
treten eines exakten gemeinsamen Teilers der beiden Iterationspolynome U und V hat
fir die numerische Rechnung schon wegen der beschrinkten Stellenzahl praktisch ver-
schwindende Wahrscheinlichkeit, und ein approximativer Teiler fiithrt zwar zu einer
schlechten Kondition des Gleichungssystems und damit zu einer Konvergenzverzégerung,
aber nicht zu einem zwangsliufigen Abbrechen der Iteration. Man kann eine solche Si-
tuation etwa vergleichen dem Verhalten des Newtonschen Verfahrens in der Umgebung
einer Nullstelle der Ableitung P’.

Anders ist die Lage, wenn I und ¥ selbst einen gemeinsamen Teiler haben. Dies iiber-
sieht man am schnellsten, wenn man das Gleichungssystem im Lo&sungspunkt selbst
betrachtet, also U = U und ¥V = V setzt. Dann ist U+ = U, AV = o eine Loésung. Fiir
R(U, V) == o ergibt dies trivialerweise die Fixpunkteigenschaften. Haben aber U und V'
den gemeinsamen Teiler S vom Grade s, also U = SX, V' = SV, so ergeben sich zusatz-
liche Lésungen der Form

U=H@EHXE)  V=—H@EY(E)

mit willkiirlichem A (2) vom Grade s—1. Dies deutet darauf hin, da8 in der Umgebung der
gewtinschten Faktorisierung Fremdlésungen eingeschleppt werden, die den gemeinsamen
Teiler in unkontrollierbarer Weise verfilschen, wihrend die Konvergenz der teilerfremden
Anteile nicht gestért wird.

IV.4. Auflésung des Gleichungssystems

SchlieBt man diesen Fall aus, so 143t sich die Inverse der Resultantenmatrix R(U, V)
explizit angeben. Zur Konstruktion der Inversen geht man am einfachsten auf die Eigen-
schaften der bereits frither erwihnten Frobeniusmatrix § des Polynoms Q(2) = U(2) - V(2)
zurtick. § hat einerseits die Polynome Q,(2) = Q(2)/( — {,) zu Eigenvektoren (lineare
Elementarteiler, d. h. cinfache Nullstellen von Q(2) vorausgesetzt), es ist also

V. 4. 1) 8- (@) =@ D),

wo A die Diagonalmatrix der Eigenwerte von §, d. h. der Nullstellen {, von Q(¢) darstellt.
Andererseits bringt die Resultantenmatrix ® die Frobeniusmatrix zum Zerfall in die
beiden Frobeniusmatrizen §, und §, der Faktoren &/ und V:

%-sn=sn.(§“%°) =%-§,,.

§. und §, haben nun natiirlich wieder die Polynome U, = U(2)/(z—{,) und V, =V (2)/
(z—¢,) zu Eigenvektoren, und dic Gesamtheit ihrer Eigenwerte stimmt mit denen von §

tiberein. Mit der Eigenvektormatrix [U,V], = (ij" ;) von §,, ergibt sich daher
o!

V. 4.2) SR [U, V], = R"8,,[U, V], = R[U, V], - A

Miinchen Ak. Abh, math.-nat. 1959 (Samelson) 3
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Aus den beiden Gleichungen (IV.4.1) und (IV.4.2) folgt zunichst nur, daB R - [U, V]x
x(Q,)* eine Diagonalmatrix ist. Tatsichlich sieht man aber sofort, daB8 & - [U, V], gleich
(Q,) ist, da die Spalten die Polynome V- U, und U . V, ergeben, was bei richtiger Anordnung
mit ¢, identisch ist. Daher ist 8= = [U, V], - (Q,)~' . (Q,)~! ist schlieBlich die Links-
eigenvektormatrix von §:Z,, = Q,({,)71-(£;7"). Damit ergibt sich endgiiltig

3 GG

el S VR (SN RN ()
(IV. 4.3) RO, V=0 V], L= _
Veir&e ™

M

e=4+1 V;@e) ) U@e)

Die Herleitung der Inversen bleibt im iibrigen giiltig, wenn U oder ¥ mehrfache (aber
nicht gemeinsame) Nullstellen besitzen, wobei nur an Stelle gewisser Eigenvektoren die
entsprechenden Hauptvektoren treten.

Damit ist die Inverse der Resultantenmatrix als Funktion der Nullstellen von U(z)
und V' (g) dargestellt. DaB sie sich als symmetrische Funktion in den beiden Nullstellen-
sitzen auch durch die Koeffizienten von U und V" ausdriicken 146t, folgt trivialerweise
aus der Determinantendarstellung der Inversen. Eine rekursive Vorschrift zu ihrer Be-
rechnung liBt sich aber anscheinend ebensowenig wie fiir die Resultante selbst geben, was
wohl im wesentlichen darauf zuriickzufiihren ist, daB3 die Ausdriicke in den Variablen #,,
v, homogen sind. Fiir den hier verfolgten Zweck des Konvergenzbeweises der Iteration
gentigt jedoch die Tatsache, daf3 die Inverse sich als rationale Funktion der Koeffizienten
darstellen 14Bt, zusammen mit der expliziten Darstellung in den Nullstellen.

Mit Hilfe dieser Darstellung, wobei nun die Nullstellen von U(z) mit a,(¢ = 1,2 .. ., &)
und die Nullstellen von V(z) mit f,(¢ = 1, 2 ... m) bezeichnet secien, ergibt sich die
Loésung des Gleichungssystems (IV. 3. 1) zu

4 Play) — atV(a,)
+ e . (4 (4 (4
i o§1 Fayic Ue(ag)V (ap)
(IV. 4.4)

DL AT RY /TR

i-1
Nunist %, ;_; = 2’ aju;_;_, und infolgedessen
s=0
* & i-1 Bkt
a a
Z k74 ._lo.__e_ = Z u._l_ . Z _e = — U,
e=1 g Uq(aq) s=0 i ) g=1Ue(a0) 4
Bkt A .
da Zl Ue(a die Alephfunktion 4, , der a, ergibt, die wiederum der Gleichung
o= e\"e
i
2, e = vigeniigt.

f=0

Damit ergibt sich schlieBlich

b P(ay)
ARy . (3
u; = U, + aé;. ug, i—-1 UQ (ae) V(ae)
= " PB,)
A vj N UZ=:1 va,j—l Va(ﬂa) U(ﬂa) )
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IV.5. Beweis der quadratischen Konvergenz

Wegen v; = v; — v; sind die Koeffizienten von U* und V'+

P(a,) y
Uq (aa) V(ag)

&
wi =+ 2 -

" - 2 (B,)
v =7+ a§1 Yoi= VB UG

und dies ist die der funktionalen Iteration zugrunde liegende Abbildung des Koeffizienten-
raumes, deren Verhalten im Lésungspunkte zu untersuchen ist.

Zufolge dem Konvergenzsatz von Abschnitt III ist die Konvergenz quadratisch, wenn
die Matrix der Ableitungen der gestrichenen nach den ungestrichenen Gréfen

D(u:,v;) i auf/a”r au:/av:
D(u,, vy) — ij“/au av;/av

bei Einsetzen der exakten Lésung verschwindet.

Nun stehen die %], v; nur als Funktionen der Wurzeln a,, f, zur Verfiigung, wobei
die u;, v; als ebenfalls durch die Wurzeln dargestellt zu betrachten sind. Solange aber
alle Nullstellen einfach sind, lassen sich die Ableitungen nach den Koeffizienten #,, v,
linear in den Ableitungen nach den Wurzeln ausdriicken. Daher geniigt es fiir den Kon-
vergenzbeweis, das Verschwinden aller Ableitungen der gestrichenen Gréfen nach den
Wurzeln zu zeigen, wenn in die Ableitungen die Nullstellen von P(2) eingesetzt werden.

Das Verschwinden der Ableitungen nach den Wurzeln aber ist sofort einzusehen. Es ist

+ P’(aa) £ 4 Ug i1 ’a = C
= S ) P N g0
ou; /aae Uy i=1 7 g i1 Uy(ag) V (ag) 5 1§1 (@) da, Ula)V(a) | B, =,
(IV.5.2) —=F="10
L Pa) @ 1 a, = ¢
-!. e Y R, 2 e e
duilop, = 2, %Gy o Viag | fu=1ty

wegen P(a,) = o0 und P'(a,) /(U (a)V(a)) =1 fiir @, ={,, und entsprechend ver-
schwinden die Ableitungen der v]'-.

Damit ist die quadratische Konvergenz des Verfahrens nachgewiesen. Da das Ver-
fahren auch als speziclles Newtonsches Verfahren fiir nichtlineare Systeme aufgefafit
werden kann, unterliegt es im tibrigen den dafiir geltenden allgemeinen Konvergenzsitzen.
Wir glauben jedoch, daB der direkte Beweis der Einsicht in die Zusammenhinge besser
dient. Im {ibrigen ist das Konvergenzverhalten wie stets bei funktionalen Iterationen
abhingig von der Ausgangsniherung, und ecine Aussage dariiber, gegen welche der mog-
lichen Zerlegungen der vorgeschriebenen Grade die Iteration konvergiert, 1at sich
a priori nicht machen.
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IV. 6. Darstellung der Néiherungspolynome

Aus den Gleichungen (IV. 4. 1) ergeben sich die neuen Néherungspolynome U+ (z) und
Vt(2) zu

Uole)  Play)

%
Ut =U) + 2 Uyl Piag)

e=1

(IV.6.1)

s z Vq(2) P(Bs)
@ =VE@+ 2 P Ty

U, (2)
Uy (ay)
es an den Nullstellen der letzten Niherung gerade die Werte P(a,)/V (a,) annimmt, und
Entsprechendes gilt fiir 1 (2).

Fiir die numerische Berechnung ist diese Darstellung der Nidherungspolynome leider
nicht verwendbar, da nattirlich die Nullstellen der Niaherungen nicht bekannt sind. Es
mul3 daher tatsichlich das Gleichungssystem (IV. 3. 1) gelést werden. Dieses 1aBt sich
allerdings betrichtlich reduzieren, so dal3 der Grad des tatsichlich zu l6senden Gleichungs-
systems gleich dem Grad des kleineren der beiden Faktoren U/ und ¥ wird. Uber die Durch-
fithrung der Rechnung wird nun anschlieBend zu sprechen sein.

so bestimmt, daf3

U+ (2) wird also mitHilfe der normierten Interpolationspolynome

IV.7. Zur numerischen Durchfithrung der Iteration

Die Matrix des zu l6senden Gleichungssystems

E i1 oy (1 — o,
: +
7 1 iy - g Py — 0y
7 1
2 1 %1 1 pm _—ﬂm
+ =
T i R SR i e | = |Pmyr
v, vy i, Aoy
Z}m : uk
’Um 5 uk J A Uy ) pn

k-Spalten  m-Spalten

setzt sich in der durch Strichelung angedeuteten Weise aus Untermatrizen zusammen in

der Form

wt el wt P
Ay SE 2 Ay q/.

Darin ist L eine % - A-reihige untere Dreiecksmatrix, R eine m - m-reihige obere Drei-
ecksmatriz, 7 und S sind £ - m- bzw. m - A-reihige Trapeze. Unter der oben tiber die Grade
gemachten Annahme ist L der Bestandteil gréBerer, R derjenige kleinerer Dimension.
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Daher ist es zweckmiBig, die Invertierung so zu fithren, dafl eine tatsichliche Gleichungs-
auflésung nur im Raume von R notwendig wird. Da sich auch die Inverse der unteren
Dreiecksmatrix Z unmittelbar angeben 148t, erscheint die GauBlsche Elimination an den
Matrizen als das gegebene Verfahren.

Es wird also zunichst die Matrix

L1 o o B : . e s
G = (—SL"l Em) (£, sei die m-dimensionale Einheit)

von links auf das Gleichungssystem (IV. 7. 1) angewendet. Damit ergibt sich

B, LT uty _ (L71p
(IVo:2) (ok R—5L~1T) (Av)_(q—SL“P)-

AnschlieBend muB das untere, 7z * m-reihige Gleichungssystem flir 42 numerisch auf-
gelost werden. Mit R = R — SL~17 ergibt dies

Av=R-1(g— SL1p)
(EVis 723
wt = L-1(p —TAv).

DieMatrizen Z—1und SZ 1 stellen sich in den bereits erwidhnten Alephfunktionen #; der
Nullstellen von ¥ und den zugeordneten 4; ;, ; dar in der Form

L=t () = 15250 k)

V. 7. 4) i)
SL—1=hk+1—j.k+""j (j=1,2,...k)-

Mit Hilfe dieser GréBen lassen sich nun alle tibrigen Elemente der Gleichung (IV. 7. 3)
berechnen und in den rekursiv definierten Gré8en

7 :

av.7.5) M,= 3 wu by, =wu— D v,M,_, =110, -0
r=0 y=1
— L3 £-1
Mi.j =2y, ;T Z ”r—j/’k+ l—rbti=r — 2 ver+i-j—r
r=jp r =
Bt v T
=Upyi-; 2 v, My iy Gj=12,...m)
K;': Z?rki—rzpi_z ert'—r (Z‘=1,2,...k)
r=0 r=1

-1

A k -
Ki=p4.;+ Zo Pithiiorbtior = 2 v Kiii, (f=1,2,...m)

r=

»m

=Pryi— Z N SR

r=3

ausdriicken, wobei selbstverstindlich v, = o fiir » > m und %, = o fiir » > £ zu setzen ist.
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Dabei ergibt sich

% = (F=1,2,...%
oy = My (F=1,2,...m)
(R— SL1T); ; = 117,.,1‘ (R )
(IV.7.6)
(Llp)a—sk; F=1,2,...4)
(g — SL1p), =K, (=" w )

Die endgiiltigen Losungen sind also

”; = K;— M‘—j (7’; e Z’,')

@V 7D s
v = v, + M{} o« Ky

Die Rekursionen fiir die K, K; und M;, M, ; sind nun nichts anderes als Divisions-
algorithmen in der Form eines verallgemeinerten Hornerschemas. Die tatsidchliche Rech-
nung ist also verwandt mit der des Bairstow-CoLLATZ-Verfahrens zur Bestimmung eines
quadratischen Faktors, jedoch werden hier beide Faktoren iterativ bestimmt und gehen
in die Berechnung der jeweiligen Korrekturen ein. Dadurch wird einmal die Konvergenz-
priifung, die gewdhnlich durch Vergleich zweier aufeinanderfolgender Nédherungen vor-
genommen wird, zu einer automatischen vollstindigen Verprobung beider Faktoren.
AuBlerdem gibt es die Méglichkeit, dhnlich wie bei der Treppeniteration mehrere Faktoren
beliebiger Grade kaskadenartig nebeneinander zu berechnen nach dem Schema

Ui d=f @ VF—?— ) UP =7VP Uf’+)1 (s=1,2,...
(IV. 7. 8)
U® = P(s).

V. DER SPEZIALFALL DER BESTIMMUNG
VON LINEARFAKTOREN

Fir den Spezialfall » = 1, d. h. Abspaltung reeller Linearfaktoren V, ist das Ver-
fahren einschlieBlich der Vorschrift (IV. 6. 8) zur simultanen Berechnung mehrerer Null-
stellen vor kurzem von BAUER und dem Verfasser (8), aus anderen Gesichtspunkten als
hier hergeleitet, vorgeschlagen worden. Dabei ist zu erwarten (und hat sich auch bei
numerischen Versuchen schon bestitigt), da3 die Konvergenz der Iteration fiir ein be-
stimmtes s nicht notwendig an die Konvergenz aller dariiberliegenden Iterationen mit
s" < s geknpft ist, wic dies auch bei der Treppeniteration der Fall ist, da ein Paar kom-
plexer Linearfaktoren V¢~V I© nur zu Oszillationen der entsprechenden Faktoren
U¢=, U im Raume von Realteil und Imaginirteil von U™ fithrt, die aber beide den
Faktor U“) enthalten.
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V.1. Ein Konvergenzsatz

Fiir den Fall eines linearen Faktors V(z) und nur einfacher Nullstellen von P(z) 146t
sich noch eine tiber den Konvergenzbeweis aus Abschnitt 7 hinausgehende Konvergenz-
aussage machen, die nicht unerwihnt bleiben soll, obwohl sie zundchst nur von theoreti-
schem Interesse ist. Flir den Fall eines solchen Polynoms konvergiert ja bekanntlich das
Newtonsche Verfahren vom positiv. Unendlichen her monoton gegen die gréfte Null-
stelle. Dies legt die Frage nahe, ob nicht etwas Ahnliches fiir die hier beschriebene Iteration
gilt, wobei noch der Einfachheit halber nur positive Nullstellen vorausgesetzt seien.

Die Iteration lautet jetzt

£(B; g
P@) — 522 U) = ¢ — U 1a (&)
VT 1) o
Bat=i= U:(B;)

U,(z) 1aBt sich jetzt durch die Polynome P,(z), denen die u-te Nullstelle von P(z) fehlt,
linear ausdriicken. Es sei also (fiir £ =0) Uy(s) = 3 ¢,P,(2) eine Ausgangsniherung
u=1

fir U(z) und By > {; > L, > -+ - >, eine Ausgangsniherung fiir {;. Dann sind alle
P,(B,) positiv und gréBenmiiBig wie die Nullstellen selbst geordnet.
Sind nun alle ¢, positiv, so folgt wegen Y'e, = 1 (alle (U,(2) sind wie die 2,(z) auf den

fithrenden Koeffizienten Eins normiert) aus U,(8y) = 2 ¢,P,(f,) sofort
: el

Pr(Bo) = Uy (By) = £,(By) > o,

und damit

b= By — gy = P — a— b o <l

Wird also U;(2) so gewihlt, dafl alle Gewichte positiv sind, insbesondere fur (z)
= % P’ (2), so ist eine monotone Approximation von {; nicht méglich.

Ist dagegen Uy(8,) > P1(f,), so folgt sofort f; > {;, und die Permanenz dieser Be-
dingung liefert monotone Approximation. Die Frage ist nun, ob sich speziclle Ausgangs-
niherungen U, angeben lassen, fiur die aus U;(;) > P, (B;) dasselbe fiir 7 + 1 an Stelle
von ¢ folgt.

Aus Gleichung (V. 1. 1) folgt durch Einsetzen von {,

Vi) = 78 UaG.

Aus Uy (By) > P1(py) folgt also, daB fir alle pu [U(C,)| << |Tp(£,)| und daB die Vorzeichen
von Uy (£,) und U, (§,) iibereinstimmen. Wird U, so gewdhlt, daf3 es lauter reelle Null-
stellen a,(u = 2, . .. n) hat, so folgt durch Einsetzen in (V. 1. 1)

v
Uilo) =2 = - Aula),

fir a, << {, stimmen daher die Vorzeichen von U, (a,) und £, (a,) tiberein.
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Ist nun U (2) speziell so gewihlt, dal seine Nullstellen mit den Nulistellen von 2;(2)
alternieren in der Folge

(o> >l > . >0, >a,,

so ist in allen Nullstellen {, von P(z) mit Ausnahme von {; das Vorzeichen von U, ({,)
dem von B, ({,) entgegengesetzt. Daher tritt zwischen je zwei gleichnumerierten Null-
stellen von 2; und U ein Vorzeichenwechsel von U, (2) auf, d. h. U;(2) besitzt in diesen
Intervallen je genau eine Nullstelle. Die Nullstellen von U, liegen also den zugehérigen
Nullstellen von 2 (2) niher als die entsprechenden Nullstellen von U (2) und erfillen alle
an die letzteren gestellten Bedingungen.

Damit ist gezeigt, daB die Folge der §; sich {; monoton nihert und daB ebenso die
Folgen der a, ; die Nullstellen {, monoton approximieren. Daf3 die Folgen {iberhaupt
konvergieren, folgt aus der Monotonitit und der Beschrinktheit. Zur Bestimmung der
Grenzwerte gentigt die Betrachtung der Folge der §,.

Aus der Tatsache der Konvergenz folgt aber insbesondere, da3 der Betrag von 8, ; —p;
und damit wegen der Beschridnktheit aller U;(8,) auch P(f;) gegen Null strebt. Die Folge
der f konvergiert demnach gegen eine Nullstelle von P(z), also notwendig gegen die untere
Schranke {;. Damit ergibt sich wegen der Eindeutigkeit der Faktorzerlegung aus der
Gleichung (V. 1. 1) sofort, daf} U,(2) gegen P, (z) konvergiert.

V.2. Zweckmiflige Ausgangsniherungen

Die angegebene Wahl von U, (2) garantiert also die monotone Konvergenz der Iteration.
Jedoch ist diese Tatsache, wie bereits oben bemerkt, zundchst nur, als Beispiel fiir einen
Konvergenzsatz im grofen, von theoretischem Interesse, da sie eine Kenntnis der Ver-
teilung der Nullstellen voraussetzt, die zu Beginn einer Rechnung nicht vorhanden ist.

Immerhin ist die Uberlegung insofern nicht ganz ohne Wert, als sie gewisse Fingerzeige
hinsichtlich einer verniinftigen Wahl der Ausgangsniherung gibt. In dem behandelten
Spezialfall bilden ndmlich die Gewichte ¢ ,;, mit denen 2} in U, eingeht, eine von einem
Anfangswert grofer Eins monoton gegen Eins fallende Folge. Dies deutet darauf hin,
daB U, grundsitzlich so gewihlt werden sollte, dal3 das entsprechende Gewicht ey, grofier
Eins ist, eine Vorschrift, die leicht zu realisieren ist, indem man eine unter Abschitzung
fir alle Nullstellen von P(z2) als einzige, »— 1-fache Nullstelle von U/, vorgibt. Bei allen
bisher gerechneten numerischen Beispielen hatte diese Vorschrift tatsichlich monotone
Konvergenz zur Folge.
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