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Vorrede.

Man hat bisher nicht den geringsten Anstand genommen, der analytischen
Geometrie, und durch sie der analytischen Mechanik, mehr selbst als irgend einer
andern mathematischen Doctrin, das Attribut einer hohen wissenschaftlichen Aus-
bildung, einer in sich selbst abgeschlossenen methodischen Vollendung, so wie

ciner bewunderungswiirdigen Eleganz in Darlegung ihrer Resultate, — kurz einer
fast beispiellosen wissenschaftlichen Vorziiglichkeit beizulegen ? — Ja es scheint

allmilig und allenthalben sich die Uberzeugung Lingang verschaflt zu haben, dass
jeder neue Fortschritt und jeder neue Fund in dieser Wissenschaft sich hochstens
nur auf eine weitere Ausbildung schon vorhandencr Lehren, oder wenn doch auf
neue, stets nur auf solche erswecken werde, welche innerhalb ihrer gegenwirtigen
Begrenzung liegend, so zu sagen ihrem eigenen Grund und Boden entspriessen, —
Man wiirde sich aber sehr irren, wenn man desshalb glauben wollte, es habe viel-
leichit bisher nur an eciner hinreichend auflallenden Veranlassung oder Mahnung
gefehlt, diesen festen Glauben an die Imperfectibilitit und Ausreichbarkeit dieser
Wissenschaft fiir alle vorkommenden Fille einigermassen zu erschiittern. — Es
fehlte in der That nicht, und zwar schon seit lange, an Problemen mancherlei Art,
die zu losen, an geometrisch - analytischen Schwierigkeiten und Unvollkommenhei-
ten, die zu beseitigen waren, und die insgesammt nur allzubestimmt darauf hin-
wiesen, dass Abbilfe und Behebung dieser Ubelstinde nimmermehr von einer bloss
weiteren Ausbildung ibrer gegenwirtigen Lehren zu erwarten stehe. Der Verfasser
der vorliegenden Abhandlung hat in der Vorrede zu einer seiner fritheren Arbeiten *)
*) Versuch einer analytischen Behandlung beliebig begrenzter und zusammengesetzter Linien, Flichen und
Korper, nebst ciner Anwendung davon auf verschiedene Probleme der Geometrie descriptive und Prospec-

live. Prag. 1839, hei Goulieh Haase Sohne (im 1tn Bande der Veen Folge diescr Abhandlnogen).
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selbst einige derselben namhafc gemacht, und andere werden in gegenwirtigem
Werke sich den dortigen anschliessen. Auch wird man gerne einviiumen, dass sich
ohne viel Mithe deren Anzahl noch um ein Bedeutendes vermehren liesse. — Aber
gerade das, was man wohl unter diesen Umstinden mit Recht erwarten konnte,
blieb bis zur Swunde unerfiillt. — Denn so viel darf als gewiss angenommen
werden, dass, abgesehen von des Verfassers vorhin erwilhntem diessfalsigem Versuche,
sich bisher noch Niemand hiedurch veranlasst gefunden hat, die analytisch-geo-
metrische Methode kritiscly “zu lielcu_chten und durch éine versuchte Erwciterung
itwer Grundbegriffe Abhilfe zu schaffen, oder selbe doch vorzubereiten,— und die-
ses zwar desshalb, weil, wie der Aufban einer ganz neuen Wissenschaft, die Geo-
metrie descriptive, dieses zur Geniige beweiset, weil man geradezu und zum Vorne-
herein der Analysis selbst die Befihigung hierzu absprach, und ein fiir allemal
die Moglichkeit bezweifelte, selbe auf Untersuchungen der genannten Art jemals mit
Erfolg anwenden zu kinnen, —

Nun ist zwar -der Verfasser weit davon entfernt, dieser Wissenschaft das
Lol hoher Vorziiglichkeit, wo und in so weit sie ihin dieses zu verdienen schei-
uet, im Geringsten schmilern zu wollen, Nimmermehr aber kann er sich zu der
Meinnung bekennen, als sey dieselbe fiiv cine, ihren Grundprinzipien nach bereits
villig abgeschlossene und vollendete Wissenschaft zu halten, Er muss vielmehy
bekennen, eine reifliclie Erwiigung habe il die Uberzeugung aufgedrungen, dass
die analytische Geometrie, als Wissenschalt von dem was sie seyn konnte und
seyn sollte, dermalen noch sehr weit entfernt, in der That nur als der kleinere
Theil eines grésseren Ganzen angeschen werden kinne. Diejenigen der verchrten
Leser, welche auch nur den ersten Abschuitt dieser Abhaudlung eciner ge-
nauen Durchsicht und Beachtung zu wiirdigen sich genecigt finden, werden —
wir sind dessen gewiss — nicht umhin Konnen, einzugesiehen: es seyen schon
dic ersten Fundamente dieses herrlichen Gebiiudes in viel zu beengter Weise
angelegt und cs dadurch dieser Wissenschaft selbst unméglich gemacht wor-
den, den an sie ergehenden und crgangeaén Anforderungen uberall und immer
zu geniigen.

In dieser foridauernden Uiberzeugung sind nun auch die Motive zu suchen,
durch welche sich der Verfasser bewogen finden konnte, den wiederholien, eben
s0 nachsichisvollen als ermuthigenden Auflorderungen mehrerer hischst achlenswer-
ther Mathematiker zu entsprechen, diesen Gegenstand nimlich auf eine mehr
ausfithrliche Weise, als dieses frilher geschehen konnte, vorzunelmen. — Mit Recht
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hilt man es fiir eine unentiusserliche Ptlicht eines jeden Schriftstellers, nicht nur
dass er baldméoglichst den Leser mit der Absicht und dem wahren Zwecke seines
Unternehmens bekannt mache, sondern auch selbst schon in der Vorrede auf die
Haupt- und Grundideen hindeute, von denen er bei scinen sofortigen Untersuchun-
gen auszugehen willens ist — kurz, dass er seine Leser mit allem dem versehe,
was zum leichteren Auffassen und Verstehen seines Werkes wesentlich beitragen
kann. — Mit Riicksicht auf das eben Gesagle will daher der Verfasser nur nach.
die seinen Untersuchungen zum Grunde liegenden neuen Begrifie biindig zwar,
doch hinreickend besprechen, und schliesslich der Anordnung und Vertheilung des
zu behandelnden Stoffes gedenken. — Diess soll nun auch alsogleich und ohne
Weiters im Folgendem geschehen. —

Der eigentlichen Hauptgedanken, die sich durch das ganze vorliegende
Werk in innigster Verkniipfung durchzichen, und die gleichsam die Basis unsers
neu zu begriindenden Algorithums bilden, sind vier. Sie sind es, welche angegriffen
oder als unwichtig dargestellt werden miissten, wenn man dieser gegenwiirtigen
Arbeit jegliches Verdienst, jeglichen Werth absprechen wollte, Ihnen wo nicht
Anerkennung, so doch Beachtung und Wiirdigung zu verschaflen, ist Tendenz und
Aufgabe dieser Abhandlung. Es sind dic folgenden: Der erste der eben erwihn-
ten vier Begriffe ist jemer der vollig willkiirlichen, von der Natur und Beschaf-
fenheit der Functionen ganz und gar unabhiingigen Begrenzung der verschiedenen
geomelrischen Objecte und ihrer analystischen Repriisentanten. Die analylische
Geometrie als solche, hat bekanntlich bisher bloss unbegrenzte oder sich selbst
begrenzende Linien und Flichen zum Gegenstande ihreer Untersuchungen gemacht
und alle sogenannten discontinuirlichen, alle gebrochenen oder zusammengeselzten
Linien, Figuren und Korper davon ausgeschlossen. Es ist uns wenigstens vollig
unbekannt, dass man es mit einigem Erfolge bis jetzt versucht hiite, die Glei-
chung eines Dreieckes oder Polygons, cines Kreisbogens oder auch nur einer
geraden Linie von bestinmter Linge, und iumlicher Bezichung etwa jene
eines korperlichen Polyeders oder irgend einev im Raume befindlichen, von einer
beliebigen Curve begrenzten Oberfliche aufrustellen.  Beriicksichtigt man aber,
dass bei Weitem die meisten geometrischen Objecte, die uns sowohl in der Wis-
senschall als im prakiischen Leben fast alltiglich entgegentreten, vollig willkiir-
lich begrenzie, mannigfaltig zusammengesetzie, gerade oder krumme gebrochene Li-
nien, Figuren, Flichen und Kérper sind: so wird man wohl ohne Bedenken an-
erkennen miissen, dass Betrachtungen, welche auch diese wichtigen geometrischen
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Objecte fiir analytische Behandlung zuginglich zu machen beabsichtigen, nicht
fir unniitze mathematische Speculationen fiiglich gehalten werden konnen. Bei
Gelegenheit der dabei angestellten Voruntersuchungen gelangt man noch nebenher
zu dem wichtigen Resultate, dass man bisher zwei wichtige Klassen von geome-
wischen Objecten darch Gleichungen zu repriisentiren ausser Acht liess. Es sind
dieses nimlich die Flichen- und Kérperriume, Man hat sich unter den Gleichun-
gen der crstern jedoch weder die Formeln fiir den Flicheninhalt zu denken, noch
auch beziehen sich jene der zweilen aul den kérperlichen Inhalt eines geometri-
schen Objectes. Sie sind vielmehr die allgemeinen Repriisentanten fiir simmiliche
Punkte, aus denen man sich sowohl die Fliche als den Kérperraum mit Riicksicht
aufl ihre bestimmte Begrenzung zusammengesetzt vorzustellen pflegt. — Der zweite
dieser Grundgedanken ist jener der gleichzeiligen Darstellung mehrerer als zu.
sammengehérig betrachteter Puknte, Linien und Figuren u. s. w., d. h. ganzer
Systeme von geometrischen Objecten mittelst Gleichungen. Nach den Grundsitzen
der analytischen Geometrie werden bekanntlich die Gleichungen zweier Linien
oder Flichen u, s. w. pur desshalb mit einander verbunden, um die zur Lésung
cines Problems nithigen Bedingungsgleichungen zu erhalten, Allein Niemand wird
wohl in Abrede stellen wollen, dass sich von der Gleichung eines ganzen Systems
wenigsiens eben dieselben Vortheile crwarten lassen, welche man durch die ana-
Iytische Darstellung einer einzelnen unbegrenzten oder sich selbst begrenzenden
Linic u. s. w. in der That bereits erreicht hat. Durch Anwendung dieses neuen
Begriffes in Verbindung mit dem vorigen, sieht man sich aber sofort in den
Stand gesetzt, sich die Gleichungen aller, aus geraden und krummen Linien und
Flichen wie immer zusammengesetzter Objecte zu verschaffen, und sie nach den-
selben Vorschriften allen Untersuchungen zu unterziehen, nach denen man bisher
nur die sich selbst begrevzenden oder unbegrenzten zu behandeln vermochte, Es
verdient hier bemerkt zu werden, dass man bei allen aus geraden Linien und
Ebenen zusammengesetzien Figuren und Korpern fiie die scheinbar grossere Com-
plicitiiv ibrer Gleichungen durch die Leichtigkeit ihrer combinatorischen Darstel-
lung und dergemiissen Behandlung reichlich entschidigt wird.  Auch stellt es sich
bei dieser Gelegenheit augenscheinlich genug heraus, dass sich fiir die combinato-
rische Analysis ein ganz neues Feld der Forschung ersfinet, und man sofort und
in Zukunft die unbestimmten Probleme der Geometrie mit derselben Leichtigkeit
werde zu behandeln vermégen, wie bisher jene der Analysis, —
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Der dritte unserer Begriffe ist jener eines absolut unbeweglichen und un-
ter allen Verhiltnissen unverinderlichen Coordinatensystems sowohl in der Ebene
wie im Raume. Zwar ermangelt man nicht, schon im Eingange zur analytischen
Geometrie ausdriicklich eines fixen Coordinatensystems als der Basis fiir alle wei-
teren Untersuchungen zu erwshnen. Allein schon bei der Transformation der Coor-
dinaten und mehreren anderen Gelegenheiten® erlaubt man sich, ganz im Wider-
spruche mit dieser anfinglichen Feststellung, davon wieder abzugchen, indem man
sich vorstellt, das Coordinatensystem werde in Bezug auf seine anfingliche Lage
gewissen Bedingungen gemiss gedrehet, verriickt und somit veriindert. Nun ist
es zwar allerdings bei einem einzelnen geometrischen Objecte in Bezug auf den
Erfolg véllig einerlei, ob man sich den Gegenstand in Bewegung und das Coordi-
natensystem in Ruhe, oder umgekehrt das Object in Ruhe, dagegen das Coordina-
tensystem in der entgegengesetzten Bewegung begriffen vorstellt. Allein diese
Vorstellungsweise scheint uns, selbst abgesehen von dem wichtigen Umstande,
dass sie in unzihligen Fillen vollig unzureichend befunden wird, schon desshalb
eine unzulissige und unpassende zu seyn, weil sie dem einzig umwandelbaren Ap-
parat, an den sich alle geometrischen Betrachtungen anschliessen, oder vielmehr
durch welchen letztere selbst erst moglich werden, den Charakter der Veriinder-
lichkeit aufdriickt, und jedenfalls der klaren Einsicht in den Vorgang der analy-
tischen Behandlung stérend in den Weg tritt. Zudem zeigt sich, wie gesagt, diese
Vorstellungsweise iiberall dort als eine véllig unzureichende, wo es die Natur und
Beschaffenheit cines Problems fordert, die Lage einzelner Figuren, ja einzelner
Theile derselben, bei unveriinderter Stellung aller iibrigen beliebig abzuindern,
d. h. eine partielle Ortsveriinderung eintreten zu lassen. — Es ist daher schr be-
greiflich, dass wir bei Ableitung der Formeln fiir die Transformation des Coordi-
natensystems von einer ganz anderen Vorstellungsweise auszugehen haben, als es
bisher geschah, und dass das Problem der Ortsverinderung, von uns die Dislocation
genannt, von jenem, das sich auf die Aenderung in der Art wie die GCoordinaten
geziihlt und gerechnet werden sollen bezieht, sirenge zu trennen, und jedes ab-
gesondert und fiir sich zu behandeln sey. — Durch eine derartige Auffassung
dieses Begriffes sehen wir uns, in Verbindung mit den beiden obigen, in den Stand
gesetzt, beliebige Ortsverinderungen und Bewegunger. mit den verschiedenen gco.
metrischen Objecten und ihren Theilen bei vollig unverinderter Lage aller iibria
gen vorzunehmen. Durch Aufstellung der allgemeinen Dislocationsformeln erlangt
demnach' auch die’ Phoronomie eine irein .analytische Basis. —
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Der vierte der Anfangs erwithnten Begriffe ist endlich jener der Forminde-
rung geometvischer Objecte oder der geometrischén Metamorphose. — FEine ein-
fache Betrachtung der allgemeinen Dislocationsformeln, welche alle mogliche
Orisveriinderungen der geometrischen Objecte in der Ebene wie im Raume in
sich schliessen, zeigt nimlich ganz offenbar, dass diese Formeln ungeachtet ihrer
universalen Bedeulung dennoch von einer fusserst einfachen und speciellen Form
seyen und zu den sogenannten linearen Gleichungen gerechnel werden miissen.
Ja sie umfassen selbst in ihwer grossien Allgemeinheit nicht einmal die gauze
Classe der Gleichungen des ersten Grades zwischen zweien oder beziehungsweise
dreien Variablen, indem die siinmtlichen Coefficienten solcher Formeln noch iiber-
diess gewissen Bedingungen entsprechen miissen, falls sie eine blosse Ortsveriin-
derung bewirken sollen. — Nichts kann daher natiirlicher scheinen, als die Frage:
was wohl die Wirkung einer Substitution seyn werde, welche durch Formeln be-
werkstelliget wird, die diesen Bedingungen nicht entsprechen, oder die von einer
anderen wesenltlich verschiedenen Form sind? — Es leuchtet wohl von selbst
ein, dass bei einem geometrischen Objecte im Coordinaten-Raume ausser seiner
Ortsveriinderung nur noch eine Aenderung in seiner Form denkbar ist, und man
kann daher schon vor aller weiteren Untersuchung mit Bestimmtheit behaupten,
dass eine solche Substitution entweder gar keine Wirkung oder stets nur eine
Formiinderung zur Folge haben miisse.  Ersteres anzunchmen verbieten aber die
allerersten Grundlehren der hohern Analysis, Es verbleibt uns demnach nur
noch jene einer wirklichen Forminderung, die jedoch wohl noch immer mit einer
gleichzeitigen Ortsvevinderung verkniiplt seyn muss. Unsere Untersuchungen setzen
uns in den Stand, dicse damit verbundene Ortsverinderung analytisch auszu-
scheiden, und die Forminderung sofort durch die metamorphosirte Gleichung in
ibrer Reinheit darzustellen. — Bei der unendlichen Anzahl méglicher Substitutio-
nen kann man ohne alle Uebertreibung behaupten, dass man jedes beliebige geo-
metrische Object beinahe in jedes andere beliebige zu verwandeln vermégen wird,
wenn man nur die geeigneten oder entsprechenden metamorphorisirenden Formeln
aufzulinden weiss. Hierzu kommt noch der sehr wichtige Umstand, dass die Wir-
kung dersclben formindernden Formeln auf verschiedene Objecle angewandt, eine
so iibereinstimmende und in die Augen springende ist, dass man meistentheils
schon .a priori den Erfolg emer solchen Substitution za bestimmen vermag. Mam
kann bei den Unlérsuchungen von einem doppelten Gesichispunkte ausgehen, in-
dem man einmal niimlich um die formindernde Wirkung. gewisser vorgelegter
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Formeln frig, ein andermal dagegen, indem man umgekehrt diejenigen Formeln
kennen zu lernen wiinschi, welche gewissen Formiinderungen entsprechen und sclbe
hierbeifiibren, Es darfte sich daher auch hier ein ganz neues Feld [iir Unter-
suchungen eroffnen, die weder fiir dic Wissenschaft noch fiir die verschicdenen
praktischen Zwecke villig gleichgiiltig scheinen konnen.

Diess sind nun die erwihnten vier neuen Begriffe in derselben Ordnung,
in welcher sie bei dem Verfasser, ciner den andern gleichsam bedingend und
hervorrufend, entstanden. Die drei ersten haben schon in einer friithern Abhand-
lung einen Gegeustand mehrfacher Untersuchungen abgegeben. Der vierte dagegen
ist erst neuerlich und viel spiter zugewachsen, und zwar als unabweisbare Antwort
auf eine sich von selbst aufdringende Frage. Sie alle zusammen bilden, wie ge-
sagl, die Basis und die Ausgangspunkte eines neuen Algorithmus, welcher nichts
Geringeres beabsichtigt, als die ginzliche Behebung der Lingangs erwihnten Unvoll-
kommenheiten der analytischen Geometrie in ihrem gegenwirtigen Zustande. Was
endlich die Anordnung des in vorliegender Abhandlung behandelten Stoffes anbe-
langt, so glaubt der Verfasser Nachfolgendes hieriiber bemerken zu miissen. Der
ganze Inhalt dieses Werkes zerfillt in drei Abschuitte, deren jedem eine besondere
Auflgabe gestelll ist, die sich zn einem wissenschaftlichen Ganzen abschliesst. Gleich-
wohl ist die getroffene Aufeinanderfolge dieser Theile keine ganz willkiirliche, son-
dern eine durch dic Natur der Sache gcbotene, Thr Inhalt ist in Kiirze der folgende:

Der erste Abschniul, welcher als der einleitende Theil des Ganzen zu be-
trachten ist, beginnt mit einigen allgemeinen Bemerkungen aber den Unterschied
der synthetischen und der analytischen Geomeltrie. Ls Dbietet sich dabei die Ver-
anlassung dar, auf eine kurze, gleichsam summarische Kritik der analytischen Geo-
metric als Wissenschaft und nach ibrem gegenwirtigen Zustande iiberzugehen. Das
Resultat dieser Untersuchung ist die Uberzeugung, dass diese Wissenschaft als
solche von dem Zustande wiinschenswerther Vollendung dermalen noch sehr weit
entfernt sei. Und da dieses Urtheil aus einer Gegeniiberstellung und Vergleichung
dessen, was die analytische Geomelrie eigentlich leisten soll, und dessen, was sie
wirklich leistet, hervorgeht: so werden dadurch zugleich die Mingel und Be-
schriinkungen aufgedeckt, die ilr noch ankleben. — Von deren Kenntnissnahme aber
zu dem Versuche, selbe zu beheben, ist natiirlich nicht weit, und so kommt es,
dass schon dic nichsten Paragraphe sich mit den Mitteln beschiiftigen, mit Zu-

grundelegung der obeu nambaflt gemachten und besprochenen vier Begriffe, einen
Abb, V. 8. 69
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Algorithmus zu schaffen, geeignet, genannte Beschrinkungen und Unvollkommen.
heiten in dieser Wissenschaft zu beheben. —

Der zweite Abschnitt in drei Capiteln ist der Ableitung derjenigen For-
meln gewidmet, welche den Problemen der Dislocation, der Transformation der
Coordinaten und der geometrischen Metamorphose oder Forminderung zum Grunde
gelegt werden, und von denen namentlich im letzten oder vierten Abschnitte ein
hiufiger Gebrauch gemacht wird, Insbesondere machen wir auf das erste Capitel
dieses Abschnittes aufmerksam, welches die méglichst vollstindigen Formeln fiir
belicbige Ortsverinderungen im Raume wie in der Ebene enthilt, und mithin un-
sere frihere diessfallsige Arbeit ohne allen Vergleich an Anwendbarkeit und Voll-
stiindigkeit ibertrifft. Von der geomeltrischen Formiinderung finden sich im dritten
Capitel nur die einfachsten Betrachtungen unter Hinweisung anf die im folgenden
Abschnitte sich vorfindenden Aufgaben.

Der dritte. Abschaitt ist endlich ausschliesslich der Anwendung der in den
friihern drei Abschnitten besprochenen Begrifle bestimmt, und zwar enthilt das
crste Capitel Probleme iiber geometrische Objecte in der Ebene, das zweite da-
gegen iiber solche im Raume. Wir glauben unsere Leser insbesonders auf jene
Probleme aufmerksam machen zu sollen, welche von der analytischen Beslimmung
der Bahnfliche bewegter Linien, Flichen und Kérper und von deren wechselseiliger
Durchdringung  handeln, so wie auch aul die hichst verschicdenartigen Anwen-
dungen unserer allgemeinen Dislocations(ormeln, da insbesondere die ersteren sich
gut dazu eignen diirlten, ein Zeugniss iiber die Brauchbarkeit unsers Algorithmus
und der Dislocationsformeln abzulegen. Man wird zu bemerken Gelegenheit haben,
dass sich der Verfasser mehrmals mit bloss allgemein analytischen Durchfiihrungen,
oder vielmehr mit einer symbolischen Darstellung aller vorzunehmenden Rechnungs-
Operationen begniigte, wicwohl anderseits die Zahl der wirklich durchgefiihrten
numerischen Beispicle keineswegs geringe zu nennen ist.  Es geschah dieses
theils der Kiirze wegen, theils aber und insbesonderc desshalb, weil es fiir den
Zweck unserer Untersuchungen héchst unwesentlich erscheinen muss, ob die an-
gezeigten Rechnungsoperationen immer und stets durchfithrbar seien oder nicht.
Die analytische Geometrie als Wissenschalt hat unserer Meinung nach, namentlich
in Bezug auf Probleme, lediglich bloss die Vorschriften anzugeben und den Weg
vorzuzeichnen, welcher zur Losung einer Aufgabe betreten werden muss. Anderes
fiillt anderen Wissenschaften anheim, und es hiesse offenbar, das Wesen dieser
Wissenschaft villig verkennen, wenn man an sie Anforderungen stellen wollte,
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welche zu erfiillen ibr vicht zukommt, sondern die an die Theorie der Glei~
chungen, an dic combinatorische Analysis, die allgemeine Functionenlehre oder an
die Infinitesimalrechnung zu iiberweisen sind. In der analytischen Geometrie ist
es ‘daher unsers Erachtens vollig erlaubt, jede Gleichung als auflosbar oder bereits
aufgelést, so wie jedes Differenziale als integrirbar oder bereits integrirt voraus-
zusetzen. Diess und nicht mehr haben wir durchwegs uns vorauszusetzen erlaubt. —
Und damit schliesst sich also auch die Inhaltsanzeige unsers Werkes. Ein Ver-
gleich mit unserm frilhern Versuche, diesen Gegenstand betreffend, wird die Uber-
zeugung feststellen, dass unser Algorithmus an Begriindung, Anwendbarkeit, All-
gemeinheil und selbst an Einfachheit nicht unbetriichilich gewonnen habe, und
gegenwiirtige Abhandlung in der That nicht bloss als eire wiederholte Darstellung
derselben Begrifle in einer verinderten Form zu betrachten sei.

Mochte diese Arbeit von Kennern mit derselben freundlichen Nachsicht
aufgenommen werden und dieselbe giitige Beurtheilung und Priifung erfaliren, wel-
cher sich der friihere Versuch zu erfreuen hatte.

Der Verfasser.

69 %






Christian Doppler’s

Versuch einer Erweiterung

der

analytischen Geometrie.

1 Sagit ici, suicant nous,

de commencer, pour la géométric

il e s'agit pas moins quc
it sagit d'en
mettre tous les anciens iraités @ peu pres au rebul, de lewr a

stituer de trai-
st dune forme toul-

diffirentc, de traités oraiment philosophiques,
il Cagit en wn mot, dopérer dans la science wne revolution auni
sement neccssaire, quclle @ €16 juaqu'ici peu privue,

(Gergonne d. 6. Annal. Tom NVIL prg. 273 )






I. Abschnitt.

Kritische Bemerkungen uber die analytische Geometrie als Wissen-
schafl, und Darlegung der wichligsten Grundbegriffe eines neu
einzufuhrenden Algorithmus.

s 1.

Die analylische Geometrie stellt sich zur Aufgabe: die Erforschung der verschiedenen
Eigenschaften gerader und krummer Linien und Flichen und der aus ihnen zusammengesetz-
ten und gebildeten Figuren und Kérper, so wic die numerische Bestimmung alles dessen, was
sich an ihnen Messbares vorfindet. — Puncte, begrenzte oder unbegrenzte Linien, Flichen
und Kérper und ihre Zusammensetzungen, so wie ihre gegenseitigen Stellungen zu einander,
sind daher die einzigen Objecte der analytisch-geometrischen Betrachtungen. In so fernc
also hat diese Wissenschaft Zweck und Absicht, so wie Gegenstand mit der sogenannten syn-
thetischen oder Euklidischen Geometrie gemein und sie unterscheidet sich auch in der That
von jener nur bloss in der Methode, d. h. durch den Weg und die Mittel, durch welche sie
diesen Zweck zu erreichen strebt. — Zweck, Gegenstand und Methode der analytischen Geo-
metrie bilden daher den Inhall dieser Einleitung, und den folgenden Abschnitten ist es vor-
behalten, genannten Zweck selbst nach Moglichkeit und in so weit es der Raum einer Ab-
handlung gestattet, zu realisiren.

§ 2.

Niemand ist wohl so unerfahren oder von Natur aus so stiefmiitterlich begabt, dass
er das Krumme nicht von dem Geraden, einen Punct nicht von einer Linie, diese nicht von
einer Fliche oder einem Korper zu unterscheiden vermdchte, — der nicht wiisste, dass es
Drei., Vier~- und Vielecke u. 5. w. gibt, und worin wenigsi¢ns ungefibr und itberhaupt ihr
Unterschied wohl bestehen diir(te. — Allein es ist sehr begreiflich, dass eine_solche bloss bei-
liufige und oberflichliche Bekanntschaft mit den verschledenen geometrischen Objecten, mag
sie auch fir den engen Wirkungskreis her M zureichend befunden werden, kei-
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neswegs dort geniigen kann, wo es sich um eine genauere Erforschung der oft sehr verbor-
gen liegenden geometrischen Eigenschaften, d. h. um Erlangung griindlich geometrischer Kennt
nisse handelt. In letzterem Falle crscheint es uns unerlisslich, diese verschiedenen Objecte
noch vor ihrer weiteren Untersuchung genauer und nach allen Beziehungen und Verhiltnissen
zu betrachten, sie zweckmissig za benennen und einzutheilen, sich iiber gewisse Begriffe zu
verstindigen, kurz sich alle und jede Kenntniss von ihnen zu verschaffen, in so ferne selbe
durch das blosse Anschauungs- und Vorstellungsvermdgen oder durch Aneignung allgemein
gangbarer und bereits eingefiihrter Benennungen und Bezeichnungen gewonnen werden kann.
— Alles dicses zusammengenommen bildet nun die sogenannte geometrische Anschauungs-
lehre, — einc Kenntniss, welche ihrer Natur nach jeder synthetischen und analytischen Geo-
metric nothwendig vorangehen muss, und einen wesenllichen Bestandtheil des friihesten Ju-
gendunlterrichtes ausmachen konnte und sollte. — Hier soll davon vorziiglich nur dasjenige
aufgenommen und besprochen werden, was von der gewdhnlichen Vorstellungsweise mehr
oder weniger abweicht, oder fiir die folgenden Abschnitte von einiger Wichtigkeit zu seyn
scheint, —

§. 3.

Die Methode, mittels welcher die analytische Geometrie ihren Zweck, niimlich Er-
kenntniss der den verschiedenen Linien, Ilichen und Kérpern und deren Verbindungen zu-
kommenden wichtigen Eigenschaften, zu erreichen strebt, unterscheidet sich von jener, welcher
sich die synthetische Geometrie zur Erreichung eben desselben Zweckes bedient, auf ecine
sehr auffallende Weise. Wihrend niimlich dic synthetische Geometrie bei Erforschung einer
geometrischen Wahrheit gewisse Hillslinien anwendet, die bei jeder Uniersuchung ciner ande-
ren Eigenschaflt auch wieder andere sind, und fiir deren Annabme sich durchaus keine Vor-
schrift oder Regel aufstellen lisst, — kurz wiihrend sich dieselbe bei ihren Untersuchungen le-
diglich bloss durch ganz zufillige Ansichten und gliickliche Einflille leiten lisst, die sie nur
durch den giinstigen Erfolg und sonst auf keine andere Weise zu rechtfertigen vermag, —
zieht es dagegen die analytische Geometrie vor, simmtliche Linien, Fliichen und Kérper ein
fiir allemal und zum Voraus auf ein System unverriickbar feststehender Linien oder Ebenen,
gleichsam als auf ein tertium comparaticnis zu beziehen, um bei herzukommender Veranlassung,
d. h. bei Gelegenheit irgend einer vorzunchmenden Untersuchung sich desselben als eines
Mittelgliedes zu bedienen, und die verschiedenen geometrischen Objecte sofort uamittelbar
mit einander vergleichen zu konnen. Die synthetische Geometrie thut dieses nun unbezweilelt
auch, und der ganze Unterschied besteht demnach lediglich bloss darin, dass bei unscrer
Wissenschaft jenes Mittelglied bestindig dasselbe, bei der Geometrie der Alten dagepen fast
bei‘jedem ‘Lelitsatze ¢inr anderes ist. — Die grosse Allgemeinheit, ja Universalitit dieser Vor-
kehrung macht es aber der analytischen Geometrie mdglich, cine: gewisse gemeinsamé Budki
stabenbezeichnung einzufithren-und. auf selbe die allgemeinenGrindleliren det« Analysis anza-
wendén. Sie erlangt dadurch denentschiedenen und dlich- ithersviogenden Vortheil einef
viel gleichfGrmigeren; allgemeinercn und vom Zufalle vollig unabhingigen Lebandh i
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ihres -Gegenstandes, und sieht sich, vorausg , dass obeng te Bedingungen in der
That erfiillt sind, und ihr sonsthin die Analysis die néthige Hilfe nicht versagt, in den Stand
gesetzt, jede Aufgabe iiber die Erforschung gewisser Eigenschaften oder iiber die Berechnung
der verschiedenen geometrischen Objecte auf directem Wege und ohne viele Schwierigkeiten
aulzulésen. Ebenso bringt es die Gleichférmigkeit und Allgemeinheit der Behandlungsweise
des vorliegenden Gegenstandes mit sich, dass auch die darauf beziiglichen analytischen Aus-
driicke, inshesondere durch Einfihrung der combinatorischen Bezeichnungsweise eine unge-
wohnliche Symmetrie und Regelmissigkeit zeigen, welche bei auszufiihrenden Rechnungen
nicht ohne grossen erleichternden Nutzen sind, und nicht wenig dazu heitragen, den Geo-
meter fiir die nothwendigerweise gewdhnlich etwas grossere Complizitit der Formeln, gegen-
iiber der synthetischen hochst speziellen Behandlungsweise in reichlichem Maasse schadlos
zu halten. —

§- 4.

Ueberblickt man nun dasjenige, was bisher iiber den Unterschied der synthetischen
von der analylischen Behandlungsweise gesagt wurde, so begreilt man leicht, dass nur allein
denjenigen geometrischen Objecten der Vortheil einer analytischen Betrachtung zugewendet
werden kann, welche man auf das oben erwihate fesistehende System von Linien oder Ebe-
nen (man nennt sie jene der Coordinaten) analylisuh zu bezichen vermag, alle anderen aber
davon ausgeschlossen bleiben miissen. So wiirde man z. B. um Polygone und Polyeder ana-
Ivtisch auf ihre Eigenschaften untersuchien zu kinnen, vor Allem darnach zu trachten haben,
sich ihre analyu'schen Repriisentanten oder Gleichungen zu verschaffen, und wolern man die-
ses micht vermdchte, geradezu und woll fiir immer die Hoflnung aulgeben miissen, auf die-
sem Wege wenigstens zu einer gcnauercn Bekanntschalt mit diesen wichtigen geomelrischen
Gegenstiinden zu gelangen. — Ja noch mehr, zur vollstindigen Realisirung aller oben aulge-
zihlten, ungemein wichtigen Vortheile ist es geradezu unerlisslich, sich nicht nur die Glei-
chungen aller einzelner geometrischer Gegenstinde, sondern insbesondere auch und voyziiglich,
jene beliebiger Zusammenstellungen aus ihnen, d. h. ganzer Systeme derselben zu verschaffen.
Es erscheint ferner als vollig unabweislich, dass man sich die Mittel verschaffe, sowohl den
einzelnen geometrischen Objecten als auch ganzen Gruppen aus ihnen, jcde beliebige Stel-
lung und Lage sowohl untereinander als auch im Coordinaten-Raume anzuweisen; — dass
man es vermoge, Linien, Flichen und Kérper willkiibrlich zu theilen, sie beliebig zu begren-
zen, ihre Theile wieder anders zusammenzufiigen und zu neuen Linien, Flichen und Kérpern
zu verbinden. — Man muss sich in den Stand gesetzt sehen, mit selben die verschiedenartig-
sten Bewegungen uud Drehungen um willkiihrliche Puncte, Linien oder andere gcometrische
Objecte auszufithren, ihre Form nach gewissen Bedingungen oder auch durch blosses Anni-
hern an gewisse andere Linien und Flichen mannigfaltig sich &ndern zu lassen und endlich
Oberflichen Behuls gewisser Zwecke aus-, ein- und umzustiilpen, oder zu jeder Form die ihr
symmelrische Gegenform, wenn sie einer solchen fahig ist, zu finden, und alles dieses bei
stets klarer Einsicht in den Yorgang der Rechnung; — kurz alle jene Verinderungen, die
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nur immer des Menschen Hand an den ihnen entsprechenden wirklichen oder kérperlichen
Gegenstinden hervorzubringen verméchte, durch rein analytische Behandlung und abseit selbst
von jeder Mithilfe graphischer Darstellung an und mit den verschiedenen Objecten auszufith-
ren. Diess ist es nun, was die analytische Geometrie als Wissenschaft, wenn sie das ist, was
sie seyn soll und seyn kann. zu leisten vermégen muss.

§- 5.

Friigt man aber, wie nahe man diesem idealen Zustande der analytischen Geometrie
bisher gckommen sey, so fillt die Antwort hierauf nichts weniger als sehr befriedigend und
beruhigend aus.  Zwar ist es nicht zu liugnen, dass die Leistungen in dieser Wissenschaft,
besonders in neuester Zeit und in Bezug auf diejenigen Grenzen, die ihr bis jetzt vorgezeich-
net schicnen, ganz ausserordentlich und wahrhafi bewunderungswiirdig zu nennen sind. Auch
muss man der Wahrheit das gerechte Wort sprechen, dass diese Doctrin einen fast sprich-
wortlich gewordenen inneren Zusammenhang, eine Abgeschlossenheit und bei der grossten
Eleganz ihrer Resultate gleichwohl eine Einfachheit und Allgemeinheit in der Anwendung dar-
bietet, welche ihr vor allen anderen Wissenschaften dic entschiedenste Anerkennung einer
hohen Vollendung bei jedem Kenner verschaffen mussten. — Allein von dem im vorigen Pa-
ragraphe angedeuteten Standpuncte aus betrachtet, erleidet dieses Urtheil eine sehr bedeu-
tende Beschriinkung. Denn anerkennen muss man, dass man bis jetzt nur unbegrenzte oder
sich selbst begrenzende, d.h. in sich selbst zuriickkehrende Linien, Flichen und Figuren zum
Gegenstande analytisch - geometrischer Untersuchungen gemacht und alle beliebig begrenzten
und zusammengesctsten derarligen geometrischen Objecte, da zu ihrer Handhabung die né-
thigen Hilfsmitiel fehlten, von diesen Betrachtungen ausgeschlossen habe, wiewohl nicht in
Abrede zu stellen seyn diirfte, dass gerade diese lelzteren, wegen ihres hiufigeren Vorkom-
mens in den Kiinsten und Wissenschalten auf eine vorzugsweise Beachtung Anspruch zu ma-
chen haben. Es kann und darf nicht verkannt werden, dass man bisher weder die Flichen-
noch Korperrdume (man sehe m. Abh. pag. 55 u. 69) durch Gleichungen analytisch auszu-
driicken versuchte, noch selbst auch nur das Bediirfniss hierzu verspiirte, obwohl eine grosse
Zahl der wichtigsten Probleme dicses uamitielbar erheischet. Auch ist es allgemein bekannt,
dass man Dbisher diz gleichzeitige Darstellung mehrerer als zusammengchdrig betrachtetcr
Puncte, Linien, Figuren und Flichen, d. h. ganzer Systeme von geometrischen Objecten im
Coordinaten-Raume  mittels Gleichungen nicht versucht hat. Eben so wenig sah man sich
bis jetzt im Stande, Ortsverinderungen mit einzelnen Objecten, ja mit den einzelnen Theilen
eincs und desselben Objectes bei unverinderter Lage aller ibrigen. vorzunehmen, oder sie
um beliebige Puncte, Linien oder andere im Coordinaten- Raume befindliche Gegenstiinde
drehen und bewegen zu lassen, wie dieses doch zur gliicklichen Lésung vieler Probleme
ofters nothwendig erscheint. Auch die Forminderung der verschiedenen geometrischen Ob-
jecte liess man bisher véllig zur Seite licgen. — Unter solchen Umstinden muss nun, wer
wollte es liugnen, eine Abhille, sie mag kommen woher immer, hichst wiinschenswerth er-
scheinen. Die nachfolgenden Paragraphe dieses Abschnitts sollen nun dem Versuche, eine
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solche zu leisten; gewidmet seyn,-und den folgenden Theilen ist es sofort vorbehalten, die
Anwendung und weitere Ausfihrung der hier niedergelegten Grundzlige eines neuen Algori-
thums auf sich zu nehmen.

§. 6.

Als der eigentliche Schauplatz aller geometrisch -analytischen Vorginge und zagleich
als der Ort fiir dic geometrischen Anschauungen und Versinnlichungen muss derjenige Raum
bezeichnet werden, welcher sich zwischen den vier Quadranten zweier in einer Ebene sich
senkrecht durchschneidenden Linicn, oder falls die Untersuchungen, wie man sich auszudrii-
cken pflegt, im Raume gefiibrt wiirden, zwischen den acht Octanten dreier in einem Puncte
sich senkrecht du;‘cl;sglmeider’iden Ebenen;,, ins Unendliche ausbreitet. —

Hier ist es nun,.-w_o’ die verschiedencn geometrischen Objecte mittelst eines Systems
paralleler Linien oder ayf cine andere Weise durch Gleichungen ausgedriickt werden.

So lange ¢s hiebei bloss auf die analytische Darstellung unbegrenzter ader sich selbst
begrenzender Linien und Flichen durch Gleichungen ahgesehen ist, kann das ganze Verlah-
ren ohne Anstand als bergits allgemein. bekannt: vorgusgesetzt und mit Stillschweigen iibers
gangen werden. Will man sich ;aber sofort anschicken, auch: mit belichig. begrenzten und
cusammengesetzten Ghjecten, ein. Gleiches vorzunehmngn, wird man, gewahr, dass.die uns
zu Gehote stchenden Mittel nicht zureichen und das ganze Vorhaben his ayf Weiters zuir
Seite geschoben werden miisse. So gerade erging es auch ums, und gab die Veranlassung, aul
Mittel zu sinnen, dicsem Ubelstande cin fiir allemal zu begegnen. .

Unser Vorhaben, als wir an diesen Paragraph gingen, war, cine vollsth’?dige A}szﬁh-
lung aller den verschiedenen riumlichen Objecten entsprechenden mdglichen Functions-
gleichungen vorzunehmen. Unter den erwihnten Unistinden abet muss es sich der geélxiké
Leser mit uns wohl gefallen lassen, diese gewiss nicht unwichtige Untersuchung am ein Klei-
nes aufzuschichen, und er !m’oge nun vor Allem in den niichsten drei Paragraphien die Mittel
in Beurthcilung zichen, die wir zur radikalen Abhilfe dieses Ubelstandes in Vorschlag bringen.

S 7.

Bei allen Untersuchungen der analytischen Geomelrie, so wie bei jenen der Analysis
tiberhaupt, pflegt man bisher, mit viclleicht alleiniger Ausnahme der b stimmten Integrale, ins-
gemein stillschweigend vorauszusetzen, dass sowoll die gesonderten Functionen als die ihnen
zum Grunde licgenden absolut verénderlichen Grossen eines jeden Werthes ohne Unterschied
fihig scicn, insoferne derselbe nicht etwa durch die besondere Natur und Beschaflenheit der
Function selbst sich als unméglich oder unzulissig darsicllet. So hilt man z. B, in der
Gleichung f(iir die gerade Linic sowohl die Ordinate y als auch die Abscisse z eines jed;an
recllen Werthes ohne Ausnahme fihig, wilirend dagegen in der Gleichung des Kreises wegen
der Eigenthiimlichkeit dieser Curve jenc Werthe zwischen ganz bé'slimmpéh enge Grenzen ein-
geschlossen erscheinen. — Indem man aber die Beschrinkung .der Functionen lediglich bloss
ihrer Natur und ])csondern‘]l,eschalfcx'l'lieit, :}ls_q,cuwas ga’ Zul ljge{n iiberlisst, leistet man
meines Erachtens ohne Noth und cige&willig auf den grp;z;n Vortheil Verzicht, diese bei her-
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zukc den Veranl gen und Behufs gewisser Zwecke selbstthitig feststellen zu kénnen.
Um daher von dieser beherzngungswerthen Bemerkung Nutzen zu ziehen, wollen wir Nach-
lolgendes hieriiber festsetzen:
. Um anzuzeigen, dass irgend eine Funclion einer Veranderlichen, wie z. B. y=¢(z),
nur allein fiir jene Werthe von z gelien solle, welche zwischen den Werthen « und o« liegen,
o
wollen und werden wir dieses durch die Bezeichnung yzgq}(z); und falls die Grenz-

a
werthe « und o zusammengesetzt wiren, bloss durch: y:(a)g (p(.r)g («'); ausdriicken.

Auch wollen wir vorliaufig festsetzen, dass mit Ausnahme einiger 'spﬁter zu erwihnender Fiille,
sowohl der untere als obere Grenzwerth inclusive zu verstehen sei. Durch diese Bestimmung
und deren Bezeichnung wird daher jeder andere, wenn gleich sonst mégliche Werth der
Function von aller und jeder Betrachtung ausgeschlossen und muss daher als unméglich oder
vielnehr als gar nicht vorhanden betrachtet werden. Ofters ist -es dagegen mit nicht geringen
Yortheilen verkniipft, von allen méglichen Werthen einer Function eine gewisse Partie der-
selben in der Weise auszuschliessen, dass sofort alle jene Werthe von ¢(z) oder y als nicht
vorhanden betrachtet werden sollen, welche durch die Substitution cines zwischen @ und «f
licgenden Werthes von z erhalten werden. Wir kénnen dicses sehr einfach durch eine etwas
andere Bezﬂchnungsan der nimlichen Grenzklammer, nidmlich durch die Bezeichnung

y= Ew(.z‘); oder y = gcp(z“g ) erreichen. Wir halten es [iir micht ganz iiberfliissig,

das Gesagte durch einige Beispiele zu erliutern.

1. Bedeuten und y, wie gewdhnlich, die Coordinaten, so sind die Gleichungen der
in Fig. 1, Fig. 2, Fig. 3 und Fig. 4 vorgestellten geometrischen Objecte, d. i. jene einer bei-
derseits begrenzten endlichen geraden Linie, ciner cinseilig begrenzien, sodann ciner durch
eine endliche Strecke unterbrochenen beiderseits unbegrenzten geraden Linie, und endlich
einer scheitellosen Parabel bezichungsweise die folgenden, niimlich :

2 . «
1) y:%{,;—w}; ,,)_/*% ‘z+83 3 y__g_),.t—a g; und %) y_gjzr;zg
Sull ferners eine Functlon eine solche Benrpnlunvgcrfahrcn, dass sie fiir mehrere
lntervnlle zugleich gelte oder auch nicht gelte: so wollen wir dieses in den einfachern, keiner
Missdeutung fihigen Fillen und ocinstweilen bis uns der folgende Paragraph cin noch passen-
deres Mittel hierzu darbietet, durch folgende Bezeichnung anzeigen, niimlich:

y= gq*(z)gy = (rt, a,...) g(;(,r); (@',a™,...); und ebenso:

¥ ::{.q; (z]g _—:.(nz, o'l écp(z‘) 3(::, ot L)
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und als specielle Beispicle die den Fig. > und 6 entsprechenden Gleichungen, nimlich:
5,10 _ 49
(5 y:{;z—— 53; und (é.) y:(§1—5 d. h. von den z. B. durch Function (5) sich
Py 6155

ergebenden Werthen sind nur jene beizubehalten, welche entweder aus einem zwischen 3
und 5 oder zwischen 8 und 10 liegenden Werth von z hervorgehen. —

3. Sehr hiufig kémmt man ferners bei derartigen Untersuchungen in die Lage, die
Grenzbezeichnung, anstatt sie auf die den Functions-Ausdriicken zum Grunde liegenden ab-
solut verinderlichen Gréssen zu beziehen, sie vielmehr auf die Functionen selbst anwenden
zu miissen. Es wird uns dieses durch Anwendung und Einfiihrung einer anders geformten,
nimlich der doppelt gekerbten Grenzklammer jederzeit moglich werden. Um daher anzu-
zeigen, dass von allen Werthen, deren eine Function iiberhaupt fihig ist, nur ganz allein
diejenigen zu gelten oder nicht zu gelten haben, welche zwischen den Grenzen 8 und g’ lie-
gen, wollen wir hinfiiro uns der Bezeichnung:

8 . £ .
y :gqa(z);:ﬂgw(x)gﬂ’; und y:%q:(.z)%:ﬂgw(z)gﬂ‘; bedienen. —
i : I3 :

4. Eine begrenzte Function oder auch ein derlei Zahlwerth soll von uns ein Progress
genannt werden, wenn der obere Grenzwerth of oder §/ numerisch grésser ist, als der dazu
gehorige untere @ oder . Findet das Gegentheil davon Statt, so soll er Regress heissen,
gleichviel, ob sich die Grenzwerthe auf eine einfache oder doppelt gekerbte Grenzklammer

5 1 3 5
beziehen. So wiren z. B. E(p(.r)g und. Eqv (x)?[’ro’gresse; und qu (.z)g und gw (.t)g dagegen
3 1 o 7

Regresse. —
o
5. Da der Ausdruck g y g eigentlich und dem Begriffe nach aussaget, dass der Werth
8

von y zwar unbestimmt, dabei aber gleichwoh! insoferne wiederum bestimmt ist, als er keines
ausserhalb des Inlervalls von g8 bis g/ liegenden Werthes fihig seyn solle, der Werth von y
also in Wahrheit cine begrenzte Unbestimmtheit darbietet: so erscheint es in jeder Weise als
erlaubt, statt obigen Ausdrucks, falls wan es fiir wiinschenswerth erachtet, auch den nachfol-
I3

ggg: und somit in der Form einer Gleichung.
£

Dieses Raisonnement wird auch, wie es der letzte Abschnitt darthun wird, durch den
Umstand als richtig erhiirtet, dass man auch als reducirte Gleichung fiir eine begrenzte Senk-

P
genden zu setzen, d. h. statt gyg; y=
]

#
rechte oder Ordinate, denselben Ausdruck y= g 3; unabhiingig von gegenwirtiger Betrach-
8

tung erhilt. —
0%
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6. Nach den bisherigen Feststellungen ist es nun in jedem vorkommenden Falle ganz
leicht, iiber die Moghchkclt oder Unmdoglichkeit eines durch Specialisirung  einer Function
entstandenen ' Werthés schon auf den blossen Anblick hin zu entscheiden. So wiirde man kei-

nen ‘Augenblick anstehen, die Werthe g'm (5)3‘ und’ 2@1('4); fiir mogliche und zulissige, da-
5 . a ' ' 5
gegen Ery('l)g md %(‘p“(i})g fir unmégliche und abzuweisende oder vielmehr gar nicht vor-
E < i
s * 13 ) a a1z
handene anzuerkennen, und ebenso: gl‘lg und gl()g fiir moégliche, dagegen gb g undg 9;
6 3 2 5

{itr unmégliche zu erkliren.

1. In gleicher Weise diirften aunch die nachfolgenden paarweise zusammengestelltei
Grenzausdriicke keiner weitern Evklirung mehr bediirfen, nimlich:

G EW);Q@); : g¢<$§°.

- 7)o und ~® 4o und wir fiigen nur noch die Bemerkung
| @\ @l | Sotd
£ -> By - )

bei, dass wir fiir die' beiden vorletzten Ausdriicke geradezu keine Function, fiir das letzte
Paar dagegen stets die vollig gleichbedeutende einfachere Function g (z) schreiben werden:
Da ferner jede .Grosse mit 2° unbeschadet ihres Werthes. multiplicirt werden kann, so ist

.
o

es auch erlaubt, ja dort, wo man Schwierigkeiten (inde, sogar rathsam, stau.gb% das gleicha

o
K

: - 9
gl)x“g zu schreiben. Es ist daher z. B. Eag fiir alle Werthie 2, welche zwischen 7 und 9
3

7

4
licgen, -der Werth von 253 = 5 zu sctzen. Ist endlich der oberc Grenzwerth dem untern

7
a

gléich, d. h. e=@; so hat die Function, d. h. y = gw(:); nur einen Werth, nimlich

g . Lo, . . LY e P ae
y =¢(«), und derselbé entspricht stets einem hestimmten Punkte. — Endlich Kann noch bemerkt
wehden, dass:stets: der ‘Ausdruck (a+b'V‘—~ l)g g (a'-o—b/l' ) nur wiedér einem

Ausdrucke von dor Form m—n V:-I—l gleich seyn kann, da zwischen zwei unmoglichen
Werthen nur. wieder unmégliche liegen, < ) )

8. Bei Functionen dreier Variablen wie z.B. Z= F(xy) kann eine doppelte Art der
Begrenzung Statt finden; jene der absolut veriinderlichen und jene der abhingig Verinder<
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lichen, Als erstere lisst man gewdhnlich, wiewohl keineswegs nothwendig, die Abscisse z; " fiir
die abhiingig’ Verinderliche dagegen aber die Ordinate y gelten. Die auf Z sich beziehende
Begrenzung ist unter dieser Voraussetzung -constant;-dagegen jene’ auf y gerichtete eine von
z abhingige Function, Diess gilt natiirlich im Algemeinen. In gewissen speziellen FiHén kann
auch die Begrenzung von'y constant werden ,woriiber zu seiner. Zeijl das Nothige gesagt wer-
den soll. Von erwihnter Art wiren z. B. die Functionen-

Z= E(p (z)égf'(x,y).gg(p’(;)é. oder Z= Eq;(mgF(y\;(;’\zg; ebenso Z = ( )g g(q!\.z‘g

u. s. w., Wir werden jhrer bald cine noch grossere Zahl kennen lernen.

9. Obgleich wir erst etwas spiter- von der Verwandlung der einfach gekerbten Grena-
klammern in die .doppelt gekerbten sprechen werden, so folgt doch schon aus der blossen
Bedeutung der Zeichen und dem Begriffe der- Begrenzung, dass in allen jenen Fillen, wo
die begrenzie Function einfach dig Variable selbst ist, man-die beiden Grenzklammern un-

I 8
beschadet mit einander vertauschen diirfe, d..h. g ¥ g:gy} Eben so folgt aus dem Be-
#

9“(@% 0; ¢/(z)=0. Noth-

wendig aber ﬁndcn wir es, schon hier zu erkliren, dass nach der Natur der Sache die beiden
Grenzbezeichnungen , niimlich mit cinfach- oder doppeligekerbten Grenzklammern niemals ein
nothwendiges oder unbedingtes, sondern immer nur cin mégliches Staitfinden der zwischen
den Grenzen liegenden Werthe der Funclionen, d. h. ein blosses Zulassen derselben, falls
sic sonst moglich sind, aussagen sollen und kionen. Letzteres hiingl natiirlich immer noch
von der Beschaffenheit der Functionen selbst ab, und muss dieser iiberlassen werden. — Sind
die bekannten Variablen 2, y,  durch constante Grenzen *) zu begrenzen, so werden wir
uns der Ordnung nach der Grossen a, 8, y mit den n(‘jthigcn Accentuirungen bcdicnen, —

§. 8.

Ein andeper, mit dem so.eben Erwihnten in selir naher Beziehung steherder; in der
ganzen Mathemauk nicht mmder hnuﬁg vorkommender w1clmger Begriff, dem es glelchfalls
noch ‘an einer zweclmassngen Bezexc}muno und an einer gehongen Wiirdigung I'leh, ist jener
deg. wirklichen Zugleichbestebens mehrerer Werthe fiir eine und dieselbe verinderliche oder

o

griffe, dass: (013 ( 3:0 und eben so .auch ¢(z q/}p‘(d’

*} Die Begrenzung der Functionswerthe bictet, wle wir bei einer andern Gelogcnhm zu zeigen nicht unter-
lasén wcnrm, cinen héchst “fibérraschenden’ Uib

géngspunkt von den allgémeinetr ddalytischien polygono-

Gleichungen: zu i den bek zwei Fund Igleichungen der Polyg ie: dar, welohe
letztere, sofort und zugleich mit jhoen alle iibrigen Lehren dl:scr Wissenschaft, als cin wesentlicher Theil
der .’mal»uschen Geometrie erscheinen, von der sie bisher in Jjeder Weisc getrennt zu seyn und gleich der
‘[rigonometrie einc fiir sich sclbst bestéhend. eigene Wi hafi e hic.
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auch nur unbekannte Grésse. Dort, wo es die unabweisliche Nothwendigkeit erheischte, ein
derartiges- oder doch ganz ihnliches Verhiltniss mehrerer Grossen zu einer Dritten anzu-
zeigen, wie z. B, bei den verschiedenen combinatorischen Operationen, bei Aufzihlung sémmt-
licher Wurzeln einer Gleichung, oder endlich hei Angabe der Einzeln-Werthe einer vielfor-
migen und daher auch vieldeutigen Function u. s. w., begniigte man sich bisher, dieses ge-
meiniglich durch dazwischen gesetzte Komma auszudriicken. —

Aber abgesehen von dem gewiss nicht unwichtigen Umstande, dass eine derartige
Bezeichnung leicht zu Missverstindnissen aller Art fiihren kann, und sich mithin gar wenig
zu dem beabsichtigten Zwecke eignen diirfte: scheinet man auch noch iiberdiess bis jetzt
wenig Nulzen von einer geregelten Anwendung eines solchen Begriffszeichiens erwartet zu ha-
ben. Ich aber meines Theils muss’gestehen, dass ich nicht ganz dieser Meinung seyn kann,
vielmehr durch mehrfach angestelite Betrachtungen und Untersuchungen, von denen ich schon
friiher einen Theil dem mathematischen Publicum zur Beurtheilung vorlegte, zur Uberzeugung
gekommen Dbin, dass sowohl dieser als auch der obenerwihnte Begriff der genauesten und
sorgsamsten Beachtung, Priifung und Erérterung riicksichtlich deren Brauchbarkeit als Grund-
lage eines neucn Algorithmus werth seyn diirften, — und Minner, denen ein Urtheil hieriiber
woll zukommen mochte, sind éffentlich und privatim dieser meiner Meinung beigetreten. —

Um daher anzuzeigen, dass z. B. der Veriinderlichen y die Werthe 4, B, C, u. s. w.
zukommen, d. h.: dass sie dieser Werth fibig seyn solle, wollen wir uns des. dazwischen-
gesetzten Zeichens o bedienen, und schreiben y = 4w BwC; d. h.: y ist sowohl 4, als
auch B, als auch C u. s. w. — Wiirde man daher dieses Zeichen auf dic Wurzeln der Glei-
chung z? — 92?4232 — 15; anwenden, so hiitte man z=1w 3 w5 ; einc Bezeichnungsweise,
welche, hiitte man sich ihrer in der Theorie der Gleichungen von jeher bedient, sicherlich
vor manchen irrigen Behauptungen und  vorgeblichen Widerspriichen zu bewahren vermocht
hitte. Denn das @ (Omega) verbictet eben jede willkiihrliche und unmittelbare Verbindung
der einzclnen Glieder, indem sie diese Werthe, wic die folgenden Paragraphe lebren werden,
gewissermassen auseinander hilt. Die auf der einen Seite der Gleichung stchende Variable
oder Unbekannte 2, y oder z ist niimlich nicht bloss ecin stellvertretendes Zcichen fiir einen,
sondenn ein allgemeiner Reprisentant mehrerer und oft sogar unendlich vieler Werthe, und
mithin cine vieldeutige Grésse, worauf man chen durch das Zeichen © aufmerksam gemacht
wird. So kann man fir y =4 V"5, auch schreihen: y=(4y"5) @( —y7b); statt

y= 1}'[ =1 (o(_ | +2V‘_3) m(_l_;/‘_ 3) oder, wenn sin.z =y, so ist bekanntlich:

£ = arc.sin.y warc. sin. (2 4 yyoarc.sin. (dn 4-y) o...; denn durch die Reversion eines Ausdruckes
entsteht fast immer ein vicldeutiger Functionswerth.
Unsers Wissens gebiithrt Caucky das Verdienst, auf die bestimmte Darstellung mehrs
férmiger Functionen durch ein in die Augen fallendes Zeichen gedrungen zu haben. —
Schon aus dem bisher Gesagten ersiecht man deutlich genug, dass das Zcichen o,
welches von uns das Disjunctiv-Zeichen, die einzelnen Theile 4, B, C, die es mileinander
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verbindet, dagegen Disj iv-Glieder g werden sollen, durchaus nicht mit dem Addi-
ichen 4 verwechselt werden darf, wiewohl es gleich jenem zugleich ein Qualitiits- und
Operations-Zeichen ist, und nach &hnlichen, aber hiimlichen und aus der Natur dieses
Begriffes selbst geschopften Regeln angewendet werden muss. — Das jedem Disjunctiv-Gliede
vorgesetzte Qualititszeichen 4 oder — bezieht sich immer auf dieses selbst, und darf nie-
mals dem unteren Grenzwerth zugeschrieben werden, falls letzterer, wegen seiner Complizitit

dem Disjunctivgliede vorangeschricben wiirde. Man hitte in letzterem Falle denselben zur
Vermeidung jeglichen Irrthums in gewohnliche Klammern einzuschliessen. So z. B. bedeutet

y= E(p (.r)él =(—e gqv (@) ; (@); und y=— gqu (.z)§ =—(—a) EV (.z); («); nicht aber auch

gleich dem Ausdrucke: (a)gc; (z)g(a’), wegen Verschmelzung der beiden Minus-Zeichen zu Plus

u. s. w. Durch dieses Ubereinkommen ist daher jeder Missdeutung vorgebeugt. Ofters lassen
sich die simmtlichen Disjunctiv-Glieder einer Gleichung von einem gemcinschafilichen Index
abhiingig machen, und in diesem Falle konnen derlei Gleichungen immer unter einer héchst

einfachen Form dargestellt werden. Sowerden wir hiefiir statt der Gleichung y = 4w dw dw... 4
1o s n

n
schreiben: 3= w (A ); oder wo ein Missverstindniss zu befiirchten wiire, lieber
[4
1

ne a’ p 7’
y =@(-{‘Ig) 3 lerner statt y— @](Ae’)w @(AZ) ”gyd(."";)"' e
(07 e nm

y= w w (4:) Das Zeichen w welches sich, wic man sieht, lediglich

(2-,7.- ) b7
bloss auf die Indices und niemals auf die allenfalls dem Disjunctiv-Glicde zum Grunde lie-

genden Variablen bezieht, wollen wir das grosse oder combinatorische &] (Omega) nen-
nen. — Indem wir aber auf diese Weise die analytische Geometrie den combinatorisch-analy-
tischen Betrachtungen und Operationen zugiinglich machen, eréffnen wir den letztern zugleich
ein neues Feld, welches zumal fiir die Losung unbestinmter geometrischer Probleme nicht
anders als von der gréssten Wichtigkeit sich erweisen diirlte. Wir haben diesem Theile un-
sers Algorithmus in unserer frithern Abhandlung (iber diesen Gegenstand ein besonderes

Augenmerk geschenkt, wesshalb wir zur Vermeidung unnéthiger Wiederholungen unsere Leser
auf jene Arbeit verweisen,

S 9.
Durch die Annahme und den Gebrauch des Disj iv-Zeich in Verbindung mit
jenem fiir die willkibrliche Begrenzung wird es begreiflicher Weise der analytischen Geo-"
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metrie erst. méglich, nicht nur Puncie, Linien;,. Flichen und:Korper in beliebiger ‘Lage zu
einander;. und somit als gleichzeitig im Coordinaten-Raume.. bestehend, d- h. ganze Systeme
derselben durch Gleichungen. darzustellen, sondern sie erlangt zugleich dadurch auch;ein Mit-
tel, sich. die Gleichungen belicbig zusammengesetater Figuren , Flichen und Korper zu ver-
schaffen,. und, sie nach den:gewéhnlichen analytischen Regeln der weitern Untersuchung so-
fort zu unterziehen, — LEs wurde schon weiter oben ausdriicklich erwalinb, dass wir im, All-
gemeinen bei einer begrenzten Function stets voraus setzen werden, dass.sowohl der untere
als auch der obere Grenzwerth: inclusive zu. verstelien sey. In zwei Fillen aber leidet. diese
Voraussetzung cine nolhwcndi"c aus der Natur der Sache selbst flicssende Ausnahme. Der
erste dieser Fille tritt em, wedn die beiden Grenzwerkhe, der obere und unlere, glelch gross
sind. In diesem Falle ‘nun, o der Function ‘als Object ein Punct entsprlcht ‘muss. eben,
weil nur das Besichen eines einzigen Werthes ausgesagt wu‘d und die ohere Grenze mit der
untern zusammenfillt, dié obere Grenze exclusive genammcn werden. <+ Der zwéite' Fall- tritt
dann ein, wenn zwei Disjunctiv-G lICd(.l‘ sothe Gremwel the hal)t.n, dass der untere des einen
G‘hchS dem oberen Grenzwéithe des andern glelth ist, und fir diese Werthe béide Fune-
tionsWefthe selbst eiriander gleich wérden. ‘In geOme(nscher Bezichung cntsprlcht chcser Fall
dem Zusiminens{ossen ziveier C\\r\rcn, wie in Feg. 11 ahd Fig 12, Glcnchwm min hierder”
Punct B, wiewohl zu béiden Curven gehorig, nur einmal vorksmmt und gez.

alile werden Kann,

so bringt es die Eigenthiimlichkeit unserer Grenzbezeichnung mit sich, auch in diesem zwei-

ten Falle' den .obern Grenzweith selbst von: unserer Betrachtung auszuschlicssen ; und mithin

exclusive zu verstchen. — In denjenigen Yillen nun, wo der obere und untere Grenzwerth

gleich sind, oder wo der obere des cinen Disjunctiv-Gliedes dem untern des niichst daraul-

folgenden - gleich ist, werden wir stets der Abkiirzung: uns bediencn, von diesen g‘léiphen
« .

Werthen nur den einen ausdriicklich anzuschreiben; d. h. statt Eq( ) = (u)grp(x)g' und

g fyad= oo

sammen veselzt sind, ja be1 vielen Unlersuchun"en die Hauptrolle spielen, so wird sich diese
Abkurzung von erlieblichem Nutzen zcigen. —

Um schon jetzt ginige der einfachsten, aber zugleich auch wichtigsten Fille namhaft
7 fitachen, in welchen die einzelnen Disjunctiv-Glieder in cin gewiss¢s Verhiltniss zu' ein+

o

g(a“). Da ofters die Grenzwerthe sclbst sehr zu-

ander treten, wollen wir naclifolgende Betrachtungen anstellen :

s

1. Sind y:%q(z)} und y = Eq’(,r)g die Gleichungen zweier begrenzier Curven-

. s

BT [ERRETRTH IRTETV TN H

stiicke, so ist dem Gesagten zufolge y = ([( )3 § e 3 die Gleichung dersclben, inso-
[ oy ﬂn 1

sun

form Sieogleichentigtim Gw{dmawnmmb gedioht werden) B8 kohinkslibrlicr nociifolgetde.
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Fille Statt finden. Setzt man beide Disjunctiv- Glieder als Progresse oder Regresse, d. h.
gleichartig voraus, und sind unter den vier Grenzwerthen auch nicht zwei, welche gleich gross
sind, so konnen diese Curventheile an ihren Anfangs- und Endpuncten durchaus nicht zu-
sammenhingen. Sind iiberdiess beide Glieder Progresse und ist zugleich o/<Ca’/, so koénnen
sie sich nicht einmal weder schueiden noch beriihren, sondern haben eine Lage wie etwa 4B
und CD in Fig. 7. — Als besondere Beispiele wiiren die in Fig.7 dargestellten geraden Linien,

S 12
deren Gleichung: y—= g Sz— 53 @ E{,.z‘+ 4; ist, aufzufiibren.
a 10

Befinden sich unter den vier Grenzwerthen zwei gleich grosse, so ist dieses he-
greiflicherweise noch immer kein sicheres Kennzeichen, dass diese Curventheile in ihrem An-
fangs- und Endpunkie zusammenstossen, Denn sie konnen noch immer eine Lage zu einander
haben, wie etwa 4B und CD in Fig. 9. — Ein specielles Beispicl bietet die Gleichung:

4 9
y= g—§$+53mggz+83, welche in Fig. 10 graphisch dargestellt ist. Es ist dieses
2 a
natiirlich jederzeit dann der Fall, weun die beiden Disjunctiv-Glieder fiir jene gleichen Grenz-
IR
werthe ungleiche Resultate geben. Diess ist in der Thatwegen y— €?3 @ %Tg = g;_g © Eﬁg
5

in unserm Beispicle der Fall, : ¢

3. Sind unter diesen vier Werthen zwei gleich; ist nimlich z. B.: a’=a” und ist
noch iiberdiess ¢(a) = ¢“(a’), d. h. sind zugleich dic den Grenzen o=’ entsprechen-
den #/ und p* einander gleich, so hingen genannte Linicnstiicke zusammen, und bil-
den eine gebrochene oder zusammenhiingende Linie, wie z. B. in Fig. 11. In diesem Falle

ist also die obere Grenze o exclusive zu verstchen. Ein Beispiel ciner solchen geradgebro-
henen Linie wire die in Fig. 2 dargestellie, derem Gleichung:
12 [
y= Eix— Egmg—gx-i-/tg ist. —
7 12

4. Wenn von den vier Grenzwerthen sich nicht zwei finden, welche einander gleich
wiren; so konnen gleichwoll diese Curvenstiicke in einer Verbindung anderer Art stehen:
niémlich sie kénnen sich beriihren oder sich schneiden.  Ersterer Fall tritt ein, wenn def
durch die Gleichstellung der beiden Disjunctivglieder gefundenc Werth von z in ein oder die
andere Gleichung gesetzt, genau einen der vier Grenzwerthe e, o/, a, @ als Resultat der
Substitution licfert. Der zweite Fall dagegen, wenn der fiir  gefundene Werth kleiner als
jeder der beiden obern, und zugleich grésser als jeder der beiden untern Grenzwerthe ist,
Fig. 13 und Fig. 14 liefern hiezu die graphischen Versinnlichungen, Wir werden spiter ganz
aligemeine, auch auf Flichen anwendbare Regeln kennen lernen. —

Die in diesen drei letzten Paragraphen besprochenen allgemeinen Begriffe bilden nun,
wie gesagl, die Hauptideen oder Ausgangspunkte eines Algorithmus, mit welchem wir nichts

weniger beabsichtigen, als eine giinzliche Behebung der in dem Paragraphe 5. bezeichneten
Abh. V. £ 71
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und dargelegten Mingel und Unvollkonmenheiten in der Behandlungsweise der analytischea
Geometrié. Sie reichen hin, diese wenigen Bemerkungen, um sofort wieder zur Bestimmung
alter maglichen Functions{ormen, die den geometrischen Objecten im Raume wie in der Ebene
enisprechen sollen, zuriickkehren zu kionnen. Denn sie’ sind es ja, die den eigenilichen
Stoll unserer folgenden Betrachtu

gen ausmachen werden. — Ist dieses erst gescheben, so

werden wir nicht siumen, das Verhiliniss dieser Grundbegriffe zu den verschiedenen anderen
Rechnungsarten genaver zu bezeichnen, und dberhaupt alle diejenigen aus der Natur der
Sache fliessenden Operations- urid Reductions-Regeln aufzustellen uns bewiihen, welche nach

Massgabe unseres gegenwiirtigen Zweckes uns nothwendig und rithlich geschienen haben, —

§. 10.

Als der cigentliche Schauplatz aller  geometrisch-analytischen Vorginge (mit  dicsen
Worten beginnt der Paragraph 6., zu dem wir nunmehr wieder zuriickkelren), und zugleich
als der Ort fiie dic geometrischen Anschavungen und Versinnlichungen muss, wic bereits er-
wihnt wurde, derjenige Raum bezeichnet werden, welcher sich zwischen den vier Quadranten
zweier in einer Ebenc sich senkrecht durchschneidenden geraden Linien, oder falls dic: Unter-
chen den acht Octanten dreier i einem
Puncte sich senkreclit durchschneidenden Ebenen ins Unendliche aushreitet. Da es in dem

suchungen- im Korperraume geliihrt wiirden, zwi
&

Geiste ciner rein analytischen Behandlungsweise liegt, bei Untersuchungen von den méglich
allgemeinsten Voraussetzungen auszugehen, und erst hinterher auch die méglicherweise dabei
stattfindenden specicllen Fille in Betracht zu zichen; so wollen auch wir, uns an diesem

Grundsatze haliend, uns alsogleich. den Raumesgréssen dreier Dimensionen 2uwenden, und
crst spiter aul Gegenstinde, die in ciner Ebene liegen, iil)cl'gchen. Auch werden wir bei
dicsen nun folgenden Betrachtungen zur hesseren Fixirung unserer Gedanken stets vechtwink-
lige Coordinaten, deren Anfangspunkt im Scheitel oder Durchschnittspunkte dev drei sich
durchschneidenden  Ebenen liegend angenommen wird , voraussetzen, obwoll alles hier Vor-
sebrachie Wort  fiir Wort auch von den schiclwinkligen, und mit geringen Aenderdangen
auch von anderen Coordinaten-Sy stemen gelten wiirde, —

Als das unbezweifelt allgemeinste, vollkommen he

enzte und bestimmite: geomelrisclie
jener Puncte bezeichnet werden; aus welehen man

Object im Raume muss der Inbegrifl aller
sich erlaubterweise  die verschicdenen  geometrischen Korper zusammengesetzt  vorzustelicn
pllegt, und welchem Inbegrill' vou: Puncten wir schon in unserer {riiheren Abliundlung den
Namen Karperraum gegeben haben.  Er unterscheidet sich von.dem korperlichen Inhalte
dadurch, dass' ersterer zwar auch donInbegrifl. simmitlicher Purcte, jecddeh. mit genauer-Riick:
sicht auf dic Art der Begrenzung; letzterer. dagegen denselben Inbegrifl, jedoch ohne Nificks
sicht auf die Form oder. Art der Begrensung, dagegen aber mit: Riieksichtsnuhme: aul cine

zum Grunde gelegte Masseinheit darstellt.  Auch von der den Kérperraum begrenzenden
Oberfliche unterscheidet sich der Korperraum sehr wesendlieh, indem ersterc nur éinen ge-
vingen Theil derjenigen Puncte in sich begreift, welehe dor Korperraum sein eigen nennen
kann. Verbindet ‘man z. 15. den Kérperraum ciner Kugel mit ciner Ebene, so liefern die den
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beiden Objecten gemeinschaltlichen IMuncte den Flachenraum eines Kreises, und verbindet
man zwei beliebige ebene Flichenriume miteinander, so geben sie eine begrenzte gerade
Linie. Kurz, der Kdrperraum enthiill alle iibrigen begrenzien geometrischen Objecte bis zur
Linie und dem Puncte -in der Ebene herab, als specicile Fille in sich, wie die Folge zcigen
wird. Die Ableitung des, diesem wichtigen geometrischen Objecte entsprechenden analyli-
schen Repriisentanten, respective dessen Gleichung, welches nun sogleich geschehen soll,
diirfte daher nicht mit Unrecht auf einige Beachtung von Seite des Lescrs Anspruch zn ma-
chen haben. —
{. Bezeichnet z den allgemeinen Reprisentanten simmtlicher Ordinaten, so

offenbar z = (—= E g(+co 8 die wahre Gleichung des ganzen unendlichen Rau-

mes nach allen Blthumgen der acht Octanten. Denn der genannte Ausdruck sagt seiner
Natar nach aus, dass die Ordinate z, sie mag auf welchem Puncte immer errichtet sein,
d. h. vollig llﬁablnﬁdgig von cinem bestimmten Werthe von # und y, und also [iir jeden
Werth von 2 und y', von — Dbis zu 4 o reichen, und somit simmtliche Puncte, die im
unendliclien Raume gedacht werden kénnen, reprisentiren solle. — Was anders daher ist
wobl dieser Ausdruck, wenn nicht die Gleichung des unendlichen Raumes selbst? — Selzt
man ferners, um unserm Gegenstande niher zu riicken, statt jener unendlichen Grenzen von

z zwei endliche y und y/, so erhilt man sofort die Gleichung Z = ggg, und diese ent-

spricht offenbar demjenigen unendlichen Raume, welcher zwischen zweien zur Coordinaten-
Ebene xy parallel laufenden Ebencn liegt, von denen die eine, einen senkrechten Abstand 7,
die andere 7 hat, und die also von einander nun (3’ —j) abstehen. — Wiire nun die obere
hegrenzende Fliche mit der unteren nicht parallel, oder wire einc von ihnen oder gar beide
krumme Flichen, so begreift man leicht, dass die Grenzen y, ¢ von z, und somit auch ibr
Intervall, d. h. ihre Diflerenz, unstreitig von dem Puncte, auf welchem man sich eben die
Ordinate 2z errichtet denkt, abhingen muss. Allein simmtliche Puncte der Ebene zy wer-
den durch die beiden Coordinaten # und ¢ selbst bestimmt; woraus sofort folgt, dass y und
7' in diesem Falle als gewisse Functionen von 2 und v aultreten werden. Es ist daher offen-

bar: Z=F(z, 3 %33F’ (7, y) *) die Gleichung jenes Theiles des unendlichen Korper-

raumes , welcher zwischen zwei im Allgemeinen krummen Flichen, welche durch F (z, y)
und F' (z, y) reprisentirt werden, eiﬁ{,escfxl()ssen ist. Dabei kann es nun geschchen, dass,
wie im Falle Fig. 15, sich Dheide Flichen nach einer oder beiden Richtungen melirmals
durghschneiden, unc‘l 50 einen ll'l}tl)l n[lcr \vemgcl grossen, pnumr aber noch unend-

..... S
r chc durch F(x, y) ausgedrickt W"an Lsune, dacf wohl b i einem
ul)-r an-nlumhe Geomditie' ..Is ein ‘aus der iilgenicinin FUiUisHEehre’ fies!

, 1 W e g

T
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lichen Raum einschliessen; — oder aber, wie durch Fig. 16 veranschaulicht wird, eine
solche Beschaffenheit zeigen, dass die beiden begrenzenden Flichen nach allen Richtungen
unmerklich und nach dem Gesetze der Continuitit in einander iibergehen, wie dieses bei
Sphéren, Ellipsoiden und unzibligen anderen g ischen Geg: inden der Fall ist. —
Bis hieher wurden die beiden Begrenzungsfliichen als vollig unbegrenzt, oder als in einander
iibergehend, und somit vielmehr als eine einzige in sich zuriickkehrende Oberfliche betrach-
tet. — Es kann aber auch geschehen, dass diese Kérperriume eine absichtliche Begrenzung
erhalten sollen, entweder dadurch, dass man sie von zwei oder mehreren krummen Flichen
oder Ebenen einschliessen FLisst, wie in Fig. 17, oder auch, dass man von den bisher be-
trachteten Korperriumen nur denjenigen Theil beizubehalten verlangt, welcher, wie in Fig.
18, durch die in der Ebene zy gegebene Projection angezeigt wird. Kurz, entweder iiber-
lisst man die ginziche Begrenzung der Natur und besondern Beschaffenheit der beiden Func-
tionen, oder aber man setzt diese Begrenzung Behufs gewisser Zwecke”s‘elhstthh'tig fes.. Da
der letztere Fall, mathematisch gesprochen, der allgemeinere ist, indem er (lcll:p einen in sich
schliesst, so wollen wir auch diesem unsere sofortige Aufmerksamkeit zuwenden.

Um die Art, wie die willkiihrliche Begrenzung zu geschehen hat, recht augenscheinlich
zu zeigen, wollen wir unsern Blick auf Fig. 17 wenden. Bier sieht man nun, dass sowohl
y als z, falls sie sich nur bloss auf den genannten Kérper beziehen sollen, nothwendig be-
grenzt sein miissen. Denn nicht jedes Perpendikel (z) triflt auf Puncte des Kérpers KG H,
Fig. 17, sondern nur ein solches, welches innerhalb der Projection G‘H'F desselben er-
richtet wird, Offenbar hiingt aber dic Begrenzung von y vorerst von z ab, weil fiir jeden
besonderen Werth von z, z, B, fir z=«’, auch die Grenzen PN und P N des zugehdrigen
y, und folglich auch ihre Intervalle NN’ selbst andere sind. Wir miissen daher offenbar y
durch Functionen von x begrenzen, u. s. f., da jedem Werthe von # cin ganzes Intervall

von Werthen des y entsprechen soll, statt y, ¢ (z) gygq‘(z), schreiben.

Endlich aber ist auch die absolut, d. h. von keiner anderen Variablen mehr ab.
hiingige verinderliche Grosse = keineswegs cines jeden Werthes ohne Unterschied fihig, son-
dern viclmehr im Allgemeinen als zwischen schr bestimmiten, jedoch constanten Grenzen cin-
geschlossen  zu Dhetrachten.  Sind diese Grenzen « und «/, so erhilt man als allgemeinste,
d. h. alle iibrigen in sich schliessende Gleichung eines Korperraumes:

W 2=fr G} 2] a3}

Diese Gleichung ist zugleich auch vom rein analytischen Standpuncte aus betrachtet,
die allgeréinste Relation, die nur @iberhaupt zwischen drei Variablen statt ‘finddni “Kann ' von’
denen eine wcmnstens immer als die absolut Ver: dcrhchc angesehen werden muss. .\u¢h
urde der Le;e}- vermuthllcl} auch ohne unsere ausdrl lichg Er“ah_n\mv‘cmse]lcn, dllis 50=

woll F (z, ) als auch F/(z, } aus bchebw vielen Disjuncuivgliedern, besichen qnn.,und
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oft auch wirklich besteht, wie unter andern z. B. bei den Gleichungen der Polyeder im
Raume u. s. w.

Dass eine Gleichung von so grosser Allgemeinheit, ja Universalitit nicht iiber Erwarten
einfach ausfallen konnte, bedarf wohl kaum eines erliuternden Wortes. Doch darf auch
hier nicht iibersehen werden, dass in allen jenen Fillen, wo die Functionen F (z, y/ und
F' (z, y) durch ihre innere Natur und Beschaffenheit die Begrenzung auf sich nehmen, d. i
bei allen continuirlichen Oberflichen, sowohl die Grenzen ¢ (z) und ¢/(z) von y, als auch
jene « und o von z, bei den meisten Untersuchungen weggelassen, und die dadurch ver-

einfachte Gleichung Z = F(z, y) E i‘}g F'(z .3y) geschrieben werden kann, — Wir wollen nun

von dieser Hauptgleichung auf die aus ihr folgenden specicllen iibergehen.

2. Stellt man sich vor, dass der untere und obere Theil der Begrenzung immer
mehr an einander riicken, wodurch natiirlich der ganze Raumes-Inhalt gleichfalls fortwihrend
abnimmt, bis endlich die untere Begrenzung mit der oberen zusammen(allt: so sieht man
ganz augenscheinlich, dass unter dieser Voraussetzung der Kérperraum in eine krumme Fliche
itbergeht, da ja hinfiiro nur diejenigen Puncte gelten sollen, welche der unteren mit der
oberen Grenzfliche gemeinschaftlich angehdren. In Beziehung auf die hier stattfindende Glei-
chung entspricht dieses einem fortwihrenden Annihern und endlichen Gleichwerden der bei-

4
den Grenzfunctionen F (2,3) und F/(x.7) und da offenbar Z:g Sg der Bedeutung nach

genau mit Z=y iibereinstimmt, so hat man wegen F(z.y)= F’(z‘, y) ollenbar

2). —EF (z, ¢ gy }q)’(z ))
als die allgemeinste Gleichung eciner belichig begrenzten Fliche. Hiebei ist zu bemerken,
dass Korperrdume, deren obere und untere Begrenzung durch eine Function mit nur einem
cinzigen Disjunctivglicde dargestellt werden, bei ihrem chrgange in Flichen stets nur solche
darbieten, die nicht in sich selbst zuriickkehren. Korperriume dagegen, welche, wie z. B.
ein hohles Ellipsoid zu ihrer analytischen Darstellung Grenzfunctionen mit wenigstens zwei
Disjunctivgliedern erfordern, gehen sofort bei ihrem Ubergange in Flichen in cigentliche
Oberflichen Giber. Im Folgenden wird es nicht an Beispiclen zur Erlduterung des Gesagten
fehlen. — Hicher gehoren nun auch die Gleichungen der sehr hfufig vorkommenden, will-
kiihrlich begrenzten ebenen Flichenriume in Korperraume, z. B. jene der Polygone u. s. w.;

ehenso auch die Gleichungen der verschied
veres, bCSO
3

Polyeder u. s, w.; wovon spiter ein Meh-
nders lm dritten Ahschmne noch vorkommen wird,

D]e, ):n’;!,lqls_t der Vorl]erge gnden Betracl\tung gefundene Gleichung (") lasst noch,
e\m.l z“(:l(‘DC‘le Spet 1511"1111" 2u, die w noch in, diesem und der”, folgendpn Absaqq Pe-,

0id I &
sprechen “enden - ,cnn in der Gleichun g“(r dle b?(dren.‘ Gfgngg;g;thg on,, /::y‘ai\nnlth

T
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(

¢(x) und g(2) sich nur um -eine constante Dillereriz untevscheiden, in der Weise, dass z. 1.

&) — ¢ (2)=m, also ¢‘(#) =¢(x)+m und somit. Z:EF(.Z,W(Z‘) Ey.g(q (x)+m>)§,

5o entspricht diese Gleichung offenbar einem Objecte im Raame, welches man einen Flichen:

streifen nennen konnte, dessen Fig. 19 horizontale Projection nach der Richtung dér y durch-

aus die Breite e besitzt. Denkt man sich nun, dass djeser Streilen imimer schmiler wird,

welches einem Kleinerwerden von = entspricht und dass endlich m =0, d.. h. ¢(z)=9/(z)

wird, so crhilt man als Object cine beliebig begrenzte Curve im Raume, und als Gleichung
. o

fiir dieselbe nach der eingpl'ﬁln-ten Abkiil'zung: Z:EF (J“,(I(.L‘) Ey%)g Da in digsem Falle

aber wegen y = g¢(z) aus F(z.y), z sclbst aus letzterer Gleichung hinweg geschaflt’ oder eli-
minirt werden kann, so hat man sofort auch noch:

@B) Z= EF (z T (I)E jg); = §<r (r)ga ?‘!’ @g

als allgemeinste Gleichung einer belichig begrenzten Curve im Raume.

4. Endlich lasst sich dic Beschrinkung der Werthe von z noch um einen Schritt
weiter, d. h, so weit treiben, dass demsclben nur noch mehr cin einziger Werth zuerkannt
wird. Es geschicht dieses durch das Gleichsetzen der beiden constanien Grenzwerthe von .,
nimlich von @ und . Und diess ist auch dag Einzige, was an obiger Gleichung noch einer
willkiibrlichen Beschréinkung fihig ist.  Allein dieses heisst in Bezug aul das riumliche Ob-
jeet offenbar nichts anderes, als von den tinendlichen vielen Puncten einer Curve alle bis
aul ecinen einzigen ausschlicssen. Man crhiilt daher aul diesem Wege unsteeitig die allge-
meinste Gleichung eimes Punctes im Raume, niimlich :

(&) Z=§F (1,(;(1‘) E.y D;u = gq (z)§ glIJ(y) 3

Durch die bisher gefundenen vier Gleichungen sind nun auch zugleich alle maglichen,
im Raume darstellbaren geometrischen Objecte reprisentirt, und alle Functionen dreier Vari~
ablen miissen, sollen ihnen geometrische Objecte entsprechen, mit einer dieser Functionen
ithrer Form nach zusammenfallen.  Die Gleichungen verrathen also auch Dbei dieser Dar-
stellungsweise, welcher Classe von Raumobjecten sie zugehdren, —

§. 11

Die in dem vorigen Paragraphe abgcleiteien vier Glej

e et w
‘hung‘]-n sirlxd noch einer andcren
{afaw oy I TR LT L S L LA IR S Y (P A TR 8 .
Vei'éinlachung odér’ Specmhsnrung fihig, als Dene Beschrénkung ihrer
R T e Tt I TR e I dicionss: AR RUNLAR
Werthe “méglich “ist,  Wir meinen nimlic chnnge_V_ercm[achunrr 41’e sie ynter d or-

e oy T UL UL AP P 1 Y ig) ey wn L
aussetiing erfahifen, dass dicselben Dloss” auf Gegenstinde, dic in einer Ebén

Gl
lurch cine weil

'
e

PN
cgen, ange-
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wendel werden .sollen. Betrachtet man daher dieioben gefundenen, aul Objecte dreier Di-
mensionen' beziiglichen vier Hauptgleichungen unter der Voraussetzimg, dass in ihnen eine
der drei Coordinaten, z. B. y, und zwar nicht bloss fiir: vereinzelte Puncte, sondern fiir alle
Werthe von z und 2z, mithin vollig unbedingt Null sey; so liefern jene vier Gleichungen, da
die beiden letzteren von ihnen bei dieser ‘Specialisirung augenscheinlich in eine einzige zu-
sammenfallen, drei neue zwischen z.und z, welche sofort dls.die eigentlichen Gleichungen
simmtlicher geometrischer in einer Ebene darstellbarer Objecté angesehen.werden miissen.
Setzen wir also in obige vier Formeln y =0, und vertduschen wir hinterher = mit y,:wn
dem herrschenden Gebrauche gemiiss Gleichungen zwischen z.und = zu ‘erhalten; so bekdmmt

.. - .
man, da zufolge der Bedeutung q(x)gogcp',(zj)_—‘_o ist, nach Vertauschung von z mit y aus

5.) y= gF(zé Egg EF,(‘T;;,

als Gleichung fiir beligbig begrenzte Flichenriume in die’Ebene. Dieses Lisst sich sehr leicht be-
greifen, wenn man hedenkt, dass die Wirkung des Nullsctzens von y darin besteht, alle jene Puncte

Gleichung (1)

zu erfahren, die irgend cin Korperraum mit der Lbene der # = gemein hat. Diese bilden
aber zusammen jedenfalls cinen hegrenzton Flachénraum , wesshalb, wir auch ‘diese Gleichung
jene cines beliebig begrenzten I aLl\em'aums fiennen 7 ilissen Elnul)t’en, und nur daraul
am machen ‘wollen, dass man sich unter derselben wedgr die Formel fir die Berech-
nung des Flicheninhalies einer Yigur, ndch auelr die Gleichtng ihrer Begrenrung zu denken

aulimer]

hat.  Sie ist vielmehr der allgemeine Repriisentant aller jener Puncte mit Riitksicht auf ihre
Begrenzung, aus welchen man sich jene Fliche sclbst zusammengesetzt vorzustellen pflegi.

Setzt man [(erners in der Gleichung (2) y=0; und vertauschet man z mit g} so erhilt man
aus jener Gleichung fiir die Flichen im l\uume, sofort die Gleichung fiir Curven in der

Ebene, dmlich, da auch hier wieder g« )( ) ( )_0 sofort:
6 y=(r

als allgemeine Gleichung ciner ])vll(‘l)w ])(‘"‘l(‘n/l(.n Curve in der Ebeng 5('[7h man endlich in

Gleichung (1) =0, und vertauscht man hicrauf wieder  mit s0 elllalt man aus jener
Gleichung des Punctes .iin Nauine, tie entsprechende ifiir deh Punct it 'der Iibéne; ‘nimlich :
=

(1) y={n@}
welche Gleichung auch unmittelbar aus [©] dun.h das Gleichsetzen von den Grenzen « und
« erhalten wird. — Man kénhte aich die Gleichung (3) dazu. benutzen;: auf unsere Gleichung

O] iiberzugehen, und wiirde zu démselben Resultate gelangen, Nur insoferne wiirde sich die
so erhaliene Function von der Gleichung (7) unterscheiden, als sie den allgemeinen Repri-
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sentanten simmtlicher Durchgangspuncte und somit im Allgemeinen mehrerer Puncte zugleich
vorstellen wiirde. — Diese drei Gleichungen (5), (6), (7) entsprechen nun simmtlichen Ob-
jecten, die in einer Ebene moglicherweise vorkommen konnen. —

§. 12.

1h

Nachdem wir nun in den vorbergehenden zwei Paragraphen die Aufgabe
gelost zu haben meinen, die allein méglichen, wesentlich verschiedenen geometrischen Ob-
jecte und ihre Gleichungen in ihrer genau vorgezeichneten Ableitbarkeit nachzuweisen, er-
lauben wir uns, das Ergebniss dieser Untersuchung in einer iibersichtlichen Zusammenstellung
aufzufithren, und an dieselbe eifige sich von selbst darbietende Bemerkungen anzukniipfen.
Die gefundenen Gleichungen sind in ihrer natiirlichen Ordnung die folgenden:

~r oo} §13r Conebio)3
2=(r (artalot)}
b 1={rCan)y= oo o)
o= Comff)} = 03 o0
=3} e}

6, y= gF (.z‘)g fiir die Ebene.
o

fiir den Raum.

ol

1. y= gF(z)é

Die Bedeutung dieser Gleichungen ist: 1) die Gleichung fiir einen willkiihrlich be-
grenzten Korperraum, 2) jene fir cine willkiihrlich begrenzte Fliche im Raume, 3) fir eine
begrenzte Curve von cinfacher oder doppelter Kriimmung, und 4) endlich jene fiir einen
bestimmten Punct im Raume. In Bezug auf die Ebene stellt 5) die Gleichung ecines willkiihr-
lich begrenzten Flichenraumes; 6) die einer beliebig begrenzten ebenen Curve oder Geraden;
und 7) endlich die Gleichung eines beliebigen Punctes in der Ebene vor. —

Es kann wohl kaum iibersehen werden, dass diese hier aufgezihlten Gleichungen
sowohl ihrer Zahl, als auch insbesondere ithrer Form und ihrem Inhalte nach, sich von den
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bisher gebriuchlichen der analytischen Geometrie sehr wesentlich und auffallend unterschei-
den. — Was ihre Zahl anbelangt, so hat sich dieselbe gegen die bisher gebrauchliche An-
zahl um zwei vermehrt, nimlich um die Gleichungen 1 und 5, wovon also die eine an der
Spitze jener fir den Raum, die andere dagegen zuvirderst der Gleichungen fiir die Ebene
steht. Die Anzahl von vier Gleichungen fiir den Raum und von drei fiir die Ebene ist
kejneswegs eine willkiihrliche, sondern eine nothwendige. Um dieses besser einzusehen,
miissen wir den Leser auf die doppelte Art der Begrenzung aufmerksam machen. Denn ent-
weder entspricht jedem Werth von y nur ein einzelner Werth von z (zuweilen auch eine
bestimmte endliche Anzahl), oder es entspricht jedem Werthe von y ein ganzes Intervall,
d. h. unendlich viele Werthe von z. Ersteres findet statt, wenn die obere und untere Grenze
einander gleich sind, letzteres, wenn sie verschieden sind. Das Gleiche gilt auch von z in
Bezug auf die constante Begrenzung durch « und o/, und in Ansehung z oder was hier das-

selbe ist, auf Eg g durch F(z,y) und F/(z,g)*). —

Nun finden bei einer Function dreier Variablen z, y, z nur nachfolgende Fille staw.
Entweder sind z, y und z in zweiter Art begrenzt, oder nur y und 2, oder ferners nur 2 ;
oder endlich keine derselben, wihrend die iibrigen in ersterer Weise in ihren Werthen be-
schrinkt sind. Diese Betrachtung liefert sofort die vier ersten Gleichungen. — Zwischen
zweien Variablen einer Gleichung sind ferners folgende drei Fille moglich: entweder sind

und y (oderz‘ undg g) zugleich in zweiter Weise begrenzt, oder es ist es nur 2

allein, oder endlich keine von beiden, wobei jedoch igstens im Allgemeinen die eine
stets in. erstgenannler Weise begrenzt erscheint. Also wicder drei und somit im Gan-
zen sieben Gleichungen. — Es sind daher durch unsere Betrachtung der analytischen

Geometrie zwei neue geometrische Objecte und eben so viele Gleichungen zugewacl

nimlich jene fiir einen beliebigen begrenzten Kérperraum und fiir einen eben solchen Fli-
chenraum. Wir hoffen mit aller Zuversicht, dass niemand die Wichtigkeit dieser neuen geo-
metrischen Objecte sowohl fiir das System der Wissenschaft, als auch fiir die analytische
Behandlung der verschiedenen Probleme der Constructions-, Perspective- und Schattenlehre,

insbesondere aber des sog Steinschnittes in Abrede stellen oder auch nur verkennen

*) Diese dupp:lte An, Vanable zu begrenzen, macht sich insbesonders auch in der Integralrechnung durch ein

ganz abweich di dendes Verfahren geltend. Man hat schon éfters gefragt, warum man:
bei der Complanauon, Cubu-ung etc. sich nicht des fiir die Integration mach zwei oder mehreren Variablen
(der doppelten und mehrfachen Integralen) hrich gewdohnlichen Verfahrens bedi diirfe, son-

dern einen abweichenden Weg betreten musse? — Schon Fuler hat 2war diese Frage in »Novi Commentari
Acad, Scientiar, Petropolitanae, Tom.X1P. Pars I. pag. 12 — 103, dahin beantwortet, dass dieses hier noth-
wendig sich zeigende Ausdehnen des Integrals von einem zum andern verinderlichen Werthe aus der Natur
der Sache folge. — Gleichwobl scheint mir die wachfolgende Hindeutung keinen uowichtigen Zusatz zu die-
ser Erldirung zu bilden: Functionen mit einer Begrenzung der erstcn Art folgen, falls sie eincr Integration
zum Grunde gelegt werden, den gewubnlmhen Regeln, solche mit Begrenzungen der zweiten Art dagegen,

jenen der eben erwik A -

Abh. V. 2, 12
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wird, und wir leugnen nicht, dass wir es uns in der That zu einigem Verdi anrechnen, auf

diese Objecte aufmerksam gemacht zu haben.— Was ferners den Inhalt der simmtlichen sieben
Gleichungen anbelangt, so ist es augenscheinlich, dass ihnen eine viel grossere ‘Allgemeinheit
und eine ungleich weitere Bedeutung zukémmt, als jenen mit ihnen gleichen Namen fiihren-
den der bisherigen Geometrie, dic insgesammt in ihnen nur als specielle Fille enthalten er-
scheinen. — Alle nimlich tragen an sich, als ein wesentliches Element ihrer Complexion,
den Charakter einer durchaus. willkiilnlichen Begrenzung, und unterscheiden sich hierdurch
héchst auffallend und vortheilhaft von den bisherigen Gleichungen, bei denen man es ledig-
lich in jedem specicllen Falle der besondern Beschaflenheit der Function iiberlassen musste,
wo sie beginne und aufhére, und in welcher Weise sie sich von ihrer Umgebung abgrenze.
Dass Gleichungen ersterer Art einen entschiedenen Vorzug vor den bisherigen besitzen, ist,
ich hoffc es mit Zuversicht, nicht eine blosse Meinung von mir, und wird namentlich im
dritten Abschnitte praktisch gerechtfertigt erscheinen. Dazu kémmt noch, dass man mit Hilfe
des Disjunctiv-Zeichens nunmelr im Stande ist, wie immer zusammengesetzte Linicn, Flichen
und Kérper durch Gleichungen analytisch darzustellen. — Man war bisher gewohnt, die
Fliche durch eine, die Linie im Raume durch zwei und den Punct durch ein System dreier
zusammengehéorigen Gleichungen dargestellt zu sehen. Es kann daher nichts anders als auf-
fallen, eben dieselben Objecte und noch um eines mehr, ihrer dusseren Form nach iiber-
einstimmend jedes durch nur eine einzige Gleichung zwischen den drei Coordinaten z, Yz
dargestellt zu finden. Von unscrem Siandpunkte aus betrachtet, erscheint uns die bisher iib-

liche analytische Darstellungsweise dieser Gegenstinde als eine noch anfertize und ehen dess-
halb auch mangelhafte und unvoilkommene, und es lisst sich gewiss nicht verkennen, dass
unscre Darstellungsweise es nicht nur moglich macht, geometrische Gegenstinde der ver-
schicdensten Art als System durch cine einzige Gleichung darzustellen, sondern sie auch
gemeinschaftlich denselben Regeln der Analysis aul eine gleichfsrmige Weise zu unterziehen.
Nicht in ihrer fiussercn Form kénnen sich fiiglich die Gleichungen der verschiedenartigen geo-
metrischen Objecte von einander unterscheiden, denn sic alle sind ja Functionen dreier Co-
ordinaten, sondern viclmehr in denjenigen Beschrinkungen ihrer Werthe, die in ihrem Innern
sclbst sich ausgesprochen finden. — Zwar werden auch wir, iiberall dort, wo es durch die
Umstinde geboten erscheint, diese unserc Fundtionsausdriicke in ihre in ihnen selbst lie-
genden Bedingungs-Gleichungen aufzulosen, nicht unterlassen, und demnach konnte es schei-
nen, als ob durch diese unsere Zuriickfiihrung auf immer nur eine Gleichung, wenigstens
abgeschen von den Vortheilen der willkiihrlichen Begrenzung eben nicht viel gewonnen wiire.
Allein cinstheils sind diese Au{losungen in die Bedingungsgleichungen nur voriibergehende,
durch cinen vorliegenden Zweck gebotene und verhiltnissmiissig selten vorkommende Opera-
tionen, anderntheils ist es nur allein auf diese Weise moglich, der oben namhaft gemachten
Vortheile theilhaft zu werden, — Ul:rigens bewdhren sich, wie die Folge zeigen wird, alle
unsere Functionsausdriicke in jeder Bezichung als wahre Gleichungen der durch sie vorge-
stellten Objecte, indem sie den verschiedenartigen geometrisch-analytischen Untersuchungen,
z+ B. der Rectification, Quadratur und Cubatur zum Grunde gelegt stets zu richtigen Re-
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sultaten fithren, wie wir dieses zwar schon in unserer friiheren Abhandlung gezeigt zu haben
glauben, noch mehr aber durch gegenwiirtige Arbeiten darzuthun hoffen. — Jetzt aber wol-
len wir das in den letzten Paragraphen Vorgebrachte durch Anfiihrung einiger speziellen Bei-
spiele zu erliutern suchen. —

§. 13.

Der gegenwirtige Paragraph ist, wie so eben erwihnt wurde, der Angabe einiger
numerischer Beispiele als Belege fiir unsere Behauptungen gewidmet, und wir glauben unsere
verehrten Leser darauf aufmerksam machen zu sollen, dass dieser ganze Paragraph ohne
Beeintréichtigung des wissenschaftlichen Zusammenhangs einstweilens iibergangen, und einer
spitern Nachlese vorbehalten bleiben kann., —

Wir wollen hier in der verkehrten Ordnung vorgehen, nach welcher die allgemeinen
Formeln abgelcitet wurden, und daher wie folgt beginnen:

A. Fir Gegenstinde in der Ebene, und zwar:
a) Beispiele iiber Flichenriiume in der Ebene.

L. Man stelle die Gleichung auf fiir den in Fig.26 dargestellien trapezartigen Flichen-
raum: Es ist diese:

0 y_gs—xggsgg3z+4g fir =6 z. B. findet many'—!iggg’.,ﬂ,,

d. h. fiir z==6 erhalt man fiir alle jene Werthe, welche zwischen den Zahlen 3 und 22 liegen.

2. Es soll die Gleichung des in Fig, 26 dargestellien, nach beiden Seiten ins Unend-
liche sich erstreckenden Flichenstreifen 4B CD aulgestellt werden: es ist diese augenschein-
lich, im Allgemein (2) in Bemg auf Fig. 26 (3), d. h.

0 s=fmeerd 0 oot 0= feerf 13 fans

3. Es ist jene des in Fig. 27 dargestellien Objectes anzugeben:

r=f1] {+estd

4. Die Gleichung des in Fig. 28 vorgestellten unendlichen Flichenstreifens allgemein
{5) sowohl wie speciell (6) ist sofort, wenn man sich erinnert, dass dic Begrenzung von —
bis 4 gar nicht angezeigt zu werden braucht.

(f"‘)*f’(? (Uz+9) g.,g(wyﬂ) ud §) y (__\ )E’v\; .__19
bic Gleichung des in h« 29 darrrestellten, damit verw:mdzen OBJectcs, ist speclell
T2
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+2 . +o
U] y= E%—li’% E 2 g g_:_— 83; oder strenge und unreducirt eigentlich
[ 2 . 167

24 @ . +»
0 = (e e 3 ()
16 24 . 16
6. Man soll die Gleichung des in Fig. 30 dargestellten, die frithern in sich schliessenden
Flichenraumes unter der doppelten Voraussetzung aufstellen, erstlich dass die beiden Winkel-
flichen und sodann, dass nur eine, z. B. die untere, reprisentirt werden sollen. Man erhilt
in angezeigter Ordnung 9 und 10, d. i.
. 10 . 10
) y:(x+5)ggg(zx—s) und  (10) y:£z+s,3 Egg sz—sg.
. —= ¢ e
1. Es soll die Gleichung des Flichenraums eines Rechteckes .4 BCD Fig. 31 aufge-
stellt werden, dessen Basis von « bis «/ und dessen Héhe von f bis g/ reicht, sowoh! all-

gemein ({1) als auch in Bezug auf Fig. 31 speciell (12). Man wird haben

an y=€ﬂz°§ Eg g Eﬂw“;; und speciell (12) ]/:E'lz“’gs Eg g gzow;.

8. Wollte man dagegen decnjenigen Theil des unendlichen Raumes analytisch dar-
stellen, welcher durch Fig. 32 dargestellt ist, so hitie man allgemein (13) und speciell (14):

(13) 7=§ﬁzo§l.§8; ngni' und  (14) y:§1zn§ Egg ngogs

9. Dic Gleichung fiir den Flichenraum cines Kreises, wie ihn Fig. 33 darstellt, ist:
1) y=(1-VTe—9-2") ggg (1 +viz—9-27).

Die Begrenzung von 2, welche 1 und 9 wire, ist hier iiberfliissig, da diese die Function
selbst auf sich nimmt.
10. Die Gleichung der Dreiccksfliche 4B C Fig. 34 ist sofort:

l‘“ . 4 2
(16) y=€;z+2g Egg Qu—sg o E—;z-HD.
[ - 'lnﬂ .

L. Man soll die Gleichung simmtlicher unendlich vieler Quadrate von einer Seite
=4, mit denen man sich nach Fig. 35 den ganzen unendlichen Raum einer Ebene bedeckt
vorstellen kann, angeben. Es ist diese, wie eine leichte Uberlegung lehrt, mit Voraussetzung
der combinatorischen Bezeichnungsweise offenbar:

1y *or twp

(n y:o&/ 0&] (Oid ((%+w)5§§2e+w)az°§_s§<§e+w+l) az°§(ﬂv+w+1)a).
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12. Man soll die Gleichung simmtlicher in einer unendlichen Ebene sich wechsel-
seitig beriihrender Kreisflichen vom Radius », wie Fig. 36 darstellt, angeben. Sie ist:
towe taov
(18), y—ww(( or—Vr —(z‘—.,vr))% g( er4+Vrt—(z—297 9))
Oy
13. Endlich soll man die Gleichung des zwischen einer Parabel und einer Ellipse
liegenden Raumes Fig. 37 aufstellen. Man hat diessfalls:

(19) y:EibV-wx—.z—ﬂ—?’()()‘;ogﬁé Ei&m?

Dass man auch die -Gleichungen der complementiren geometrischen Flichenriume
zu den bisherigen durch eine Abinderung in der Begrenzung augenblicklich sich verschaffen
konnte, leuchtet von selbst ein, —

b) Beispiele iiber begrenzfe und zusammengesetzte Figuren, Curven und einzelne
Puncte.

1. Man suche die Gleichung der in Fig. 38 dargestellten parabolischen Curve, deren
Curveniste von G und H an sich um ihre daselbst gezogene Tangente nach aussen gewendet
haben. Da es sich hicr noch nicht darum handelt, die Methode der Darstellung solcher
Gleichungen zu zeigen, sondern bloss die Ubereinstimmung der analytischen Reprisentanten
mit unsern allgemeinen Funclionsformeln durch einige Beispiele zu erliutern, so kénnen wir
unsere Leser gar wohl auf unsere frithere Abhandlung verweisen, wo sich diese Aufgabe
pag. 52 §. 36 vollstindig abgehandelt findet, und nur hier hemerken, dass alsderen Gleichung
die nachfolgende gefunden wurde, nimlich:

%
1y y= E—O—Vp.z} mig— :1:"+ + 3

2. Man soll die Gleichung des in Flg. 39 vorgestellten Fiinfeckes aufstellen. Man hat
fiir dieselbe:

. . . . .
@) y:E— 57425 3 ® Ez'—sg o E——}x—i—]O} M sz—gm E}.z'+33.
4 5 ) 2t 14
Hier also, wie im ersten Beispiele, hat F(z.y) mehrere Disjunctivglieder:
3. Man soll die Gleichung des in Fig. 40 vorgestellten elliptischen Bogens 4B darstellen:

+8
) y=£ §VE = z‘.“g.
—
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4. Man soll die Gleichung eipes Punctes in der Ebene, dessenCoordinaten «=5, #=11
sind, aufstellen. Dieses kann natiirlich auf unzihlige Arten geschehen; so z. B.

(4. y:Eﬁ.x} und somit (3.) y:E'sl.z';.
3
o b
Wir wollen jetzt nur noch einige Beispiele von Objecten im Korperraume beibringen.

B. Fir Gegenstinde im Raume,
a) Beispiele iiber die Korperriume.
1. Man gebe die Gleichung fiir einen parallelepipedischen Korperraum, dessen Liinge

Fig. 20 (mach z) von 3 bis {2, dessen Breite (nach ) von 10 bis 18, und dessen Hohe
(nach z) von 15 bis 19 reicht; man hat diessfalls

> 12 . . 12

() z:gmzogmjvng“) ggg glwﬂ(wyo)lszﬂ);

| S IECTT )T
2. Man soll die Gleichung des ganzen unendlichen Raumes angeben, welcher ab-
wechselweise mit erfiillten und leeren Parallelepipeden von einer Linge (nach z) «, einer
Breile (nach y) 4, und einer Hohe (nach z) von ¢ Einheiten. Setzt man die combinatorische
Bezeichnung als bekannt voraus, woriiber auch meine frithere Abhandlung iiber diesen Gegen-
stand ein Mehreres enthilt, so hat man als Gleichung des in Fig. 21 dargestellten geome-

trischen Objectes
(tyyFoptontaes) Qo+v+1a
@) == (7] [ %((2v+w)bxﬂ)§( 7+v)ey )((°v+<r+ 1103
@

(0y, 0, 0%,0¢) 20+w)a

Qo+v+1a
§§£(w+w)bx)(<w+w+l) )(<°w+w+1)bz°)§ ]

27 T@wa
Wiirde man statt 27, 29, 2¢ iiberall 4», 49 und 4¢ etc. setzen, so erhicite man die
Gleichung des in Fig. 22 vorgestellten , mit gegenwiirtigem verwandien R geg des.

3. Man soll die Gleichung cines hyperbolisch-conoidischen Korperraumes mit zwei

Asten angeben:
#) = (s tprtartynt) Es 3

Man soll die Gleichungen fiir den Kérperraum ecines parabolischen Conoides (4

und ‘einer Kugel (5) arigeben :
(k) 2= a: y ) E g und
Y <

() z:<c—1fm>.g gg(p_;_ V‘m)
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In der Gleichung des hyperbolischen und parabolischen Conoides kénnten 2 und y
einen jeden Werth annehmen; in der Gleichung des Kugelraumes dagegen muss % +-y* <r%

seyn, widrigenfalls man Cc—mv — 1) g {}g (e—l—mv‘ —_ 1) erhalten wiirde, welches wie

schon oben gesagt wurde, immer einem unméglichen Werth entspricht,
5. Man soll die Gleichung desjenigen keilférmigen Korperraumes finden, welcher wie
in Fig. 23 durch den Schnitt eines parabolischen Cylinders von den obigen parabolischen

Conoid, oder wie in Fig. 24 von dem oben erwihnten Kugelraume getrennt wird, man hat
demnach der Ordnung nach:

(6) z=£%(wﬂ+(\fpw)§ﬂ§ p:v))}ﬁ g ); und
0

r

1. z=(— re— gt - 2._ z) ) ¢ r2—z2 Z
o) = V.. o pel—vp >)gsgog+ x(rm‘y)( Ve

6. Man kann cndlich auch umgekehrt beliebig angeschriebene Gleichungen von der
aufgestellten Beschallenheit geradezu annehmen, und sie sofort auf ilre Form untersuch en
So z. B. die Gleichung:

. 10 . . (1)
z :g’.m—}-d-(f}z—wg‘y))(sfg—?)g g Eg §3x”—?2‘+(3w—5).gy g(““—i)l};

welche einem Kérperraume entspricht, dessen Lénge nach z von 3 bis 10; die Breite nach
y von 4 bis zu 798 Einheiten, und dessen Héhe nach z von — 773 Einheiten bis zu 821

reichet. Selzt man fiir 2 z. B. 5, so erhiltman: z:<39 —10 Ey% 198> E g g <65+10§ y ; 198).
Dem #=>5 entsprechen daher alle zwischen 10 und 198 liegenden Werthe von y; setzt man

nun y=130, so wird z= 9% 8 315, mithin alle zwischen 9 und 75 liegenden Werthe. —

b) Beispiele iiber begrenzte Flichen im Raume.

1. Man soll die Gleichung desjenigen Theils der Kugeloberfliche aufstellen, der wie
in Fig. 24, von cinem parabolischen Cylinder abgeschnitten wird. Es ist diese offenbar (1),
so wie jenc des in Fig. 23 vorgestellten parabolisch-conoidischen Flichentheils (2).

(1) 2= gci Vo (sz)gy“;(—VPz); wd2)e= o (s2 (v pafy v P$>)§
. [ *

2. Man stelle die Gleichung fiir simmiliche ebenen Flichenriume im Kérperraume
auf, und wende diese allgemeine Gleichung sofort an, auf die Darstellung der Gleich
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eines elliptischen ebenen Flichenraumes im Raume, Die allgemeine Gleichung eines be-
grenzten ebenen Flichenraumes im Korperraume ist :

®) = §P+ox+¢(w>‘ﬁy)qﬂ(w)3

Von der Beschaffenheit von ¢ (z) und q)‘(:t) bingt es nur ab, auf welche Weise
die ebene Figur begrenzt -ist. Als specielles Beispiel dient Fig. 25 die Ellipse, deren Pro-
jection ein Kreis sei, und die in einer zur Ebene xy schiefen Lage sich befindet. lhre
Gleichung ist sofort:

1

4 2= Eso 22— (6—V T0z—27—9) gyg(s+v 101'—1"—9)3

3, Man stelle die allgemeine Gleichung fiir simmtliche ebene Flichenriume
Korperraume auf, die von geradlinigen Polygonen begrenzt sind. Es ist diese Gleichung:

s={P4oat (’&q]‘éaﬁ + ygﬁl) gRy} (@nag vzt ygeﬂ)

4. Man stelle die Gleichung eines im Raume befindlichen ebenen Dreieckes auf:
Eine solche ist z. B.

(6) 1=25—3z— ((2)f(‘¢.r+ é))(lf)) Ey} ((lsﬂ)sz_s")m wE %z-ﬂ—l}.%(:’.)) ;

c) Beispiele iber begrenzte Curven und Puncte im Raume.

1. Die Gleichung eines auf der Achse der y senkrecht stehenden Kreisbogens von

bestimmter Linge ist:
—V 002 — 3]
= EV =B )3

. Man soll die Glclchung einer durch den Schnitt cines ungleichachsigen Ellipsoides
mit einer Ebene entstandcnen begrenzten Curve aufstellen: Es ist diese:

@) z—£+,, (2s00— 10022~ 2o +9) ay"))g

3. Die Gleichung eines Punctes im Raume, dessen Coordmaten 3, 5, 0, und die
eines andern, dessen Coordinaten 2, 6 und 30 sind, soll aufgestellt werden ; es ist nimlich

diessfalls: .
z= g_—(a %gg, und ( “g?z;gnyg

§ 14

_ Gleichwie es zum gliicklichen Betriebe irgend einer Kunst keineswegs geniigt, bloss
im Allgemeinen die Mittel und den Stoff zu kennen, ohne von der Verfahrungsweise und
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dem Gebrauche der lelzteren die néthige Kenntniss zu besitzen; ebenso wenig wiirde es uns
fiir die Anwendung unseres Algorithums auf die analytische Behandlung geometrischer Pro-
bleme viel niitzen, den Stoff, d. i. die neuen Gleichungen und die neuen Zcichen und Be-
grille kennen gelernt zu haben, so lange sich damit eine vollige Unbekanntschaft des Ge-
brauches dersclben verbinden wiirde. Es muss uns daher vor Allem daran gelegen seyn,
das Verhiltniss der von uns oben auscinandergesetzten Grundbegriffe zu den ii])rigen be-
kannten Rechnungsarten zu bezeichnen, die nothigsten Operations- und Reductions-Regeln
aufzustellen, kurz ihren Gebrauch und ihre Anwendung auf unsere, der Form nach wenig-
stens, neu zu nennenden Functionsgleichungen ohne weileren Aufschub zu lehren. — Soll
nun aber dieser Abschnitt, welcher gleichsam die Einleitung bildet, nicht selbst schon zu
cinem eigenen selbststindigen Werke werden, so miissen wir nunmehr schon gleich von Vorne-
hercin dic Rechtfertigung und Erliuterung, namendich der leichteren Relationen und Be-
hauptungen, dem eigenen Nachdenken unserer Leser iiberlassen, zumal da die meisten der-
selben schon in unserer fritheren Abhandlung ihre Begriindung crhalten haben. Wir wollen
daher schon in diesem Paragraphe einige wichtige Beziehungen unserer Begriffszeichen auf-
stellen, und es den niichstfolgenden Paragraphen iiberlassen, dieselben noch weiter zu ver-
vollstindigen.

1. Wenn man durch irgend einen Vorgang der Rechnung aul Ausdriiche von der
Form (1) gelangt, und es ist z. B. &/ der grosste untere, und o’ etwa der kleinste obere
Grenzwerth, so findet stets nachfolgende Relation statt, niimlich es ist

o o' aV o
1) v ( ( (rr( ) D 3 (rr ) d. h. wenn sich mehrere Grenzhezcichnungen
oV a' a

iiber eine und dicselbe Funetion crstrcckcn, so gilt dic Function nur [ir Werthe, die zwi-
schen der gréssten unteren und kleinsten oberen Grenze liegen. So ist es erlaubt zu
schreiben, stau:

10 16 15 10

./-—-((E‘T(f/‘) 3-— (‘T(x)g

Wiirde dagegen aus dem Progresse ein Regress oder umgekehrt entstehen, welches
jedesmal dann staulinde, wenn der kleinste obere Grenzwerth kleiner wiire, als der grésste
untere, so miisste ein solcher durch Reduction entstandener Ausdruck der Natur der Sache
nach als unméglich oder vielmehr als gar niclit vorhanden angesehen werden. So wiirde

offenbar der Werth _1/:% gq(z)g g unmdéglich und folglich irreducibel scyn, und es wiire
13

2
unstreitig gefchlt, wenn man an seiner Stelle etwa Eq(x)g setzen wiirde, Unsere Reductions-

J
regel findet daber mur unter der Voraussetzung ‘ihre Anwendung, wenn der grisste untere
Grenzwerth- no¢himmer Kleiner +ist; +als ‘der ikfeinste obere, /! Findet -diese- Eigenschaft: nicht

Abh, V. 3 -3
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statt, so ist der ganze Ausdruck iiberhaupt als gar nicht vorhanden zu betrachten, da wie
im obigen Beispiele, vermdge einer gewissen Bedingung z nur allein die Werthe zwischen 3
und 5, vermdge einer anderen aber nur jene zwischen 1 und 2 haben soll. — Man sieht
hieraus, dass Ausdriicke obiger Form durchaus nicht mit solchen von der Art:

25
y= glP(I)g = (1w3) Ew -1';3 gw 3 gq g verwechselt werden diirfen.
13

2. Wenn eine Disjunctivgleichung in Wortén ausgedriickt werden soll, deren Dis-
junctivglieder vermdge ibrer Grenzbezeichnung sich nicht durchaus ausschliesscn, so ge-
schieht dieses, wie schon gesagt wurde, mit dem Ausdrucke w»sowohl, als auch« oder:
»nicht nur, sondern auch« ; — schliessen sich aber dagegen simmtliche Glieder wechselweise
aus, wodurch jener Begrif des gleichzeiligen Vorhandenseyns in den weniger allgemeinen
des bedingten Nebeneinanderseyns iibergeht, so wird man sich in diesem Falle recht eigent-
lich der grammatikalischen Disjunction »entweder, oder« zu bedienen haben. So z. B.
wiirde man bei:

y= Eq‘ 3 gq ar‘;, sagen, y sey innerhalb der bezcichneten Grenzen sowohl des Werthes

¢(«) als auch jenes von ¢(z) fibig; — wihrend man dagegen bei
dem Ausdrucke :
5 10

y= Eq gmgq' g; sich dahin auszudriicken hiitte, dass y innerhalb gewisser Grenzen

entweder dem Werthe ¢(2) oder jenem von ¢ (2) gleich komme.—

§. 15.

Es ist einc von Analysten schon Sfters mit Vortheil gebrauchte Bezeichnung, mehrmals
nacheinander auszufiithrende Substitutionen, oder eine mehrfach zu wiederholende Rechnungs-
operation durch Indices vor dem Functionszeichen anzudeuten. Von diesem Gebrauche aus-
gehend ergibt sich sofort auch ganz leicht die Bedeutung der negativen Functions-Indices.
So z. B. bedeutet, wic es sich auch sogleich zeigen wird, ¢—!(e) nichts andcres als die durch
Reversion oder Umkehrung entstandene Werthbestimmung, oder mit anderen Worten: den
durch Auflésung der Gleichung e =q(8) gefundencn Werth von . Es ist also erlaubt, die
Functionsindices mit verkehrten Zcichen von einer Secite einer Gleichung auf dic andere zu
iibertragen. Wir werden vorziiglich im vierten Abschnitte von diesen Grundsitzen einen
schr hiiufigen und niitzlichen Gebranch zu machen wissen, und uns desshalb hier etwas linger,
als es vielleicht manchem nothwendig scheinen méchte, dabei aufhalten. Dem Gesagten zu
Folge hat man sofort, wenn

1. f=g(e) ist: ¢(8) = ¢ . ¢(®)=9%(a); 92(B) =¢*) und allgemein g"~!(f) = g"(@) 5
setzt man nun 2 =0,: s0 erhfilt man.aus letiterer Gleichung: ¢~ () =a, i welches. sofort mit
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8= g(«) verglichen die Bedeutung von ¢g—g) genugsam aufhellt. — Istz.B. y=3 az — b=g(z);
soist z = ¢ I(y)= b:—y’ oder ist y= i\’sw— 2 = ¢ (x); so ist wiederum
3a a
a
z = ¢g'y) =}V 3a2y2 — 18902, —

2. Auch die oftmaligen aufemanderfolgenden Substitutionen einer Function fiihren zu
hochst interessanten, ganz unerwarteten und sehr brauchbaren Resultaten. [st die zum Grunde
liegende Function von einer solchen Beschaffenheit, dass der Werth der fortgesetzten Substi-
tutionen erweislichermassen einem constanten Werthe nach den Anforderungen der Convergenz
fortwihrend zustrebt, so kann dieses Verfahren sehr wohl dazu dienen, die Wurzeln einer
Gleichung zu finden, — Ist z. B. y = 4z = ¢(z); so ist g"(z) = A"z. — Ist dagegen ¢ (z)= 4z

so ist g*(z)= AYz™, wobei 0=m"—ll bedeutet. — Ist endlich ¢(z)= 42 B, so erhilt man
m—

" (x) :(:;‘_[1) B+ 4z, — Letztere Formel auf y—}z-45=g¢(z) angewendet, gibt fiir
n—=ow wegen (})*=0, ¢®(z) =10, wie dieses auch die freilich hier leicht aufzulésende
Gleichung — } z+5=0 bestitigt.

3. Auch auf bereits vorhandene Functionszeichen wendet man neue an, wie z.B. wenn
G (@) =fly); so ist auch F(q(z))=F(/(2)) u. s. w.— Ebenso findet man durch Ubertragung
der Functionszeichen aus ¢(2)= f(y), sowohl z=9¢~!(f(y)) oder auch y—/~Y¢(z)). Ist z. B.
9(2)=3z*—Tz+3 und f(y) = 5y— 8 und folglich 3z2 —Tz43=5y—8; so findel man
fiir f~\(g (2) = 2z —Fo+ 1 und fir g-1(f@)) = "_iw

4, Es bedarl keiner cigenen Erklirung, dass nachfolgende Gleichungen uud Relationen
bestehen, ndmlich: F(F-1(z))= F~'(F(z)) = z, dagegen aber bei ungleichen Functionszeichen
kann ¢(/(2)) bald Z JS(®(2)) seyn. Es miissen daher die verschiedenen Functionszeichen in
derselben Ordnung auf die andere Seite der Gleichung gebracht werden. Ist daher z. B.
y =D (F-*(f())), so hat man sofort 2 =/~'(F2(P ())) v.s.w. Da die analytische Geo-
melrie als solche stets berechigt ist, bei ihren verschiedenen Untersuchungen die Solubilitit
der Gleichungen, mit denen sie es zu thun hat, vorauszusetzen; so kénnen die vorerwihnten
Funclionsbezeichnungen ganz passend dazu verwendet werden, verschiedene Probleme auf
Grundlage allgemeiner Functionsformen aufzuldsen, wie im dritten Abschnitt gezeigt werden soll.

§. 16.

1. Es ist Ofters von grosster Wichtigkeit, Functionsausdriicke mit einfach gekerbten
Grenzklammern in andere mit doppelt gekerbten Klammern ohne Veréinderung ihres Werthes
zu verwandeln. Die hierauf beziigliche Relation ist in nachfolgender Bedingungsgleichung aus-
gedriickt. Wenn #=¢ (@) und somit e= ¢—'(8), so hat man:

o

o) # .
(1) g‘l’ ($)3 ZWE(Z)(J)g; und umgekehrt (2.) ﬁg(p (_r)g: (cp - (ﬂ)) gw (z)g (qj—l (ﬂ,))

3%
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Nach eben dieser Gleichung ist daher, was auch schon [rither angefiihrt wurde, wenn 2 bloss
die cinfach veriinderlichen Grosse, nicht aber selbst eine Function bezeichnet, offenbar:

[ [

Ex g: Er; Iicrbei ist aber ausdriicklich zu bemerken, dass ¢(z) fiir alle zwischen «
a

und « liegenden Werthe von z weder ein Maximum noch ein Minimum werden darf. Wire

dieses der Fall, so miisste man [rilber jenes Glied in zwei oder mehrere einfache Disjunctiv-

glieder von erwihnter Eigenschalt auflosen, und mit jedem derselben nach der Relation (1)
“+®

verfahven, -— Gesetzt, man hiitte dic Gleichung ;/—‘g —-6.29—1-”93 welche Gleichung

der in Fig. 41 vorgestellien Parabel entspricht. Nach den Grundsiitzen der Differenzial-
rechnung, und oft auch ohne diesclbe, lassen sich nun jederzeit dic verschiedemen Maxima
und Minima auffinden. In unserm Talle gibt es nur ein Minimum und zwar fiir # =3. Um
daher von obiger Gleichung auf die doppelt gekerbte Grenzklammer iiberzugehen, hiitte man
folgende Rechnung zu [iiliven :

32 E(’”“—“-F"ﬂ% L l-~6z+w:;

a®
und somit wegen (1) nach gehériger Zusammenziehung y = g;(zﬂ- 64 29) g, da niimlich

+
\
/

y—gw-—ow

5
beide Disjunctivglieder wegen (4 o=)? = (— )2 = »? dassclbe geben. —
2. Das bisher Gesagte setzt uns nun sofort auch in den Stand, aus eciner Functions-
gleichung, welche aus beliebig vielen Disjunctivgliedern besteht, dic absolut veréinderliche Grésse
2 durch eine andere Disjunctivgleichung von der Variablen y auszudriicken, kwrz, aus einer

n ¥
derartigen Gleichung z zu suchen, Ist z. B, dic Gleichung y:Erp (x)% @ E/ (x)g gegeben,

P
und soll daraus = gesucht und mit Beachtung der Grenzen durch y ausgedriickt werden, so
kann man vorerst nach obigem dersclben cine andere Form geben und schreiben :

y=q(m) gn;p (z) g q(n) o f(p) E /() g/(q); vermoge des ersten Disjunctivgliedes hat man
y= (p(m) go; () g q(n) und hieraus z=q (m) Eq—‘ (1/)3 q (n) und vermdge des zweiten

y=/p) gf(.r);./(q und hieraus .z:'f(p)g/—'(r/)g/(q); daher die ganze durch Reversion

cntstandene Gleichung: 2 = q(») Efl" (./)g (mof(p) gf—' (‘1
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Es sey z. B. die Gleichung einer begrenzten geraden Linie und ein Stiick einer Parahel
gegeben, ihre Gleichuug s‘ey'

30

10
y _go,z' 83 oV ozg; so folgt hieraus unmittelbar: y= gaz~ g gvgg und sofort
nach obxgex Voxsdml‘t )

r= (g(y-}- 83} Ey ; welches die verlangte Gleichung ist. —
o o

3, Endlich begreift man sehe leicht, (lass (q\z ) gw 3 E(}‘ z‘)g—q(z), Z.

13
531— 23 ® (3 z—2 3_ 3z — 2. Ebenso wenig scheint es ciner weitcren Erklirung zu bediirfen,

(

«

dass man sich staww des Ausdruckes ga 3 jederzeit gesetzt denken darf und gewissermassen

o
Eaz"} weil sich die Grenzwerthe « umd &/ nur auf die Variable beziehen k&nnen,

3

(]
und der Ausdruck sonst keinen'Sinn hitte. Der Ausdruck Eag heisst daher nur so viel:

2
Diese Grosse hat fiir alle zwischen 2 und 6 licgenden Werthe von z den Werth 5, (iir an-
dere Werthe von z ist sic als gar nicht vorhanden anzuschen.

§. 17.

Das Verhiltniss der beiden von uns eingeliihrten Begriflszeichen zu den iibrigen be-
kannten Rechnungsarten soll nun noch weiter in dicsem und den folgenden Paragraphen be-
trachitet werden. Vorerst diirften die nachfolgenden Regeln als fiir sich klar, keiner weitern
Rechtfertigung und Erorierung bediirfen:

al

0 y = BatCor b D20 f B - .+Vx"§: Z2L gy;); @ EC.z:)’ ngag EV.Z“

Z. B y= E-:_mq_gxa‘) = Eung 5823 + Egrx;

8

EF(abJ,)_F(gmog Ebz‘l) E 3) F(ab g g) letateres da-

#) Da nimlich picht nur die mit x behaficten Glieder, sondern iiberhaupt der ganze Ausdruck, d. h. die Ge-
sammtheit der Glieder fiir alle zwischen @ und « liegende Werlhe von = als vorhanden, dagegen fir alle

d werden sollen: so wiirde

ausserhulb des Intervalls von aaf lieg als niche hand b h
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gegen nur bei richtiger Deutung und wo kein Irrthum zu befiirchten ist. — Als Beispiel
sey gegeben: . . 9 .
g= Eaz_i+3v*4z3 = £3z; - gig + gsrmg; oder
1 z 1 z 1
3 'l’ 7 1‘7
= G so—log. -G ._3.
= fmtemto 2} = (03 - 13 - G

+
3). y= qu(x)g gw(z— , wobei n jede constante Grésse bedeuten kann, z.B.

y= E&r”—-é.z'-l-ﬁ; = gsz"—s?w-i—lié; oder

y=(2=m) gBlog x+m——3x3 (4-m) = g?:hvz —3 w‘——m)g

Diese Relation ist von hoher Wichtigkeit, und gestattet oft bedeutende Reductionen. —

Mit der Disjunctivgleichung und deren Gliedern kénnen ferner noch nachfolgende

Verinderungen vollig lmbeschadet ihres Werthes vorgenomrnen werden, und zwar wenn:
«r avil

y=E¢ 3 EW 3 (q” 3 Eqs”‘ gm..... , so ist

4) y4d= g‘p +Ag E”’("'—Ag E@“ -j;/l)cu.....

5) Ay:EAw 3 gAq’(xgm Edlp” 3

es ein grosser Feller seyn, die von z vollig freic Grésse, z, B. A vollig ohne Grenze avzufihren, da sie

gegen die Absiclit der Begrenzung sclbst in dem Falle euriickbleihen wiirde, wo fir gewisse Werthe von « alle

a a’

brigen Glieder wegficlen, Maa darf also in keiner Weise statt EA + B:g‘ A4 EB z;, woll aber bei
o o
o a
richtiger Deutung des ersten Gliedes dafiir EA 3 + EB :3 schreiben,  Erscheint eine Constante aber als
«
Factor von z, so reicht es bin, vur letetere allein tu begrenzen, was 2z, P, stau EB:; g 3 — Wir er-

suchen dalier die Besiteer unserer frithera Abbandlung, die pag. 15 ung:schllchencn Fehler zu veibessern. Ein
Gleiches gilt auch von den Formelu 4 uad 3 derselben Scite.



anf Grundlage eines new einrufihrenden Algorithmus 579

]

o 3=l - e

at't

V=G §&&3&*%~

o«

8) V:’/ gl"‘; 3 gv‘ ¢/(w)3 g\/‘ ‘7/’(1“; @.... und liberhaupt ganz allgemein

uu:

9) Fy)= Emmg EF(w @3 v EFrpumé

d. h. alle Vemndcrunf'en, wclche mit der relatn wernnderllchen Grésse y vorgenommen wer-
den, miissen auch in gleicher Weise mit jedem einzelnen Disjunctivgliede vorgenommen werden.

Setzt man in der Gleichung 9 statt y seinen anfinglichen Werth und nimmt man wie
oben an, dass simmtliche Grenzintervalle sich wechsclseitig ausschliessen, so erhilt man diese
Relation noch augenschcinlicher unter der Form einer neuen Regel, nimlich:

@l
alt

mFQw>8w38W%w)€wﬂ€Fw38wm3

und sonm ubcxhaup[ f(AmBmCme )_ mf f(D)w.
w G 3 e 3- SRIE fW? oe 3

av (\w

o §:3egi3e §i3= 413

Bei (12) ist zu bemerken, dass man hierbei voraussetzt, zwlschen £ und ' befinde
sich kein Maximum oder Minimum, widrigenfalls miisste man dic Glieder diesen gemiss zu-
sammenfassen, —

@ o {ri) o G G = (o3 Greg)

und falls die Grenzenml.enalle a, a und a” w” sich ucchselsemg ausschllessen, auch sogar:

a'

1 (ol 35‘” 3 3 23 = (e @3+ e ) ¢re 3

Wir wo]lcn nun noch zum Schlusse dieses Paragraphs einige speclelle Beispiele iiber
mehrere der hicr nufgezahlzen Fa].le beifiigen. Es ist namhch dem Gesagten gemiss, wenn:

y:E”_sg Ev‘3zg anch y——ozgs.z-—-w} EV‘M‘—S} oder auch:
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E_ — Eu), oder auch® V?/:EVB —83 (\f3.1:§

Ferners ist nuch noch nach I{clauOn 10:

tang. (Eoz—B? ) gj" ?w;’) :g/zmg. (:‘)1‘—8).; mgtanv.r 3.1:93;

cbenso kann man auch schreiben statt: log. (308w 15) = log.5> @log.8wlog. 15, und z B.
sin. (00w 0%) = sin. 9% sin. pwsin. 0°, und viceversa, vorausgesetzt jedoch, dass die ent-
sprechenden Grenzwerthe sich wechselscitig ausschliessen.

§. 18.

Nach den bisher gepflogencn Betrachtungen kénnte es zwar auf den ersten Augenblick
vollig gleichgiltig scheinen, welcher von den beiden Grenzwerthen als oberer und welcher als
unterer angcsdmcbcn wiirde, und so lange es sich nur um dic blosse Ausscheidung gewisser
Werthe der Function handelt, ist dieses allerdings auch der Fall.— Da aber in vielen Fillen die
Grenzwerthe nebst dem Intervalle der méglichen oder unmiglichen Werthe auch noch die
Ordnung, in der diese Functionswerthe aufcinander folgen, anzuzcigen haben: so ist es im
Allgemeinen und insbesondere bei jedem noch nicht bis zu Ende gelithrten Calciil durchaus
unstatthalt, eine derartige Verwechslung mit ilmen vorzunchmen. — In der That wird man bei

a
ciner genaucrn Erwigung nicht umhin konnen, anzacrkennen, dass Ausdriicke wie: Er/ (Vu;
«
«

und grr (.z'g; sich bei jeder Summirung oder Integration, denen sic zwm Grunde gelegt wer-
,

den, wie ein Zillen nach entgegengesctzter Richtung und somit wice positive und negative

Grdéssen zu ecinander verhalten, —

Auf die Wichtigkeit dicses Unterschiedes Lin haben wir auch schon gleich anfinglich
daraul Bedacht genommen, und zur Bezeichnung dersclben dic Benennungen Progresse und
Regresse emgefiihrt.  Aus den verwandten Begriffen des Ziblens und Summirens oder In-
tegrirens crgeben sich nun olne Weiters auf cinc notlu\'cmli"'(\ Weise nachfolgende Relationen:

1) qu(w)(;:— 2{7(@;; 2) f «(T))rlx———f(fm))‘/fv
3) 2m£q(-:))—+§(m)) v S m{q(-r)}u:+ S {qcﬂ?du

dnher vcrwmulclt sich einé DlsJul]LlI\"lClCll\ln"" von der lm s
e
J:c-qul-,)g (q (\193 gtr(-'r)) o (
{ (
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in cine Sumnie, wenn. sic obigen Operationen unterzogen wird, né‘mlich'

@t @'t

TS (o} e} e )= Z oo+ E v +
+2‘g‘?~@§+.“.

o Sorte=f (o} o e g Y = f(qmgm,
s ffreois + f oo

Man sieht hieraus, dass die Wirkung eines Summlrung - oder lntcg‘ralzelchens auf
das Zeichen o darin besteht, dasselhe, wenn es vor cinem Progresse steht, in ein 4 (Plus-)
Zeichen, und wenn es vor cinem Regresse steht, in ein — (Minus-) Zeichen zu verwandeln. —
Auch begreift man lCldl[ dass zwischen dem Integrale ciner begrenzten Function, nimlich

/\\1schenf r}‘(.ﬂ)t/(c und dem bestimmten, zwischen gegebenen Grenzen zu nchmenden

o
Integrale f g(a)da, cin schr wesentlicher und fiir diec Anwendung wichtiger Unterschied

besteht ; indem das letztere cine bestimmte Forderung, das crstere dagegen nur i Allgemeinen
die Moglichkeit ausspricht, ciner solchen Forderung nach Massgabe der Begrenzung Geniige
zu leisten ; denn das Integrale unterliegt derselben Grenzbestimmung, als dic der Integration
ader Summation zum ‘Grunde gelegte Function. — Kommen daher Ausdriicke von der Form
n f

f(q(r)) dx vor, und liegen 7 und n nicht beide zugleich innerhalb der Grenzen « und
m

!y 50 ist hegrciflicherweise dic Tntegration in- der bezeichneten und verlangten Ausdehnung
gar nicht moglich. — Auch miissen noch ver einerIntegration die beiden Grenzbestimmungen,
{falls sic cs nicht schon wiiren, in ()Iijgem ‘Sinne glcichaitig ‘gemacht, d. h. beide progressiv
oder beide regressiv geordnet werden.

Legt man nun irgend eine der von uns aufgestellien Gleichungen mit belichig vielen
Dli]uncll\"hcdcm und Bc“remun«srelchcn den verschiedenen Problemen, zu deren Losung
die Intcgralrechnung oder die Summirung erforderlich ist, zam Grunde, und hehandelt die-
selbe den hier ausgesprochenen Principien gemiiss: so gelangl man stets, wie ich auch schon
in meiner frithern Abhandlung gezeigt habe, zu vollkommen richtigen, mit der Natur der
Sache ganz tibereinstimmenden Resultaten und unsere eben namhaft gemachten Gleichungen

T4
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oder Functionen erweisen sich mithin auch in dieser Beziehung als wahre Reprisentanten der
durch sie vorgestellten geometrischen Objecte.

$. 19.

Obgleich es nach dem bisher Vorgekommenen den Anschein hat, als verméchten dic
cinzelnen Glieder ciner Disjunctivgleichung, da sie durch das Zeichen w aus cinander gehalien
werden, nicmals und unter keiner Bedingung eine Verbindung unter einander einzugehen:
so gestattet doch auch diese Regel ihre Ausnahmen. Insbesonders ist dieses tiberall der Fall,
wo es sich bloss um rein numerische Gréssenbestinmungen der Verinderlichen 2, y, z han-
delt. — Eine nicht geringe Anzahl von Reductionsregeln, Abkiirzungen und Kunstgriffen Dei
Anwendung der Analysis auf dic Geometrie insbesonders herubt auf sogenannten zufilligen
Ansichten, derven sich die Analysis, sobald sic dicselben gerechtfertigt hat, ungeschcut be.
dicnen darf

1. Vorerst mag bemerkt werden, dass in allen jenen Fillen, wo die einzelnen Dis-
junctivglieder vermége ihrer Begrenzung sich wechselscitig ausschliessen, man iiberall statt des
Zeichens o das Zeichen - setzen darf, z. B.

= e 2o lam sg (s) (o=} J+Cesd 33’: 5,§+g g;gs)’ ¢33

¢ Y MNP AN
oder:
« @ alv o : e
W) y= Eq(r)} (11'( . m(q(:) rrmg Wereeen = (n;cu3+gvx'(r))+(q“(r))

Letztere Glciclmng Ll‘lLS])llC]lt einer so[chcn Zusammensetzung guadu oder luummc\ Linien-
stiicke, wic sic in Iig. 42 und in Fig. 13 mittelst geraden Linicn vorgestelll wurde. Sind die
den verschiedenen e, a/, a# .. .. entsprechenden Werthe der Functionen, d. h. die verschiedenen
f. 8 B#.... . s.w. je zwei nachbarlich, nachbarliche niimlich, gleich, so bezielt sich obige
Gleichung auf Fig. 42, wo nicht auf’ Fig. 43. — Dass sich mittelst dicser Befugniss 6fters mit Zuzie-
hung der frither entwickelten Siitze bedeutende Reductionen ergeben, wird die Folge zeigen.

2. Der Hinblick auf Fig. 42 und Fig. 43 lehrt ferner noch, obne einer besondern
RechLli:rli"ung zu bediirfen, dass unter ohf"cr\'oraussctvung auch geschrieben werden diirfe:

o un'rl

g’ltl)z EQ (l)) (f[ﬂ(.z)gm e (‘T(r)) gv(a)g-}-(q r)— q(,:)(é)_’.( u(_l.)_q,(:;ng)
)
+{r@— gt

@

Jst daher z. B. gegeben:

a3 L] 11
wgw Em+s»-—w§ mglo+sz—wg:
3 [
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so erhiilt man hicr die ganz gleiche, nur weit einfachere:

1 11 11 11
y= gs_szug + E-i .1'3 +€5 +z3 +Ez‘2}
] e 3 6
Das Gesagte ist iibrigens nur als ein crster Versuch anzusehen, die Disjunctivglieder gegenseitig
zu reduciren. Da unter andern Objecten die Polygone Gleichungen liefern, welche den ver-
langten Bedingungen stets entsprechen; so konnen dieselben, wie viele Seiten sie auch haben
mogen, stets auf zwei Disjunctivglieder zuriickgefiihrt werden, wovon das eine simmtliche
Progresse, das andere dagegen simmtliche Regresse reprisentirt,

§. 20.

Es ist gewiss hochst wichtig und belehrend, die Beziehungen kennen zu lernen, in denen
begrenzte Variablen zu den unbegrenzten stehen, und auf welche Weise sie wechselseitig in
cinander verwandelt werden kénnen. Eine genauere Betrachtung dieses Gegenstandes zeigt
niimlich klar, dass sich fiir jede cinzelne begrenzte Variable stets leicht eine einfache unbe-
grenzte Function angeben lasse, die aus den beiden Grenzwerthen der frithern und einer
vollig unbegrenzien, aller Werthe von —e bis e fiihigen andern Variablen zusammengesetzt
ist. Diess ist niimlich stets der Fall, wenn man setzt:

(1) gzé = a;)";—:_l_.

Sucht man nun cinerseits den Unterschied dieses Bruches von der obern Grenze o/, ander-

seits jenen des untern Grenzwerthes von dem Bruche, wobei man heziehungsweise die Diffe-
(v —e) w

Tw? +

renzen "~ % und {mdeL~ so erkennt man gar leicht aus der Beschaflenheit dic-

ser Reste, dass wie gross oder klein man auch nur immer » annehmen mag, der Werth
jenes Bruches wohl zwar den Werthen « und « sich belichig annihern, niemals aber unter
jenen erstern herabsinken oder iiber den zweiten sich erheben kann.—

Da nun iiberdiess diese Function (1) eine continuirliche ist, so gibt cs fiir jeden moglichen,
d. h. innerhalb der Grenzen von « und e/ liegenden Werth von z, und auch nur allein fiir solche,
cinen entsprechenden Werth von w. Man findet diesen, indem man mittelst Gleichung (1) w sucht:

o
2 w:E I—«)
@ N al— 2.

12
. 1202
So ist 7. B.gz‘;_ ad +7, und hieraus Wollte man daher z, B. die
7

2+1

Gleichung eines begrenzten Flichenraumes von ihren Grenzklammern befreien, so hitte
man wegen:

]‘)

Ti*
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o = el o (=Gt

und ebenso (q‘(z-)) - g (""2—:'“), also’

W = CERY 3 O

und daher das nimliche Verfahren anf y odet g“g ;‘lhgc'weﬁdet, gibt:

. _ (AR s w? w4« 1
G} y=¢ (91+|)(un+1)+ (,,2_|_1)(,,,m+1)‘
Dies ist nun: die Gleichung (v éine begrenzte ebene. Fliche, iwobei zwar & und ¢
nichi die Bedeutung von ‘Coordinaten haben. und:eines jeden Werthes: {ihig: sind; dagegen
g J -1 ageg

alp? 4o

) mit der geringsten Miihe sich auf jcne augen]iliék]ich zurﬁckfﬁlifbn
0 g [

@& =

fassen. Man. hat dahemcme Gleichung awischen -aivei begrenzien Variablen in zwei Gleichungen,
wenn man so will, zwischen vier Verdinderlichen! aulgelést, wovon zwei, nimlich » und o,
eines jeden Werthes {ihig, alle vier aber vollig frei von jeder willkiirlichen Begrenzung sind. —
Eine Gleichung von drei Variablen kann daher cine begrenzte Curve, cine von fiinf unbe-
grenzien Variablen cine begrenzte Fliche im Hmiunc; und eine solche von scchs Varidblen
cinen hegrenzien Kérperraum hedeuten und darstellen.  Und nun zum Beschlusse dieser Beo-
trachtungen noch ein specielles Beispiel,

Ist-Figid4 ABCD ein Ast cincer Parabel, und CD eine Seline, so ist die entsprechende
Gleichung des Flichenraums zwischen der Sebne und dem Bogen:

(6) y=§22-,z m;g gg\fa-:g

und diese Gleichung nach obigen anaclmftca, vou den chnzwexthcn befreit, flihet auf dxe
gleichbedeutende Gleichung :

y= 1009"+‘25)(~ w? ) ( 193¢2 440 )_(1000(12-{-250)10?4(-,‘1193g'2‘:—|_—l49
’ 11 wi 10 (1) @*+ ¥ 10(o*+ 1) (w2 1) '

)
o= (20 4),
Hierbei ist nur zu bemerken, dass c.i"’en'tlivh schon die erste Gleichung jene Fliche
reprisentirt, d. h. sfimmtliche Puncte cothiilt und darstellt, und_ der Werth von z nur bei-
gafiigt ist, um fiir jede Substitution nicht nur y, -sonderd auch 7uglelch das emaprechenda
2 zu finden, da die geometrische Bedeutung von w und ¢ unbekannt, und daher diese Vas

riablen [iir sich -nicht. geniigen, , uns eine Anschauung. desi- Gegenstagdes . zu.- verschafién..
["brigens scheint hier einc reichhaltige Quelle (iir Untersuchungen mehrfacher :Ast. sich -zu
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Gflnen, aul die!lhinzudewten: iclk: nicht umhin konrrte #). — Wir.kehren: nun- wieder .nach Dar-
legung: dicser!. Grundlicgriffe «n. dem:in den Paragraphen 6 und.'10 beschriebenen Schauplatz
upscrer Betrachtungen: zimiick,

§ 21,

Als dcn]em"en Apparat, welcher Dei allen mo"lldlcn Olmverandclunwen, Bewegungen
und I‘ormandcmnwcn der verschicdenen Oblcclc, die man sich in Gedankm mit ihnen vor-

gcnommcn denkt, als unveriinderlich und’ unverriickt’ betrachtet wud, miissen im
Riickblické auf §. 6 und §. 10 bei Raumsohjcclen die drei in cinem DPuncte sich senk-
recht durchschneidénden Ebenen oder Dei Gegcnst'ﬂnden zweicr Dimensionen, dic zwei
in cinem Puncte sich senkrecht treffendén sogenanntén Achsen nennen. — An sie kniiplt
man auch das wandelbare Coordinaten-System an, indéin man niimlich gewisse Bedingungen
festselzt: wwie, in welcher Weise und von wo aus,« die Coordinaten genommen und gezihlt
werden sollen.  Disse Coordinaten bilden also gleichsam unendlich viele Vermittlungslinicn,
mittelst welcher die verschiedenen Objecte mit den allein feststechenden Ebenen oder Linien
des Coordinaten-Raumes in Verbindung gesetzt und aller Veriinderungen ungeachtet, dic mit
ihnen vorgehen, stets In eng gster Verbindung bleibend erhalien werden, Tindet man es daher
zweckdienlich, Coordinaten anderer Art, statt der rechtwinkligen z. B. schiefwinklige oder
gar polare Coordinaten einzufiihreri: so ist dieses nur cine A'nderung in der Art und Weise, die
Coordinaten zu nchmen und zu zihlen, dic ganz innerhall jeher Ebenen im Coordinaten-Raume
YOr ¢

ich ge]lt, und natiirlich nicht die geringste Anderung in der Lage jener feststelienden Ebenen
hervorzubringen vermag.  Viclmehr dienen sic ja selbst hierbei als das tcrtium comparatiends, um
von den cinen Coordinaten aufdic anderen iiberzugehen. — Uberhaupt muss man sich hiiten, den
Einfluss des Coordinaten-Systems fiir zu hoch anzuschlagen oder demselben ctwas zuzumuthen,
was es niemals zu leisten vermag. Die gliickliche Wabl cines passenden Coordinaten - Systems
kann in cinzelnen VFillen allerdings bewirken, dass die betreflenden Formeln cinfacher und trac.
tabler werden, und insofern verdient diese Wabl immer die grosste Beachtung und genauesic Er-
whigung. Niemals aber wird man durch das einc System neue Eigenschaften, Verhilinisse oder Be-
zichungen entdecken, die sich nicht ebenso gewiss, wicwolil mit oft viel gréssern Schwicrigkeiten,
auch bei Zugrundelegung ecines andern Systems hitten finden lassen. — Ganz anders dagegen
verhilt es sich mit dem Umstande, welchen: Ort man den verschicdenen Objecten im Raume
anweist, welche Stellung und Lage sic gegen cinander haben, welehe Bewegungen man sich mit
ihnen vorgenommen denkt, und in welcher Weise man sic ibre Form indern Lisst. Alles dieses
sind Vorginge, durclr welghe sigh jhre wechsclse gen Verhiltpisse sehr éindern und Ligen-
schalten an ihnen entdecken lassen, die frither gar night vorhanden waren,

*) Es ist boffentlioh wicht bloss einc Meinung von mir, wenn ich mit Zuversight die Holfaung ‘ausspreche, dass
die beiden Groudbegritle meines Algorithmus, nimlich Jjener or Disjynctiv-Bezeichnung, und der frcien nnd

vg‘illkinrliclxcq Begrepzung auch in den abrigen Theilen der Aunalysis eine wicltign nod fruclibury Anwendung
fiuden digliom,
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Man hat zwar bisher allgemecin, wir wissen es gar wohl, das Problem fiir die Coordinatens
Anderung gleichzeitig und unter Einem mit jenem fiir die Ortsverinderung im Coordinaten-Raume
abgehandelt, indem man dabei von der Ansicht ausgeht, dass jede Aenderung in der L-’lgﬂl'
einer Figur gegen das Coordinaten-System sich auch umgekehrt durch eine Umlegung oder
Verlegung des letztern herbeifiihren lassen miisse. Allein wenn man auch vollig unberiicksichtigt
Jisst, dass eine solche erkiinstelte Vorstellungsweise niemals eine vollig klare Einsicht in den Gang
der Rechnung und eine sichere und leichte Anwendung gestattet, ja eigentlich sogar mit der still-
schweigend vorausgesctzien Annahme feststehender Coordinaten-Achsen und Ebenen in einem offen-
baren Widerspruche steht: so ist sie auch noch iiberdiess in allen jenen Fillen véllig unzureichend
und unbrauchbar, wo ecinzelne Figuren oder scibst Theile derselben ihre Lage gegen cinander
indern sollen. — Nach der im §. 4 aulgestellten Ubersicht derjenigen Forderungen, welche
man, meiner Meinung nach, an die analytische Geometric als vollendete Wissenschalt zu stellen
vollkommen berechtigt ist, kdmmt man nimlich sehr hiufig in die Lage, mehrere Puncte, Li-
nien, Flichen, Figuren und Korper als gleichzeitig im Coordinaten-Raume bestehend, d. h.
als ein System betrachten zu miissen. Im Verlaufe der weitern Betrachtungen stellt sich so-
dann 6fters die Nothwendigkeit cin, entweder alle Objecte cines Systems gleichmissig zu ver-
legen, und ihnen als System eine andere Stelle im Raume anzuweisen, oder aber nur cinzelne
aus ihnen oder gar nur einzelne Theile derselben, oder endlich woll auch alle, jedoch nicht
aul cine gleichartige Weise ihre Lage dndern zu lassen. Die erstere Verinderung wer-
den wir schlechtweg die Ortsverdnderung oderDislocation, die zweite dagegen, da mit ibr in
der That eine Formiinderung wenigstens des Systems verkniipft ist, die Transfiguration nen-
nen. — Sowohl die einc als die andere Verdnderung kann an den verschiedenen Objecten gedacht
und mit ihnen vorgenommen werden, ohne auch nur im Geringsten cine Anderung in der
Lage der Coordinaten gegen ecinander und zu den Dbesagten Ebenen nothwendig voraussetzen
zu miissen.— Yon dicsem Standpuncte aus betrachtet, halten wir es fiir cinc unabweishare
Forderung der Consequenz, uns jeder cumulativen Behandlungsweise der beiden so hetero-
genen Probleme, nimlich jenes der Dislocation und der ihr innig verwandten Transfiguration

cits, durchaus und in
jeder Beziehung strenge zu enthalten.  Wir wollen nun olne weiteren Aufschub auf unsere
Ansicht iiber Ortsverinderung und auf die Mittel, selbe zu vollfiihren, iibergehen.

cinerseits, und der sogenannten Transformation der Coordinaten ander:

§. 22

Wenn ecin geometrisches Object in der Ebene oder im Raume einen Ort einmimmt,
den es [vither nicht inne hatte, so kann es an diesen 2weiten Ort nur in Folge einer Bewe-
gung gelangt sexn.  Dic Bewegung kann cine solche gewesen seyn, dass dabei simmtliche
Puncte vollkommen congruible Wege zuariicklegten, nnd in diesem Falle haben alle Puncte
von den Orien, von denen sie ausgingen, oder die sic frither einnahmen, gleichen Abstand.
Man wiirde daher in diesem Falle, nach der noch in diesem Abschnitte von uns aufzustelten-
den und zu rechtfertigenden Definition des Parallelismus sagen, der Gegenstand  habe sich
parallel zu seiner anfinglichen Lage fortbewegt, und seine zweite Lage sei somit zu seiner
anlinglichen parallel: oder es legen die verschiedenen Puncte, indem sic dabei immerfort in
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derselben Ebene verbleiben, ungleiche Wege zuriick, jedoch so, dass hicrbei simmtliche
Puncte von cinem gewissen’ uoheweglichen Puncte gleichen Abstand beibchalien, und in die-
sem Falle wiirde man sagen: der Gegenstand habe sich bloss allein gedreht. — Oder endlich,
es kann sich das Object nebst dem, dass es sich um cinen gewissen Punct dreht, zugleich
auch mit ihm parallel zur anfiinglichen Lage fortbewegen, d. L. an beiden Arten von Bewe-
gungen Theil nchmen. In diesem letztern Falle kann man unbeschadet der maglichsten All-
gemeinheit den ganzen Vorgang immer so betrachten, als ob die genannten zwei Orisveriin-
derungen staw gleichzeitig, nach einander vor sich gingen, d. h. als ob sich das Object zuerst
bis zu cinem gewissen Puncte parallel fortbewegte, und sodann erst drehte. Man kann daher
mit Recht diese Bewegung eine gemischte oder aus beiden zusammengesetzte nennen. Zur
Lrliuterung des Gesaglen mag hier noch Folgendes angefiihrt werden. Es sei Tig. 45 und 46
ABCD irgend cine ebene Curve mit mehreren Wendungspuncten als Bahn eines im Puncte O
aul diese senkrecht stehenden Objectes, z. B. der Liniec N M, deren Schwerpunct, was hier neben-
her bemerkt werden soll, sich in @ befinden mag, Bewegt sich nun diese Linic in der Weise,
dass sic in jedem Puncte ihwrer Bahn, wie diess in Tig. 46 angezeigt ist, einc im obenerwihnten
Sinne parallele Lage zu ihrer anfinglichen Stellung annimmt: so ist diese Bewegung als cine reine
fortschreitende anzuschen, und cin dem vorwiirtsschreitenden Schwerpuncte der Linie O auf-
stossendes, unitberwindliches Hinderniss wiirde die ganze Linie NM sclbst augenblicklich zur
Rube l)ringcn. Ganz Anderes dagcgcn wiirde goschchcn, wenn die Linie N in der Weise [ort-
schritte, dass sic dabei in jedem Puncte ihrer Bahn auf diese, wic F.

45 darstellet, senkrecht
stiinde; denn hier wohl konate man nicht liugnen, dass mit der lortschreitenden zugleich
auch cine drehende, bald in diesem, bald in jenem Sinnce verbunden wiire, und wollte man
cs ja micht zugestchen, die Natur der Sache selbst wiirde jeden gar bald dazu bringen; denn
wite in diesem Falle dem Schwerpuncte 0, 04, 0# Fig. 45 ein Hinderniss entgegen, stark ge-
nug, um dicsen Punct z. B. in 0/ zum Stillstand zu vermégen, was wiirde wohl geschehen?
Gewiss nichts anders, als  dass jene Linie, da den Puncten N und M, abgesehen von

ihrer fortschreitenden Bewegung, auch noch cine drchende Bewegung in einem entgegen-
gesetzten Sinne zukémmt, die nach Behebung der fortschreitenden zariickbleibt, augenblick-
lich cine drehende Bewegung in der in der Figur angezcigten Riclitung annchmen wiirde.
Ls ist merkwiirdig genug, dass sclbst so einfachie Begriffe, wie der des Paralismus und der
Drchung so hiufig verkannt werden konnten; und wohl keinem mciner verchrlichen Leser
kann es unbcekannt seyn, mit welchem Eifer, jaLeidenschaltlichkeit, noch vor nicht gar langer
Zeit Streit dariiber erhoben wurde, ob man dem Monde nebst seiner fortschreitenden Be-
wegung in der Bahn, auch noch eine drehende zuschreiben miisse oder nicht *). Der Begriff

*) Wir verdanken dicse Anwendung der von uns oben aufgestellien und vertretenen Grundwahrheit auf die
eben berihrie Streitfrage ciuer zufillig vernommenen Acusscrung des Herrn Prof, Dr. Bolzano. Es sei uns
gestattet, die Anwendung obiger Ansichlen auf den vorli geaden Fall in hfolgcude Worte

fassen. Da der Mond bei seiner fortschreitenden Bewegung um die Erde, abgerechnet seine Libration, der-
sclben immer dieselbe Scite zawendet, so muss er in verschicdenen Puncten sciner Bahn, z. B. in 0 and 0/
eine Lage annchmen, wic z. B. in Fig, 47, und es unterliegt keivem Zweifel, dass alle jene Theile des Monw
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des Parallelismus, so wie jener der geraden Linie st fiir unserc Untersuchungen, namenlich
fiir jenc des zweiten und dritten Abschnilts, so ungemein wichtig und [olgenreich, und unsere
Ansicht bieriiber ist zugleich eine von den gewdhnlichen so abweichende, dass wir nicht wmhin
konnten, ilnen hier eine ausfiihrlichere Betrachtung zu widimen. — Der Zweck dieses Paragraphes
war kein anderer, als zu zcigen, dass (wenigstens vorerst fiir Objecte in der Ebene) jede Orts-
verinderung cines Objectes sich in ein paralleles, Fortbewegen und allenfallsiges gleichzeitiges
Drehen aullisen lasse. — Und nun werden wir uns beeilen, unsern Lesern vor Allem die Grund-
ansicht mitzutheilen, die allen Dislocationen in der Ebene und im Roume zum Grunde liegt.

. 23.

Von der schon im vorigen i’aragmp]ne gerechufertigten Ansicht ausgehend, dass sich
jede Veriinderung in der Lage cines Objectes in der Ebene durch ein Drehen um einen be-
licbigen Punct und durch Verlegung dieses Drehungspunctes herbeifiihren lasse; wollen wir
mit Bezugnahme aaf Fig. 48 Nachfolgendes feststellen. Ls sei M Fig. 48 irgend cin beliebiges
Object in der Ebene, und 0 irgend ein innerhalh oder ausserhalb liegender Punct, welchen wir
mit dem Objecte in der Weise fix verbunden uns denken wollen, dass er mit selbem sich hewegt
oder rubt, ohne scine Lage gegen M im Geringsien zu dndern,  Seine Lage soll durch dic
Coordinaten ¢ und ¢ festgesetzt seyn. Diesen Punkt 0 nun wollen wir als den willkiir-
tichen Drchungspunct fiic das Object M anschen.  Zugleich denke man sich zu diesem Puncte 0
von cinem belichigen Puncte des Gegenstandes eine gerade Verbindungslinie A0 gezogen, die
mit der Abscissenachse irgend einen Winkel cinschliesst, und uns diencn wird, die Grésse des
Drchungswinkels, den wir ¢ nennen wollen, zu beurtheilen. Nun denke man sich diesen Dre-
hungspunct zugleich mit seinem Objecte, und parallel zu seiner anfinglichen Lage von 0 nach 0/,
dessen Coordinaten df und ¢/ seyn mogen, iibertragen, wobei 1/ nunmchr nach W gelangt, und
nachdem dieses geschehen, drche sich das Object M um den Winkel o, wodurch es nach W
verlegt wird.  Unter dieser doppelten Voraussetzung

st sich jede gegebene oder Leabsichtigte
\ erlegung ‘eines Objectes nicht bloss aul cine einzige bestimmte, sondern aul unziiblige Weise
hewerkstelligt denken, und wir kénnen natiirlich darunter immer dicjenige wililen, welche den
vorlicgenden Umstinden am meisten zusagt. Nichts ist dabei natitvlicher, als dass sich bei dieser
Bewegung das anfingliche Verhiltniss zwischen der Abscisse # und der Ordinate y, wic es in
der vorlicgenden Gleichung ausgesprochen ist, bedeutend dindern muss, so jedoch, dass dicse
.-‘ndcrung lediglich nur von den Gréssen, d,8,d, 8/ und ¢ abhiingen kann. Durch derartige Bc.
wachtuagen stellt sich nun klar heraus, dass es unzihlige ibrer Form, inshesonders aber ihren
numerischen Werthhestimmiungen nach, wesentlich verschiedene Functionen gch(:n werde, die

des, welche cin - fiir allemal voo der Erde abgewandt sind und bleiben, cine ard absolute Geschwindig
keit haben, als der Sehwerpunct selbst, die der Erde zugewandien eine um eben so viel kleinere als der
Schwerpunct, Wiirde daber der Mond plitatich in sciner forischreitenden B, )] so miissle

sung g
derselbe augenblicklich in dem in Fig, 47 bezeichneten Smne rotiren, — Es uuterlicgt. daher nicht dem ge-

ringsten Zyweilel, dass unser Mond, ausser scince fortschreitenden, noch cine drelent

Bewegung hesitzt, —
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gleichwohl insgesammt nur einem und demselben geometrischen Objecte entsprechen, deren Ver-
schiedenheit also hichstens etwa nur durch dessen verschiedene Lage im Coordinaten - Raume
bedingt ist. — Im zweiten Abschnitte, der sich alle hieher gehérigen Untersuchungen iiber Dis-
location und Transfiguration zur Hauptaufgabe gemacht hat, wird gezeigt werden, dass jede Orts-
verinderung eines Objectes in seiner entsprechenden Gleichung eine Verinderung bewirket, die
sich analytisch jederzeit dadurch herbeiftibren lisst, dass man fiir die Werthe z und y die nach-
folgenden Werthausdriicke substituirt, nimlich:
W r=a+bx'tcy
y=a,+b,z'+c,y,

wobei z/ und 3 die neuen Coordinaten, «, b, ¢, a’, ¥, ¢/ dagegen durchaus von d, &, d’, 8 und
¢ abhéingige und aus ihnen auf eine bestinmte Weise zusammengesctzte Werthe bedeuten.
Um dic geeigneten Formeln auch fiir die constanten Grenzwerthe zu finden, miissen diese
Formeln umgekehrt, d. h. die Werthe 2/ und 3’ durch jene von z und y bestimmt und aus-
gedriickt werden, da das Verfahren der Substitution gerade das umgekehrte des vorigen ist,
d. h. da man im erstern Falle obige Werthe in die vorliegende Function, im zweiten Falle
dagegen die constanten Grenzwerthe der vorliegenden Function zum Behufe ihrer Verdnderung
in die besagten Formeln gesetzt werden sollen. Man sieht daher, dass man bei allen Pro-
blemen iiber die Dislocation stets zweier Systeme von Formeln bedarf, von denen dic einen
sich auf die Function und verinderlichen Grenzen, die andern dagegen auf die constanten
Grenzwerthe beziehen.

Auf diesem Standpunkte der Betrachtung befanden wir uns zur Zeit der Bearbeitung
unserer friithern Abhandlung, und wir nehmen keinen Anstand, zu gestehen, dass wir sie da-
mals iiberhaupt fiir die méglichst allgemeinste, allen Raumesverhiiltnissen vollkommen zusa-
gendste Vorstellungsweise hielten, in welcher Ansicht uns wohl auch die grosse Leichtigkeit
bestirken mochte, mit der wir schon damals sehr schwierige und complicirte Aufgaben iiber
Dislocation und Transfiguration zu lésen vermochlen. — Allein nicht nur haben wir seither
eine ungleich einfachere Ableitungsnrt. der darauf beziiglichen Formeln gefunden, sondern sind
auch noch iiberdiess bei Gelegenheit, als wir von den im folgenden Paragraphe zu erwih-
nenden allgemeinern Dislocationsformeln fiir den Raum auf jene der Ebene iibergingen, zu
der Uberzeugung gelangt, dass unsere bisher festgehaltene Ansicht iiber Ortsverinderungen
in der Ebenc und somit auch die davon abhingigen Dislocations-Formeln noch ciner gréssern
Verallgemeinerung fihig seien. Denn um unsere Leser hicriiber nicht lange in Ungewiss-
heit zu lassen, geben wir zu bedenken, dass unsere oben festgesetzten Voraussetzungen
uns nimmermehr in den Stand setzten, diejenige Verinderung an den Objecten analytisch
auszudriicken, welche einem Umschlagen eines Objectes um eine beliebige Linie als Achse
entspricht, und wobei der Gegenstand aus der Ebene zy sich erhebend heraustritt, um die
Riickseite gegen Vorne hin wendend, sich in selbe wieder niederzulassen. — Wir werden daher
im ersten Capitel des folgenden Abschnitts nicht ermangeln, nebst den obigen gewdhnlichen,
auch die eben berithrten allgemcineren Formeln abzuleiten, und dabei von folgenden Voraus-
setzungen ausg hen.— Es sei nimlich Fig. 49 M das Object in seiner aufinglichen Lage, O
Ta

Abh. V. 8.
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der anféngliche Drehungspunct, dessen Coordinaten wie oben ¢ und é; OP die Drehungs-
achse, die mit der Abscissenachse einen Winkel ¢ vor und v/ nach der Verlegung machen
soll; &, & endlich seyen die Coordinalen des verlegten Dreh- oder Anfangspunctes der Achse.
Diess vorausgesetzt, findet man sowohl fiir den Fall, dass das Object sich zugleich um die
Achse OP umschligt, als auch fiir jenen, wo dieses nicht geschicht, mit den Formeln (1)
ganz #hnliche Formeln, wobei die Coeflicienten nunmehr von den Grossen d8, /¢, y und
' abhingen. Man begreift, dass fiir den zweiten Fall diese gegenwirtigen Formeln mit jenen
(1) identisch werden, da y/—y =g ist.

§ 24.

In Bezichung auf Ortsverinderungen im Raume dreier Dimensionen werden wir von
nachfolgenden, den obigen ganz analogen Voraussetzungen ausgehen. Man denke sich Fig. 50
irgend ein Object im Raume, ferner eine willkithrlich angenommene Linie O P von unbe-
stimmiter Liinge, aber bestimmtem Anfangspuncte O, dessen Coordinaten wir mit «, f, y be-
zeichnen wollen. Dic Lage der Linie O P sclbst, welche wir die Achse nennen werden, sey
noch weiters durch dic machfolgenden Bestimmuagsstiicke festgestellt, ndmlich erstlich durch
den Winkel ¢, welchen die Projection dieser Achse mit der Achse der z einschliesst, und
durch den Winkel v, oder den Neigungswinkel der Achse OP zur Ebene zy. — Nun denke
man sich diese Achse OP und mit ihr das Object M sclbst einc solche Lage annehmend,
dass die Coordinaten «, 8, y des Anfangspunctes in o/, 8,  dic Winkel ¢ und ¥ in ¢’ und
w’ iibergehen und das Object M (man mag sich zu dicsem Behufe von dem Objecte auf die
Achse irgend eine Senkrechte gezogen denken) um die Achse OP eine Drehung um den
Winkel ¢ mache. Sucht man, wie im ersten Capitel des folgenden Abschnitts in der Thal
geschehen ist, diejenigen Formeln, welche die dieser Ortsverinderung entsprechenden An.
derungen in den betreffenden Functionsgleichungen durch einfache Substitution hervorbringen,
so erhilt man ihrer apalytischen Form nach héchst einfache, den obigen (1) analoge Formeln,
nimlich:

‘ rx=a t+ba'+cy+dz,
(0 y=a +ha' ey +dy2,
? 2 =g+ bt oy +dy2!,
wobei wieder simmiliche Coefficienten als aus den Gréssen o, 8, 7, o, f, ¥, ¢, ¢/, W, W/, &
z gesetzt oder vielmehr als gewisse Functionen diescr Besti ssstiicke ersche

Da sich unter diesen namhaft gemachten eill Bestimmungsstiicken fiinf, nimlich «,
B, 7» 9 und v als vollig und in jeder Beziehung willkiirliche herausstellen, so begreilt man
woh! von selbst, dass sich demnach jede beliebige Lage eines Objectes nicht etwa bloss aul
eine einzige, sondern auf unendlich viele verschiedene Weisen bewerkstelligen lasse. Wenn
daher der Hinblick auf die im zweiten Abschnitte, Capitel 1, §. 5 aufgestellten eigentlichen
Werthe der Coefficienten @, 4, ¢ u. s. w. (oder wie sie dort heissen P, Q, R u. s. w.) im ersten
Augenblicke den Gedanken erwecken sollte, als wiiren diese Dislocationsformeln im Vergleich
mit unsern bisher gebréuchlichen sogenannten Transformationsformeln der analytischen Geo-
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metrie iiberwiegend zusammengesetzt; so muss hierauf erwidert werden, dass dieses nur schein-
bar ist, und dass diese Formeln, noch vorirgend einer Substitution oder sonstigen Anwendung,
némlich sobald man sich nur iiber die anfingliche Lage der Dislocationsachse entschieden
hat, mit den bisherigen Transformationsformeln ihrer Z4ussern Complexion nach ganz iiber-
einstimmen. Welchen unschiitzbaren Werth und Vorzug aber derartige Formeln mit unbe-
stimmten und willkiirlichen Gréssen bei analytischen Untersuchungen darbieten, ist bereits so
allgemein anerkannt, dass wir es gar nicht einmal fiir nothwendig halten, auf die Aufgaben
des dritten Abschnitts hinzudeuten.— Dass auch hier wieder ein System von Gegenformeln fiir
die Berechnung constanter Grenzwerthe nothwendig erscheint, bedarf kaum noch einer eigenen
Erwihnung.
§ 25.

Diese sehr allgemeinen Dislocationsformeln bewihren sich fiir alle Arten analytisch-
geometrischer "Untersuchungen nicht nur als ein ausserordentliches und unschétzbares Er-
leichterungsmittel, sondern sie bieten denselben zugleich auch eine unerschépfliche bis zu
gegenwirtigen Untersuchungen vollig verborgen gelegene Fundgrube der wichtigsten mathe-
matischen Wahrheiten dar. Es kann natiirlich hier nicht erwartet werden, eine vollstindige
Aufzihlung aller derjenigen Classen von Untersuchungen, die sich hier schon nach dem gegen-
wiirtigen Standpuncte crschliessen, niedergelegt zu finden; obwohl wir nicht ermangeln wer-
den, auf einige der vorziiglichsten noch in diesem Paragraphe hinzuweisen, und in den fol-
genden Abschnitten in Ausfithrung zu bringen.— Hitte man ja his zu gegenwiirtigem Augen-
blicke die Formeln fiir Transformation der Coordinaten im Raume zu etwas anderem, als zu
blossen Vercinfachungen und Reductionen vorliegender zusammengesetzter Functionsausdriicke,
und was damit unmittelbar zusammenhéingt, verwendet, oder vielmehr die Veranlassung und
Mittel hierzu gehabt, so wiirde man gewiss, man darf keinen Augenblick daran zweifeln, bald
genug das Unzukémmliche und Verwirrende einer solchen cumulativen Behandlung véllig
fremdartiger Probleme gefiihlt, und dicsem Ubelstand ungefihr auf demselben Wege wie wir
abzuhelfen gesucht haben.

Zum grossen Nachtheile fiir diese Angelegenheit aber war gerade diese Anwendung
auf Vercinfachung vorlicgender Functionsausdriicke (wie z. B. bei der Discussion von Glei-
chungen) -eine solche, die sowohl von einer Ortsverinderung des Objectes, als auch von einem
Wechsel der Coordinaten erwartet werden konnte, und gewiss nur desshalb entging dicse un-
geeignete Verbindung dieser beiden wichtigen Probleme. — Uns dagegen, der wir uns vor
Allem anschickten, beliebig vicle Objecte in beliebigen Lagen zu einander, d. h. ganze Sy-
steme derselben durch eine einzige Gleichung analytisch zu reprisentiren, und sofort auch
mit ihnen belichige Ortsverinderungen u. s. w. vorzunehmen, musste eine Entwirrung des
sogenannten Translormationsproblems und eine abgesonderte Behandlung dieser beiden Pro-
bleme als eine- conditio sine qua non entgegentreten.

Wird das Problem der Dislocation statt auf alle Objecte gleichférmig nur auf einige
von. ihnen oder gar nur auf einzelne Theile oder wenn auf alle,’ doch auf verschiedene ver-

T5*
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schieden angewendet, so erhilt man das, was wir die Traosfiguration genannt haben. Durch
sie ist man im Stande, Linien, Figuren, Flichen und Flichenriume, Oberflichen undKérper-
riume der mannigfaltigsten Art und Zusammensetzung zu bilden, d.i. analytisch darzustellen,
Probleme iiber die Theilung durchzufiihren und eine grosse Zahl unbestimmt analytisch geo-
metrischer Aufgaben aufzulSsen, von der Art, wie wir sie in der Vorrede zu unserer frithern
Abhandlung anzufiihren uns veranlasst fanden. Eine andere Anwendung unserer Dislocations-
Formeln beruhet aul der zulissigen und erlaubten Annahme, dass auch die bis dahin als un.
verinderlich und von einander véllig unabhiingig angenc [, Besti
stiicke als von einander auf bestinmte Weise abhingig und sie sowohl wie shmmtllchekael
als Functionen der Zeit betrachtet werden kénnen. Hierdurch nun setzt man sich sofort in
den Stand, selbst die complicirtesten und schwierigsten Probleme iiber Bewegungen der ver-
schiedenen ODbjecte mit voller Sicherheit und Bestimmtheit aufzuldsen, wenn anders nicht die
Analysis ihre Hilfe versagt, ein Umstand, der natiirlich nicht der analytischen Geometrie als
solcher, sondern lediglich nur der erstern selbst zum Vorwurfe gemacht werden konnte.
Ebenso kénnen die Dislocationsformeln dazu verwendet werden, zu untersuchen, ob zwei ver-
schiedene Functionsausdriicke cinem und demselben geometrischen Objecte entsprechen oder
nicht. Kann nimlich die eine von ihnen fiir keinen Werth der Bestimmungsgréssen bei An-
wendung jener Formeln mit der andern identisch werden, so ist sie von ihr wesentlich ver-
schieden, und entspricht einem andern Objecte.

Wir haben nicht ermangelt, Aufgaben der eben bezeichneten Art in schicklicher Auswahl
im dritten Abschnitte zusammenzustellen, und glauben hier einer weitern Exposition dieses
Gegenstandes wn so mehr iiberhoben zu seyn, als wir es vorziehen, dic Sache selbst hier-
iiher sprechen zu lassen.

Bevor wir jedoch noch Einiges iiber die Verinderung der Coordinaten und iiber die
geometrischen Forminderungen, als iiber das, was sich dem Gesagten zunichst anschliesst,
beifiigen, miissen wir im folgenden Paragraphe ecinige allgemeine und nicht ganz unwichtige
Bemerkungen folgen lassen.

§. 2

Die von uns in Anwendung gebrachte Methode, analytische Untersuchungen zu be-
handeln, bringt die Nothwendigkeit mit sich, sowohl von in sich selbst zuriickkehrenden, als
auch von belichig begrenzien Objecten die Projection derselben auf die Achse z oder auf die
Ebcne zy finden zu konnen; denn diese bieten ja die Grenzwerthe der Function selbst dar.
Man kann hierbei auf eine doppelte Art verfahren. Sind z. B. Functionen von der Form
y = Flz) oder Z= F(z,y) gegeben, wovon die eine im Allgemeineu eine Curve, die andere
eine krumme Fliche repriscntirt: sollen beide einen Raum abschliessen, d. h. soll die Fune-
tion y = F(z) eine in sich zuriickkehrende Curve, die Function z = F| (#,y) eine, einen Korper-
raum cinschliessende Oberfliche repriisentiren: so miissen diese Functionen stets vielformige,
wenigstens aber zweiformige sevn, welches bekanntlich daran erkannt werden kann, dass jedem
cinzelnen Werthe von z, oder beziehungsweise von z und y mehrere- Werthe von y oder z
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entsprechen. Von dieser Regel sind nur allein jene Puncte ausgenommen, die der obern
und untern Begrenzungscurve oder Fliche zugleich angehéren, und diese sind es daher auch,
welche als #usserste Puncte der Projection entprechen. Zerlegt man daher diese zweiférmigen
Funclionen, worauf auch schon Ceuchy der Analysis wegen drang, in ilre einfachen Func-
tionswerthe, d. h. setzt man z. B.

() y=Fz)=9(zlog'(z) und (2) Z=F(z y) =/f1z.3) o.f (% 3);
so liefert die Gleichung

) s@)=9'e) uwd (&) f@&5)=,(z)

die eigentlichen Projecten und beziehungsweisen Grenzwerthe flir (1) und (2). — Nimmt man
an, dass man aus der Gleichung (3) 2= a o o/ findet, aus (4) dagegen y — ¢ (z) 0y’ (z), so
hitte man sofort:

o

6, 1={F@) und (@ z:«p(z)gr(z,y)éwlm-—

Bei sehr vielen Curven und krummen Flichen besteht die Vieldeutigkeit der Functionen ledig-
lich in dem doppelten Vorzeichen einer Wurzelgrosse, wie z. B. durch:
y= AV M=(A4+V" M)o(d—Vy M)

In diesem Falle hat man nach obiger allgemeinen Regel:

A+vV M=A4— vy M, woraus 2 )"M=0 oder M=0, d. h.
in diesem Falle braucht man nur die unter den Wurzelzeichen stehende Grosse gleich Null
zu selzen, um die verlangten Grenzwerthe zu erhalten.— Ein anderes, éfters mit Vortheil an-
zuwendendes Verfahren beruht auf dem Umstande, dass fiir eben diese Puncte des Objectes
die trigonometrische Tangenle uncndlich und somit die Cotangente gleich Null seyn miisse.
Man wird daher zu setzen haben:

( (%)) =0, d h.:‘{_: —o.

Die Vielformigkeit der Functionen bringl es auch mit sich, dass bei den Ortsverinderungen
solcher Objecte jedem einzelnen Grenzwerthe von 2 nach der Dislocation mehrere solche
entsprechen konnen; denn da man, um das verdnderte @, d. h. um « zu finden, in Formeln
von der Form (1) §. 23 und 24 nicht nur das alte «, sondern auch das diesem « entspre-
chende f—g(«) zu setzen hat, so wird «/ dem Werthe einer vielfsrmigen Function gleich, und
mithin mehrere im Allgemeinen verschiedene Werthe haben. Und so muss es aush seyn, wenn
unsere Formeln mit der Wahrheit iibereinsimmen sollen. Fig. 51 und Fig. 52 zeigen augen-
scheinlich, wie dem Grenzwerthe « in Fig. 51 vier neue in Fig. 52 entsprechen. —

Nach dieser kleinen Diversion wollen wir zur Verfolgung unserer oben abgebrochenen
Betrachtungen zuriickkehren,

§. 27.

Obgleich wir bereits schon frither nicht.umhin konnten, zu bemerken, dass die Wahl
des Coordinaten-Systems, d. h. die Art und Weise, wie die simmtlichen Puncte einesObjectes
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mit den feststehenden Achsen und Ebenen des Coordinaten-Raumes in Verbindung gebracht
werden, wenn auch nicht gleichgiiltig. doch von sehr untergeerdneter Wichtigkeit sey, da ih-
nen schon durch diese auf alle Puncte gleichmiissig sich erstreckende und somit systematische
Vorkehrung allein alle Yortheile einer analytischen Behandlungsweise zufliessen: so darf man
es sich doch nicht verhehlen, dass anderseits eine passende Wahl desselben der ganzen Unter-
suchung den Charakter einer besondern Einfachheit, Leichtigkeit und Zierlichkeit aufzudriicken
vermag, und dass man eben desshalb auch sich nicht bloss auf die bisher gebriuchlichen ge-
radlinigen und polaren Systeme beschriinken sollte. — Auch scheint uns, in der Voraussetzung,
der eingehen sollen, sich noth-
wendig auf dasselbe geradlinige oder polare Coordinaten-System beziehen sollen, eine unné-

dass alle Functionsgleichungen, die eine Verbind

g unter

thige und die freie analytische Bewegung hemmende Bcschréinkung zu liegen, deren man sich
gar wohl entheben kann; denn nichts ist wohl begreiflicher, als dass man jeden verlangten
Zweck auch dadurch errerchen kénne, dass man mit Belassung ibrer verschiedenartigen Coor-
dinaten die Bedingungsgleichungen ibrer Verbindung sclbst, diesen gemiiss abiindert, und so
lassen sich gar wohl entweder Gleichungen, dic sich auf verschiedene Polar- oder geradlinige
Systeme beziehen, oder auch diese unter einander in eine Gleichung zusammenfassen. Das
zweile Capitel des folgenden Abschnittes wird mehreres hiecher Gehorige enthalten, und wir be-
gniigen uns nur noch beziiglich cines sehr brauchbaren Systems, welches gleichsam aus dem gerad-
linigen und dem Polar-System zusammengesetzl ist, eine kurze Erwiihnung zu thun. Es sey M Q
Fig. 53 irgend ein in der Ebene befindliches geometrisches Object, 0 ein willkiirlicher, im
Coordinaten-Raume befindlicher, durch seine Coordinaten ¢ und & gegebener Punct als Pol;
OP als Achse eines selbststindigen Polar-Systems, von welcher aus man die Polarwinkel #
zihlt, ¢ der Neigungswinkel der Achse gegen z, und u der Radiusvector des Punctes M, sowie
2, y dessen rechtwinklige Coordinaten. Setzt man iiberhaupt die Lage des Poles im recht-
winkligen Coordinaten-Raume ein fir allemal als bekannt voraus, se kann man mit leichter
Miihe sich cine Gleichung zwischen y wud », oder wohl auch zwischen z und » aufstellen,
welche alle Vortheile des geradlinigen und polaren Systems in sich zu vereinen scheint, und
von der man auch ohne vicle Umstinde auf das cine wie das andere System zuriickgehen
kann. Wir haben von diesem Systeme in unserer [rithern und der gegenwirtigen Abhand-
lung mit Vortheil Gebrauch gemacht. —

Dic in der Lehre von der Verwandlung der Coordinaten zu beantwortende Aufgabe
bestcht unsers Erachtens darin: eine vorliegende Gleichung bei gefinderter Bedeutung der
Variablen 7 und y in eine solche zu verwandeln, welche noch immer demselben Objecte in
der frilhern Lage im Raume entspricht.

Die Transformation der Coordinaten in sensu strictiori oder die Verwandlung der
Coordinaten bewirkt also weder eine .inderung in der Lage, noch in der Form der betref-
fenden Objecte, und darf chen desshalb mit dem Dislocations-Probleme nicht verwechselt
werden. — Und nun wollen wir noch zu denjenigen Betrachtungen iibergehen, welche gewisser-
massen den Schluss unscrer gegenwirtigen Aufgabe machen, nimlich zu jenen der freiwilligen
und absichtlichen Forminderung. —
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§. 28.

Aus unsern friihern Betrachtungen geht zur Geniige hervor, dass die Substitution
gewisser Functionswerthe fiir z und y in eine vorliegende Gleichung, einer blossen Ortsver-
anderung des gegebenen Objectes entspreche, und es wurde dabei ausdriicklich erwihnt, dass
die Form dieser Formeln stets eme lineare sey. deren constante Coefficienten von gewissen
Bestimmungsstiicken abhingen. Im zweiten Abschnitte, wo diese Abhangigkeit selbst genau
dargethan und nachgewiesen werden wird, kann man sich augenscheinlich iiberzeugen, dass
alle moglichen Ortsverinderungen nicht einmal die Ordaung der linearen Functionen véllig
erschépfen, und dass es somit selbst der linearen Gleichungen unzihlige geben miisse, welche
jedenfalls in Folge ihrer Substitution bei einer vorliegenden Gleichung ganz etwas Anderem,
als einer blossen Ortsverinderung des Objectes entsprechen werden. Nun aber bilden die linearen
Functionen von z und y nur die allerkleinste Zahl aller méglichen Funetionsausdriicke, die
fir # und y in eine Gleichung gesetzt werden konnen, und es entsteht daher dic unabweis-
bare und ungemein wichtige Frage: welche Verinderungen an den Objecten wohl die Sub-
stitution solcher Formeln hervorbringen mag, die, wie dieses in unzihligen Fillen eintritt, den
Bedingungen der Dislocationsformeln nicht entsprechen? — Da in allen diesen unendlichmal
haufigern Fillen von ciner blossen Ortsveriinderung des Objectes nicht dic Rede seyn kann,
so scheint die Vermuthung véllig gerechtfertigt, und wird durch die folgenden Untersuchungen
bis zur Evidenz erhoben, dass hier nur von Formiinderungen der Objecte die Rede seyn
kénne. Und hier nun eréflnet sich der Untersuchung und Forschung ein neues unermess-
liches Feld. — Da niimlich, wie ¢s sich schon wohl zum Voraus vermuthen licss, der form-
indernde Functionsausdruck seine Wirkung auf alle Objecte ohne Ausnahme auf eine sehr
analoge Weise ausiibt und dieselbe sich fast immer schon zum Voraus bei den verschie-
densten Objecten voraussagen lisst, so darf man mit aller Zuversicht hoffen, dass diese Classe
von Untersuchungen nicht minder wic alle andern in der analytischen Geometrie einer festen
wissenschaftlichen Begriindung [ihig seyn werde. — Wahrend nimlich einige Functionswerthe
durch ibre Substitution, jedes Object in ihre symmetrische Gegenform odeér in die durch eine
totale Umstiilpung entstandene verwandeln, wie z. B. eine rechts gewundene Schraubenlinie
in eine derlei linksgewundene, ein ungleichwinkliges Trieder in das durch Verlingerang der
Ebenen iiber den Scheitel hinaus mit ihm symmetrische u. s. w.; haben wieder andere die
Wirkung an gewissen Stellen, Schleifenlinien und Flichen zu bilden, andere, gewisse Ein- und
Ausstiilpungen hervorzubringen; wieder andere, die Objecte zu verdrehen, zu kriimmen, zu
verkiirzen oder zu strecken u, s. w., kurz jede beliebige Verinderung mit ihnen vorzunehmen.
Ein Mehres hieriiber wird der Leser im dritten Capitel des zweiten Abschnitts, .insbesondere
aber im dritten Abschnitte selbst finden, und dabei sich von demjenigen nachsichtsvollen Ur-
theile leiten lassen, aul welches die allerersten Anfinge einer vollig neuen Classe von Unter-
suchungen gerechten Anspruch haben, —

Und mit diesem Paragraphe nun moge der geclrte Leser unsern eigentlichex Vorwurf
fiir geschlossen betrachten, In der That konnte uns nur der Umstand, dass es sich hier um
das sichere Verstindniss des Folgenden handelt, dazu vermdgen, einige der wichtigsten Be-
griﬂ‘e einer vorgl—ingigcn Erérterung zn' unterzichen. —

—_—
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II. Abschnitt.

Von der Dislocation und Transfiguration geometrischer Qbjecte in
der Ebene und insbesondere im Raume; von der Transformation oder
Anderung der Coordinaten und von der Formdinderung der
geomelrischen Objecte.

I. Capitel.

Die allgemeine Lehre von der theilweisen und totalen Ortsverinderung
geometrischer Objecte.

s 1.

Wenn Puncte, Linien, Figuren, Flichen und Korper oder auch beliebige Zusammen.
stellungen aus ihnen, d. h. ganze Sysieme dersclben ihre Lage gegen die urspriinglich als
fest angenommenen Coordinaten - Achsen oder bei riumlichen Objecten gegen die Coordinaten-
Ebenen lindern, so behalten sie entweder ihre friihere Stellung gegen einander bei, oder es
dndern zugleich alle oder auch nur einige von ilinen ihre Lage zu einander. — Die erstere
Veriinderung der Objecte wollen wir, wic dieses auch schon friiher geschehen ist, die Dis-
location, jene zweite dagegen, da sie in der That einc Forminderung, wenn auch nicht der
einzelnen Objecte, doch jedenfalls jenes Systems nothwendig herbeifiihrt, die Transfiguration
nenncn. Es ist sehr begreiflich, dass sowohl das Problem der Dislocation, als auch jenes der
mit ihr innig verwandten Transfiguration von der Art und Weise, wie die Coordinaten gezihlt
werden, und ob man sich der rechtwinkeligen, schicfwinkeligen oder der Polar- Coordinaten
bediene, véllig unabhiingig ist, wesshalb wir auch nicht umhin kénnen, die Untersuchungen
ither die Coordinaten- Verindcrungen von unseren gegenwirtigen Betrachlungen strenge zu
trennen, und sie einem eigenen Capitel zu iiberweisen. So kann man sich z. B. recht wohl
ein odel.' mehrere Polygone oder auch Polyeder allein oder mit andern Objecten gleichzeitig
in der Ebene oder im Raume aus ihrer anfinglichen Lage verriickt und an andere Orte hin
verlegt denken, ohne dass sich weder an diesen Objecten selbst, noch auch in ihrer gegen-
seitigen Stellung zu einander im Geringsten etwas zu Andern braucht, — wihrend wieder da-



auf Grandlage cines new einzufihrenden Algerithmus. 397

gegen cin andersmal auch ihre Stcllung sich indert; ja sogar einzelne Objecte in ihre Be-
standtheile sich auflésen, und zu neuen geometrisclien Figuren sich gruppiren. Sowohl die
eine, als die andere Verinderung kann an geometrischen Objecten gedacht und vorgenommen
werden, ohne auch nur, wic gesagt, im Geringsten eine Anderung in der Lage der Coordina-
ten gegeneinander nothwendig voraussetzen zu miissen. Wenn man daher demungeachtet
das Problem der Dislocation (denn der Transfiguration bedurfte man bis jetzt {iberhaupt nicht)
gleichzeitig mit jenem fiiv dic Anderung der Lage der Coordinaten unter der gemeinschaft-
lichen Benennung der Transformation des Coordinaten-Systems zusammen zu [assen und zu
behandeln pflegte: so kann ein solches Verfahren zwar von unserem Gesichtspuncte aus in
keiner Weise gebilligt werden, diirlte aber iibrigens durch den Umstand entschuldigt werden,
dass bei der bisherigen, héchst beschrinkten Anwendung dicser Formeln das Bediir{niss ciner
solchen getrennten Behandlungsweise dieser schon ihrer Natur nach, heterogenen Probleme
nicht stark genug [liihlbar werden mochte.

S 2.

In Bezug auf die Ableitung der Dislocationsformeln fiir Gegenstinde in der Ebene
verweisen wir auf unsere [riihere Abhandlung, und was die vollstindige Aufzihlung der in ihnen
enthaltenen speciellen Fille anbelangl, gleichlalls auf unsere [riihere Abhandlung pag. 36— 38,
und Dbemerken hicr nur, dass der i':'hcreinsl.immung mit dem Yolgenden wegen, statt der
Grossen d, 8, & &, die bezichungsweise gleichbedeutenden «, B, o/, @, eingefiihrt werden
sollen. Man hat demnach:

z! = o' + (2 — ) cos. g — (y — ) sin. 0 | #=a4(y"—pf)sin.0+(@'— a’)cos.o

é V= Bl (z~—a) sin. o+ (y~—B) ces. o | y =P+’ —B)ros.0 —(z'— &) cos. 0,

Ist e—=a/=0 und §=4=0, so entspricht dieses dem von uns schon im niichsten Paragraphe

in Anwendung gebrachten Kalle, wo das Object sich cinfach um den Ursprung des Systems
dreht, und man erhilt diessfalls:

| #'=x.cos.0—y.sin.0

) l y'=z.sin.0 4 y.cos. 0

Bei Aufzihlung der unter I und IL begriffenen specicllen Yille verdient noch eigens be-

merkt zu werden, dass man bei keinerlei Annahme der Gréssen e, o, f, 8/ und g, aus obigen

Formeln gleichzeitig #/— zund y’— —y erhiilt, und wie spiiter gezeigl werden soll, erhalten kénne,

Bei vielen Problemen lésst sich zwar der Drehungswinkel o nicht unmiuelbar angeben,
man kennt aber in diesen Fiilleri fast immer irgend eine mit dem Objecte in fixer Verbindung
gedachte, vollig bestimmte Linie O M, Fig. 55, derenLage auch noch nach der Yerlegung und

und NN,

x=y'sin.g + x' ces. o,
y =y ces.0 —z' cos. 9.

und  (4)

Drehung sich durch Coordinatenbestimmungen leicht angeben lisst. — Da es sich nun hier
lediglich um- die Bestimmung des Winkels ¢ handelt, so erhilt man inittelst der gewchnlichen
trigonometrischen Formel, wenn a, # und' o/, #/ dic untern, und e, f“ und a, g% dagegen
die obern Grenzen' der Coordinaten bezeichnen, offenbar :
() tang. o= (= AB =) — (" — ) ()
(W —a) (@ — &) I (@) (g7 — p
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wodurch sofort auch sin. ¢ und cos. o ihrem Werthe nach bestimmt, und in obige Formeln
I. und IL gesetzt werden kénnen.—Die hier und im Frithern aufgezihlten Hilfsmittel reichen
vollkommen hin, um jede beliebige Stellung cines Objectes im Coordinatenraume einer Ebene
ohne alle Schwierigkeit und meistentheils sogar auf eine mehrfache Weise herbeizuliihren.

s 3.

Auf einc vollig analoge Weise, wic bei der Ableitung der Dislocationsformeln fiir die
Ebene, hat man bisher auch das Problem iiber die Ortsverinderungen geometrischer Objecte
im Raume g]eichzeitig mit der Transformation fiir die Coordinaten aufzul6sen gesucht. Man
geht hiebei noch immer von der Ansicht aus, dass sich jede Verinderung in der Lage eines
geometrischen Gegenstandes und zwar auch bei einer allenfalls gleichzeitigen Verinderung des
Coordinaten - Systems, jederzeit durch einc verinderte Neigung der Coordinaten-Ebenen be-
ziiglich ihrer anfinglichen Lage und durch eine gleichzeitige Verlegung ihres gemeinschaftlichen
Durchschnittspunktes oder Ursprungs erreichen lassen miisse. — Will man indessen die da-
durch erlangten Formeln noch zu etwas Anderem als zur blossen Discussion von Gleichungen
und zu deren allenfallsigen Vereinfachung beniitzen: so reichen dieselben, abgesehen davon,
dass ihnen iiberdiess alle Anschaulichkeit mangelt, durchaus nicht mehr hin; denn in unzihlig
viclen Fillen wird man es nothwendig finden, den verschiedenen geometrischen Objecten, oder
sogar einzelnen Theilen dersclben, eine verschicdene Lage oder Stellung anzuweisen, ohne
dic Lage gewisser anderer zum Systeme gehérigen Puncte, Linien und Flichen oder Kérper
im Geringsten abzuindern. Will man daher in diesen Fillen nicht zu den unnatiirlichsten
und jeder klaren Einsicht vollig unzuginglichen Vorstellungsweisen seine Zuflucht nchmen, so
reichen die auf dem bisherigen, cben erwiihnten Wege gefundenen Formeln durchaus und in
keiner Weise mehr aus, und es stellt sich noch weit dringender, als bei den Untersuchungen
in der Ebenc, die unabweisliche Forderung fest, auch fiir dic verschiedenen Unlersuchungen
im Raume cine zweckmissige Methode anzugeben, genmannte Transformationen und Disloca-
tionen bei stets klarer Einsicht in den Vorgang der Rechnung vorzunebmen. Um daher zu
den gecigneten Formeln zu gelangen, wollen wir von den nachfolgenden Betrachtungen
ausgehen, —

Es sey Q, Fig. 3G, irgend ein im Coordinaten-Raume befindlicher geometrischer Gegen-
stand, NM eine mit ihm unverinderlich verbunden gedachte Linie von beliebiger Linge und
Richtung, deren Lage durch die néthigen Bestimmungsstiicke, und zwar in unserm Falle, nebst
den Coordinaten a, g, y des Anfangspunkies N noch durch den Winkel g, welchen ihre ho-
rizontale Projection O P mit der Achse z, so wic weiter durch den Winkel v, den die Linie
M N selbst mit der Ebene zy, oder was dasselbe ist, mit ihrer Projection oder jeder zu ihr
parallel gezog NK einschliesst, gegeben ist. Statt durch die beiden Winkel v und ¢, kann
die Linie NM, welche wir sofort die Achse nennen werden, auch noch durch die Coordinaten
a,b, ¢ eines zweiten ihrer Puncte [estgestellt werden, welchen Fall wir am geeigneten Orte eigens
bericksichtigen werden. — Diese Achse nun kann je nach Umstinden ganz oder zum Theile
ausserhalb des Gegenstandes, uad von ihin villig getrennt, oder auch ganz in demselben lie-
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gend, angenommen und gedacht werden. Immer aber muss man sich vorstellen, dass ihre
Lage sich gegen das geometrische Object nicht verindere.

Denkt man sich nun die Linie M ¥ mit ihrem Objecte Q dergestalt von ihrer Stelle ge-
riickt, dass dabei die Linie N M als Drehachse eine im Allgemei vollig verschiedene, den Be-
slimmungsstiicken o/, #, 7%, ¢/, @' entsprechende Lage annimmt, und lisst man zugleich das
Object Q sich um die Achse NM von dem Winkel 6 auf 6/ und somit um den Winkel §/—6—=2¢
drehen; so ist es sehr begreiflich, dass man mit Leichligkéit, und zwar auf unendlich ver-
schiedene Weisen, das geometrische Object Q jede belicbige oder nothwendig erachtele Lage
im Coordinaten-Raume cinnchmen lassen kann.— Bei Anwendung der bisherigen Transforma-
tions - Formeln konnte bekanntlich eine besti Stellung eines Gegenstandes nur auf eine
einzige Weise erzweckt werden, welches selbst abgesehen von der obwaltenden Dunkelheit
im Vorgange, der allgemeinen Anwendbarkeit dieser Formeln einen ungemcinen Abbruch thut.—
Wenn daher dic von uns abgeleiteten und aufgestellten Dislocauons-Formeln in ihrer grossten
Allgemeinheit ungleich complicirter erscheinen, als die bisher gebriuchlichen, und in ihnen
nicht weniger als sechs vollig unbestimmte und somit wlllkiirliche Grossen auftreten (némlich
o, 8,7, 9,9,0); so kann dieser Umstand in keiner Weise als eine Unvollkommenheit, wohl
aber vielmehr als ein grosser und wichtiger Vorzug unserer Formeln vor den bisherigen be-
zeichnet werden, zumal da unsere Formeln nicht nur in jedem speciellen Falle von selbst sich

ungemein vereinfachen, sondern man auch durch die so ausserordentlich erleichterte Anwen-
dung derselben mehr als zur Geniige dafiir entschidigt wird *).

§ 4.

Um der Lsung unserer wichtigen Aufgabe niher zu riicken, wollen wir nach einander
noch folgende Betrachtungen anstellen. Vorerst aber wollen wir noch bemerken, dass wir den
verschiedenen Veriinderungen, welche die Coordinaten z, y, z eines anfinglichen Punctes nach
und nach erleiden, durch 2/, 3/, 2/ und 2, y“, z* anzeigen und nur erst, wenn wir zu den
verlangten Endformeln gelangt seyn werden, anstatt £/, y, 2/ die einfachen ., y, z daliir setzen
werden, da von dort an keine stérende Verwechslung mehr zu befiirchten ist.  Auch wird es
von uns fiir cine Sache, die keiner weitern Erérterung bedarf, angeschen, dass man {iberall, wo
von einer bloss parallelen Ortsveriinderung die Rede ist, nur statt z, y, = die Werthe (z — «),
y—pf und z—pB u.s. w. zu setzen brauche.

Man denke sich nun irgend einen Punct im Ramme, z. B. §, Fig. 57, dessen Coordinaten
7 Y4 seyn mogen, und: die.Achse der z,..d. h. dieLinie 42 selbst als anfingliche Drehungs-

2

E
i) T rn?(wnbl kaum mehr. ndthig erscheingy, dicse Behauptung noch wejters zp rechlferugen, da nchnrl:ch
Jeder meiner verchrien Leser, auch ohue mein Zuthun, mit n-|r uhrncugl seyo diirlle, dass diese gréssere
Complicudt dec Formela in der That i eigemlichen 'Sinne nur eine scheibbare i, wden didse Formeln in
jedem specicllen Falle nocl vor aller A sad g durch’ Fevtsiellung der willkiirlicl Gréssen auf die ge-

wishnliche Ausdehnung der bisherigen '!\-ansfo\"mqho\hh Formetn, wit denen sie Gberdiess ihrer Form nach
nalie iibegeinstimmen, zuriitkgebrachy ‘werdea,
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achse. Wir wollen nun annehmen, das geometrische Object, dessen: einen. Punct § wir sofort im
Auge bebalten, bewege, d. h. drehe. sich dergestalt um die Achse ; dass in Folge dieser Dre-
hung der Punct § nach §' gelangt, und demnach die gedachte Verbindungslinie in SP einen
Winkel 6 beschreibt. Es ist hierbei klar, dass unter diesen Voraussetzungen sich woll die
Coordinaten y und z verindern und in O P=y' und §'0'=z' iibergehen, 4 P oder x da-
gegen unverdndert bleibt. Nimmt man daher, um diese :A'ndemngen zu ermitteln, zu den oben
§. 2 aufgestellten Gleichungen seine Zuflucht, so findet man sofort, da ‘der Bedeutung nach
das dortige & mit y und y mit z hier zu verwechseln ist:

=z,
(1) Yy =cos.0y—sin.0 2,
2 =sin.0y 4-cos. 0z,

welche Gleichungen der in Fig. 57 dargestellten Verinderung entsprechen.

Hierauf nun denke man sich die Achse z oder 4z, oder wenn es die Vorstellung
unterstiitzt, die ganze Coordinaten - Ebene zz selbst, jedoch dergestalt sich in der Ebene zy
fortbewegend (wobei die Ebene 2z sich um die Achse z drehend gedacht werden muss), dass
mit ibr anch jener ins Auge gefasste Punct S und somit auch seine mit der Achse = in fester
Verbindung gedachten Coordinaten z’, y', 2 an dieser Bewegung gleichzeitig Theil neh
und nunmehr vorerst eine Lage einnehmen, wie sie in Fig. 58 durch & bezeichnet ist. Der
Winkel selbst, vin den sich die Achse 4z hierbei forthewegt, niimlich A4z soll mit ¢ be-
zeichnet werden. — Hier angelangt, erhebe sich nun die Achse 42/ in ihrer Projections-Ebene,
d. . in der Ebene z4x/, und zwar um den Winkel P/ 4P—=v, wodurch, da der Punct S
auch an dieser Bewegung Theil nimmt, offenbar 8/ nach $/ gelangt. — Vorerst ist so viel
klar, dass, da die Linien O'P, S'R, 0P, §" R/, gleich lange sind, und sammtlich auf der
Ebene 2.4z senkrecht stehen, auch dercn simmtliche Projectionen und mithin auch O“/T gleich
lang und senkrecht auf 4z’ selbst stehen miissen. Diess vorausgesetzt, ergeben sich nun fol-
gende Bestimmungen :

AP=z=g' und mit 4P in Fig. 57 cinerlei;
0/P=y'= 0¥ und mit O'P in Fig. 57 einerlei;
RP =0'S=2=0"5" und mit 0'S cinerlei;
ferner ist offenbar: APU=g;
PII/ OIII: y/l;
S/ll OIII = :U:- Tnl;
unid cndlich ‘dgé 4 7'= &-beteichnet werden.

“Uni-fhirm: 2uvbrderst deén Vorgang in der Ehene: z;l.t'"})et‘i‘:"gli‘ch”dé!"}l’uncl'd‘li and B
7u cumlteln, kehren wir nochmals zur An\\endun" der Formeln des §. 2 zuriick, wobei es
'le' 1st (i i n; selbcn statt o—'w fiir R 4 '}'J"Zl[ sé[zén ha~
})_en chss \omusgeseutr, er[mlten wir sofax;t ! R oo i ";

o { E,..,.r‘l.qa.y,w—z/un.w,
allzmgpt, gin. g 2! cosap.
Nun ist aber offenbar, der Ahnlichkeit der beiden rechtwinkligen Drelecke wegen
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DNAPUVSOAOUTYV wegen, da' LOM =L 4d=g ist; AV =§—y'tang.q, dagegen ist
nun aber: x¥=AV cos.q, y'==A4Vsin.g4y dec.q; und aus obigen Gleichungen die betrels
fenden Werthe gesetzt, hat man sofort nach gehériger Reduction:
T 008, P €08 WX — SUmp cos.Guz! — sin.gy’s
3) % Yy =cos.p sin. @.z! —sin. @ sini Yz! - cos. @yt
2/ =sinip 2’ cos.p 2.
Substituirt man nun -in die gegenwirtigen Formeln (3) fiir 2/, ' und 2/ aus den Gleichungen
(1) die’ betreffenden Werthe, so ‘erhilt man -ein System von Gleichungen von. der Form:
| 2 =dx Ay Ay
“) ¥y =B z+B,y+B,z;
M=zt Coy+Gz;
wobei die Coefficienten nachfolgende Werthe hahen :
A =ces. g cos. P
Ay = — (stn. @ ces. 0 - sin. p cos. @ sin )3
Ay = sin. g sin.-0— cos. g sin.p €05, 05
B = sin. g cos. s
B, =cos. pcos.0 —sin. § sin.psin. 0
B, = (cos. @ sin. 6 - sin. @ sinyp cos. 6) 3
C, =siny;
Cy=cos. Psin. 0
Cy=ccs.ypcos. 05
Verlegt man endlich den Anfangspunct der gegenwiirtigen Drehungsachse, und mit ihm sie
selbst, und das geometrische Object zu ihrer jetzigen Lage parallel, vom Ursprunge, nach einem
Puncte des Raumes, dessen Coordinaten wir durch e, 8, y bezeichnen wollen, und bestimmt
man sodann auch noch die den directen Gleichungen entsprechenden Gegengleichungen, so
erhilt man nachlolgende zwei Systeme von Formeln, fiir welche obige aufgelithric Werthe
von A,, Ay, A, u.s. w. noch in gleicher Weise ihre Geltung haben, nimlich :
2! —a=dyz 4 Ay -+ dyz;
a. (1) { y"—p=Biz+ By Byz;
#—y=Cz+ Cy+Cyz; und
o= A, (2 a) b By (— ) - C, (£ — )
a(2) | y=Aole— @)t Byly '— )+ Cy s 7)-
2= Ay (@ @) By (5 ) - (2 )
Dids 616le>STstert! dient, Wil Wit nottr wéiter Seheri'weirden; -zifr Bestirtug® dér doHdtatréh
Gitidwditlie, dhs weite dhgeger 2t Verwinblubg dew Fanlviiotbgleiciihgeh Selbt, v
07 pik yorstehéhden Fobmeln, wiewshlivon: den gewoBilichén Trandtormbitiohstornielt
ihrem innern Wesgn nac_h Y{ill@g versch\i\e\de!n,‘v reiq?(-:(g nun in dex;‘ That vollkommerr: b, iril’

=l

i

. iy o L !
#) Es ist kaum za bezwéifeln, dasd sich” dtese B datheital-G ﬂ'll\.lhgﬂl \i'ucr ah o analytischem, und wahr-
scheinlich obélif einfacherem Wege werden ableien lassen, -t 3= '3
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jede beliebige Lage eines geometrischen Objects im Coordinaten-Raume herbeizufiihren, Wer-
den indess diese Formeln nicht bloss, wie es bisher fast ausschliesslich geschah, dazu beniitzt,
bei der Discussion einer Gleichung, dieselbe zur leichtern Ermittlung ihrer Eigensehaften zu
vereinfachen, wobei man also die nene Lage des Gegenstandes erst durch den Gang der Un-
tersuchung selbst kennen lernt; sondern wiinscht man von Vorneherein dem Gegenstande, wie
dieses einestheils, bei den von uns behandelien Problemen der Fall ist, sowohl gegen andere
geometrische Objecte, als auch an und fiir sich im Coordinaten- Raume anzuweisen: so wiirde
man sich noch immer selbst bei Anwendung unserer bisher abgeleiteten, geschweige denn
erst bei jener der gewdhnlichen Transformationsformeln in nicht geringer Verlegenbeit be-
finden, fiir einen bestimmten vorliegenden Fall die betreflenden Werthe von «, 8, 7, ¢, ¥, 8
anzugeben.

Um daher unseren Formeln die méglichste Anwendbarkeit zu verschaffen, miissen wir
unscre Betrachtungen noch um einen Schritt weiter fortfiihren.

§. 5.

Es ist nimlich unstreitig eine sehr einfache und jedenfalls erlaubte Voraussetzung,
wenn man annimmt, dass dersclbe geometrische Gegenstand Q, nebstdem, dass er zugleich
mit seiner Drehungsachse an irgend einen Ort, z. B. N, hin verlegt wurde, ein zweitesmal
nach einem andern Orte NV iibertragen werde, und man begreift leicht, dass die diessfilligen
Dislocations(ormeln sich lediglich nur in den speciellen Werthen der Bestimmungsstiicke, kei-
neswegs aber in der Form derselben, von ecinander unterscheiden konnen. Bezeichnet man
daher die Coordinaten des Objectes in dieser ncuen Lage mit @'/, y*/, z/, und versieht so-
wohl die Coefficienten als auch die ihnen zum Grunde liegenden Bestimmungsstiicke mit Ac-
centen, so erhilt man ohne weiters zu oligen zwei Systemen a. (1) und (2) noch folgende zwei,
namlich: T —a'=d oAyt Ay z

b. (1) | ¥ —f'=B o+ By y+ By 73
’”—7’:C,‘J,‘+ Cly+Cylz; und
o=, (41— ) + B, (g — )+ G (2 — )5
b. (2) Y= Ay’ (24— ey Byl (1 — B4 Cyf (2 —7");
2 = Ay (T ) 4 By (g — )+ Cy! (11— ')
Eliminirt man nun, da «, ¥, 2z in den vier Sy von Gleichungen, niimlich in a. (1) und
(2) und b. (1) und (2) diesclbe Bedeutung haben, diese Variablen durch wechselscitige Sub-
stitution aus den genanaten Formeln, so erhillt man sofort zwei ncue Systeme von Gleichungen,
zw:sdlcq den Verinderlichen .z, y", 2/ und /", 4/, %, fir welche .erstere, wir,jedach, da
yosere Bechnung beendigt und kein: Irrthum mehr. zu. befijrchten, sy, .schleghiweg
Zy. 9 7 fir; die letatern dagegem %', 3°, 2! schreiben werden. Map erbiltiunter, dieser Vor

aussetzumg:,, ., . . vaen I
w—m+Pu—@+wu R

AL =8 0 — ) Q' p— B+ @ =N
z’—y + R(z— o) + 8 (y —B) + R (z—p)5: und.
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z=e4P (@' =)+ O (f—f)+ R (F—1);
AL ( y=f+ P (@' —a )+ Q' [y =)+ R (' —7);
=y 4-Pir' —a) Q"Y' — B)+ R(¢' —v); wo
P =cos. g cos. ¢’ cos. weos. !+ sin. @ sin. @’ cos. (8/ —0) + cos. ¢ cos. @’ sin.y sin. ! o0s. (6/— 6)
+ sin, @ cos. @ sin.p’ sén.(6' — 0)— cos. @ s, sin. ¢ sin. (6/ — 6);
P'=ccs. ¢’ cos, ! cos, \psin. §— cos. @ sin. @' cos. (0' — 6) — cos. @ cos, ¢’ sin. ! sin. (6 — 6)
— sin. @ sin.g! siny sin. (0/—0)+sin.g sincp cos.g! sinp’ cos.(§'—0);
Pri= cos. g/ cos. ' sin. w +- sin. ¢’ cos. p sin. (' — 6) — ces. @ sin. ! cos.p cos. (6 — 0) 3
Q= cos.yp'sin. 9’ cos. g cos. Yy — sin. @ cos. ¢! cos. (0! — 8) -+ sin. @ sin. ¢/ sin. ! sin. (0 — 6)
—+ cos. @/ cos. g sin,p sin. (6/— 6) |- sin, f stn.p! sin. P ces. @ cos. (0 —60)
Q' = cos.p sin. g cos, ! sin, ¢! - cos. @' cos. @ cos. (8" — 6) — sin. ¢! sin. ! cos. @ sin. (6 — 6)
- cos. ' sin. @ sin. p sin. (6 — 0) - sin. @' sin. ! sin. @ sin.p cos. (6 — 6)
Q' = cos. o sin. @' sin.p — cos. @’ cos.p sin. (0! — B) — sin. @ sin. ! cos.p cos. (8 — 6)
R=—gsin. ! cos. @ cos.p— cos. ! sin. § sin.(8/ — 6) — cos. ! sin,y cos. peos. (0 — 6);
R = sin ! cos. p sin. @ - cos. ! cos. gsin. (6! — 0) — cos. ! sin.p sin. g cos. (68— 0) ;
R = sin.ysin. ! - cos.\p cos.p* cos, (6 — 0),
Bei Gelegenheit dieser Eliminationen ergeben sich beziiglich der Coefficienten von a,
(1) und 2), und b. (1) und (2) ganz analoge Relationen, wie bei den gewdhnlichen Trans-
formations.Formeln. Es zeigt sich némlich, dass:
A +B4-C*=1. A4+ B B,+C C=0.
4,2+ B2+ C2= 1. 4 A+ B, B,+C,C, =0.
AP B G =1, dydy+ ByBy+CoCy= 0.
AP A2+ A2 =1, A,B,+ 4,8, + AB,=0.
B4 B2 4-B2=1.  A4,C + A4,B,+ 4,C, =0,
GG G BG + B, G+ B, =0
und in gleicher Weise auch bei den accentwrten Cocflicienten der Gleichungen b. (1) und
(2). — Noch bemerkenswerther ist es indessen, dass ganz dieselben Relationen auch in Bezug
auf die so sehr complicirten Cocfficienten der Gleichungen A. 1. Statt finden. Es ist nimlich:
Pr4pP2+P,2=1, PQ+ P Q4 PHQ =0,
0% 40240, —1. PR+ PR+ P'R=0.
R¢*4+R24R,t=1. QR+ Q“R'+Q“R"=0. Aber auch
Pe4Q24R2=1. PP 4+QQ+RR=0.
P24QtR2=1. PPut QQu+RR=0.
P24 Q,*+R,2=1. PP QIQ 4 RR'=0*),

*) Man kanu sich von der Richtigkeit und dem Stautfind

dieser iiberaus merkwiirdigen Relationen auf einem
viel einfachern Wege, als jenem durch unmiitelbare Substitution, nimlich durch folgendes, mehr indirectos
Verfahren iiberzeugen, Naehdem wan namlich auf oben erwahnte Weise die beiden Systeme von Gleichungen
I und II, gefunden hat, muliiplicize man die drei Gleichungen des Systems I, bezichungsweise mi P, Q, K,
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Dicse unter A. I und A. I aufgestellten Gleichungen sind nun die gesuchten Dislo-
cations-Formeln in ihrer allgemeinsten Form, und es eriibrigt nur noch; zu bemerken, dass
die Formeln des Systems I fiir die constanten Grenzwerthe, jene in Il dagegen fiir die ver-
iinderlichen Functionen selbst in Anwendung zu bringen sind. Substituirt man endlich aus
den beiden Systemen I. und IL die Werthe wechselscitig in einander, so erhiilt man, wie die-
ses auch der Natur der Sache nach seyn muss, ganz einfach z=ua*, y=y’, z=2', welches
zugleich fiir eine Probe der richtig durchgefiihrten Rechnung gellen kann. —Da ferner #/—6
bloss den Unterschied der beiden Drehungswinkel bezeichnet, und dieser allein hier, wie man
sieht, in Rechnung kommt, so werden wir ofters denselben durch ¢ l)ezei_clmen.

§. 6.
Hat man nun irgend einem geometrischen Objecte im Raume, es sey dieses ein Punct,
eine Linie, Fliche oder ein Korper, cine neue und bestimmte Lage anzuweisen, und ist bei-
spielsweise die demselben entsprechende Gleichung etwa

2= E 7 (x Vi (1')Ey ) '(t))ga

so setze man, sobald man einmal in Bezug auf die willkiirlichen Gréssen e, 8, 7, ¢, v, f,
eine Bestimmung getroffen hat, sowohl in die Gleichung des unbegrenztes’ Objectes, nimlich
in z=¢(a,%), als auch in dic Gleichung des verinderlichen Grenzwerthes von ¥, niimlich in
y=/(x) o f!(z), welche bei den verschiedenen Disjunctivgliedern schr hiufig nur die cinzel-
nen Functionswerthe einer zweiwerthigen Function F(z) vorstellen, die betreffenden Werthe
aus System A.II, und bestimmt hieraus wicder in der erstern Gleichung z und in der Grenz-
gleichung y, wobei in letzterer Beziehung zu bemerken ist, dass man mit Zuhilfezichung der
erstern oder Iauptgleichung, jedesmal auf einen Functionswerth zwischen z und y gelangt,
der sofort dic ncue Grenze fur die veriinderliche y darbictet. Die constanten Grenzwerthe,
z.B. von z, nimlich ¢ und o, oder auch wenn dieses der Fall wire, jene von y und z miis-
sen durch Substitution in die' Gleichungen des Systems A. I transformirt werden, wie alles
dieses im vierten Abschnitt an vielen Beispielen noch bestimmter nachgewiesen werden wird.

§. 7.

Auch bei Untersuchungen im Raume gewillirt es olter eine namhafte Erleichterung,
die Lage sowohl der anfinglichen, als der verlegten Drehungsachse statt durch Winkel, noch

sodanu aber auch durch P, Q, R* und P*, Q*, R*, und addire sie in jedem einzelnen Falle zusammen,
Man erhilt in ersterem Falle, weno man der Kiirze wegen, stait (x—a)y *r—F) und (z—7), & v, §, mit
und ohne Accente schreibt:

P+ Qv+ RI=(P*+ O+ RYE+(PP/+ QQ' + RI)v + (PP 4 Q Q" + RA"}C.
‘Da nun aber der vorstehende Ausdruck reclits des Gleichheitzeichens zufo'ge ‘Systems IT gleich & seyn muss;
50 muss P+ Q' Rt PP QO+ R0 un;‘l"PP"+-() Q~ K RH =0,
Auf gleiche Weisc ergeben sich die iibrigen der angefihrica Relationen,
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durch die weitere Angabe eines Punctes festzustellen. In diesem. Falle ist es leicht, die Werthe
von ¢, v, so wie jene von ¢/ und. 9’ durch.die Coordinaten.der neuenPuncle auszudriicken.
Werden diese beziehungsweise durch g, b, ¢ und @/, b, ¢/ angedeutet, so hat man, wie
fiir sich klar ist:

D s —, f . op— 2% .
g e = R A=
A ) @—a + p—p)"
B e e e e V«H e

zu setzen, und dieselben Ausdriicke in Bezug auf ¢/ und v/ nur accentulrt.—Da es aber ge-
wéhnlich nicht sowohl um eine unmittelbare Substitution in die obigen Formeln, als vielmehr
um die Ausmittlung der numerischen Werthe von ¢ und y und ebenso von ¢/ und y/ zu
thun ist, so kann man sich viel bequemer der nachfolgenden Ausdriicke bedienen, nzmlich :
_b6—8 " _ =7
tung. @ = —a und fang.y = V(—_aim“'
Endlich kann es wohl, Niemanden entgehen, dass die, Winkel 6/ und 6 nur als Differenz
6/ —0=1>, in simmtlichen hier abgeleiteten Formeln auftreien, welcher Umstand deutlich ge-
nug beweist, dass nur wieder (wie schon bei jenen fiir die Ebene) bloss der eigentliche Dre-
hungswinkel, und mithin v6llig abgesehen davon, von wo aus die Winkel 6/—6 gerechnet
werden, einen Einfluss auf das Resultat ausiibet. Auch liesse sich selbst dieser Winkel durch
die weitere Angabe eincs dritten Punctes ohne vicle Schwierigkeit aus genannten Formeln
eliminiren, und somit wire auch fiir den Fall gesorgt, wo drei willkiirlich angenommene Puncte
eines Objectes nach der Verlegung wieder bestimmte Stellen im Raume einzunchmen hitien.

§. 8.

Bei der grossen Allgemeinheit unserer Dislocationsformeln ist es in der That eine
Sache von grosser Wichtigkeit, sich einestheils durch Specialisirung derselben ihrer Anwend-
barkeit und Brauchbarkeit klarer bewusst zu werden; anderntheils aber auch fiir vorkom-
mende Bediirfnisse zum Vorneherein zu sorgen. Wir miissen uns daher auch hier wieder auf
das Wichtigste beschriinken und eine vollstindigere Auseinandersetzung der Zukunft tiberweisen.

1) Setzt man ¢ =f=y=0 und ¢g=0, y =0 und =0, so erhilt man, wie sich zum
Voraus erwarten ldsst, die Accentuirung abgerechnel, genau wieder die Formeln a. (1) und (2),
d. h. man findet P=4,; PP=d,; P/=d,; Q=B,; ¢ =B, und Q’/—B u. s. w.

2) Ist a=a'} f=p¢; 7:7', 9=¢; y=1v' und 6=407; so verbleibt das Object an
seiner anfinglichen Stelle, und in der That erhilt man auch aus obigen Formeln ganz ein-
fach z'=uz: y* =y und 2/ =z.

3) Soll das geometrische Object zwar beliebig scinen Ort verindern, ohne jedoch
eine Drehung um die Achse zu machen, so ist diessfalls lediglich bloss 6/—=6 oder ¢ =0 zu
setzen und man erhilt fiir den Coefficienten folgende Werthe :

1
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P = sin. g sin. @/ - cos. @ cos. ¢ o0s, (W'—1p).
P! = sin.q cos. g cos. (' —yp)— sin. ¢’ cos. .
PH=— cos. ¢* sin. (9! —y).

Q =sin. ¢’ cos. @ cos. (' —W)— sin, @ cos. ¢’
Q' = sin. psin. @' cos. (p! — )+ cos. g cos. ¢,
Q'=— sin. ¢’ sin. (Y! — ).

R —cos. @ sin. (y' — ).

R/ = -sin. @ sin. (@' —).

Ri'=sin. (' — ).

4) Soll dagegen gerade der dem vorhergehenden entgegengesetzte Fall eintreten, d. i.
soll das geometrische Object als solches seinen Ort nicht verlassen, dagegen sich um eine
beliebig angenommene Achse, um einen beliebigen Winkel 6/ — =% drehen, so hat man
e=a, f=§, y=19, 9=9‘, w=vy’ 2u setzen, und man erhilt demnach fiir diesen wich-
tigen und hiufig vorkommenden Fall, beziiglich der Coefficienten folgende Werthe :

s z=e-tPl@—a+ P G+H+Pa—1)
1Y =F+0@—a)+Qu—H+Q/z—n; und
2 =1+ RE—D+RY—H 4Rz —1);
z=a+P@'— )4+ Q@ —H+RE'—1);
B.AL | y=p+P@—d)+ 0@ —H+RE—N;
z=y+ Pl —e)4 Q' (y — )+ Re(z*—7p); wobei
—_——g 19R
P = 205 gcos.y sin. - ~+cos. D3

B. L

——a—— 2 .
P'=2sin.@cos.@ cos,p sin. § & — sin.psin. 93

e

Pi= 2¢0s. @ sin, P cos,p sin. %-{-n‘n.(pcm.\p sin. 95

2
—
Q=2 sin. @ cos. @ cos. P sin. _f_+‘u'n.lp sin. 8

—_— 2 ———2
Q' =2 sin. @ cos. P sin. § - cos. 93
o
Q=2 sin. @ sin. P cos.  sin. l;_ — €08, QCOS P Sin.B:

.—g . .
R = 2cos. @ sin. eos, P sin. § & — sin. Qcos.y stn. &3
3
R =2 sin. @ sin. y cos. P sin. > + cos. @ cos.yp sin. P

— %9
Rii=1—2cos.ypsin. 39

woliir man einfacher schreiben kaon:
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P=2(cos. @ cos.p J't'n i 0)’ 4-cos. 84
Pl =sin. 2 :;)co.r.\p sin. gﬂ—am Y sin. 95
P! =cos. @ sin, 21.pJ'm. o —|—.u'n. @ cos, Y sin. &3
—_——a
Q = sin.2 ¢ cos, ufsm. 10+ sin.p sin 93

Q' =2(sin. g cos.p sin. § 9)%+-cos.
e

Q"= sin. gsin.2 sin. - cos.9 cos.p sin, &
R = cos. @ sin. 2y sin. ;ofq—;m. @ cos.p stn. 9 5
R'=sin.psin. 2psin. } 1'}2-[- c05. @ €05, Ysin. &3
R'=1—2cos, lpq.rz'n. § 0.
5) Soll die Drehung nur eben 180° betragen, d. h. will man den Gegenstand bloss

umwenden oder umkehren, so vereinfachen sich natiirlich diese Ausdriicke fiir die Coefficienten
noch um Vieles. Setzt man daher ¢ =180 9 so erhiilt man:

e — 2
P:‘lcw.;cos.wg-l; Q —sin. 29 cos.p; R =cos.@sin. 29 3
—_— —_—a
Pl =sin. 2 @ cos,p; Q= 2sin.gecs.p; R'=sin.¢psin. 2}
(R
Pli=gsin. 21 cos. @2 Q'=sin.psin. 2y} Ri—=1—2cos.p==—cos. 29

Selzt man dagegen in obige Formeln statt #=180° #=—360° so entspricht diese
Substitution dem Fall, wo ein Object nach einer ganzen Umdrehung wieder seine alle Lage
annimmt. Man erhilt diessfalls:

P=1, Pi=0, P"=0; Q=0, Q'=1, 0“=0 und R=0, R'=0, R'=1;
daher nach B. I:
z'=etrz—a=gx; y=f+y—P=y; Z=y+z—y=z;
was mit der Wahrheit vollkommen iibereinstimmt, und als eine weitere Bestitigung der Rich-
tigkeit unserer Formeln dienen kann.

6) Als ein weiterer specieller Fall des unter (4) aufgefithrten, welcher einer haufigen
Anwendung fihig ist, kann noch der angefiihrt werden, wo die Drehungsachse auf der Ebene
zy senkrecht steht. In diesem Falle hat man, wegen p=—909:

P =cos. 9, Pi=—sin. 9, P'=0; Q=sin. 9, Q'=cos.?¥, Q“=0; ferner R=0, R'=0, R/=1.
Daher
T'=a4cos. ¢ (x— a) — sin. # (y —f)
b. (1). y =B+ sin.0(z— &) + cos. 9 (y—f), und

oy o
2'—=z;

@ =a+-cos. &zt — &)+ sin. 0y —f);
b. (2). y=F — sin. ¥ (2! — &)+ cos.H(y' —
z=z/,

1+
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) Liegt die Drehungsachse in der Ebene zy selbst, in welchemFalle =0 zu setzen
ist; so hat man:

—2 o —2 .

P =2cos.@sin. § 9 + cos. 9; Q =sm.29an.39; R = sin. gsin. 9
. —a’ —_— e

Pl —sin.2 gsin. } & Q'= 2sin.@sin. } 0+ cos. 95 R =cos.p sin. 93

Pl'=gin. g sin.3; QY= — eos.@sin. ¥; R'=1—2sin. } s 3 0.

8) Wiinscht man bloss diejenigen Puncte kennen zu lernen, welche irgend ein Object,
z. B. ein Kérper mit einer der drei Coordinaten-Ebenen pach dessen Verlegung und bei
den verschiedenen Drehungen um die Achse MN gemein hat: so hat man nur nach Anwen-
dung der Formeln A. I und A. H. ¥/, 2/ oder 2 gleich Null zu setzen; je nachdem man
die Ebenen 2z, oy oder y.z hierbei beabsichtigt, und den Winkel ¢ nach und nach alle
Werthe von 0 bis 3609 annehmen zu lassen.

9) Will man dagegen den Inbegriff aller jener Puncte erfahren, welche in der proji-
cirenden Ebene der Achse VM, niimlich in der Ebene MNOP, Fig. 55, liegen, so kann man
sich-vorstellen, die zweite oder verlegte Achse befinde sich in der Ebene z z selbst, welches
in der That einem Hiniiberlegen der besagten Ebene auf jene der zz gleich kommt, In die-
sem Falle hat man daber in den Dislocationsformeln /=0, §=0 und « und y* dagegen
beliebig anzunehmen. Nach der Substitution ist ferner moch 3#=0 zu setzen. Dieser Spe-
cialisirung ungeachtet verbleibt dem Objecte noch immer eine doppelte Bewegiing, niamlich
jene um die Achse NM durch- die Verinderlichkeit des ¢, und die Bewegung um den Anfangs-
punct der Achse mittelst des Winkels y’. — Dieser specielle Fall gestattet g]elcllfdlls eine sehr
hiufige und wichtige Anwendung, indem man durch die d(essfallsngen Formeln es ohne
Schwierigkeit erzweckt, alle moglichen Durchschnitte irgend eines Kérpers bei seinem Drehep
um eine, zwei seiner Puncte verbindende Gerade als Achse, durch successive Verinderung
des Drehungswinkels ¢ analytisch darzustellen. Diess muss aber gewiss als ein sehr brauch.
bares Mittel erscheincn, sich ohne unmittelbare Anschauung von einem Objecte, dessen Glei-
chung gegeben ist, beziiglich dessen Korm eine richtige Vorstellung zu machen. Sollte es
endlich wiinschenswerth erscheinen, diesen Durchschnitt des Objectes mit der projicirenden
Ebcne der Achse in der Weise zu erhalten, dass das Hiniiberlegen dieser Ebene mittelst ciner
Drehung um den Punct R, Fig. 55 geschieht, so indert diese Annahme das ebén angegebene
Verfahren nur insofern, als man statt 3 =y und «'=a—fcotang.g, zu setzen haben wird, wie
diess ohne weitere Erklirung eingesehen werden diirfte.

10) Ebenso ist es sehr begreiflich, dass durch eine mchrmalize Anwendung der oben
aufgestellten Formeln B. I und B. IL das geometrische Object um zwei, drei oder mehrere
zu einander wie immer geneigte Achsen sich bewegend angenommen und die entsprechenden
Anderungen an dessen Gleichung selbst ohne Weiters ausgefiibrt werden konnen. Auch liegt
der Gedanke nahe, dass simmtliche Dislocationsformeln noch sehr an Einfachheit gewinnen,
wenn diese Specialisirungen mit Bezugnahme auf die Beschaffenheit des Objectes selbst vor-
genommen werden, —
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$. 9.

Die in diesem Abschnitte bisher abgeleitet ganz allgemei Dislocationsformeln

fiir die verschiedensten Orisverinderungen und Transfigurationen geometrischer Objecte im
Raume enthalten zugleich jene fir die Ebene in sich; und wiewohl der Ubergang von jenen
zu diesen auch nicht die geringste Schwierigkeit darbietet; so erachten wir es dennoch, eines
dabei Statt findenden héchst merkwiirdigen Umstandes wegen, fiir gerathen, die Aufmerksam-
keit unserer verehrlichen Leser auf selben hinzulenken. Vorerst muss hier bemerkt werden,
dass man bei diesem Ubergange vom Raume zur Ebene iiberhaupt nur von solchen Puncten
sprechen kénne, deren eine Dimension etwa nach der Richtung der Achse der y, gleich Null
ist, aus welchem Grunde in unsern obigen Formeln nicht nur y und y* gleich Null zu setzen
sind, sondern auch noch angenommen werden muss, dass $—0, #/=0, p—¢/=0 und &
entweder gleich Null oder 180° betrage. Lisst man nun einstweilen noch den Werth ¢ in
seiner Allgemeinheit in den Formeln fortbestehen, und erinnert man sich, dass der Natur der
Sache nach, was in Formel I und IL §. 2 durch y und 3, § und § und durch ¢ angedeutet
ist, hicr als z und 2/, y und ¢’ und (y/ —v) auftritt: so erhilt man nach einigen leichten
Reductionen nachfolgende Systeme von Gleichungen, namlich:
.z':a/-[—P(z'—a)ﬁ-P”(z—y)‘; C.1I | z=a+P (' —a))+R (2/—y');
Y=yt Re—d+Rie—y); | 2 =y4Pl(e— )+ RY —7);
wobei die allgemeinen Coeflicicnten in folgende iibergehen :

P =cos.ypcos.w! + sin.p sin, ! cos. 9

Pl = —sin. ! sin. 9

Pli=cos, v’ sin.yp — sin.p’ cos.y cos. 93

Q =sin.ypsin.d;

Q' =cos.

Q= — cos. Y sin. 8

R = stn. g/ cos.p — cos. ' sin. peos. 95

R = cos.p!sin. 93

RY= sin.y sin. ! 4 cos.  cos.p! cos. 8.
Specialisirt man nun diese Ausdriicke fiir die beiden Wechselfille, die hier allein Statt finden
kénnen, niimlich fiir die Annahme 9 =0 und sodann fiir #==180° so erhilt man folgende
zwei Schemata von Werthen, und zwar fiir:

C. 1

4=0. 4=180°,
P —ces. (¢ —y); R =sin.(y/' —y); P —cos.(y +); R =stu. (¢ +y);
Pl= —sinfp'—y)5 R4= cos.(p'—y); Pl =sin, (w'+); RU= — sin. (W'} ).

Hierbei ist zu bemerken, dass Q und Q% P’ und R’ kraft der Substitution, Q’ da-
gegen zwar beziehungsweise den Werth —+ 1 erhalt, aber als Coefficient von y—pf=0—0=0
und y'—p/=0—0=0 aus den Gleichungen hinausfillt, — Fasst man nun diese beiden unter
verschied Yor. gen gefundenen Werthe fiir die Coeflicienten unter Einem zusam-
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men, und substiluirt sie- in obige Gleichungen, so erhilt man als allgemeinste Gleichungen
fiir alle Ortsverinderungen in der Ebene:
c. (1) i o' = &' - cos. (¥ A= ¥) (2 —e) = sin. (W A= ¥) (2 —7);
P =y Fesin, (v = v) (z — @) T cos. (v = ¥) (2 —7) 5
c. @ i z =0} cos. (¥ 2= ¥) (z/—a!) 4 sin. (v F=v) (2'—p) 5
G 2 = y ok sin. (V) (@' —e) T cos. (v = v) (2—p);
wobei v den Winkel bedeutet, welchen die willkiirlich angenommene Drehungsachse vor ihrer
Drehung mit der Achse x macht, ¢/ jenen nach der Verlegung und allenfallsigen Drehung ;
daher y/—w=—¢ den Unterschied derselben oder den eigentlichen Drehungswinkel *).

Lisst man nun durchaus die obern Zeichen gelten, so entspricht dieses dem Falle,
wo ein geometrisches Object sich um den Anfangspunkt einer Achse dreht, und sich zugleich
um die Drehungsachse selbst umschligt (wegen & =—180°), und demnach eine Lage, wie bei-
spielsweise 4/ B'C’ in Fig. 59, beziiglich des anfinglichen Dreiecks 4BC einnimmt. Auch
verindert dasselbe gleichzeitig seinen Drehungspunct und verlegt ihn von «y nach ey’ —
Lisst man aber dagegen durchaus die untern Zeichen gelten, so stimmen wegen w/—yw=p¢
die obigen Formeln vollkommen mit jenen friiher abgeleiteten I und I d. Abschnitts §. 2,
iiberein, und man erkennt demnach schon hieraus zur Geniige, dass die hier abgeleiteten
Dislocationsformeln in der That vor unsern frithern sowohl, als auch vor allen bisher abge-
leiteten sogenannten Transformationsformeln den bedeutenden Vorzug einer weit grossern All-
gemeinheit besitzen, '

§. 10.

Ofters als man vielleicht glauben sollte, ereignet sich bei analytischen Untersuchungen
der Fall, irgend ein geometrisches Object in der Ebene um eine willkiirlich gewihlie gerade
Linie als Achse umschlagen zu miissen, ohne dass jedoch das Object zugleich irgend einer
andern Ortsverinderung unterworfen werden soll. In dicsem Falle miisste man daher mit
Beibehaltung der obern Zeichen, offenbar o/ = e, p*=7 und y=v setzen, wodurch man die
folgenden Formeln erhielte:

D.(l)) z' =+ (z—a)cos. 29+ (z—9) sin. 245
| =74 (x—a)sin.29—(z—7) cos. 2y;
». (2. z=a+4(z'—a)cos. 2 @+ (2! —7)sin. 295

Uz =y (2 — a)sin. 2 p — (s/— ) cos. 29p)*H) 5

*) Da nach unserer frihern Bezeichnung offenbar v/ — 4= ist, so hitte man auch y+v' =2vw-4g
man kbnnte daher auch dicsen Werth satt v/ &y in die ohigen Gleichungen seizen, wabei jedach 2u be-
merken wire, dass wenn cine blosse Drebung ohne Umkebrung beabsiclitigt wiirde, man =0 uod die un~
tern Vorzcichen zu gelten hitien, dagegen, wenn eine Uwmhebrung im Sinne lige, man im ersteren Falle ¢ =0,
im zweilen dagegen ¢ =y’ —y nnd die obern Vorzeichen beizubehalien hitte.

#¥) Man kaon zu diesen ganz allgemeinen Formeln fir das Umdrehen um eine bestimmte, in der Ebene
der Figur selbst, licgende Achse auch ittelbar mittelst der Formeln I und II. §. 2 dieses Abschnitts
gelangen, jedoch niemals mit Umgebung der Aunabme, dass hierbei der erste Quadrant auf den vierten




auf Grundlage eines new einzaflikrenden Algorithmus. 611

von welchen wir auch im nichsten Abschnitte ehestens Gebrauch machen werden. Des
allerspeciellsten Falles dieser Formeln miissen wir noch gedenken, nimlich desjenigen,
wo die Achse der 2 selbst als Drehungsachse angen wird. In diesem Falle erhilt man
wegen y=0 ganz einfach 2/=2; 2#=z2; wie es in der That auch seyn muss. Wendet man
die Formeln D. (1) und (2) bei denselben Werthen von e, y und ¢ zweimal hinter einander
auf ein und dasselbe geometrische Object an, so begreift man leicht, dass dasselbe wieder in
seine alte Lage zuriickkehrt, und dass mithin die betreffende Gleichung auch keine Veréin-
derung erfibrt. Es ist natiirlich dabei vollig einerlei, ob diese Substitution zweimal hinter-
einander an einer vorliegenden Gleichung vorgenommen, oder ob man dieselbe zum Voraus
und ein fiir allemal an obigen Formeln selbst vornimmt. Thut man dieses lelztere, so er-
hilt man, wegen:
ah= a4 [at-{x—a) cos. 29 (z—7) sin. 2 p—eacos. 2y [y4-(F—a)sin.2p—(z—7)cos. 2p—ylsin 2y =
a4 (e — @) (Jin.?fp—kmz;):m 5
also #"= z, und ebenso auch z"=z; wie es auch seyn muss.

§. 11.

Werden die Dislocationsformeln mehrmals hinter einander auf einen und denselben
Gegenstand angewandt, so ist offenbar der Erfolg derselbe, wenn man schon von Vorne-
herein die Substitution mit denDislocationsformeln selbst vornimmt, und sie dann erst in die
vorliegende Gleichung substiluirt. Man erreicht durch ein solches Verfahren den Vortheil,
dass bei schon vorbereitelen Formeln sich die Rechnung fast um die Hélfte verkiirzt. Es

kann natiirlich hier nicht wohl von uns erwarter werden, diese Arbeit in der moglichsten
Allgemeinheit auszufiihren, —

hiniiber gelegt werde. Dies ist aber ohne ein Heraustreten des geometrischen Objectes aus der Ebene in
den Kérperraum nicht mbglich, und ¢s findet daher unsere obige Bemerkung auch hier ihre Anwendung. —
Zuerst denke man sich nimlich das OLject mit seiner Drehachse aufl die Achse = herabgebracht, zu wel-
chem Zwecke man d*=0, d=d’ und ¢ =— ¢ ru setzen hat. Mon erhilt diessfalls:

§ z=d4(@—dicos. g+ (y - d) sin.g ; { r=d—sn. g,y + (z/ —d) cos. g.

W — . und  (2) — ‘ .

| ' =(y - dcos.g —(x — d) sin. o3 1 y=d+y.cos.o+ (' —d)sin.g.
Nuan setze man fir z‘, —z‘, dagegen fiir v/, —y” das heisst: man drehe den Quadranten um die Dre-
hungsachse M und angleich um die Achse z, und hierauf lasst man die Achse VM wieder die alte Lage

wie friher cinnelimen, d. h, man setzt in dwsem Falle p—=p, d=d, d=0, d’=d, ¢" =, und erhilt sofort
durch diese Substitution folgende Formela:

@ | FSdHr e @ = dDeon, o | T TAH O =) sin o ('~ d) cos.p,
¥y =0 = ycos.o 4 (2 — d) sin, g, O Y=~ 0")cos.p — (" — d*) sin. o,

substituirt man nun die Gleichuog (4) in (3) und ebenso (2) in (1), so erbilt man nach gehoniger Reduction:
2 Zd (7 = §%)cos. g sin.g — (2% — &) sine g+ (7' — 8) cos. p sinp 4+ (= — &) careg

) =d+ (" —d)sin2p+ (z"—d)cos. 2 g,
und io gleicher Weise ' =J + (2 — ) sin. 29 — () — d) c0s, 2 ¢. Aus (1) und (2) folgen die beiden Ge-
genformeln, die aber, wie oben, diesclben sind.
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Gleichwohl fiihlen wir uns verpflichtet, das Ergebniss der Substitution wenigstens fiir
den Fall hier anzufithren, wenn sich das geometrische Object in der Ebene befindet. Man

erhiilt unter dieser Vor g nach vorgenc Reduction :

&= (& — d) cos. (¢ + 0) — (¥ — &) sin. (0 + ¢+ | d+ (d""— d) cos. g — (8 — &) sin. 0]3
y' =(&'— &) sin.(e+¢) + (y — &) cos. (o + 0D + [8'4- (&' —d) sin. ¢ 4 (34— 8) cos. ¢
o T=(a"— d)cos. (0 + o) + (y"*—8*) stn. (o+0") + [34-(8— 8) sin.o - (d— d') cos.0] 5
" y=—(a—d")sin.Cot0) -y —847) cos. (o) + [ 84-(84— 8" cos.0 4 (d!'—d*) sin.0] 5
geltend fiir eine doppelte Bewegung eines Objeces in der Ebene.
Zu einem #hnlichen Resultate wiirde man bei einer vorausgesetzten drei- und mehr-
fachen Bewegung des Gegenstandes gelangen.

§. 12.

Die Nothwendigkeit, die Lage eines geometrischen Objectes in Bezug auf andere geo-
metrische Gegenstinde oder auch an und fiir sich beliebig abiindern zu konnen, macht sich
nicht nur bei den verschiedenen Linear - Coordinaten, sondern eben so hiiufig auch bei den
Polar-Coordinaten geltend. Sie wird vielmehr in jedem einzelnen Falle von der besondern
Eigenthiimlichkeit der Aufgabe selbst bedingt, und steht mit der Art und Weise, wie die
Coordinaten gezihlt und genommen werden sollen, durchaus in keinem Zusammenhange.

Um daher auch fiir das Polar-Coordinaten- System die erforderlichen Dislocations-
Formeln abzuleiten, wobei wir uns jedoch fiir diessmal auf jenes in der Ebene beschrinken
miissen, wollen wir folgende Voraussetzungen machen: Wir wollen den Radiusvector fiir den
verlegten und unverlegten Drehungspunct ¢/ und O mit m’ und m bezcichnen, und die Winkel,
welche sie mit der Achse machen, #/ und »; »' und v seien dic verinderlichen Winkel, &
und { aber die verinderlichen radii vectores; diess vorausgesetzt, hat man in Hinblick auf
Fig. 60 nachfolgende Relationen:

@& = m cos. ¥ T = u cos. v;
P = m sin. v und ebenso: z = u sin. v;
al= m!cos. ¥ a' = u' cos. v';
¥ = m! sin. ¥ 2= u sin. v,

Substituirt man nun diese Werthe in die beiden Systeme der Dislocationsformein C. L. und II
§. 8, so erhilt man unmittelbar dic Ausdriicke (1) und (2) und nach vorgenommener Reduc-
tion und Gréssenbeslimmung die Systeme E. (I) und (II), ndmlich:
\ ' cos.v! =m! cos.v' 4 (1 cos.v —m cos. v)cos. (W' - W) = (wsin.v — msin.v) sin. (P! A=) ;
) o' sin.v! = m' sin.v - (wcos. v — mcos.v)sin. (P! A=) (wsin.v—msin.v)cos. (W' )3

oy | cos.v =mces.y + (W'cos.v'—m'cos.v)cos. (! =)+ (w'sin. v'—m/sina’) sin. (p'== p);

T u sincv=m sin.y 4= (w'cos. vi—mlcos.s*) sin. (W' =) F(u'stn. vi—misina?) cos. (p! =)
Erhebt man sowohl in I, wie in 2 die beiden Gleichungen zum Quadrat, addirt sie, und zieht
man aus dem moglichst reducirten Resultate die Wurzel; ferner, dividirt man die 2weite
durch dic erste des némlichen Systems, so gelangt man zu folgenden Ausdriicken, welche so-
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fort auch die eigentlichen Dislocations- und Transfigurations- Formeln fiir das Polar-Coordi-
naten - System sind, nimlich:
0=V U m*+m"*2mu cos.(v+o)+2m u cos. (' = WTFv— )+ 2m m cos. (W o —v') = M;
tang.w = U sin. (w49 = v) + m’ sin. ' —m sin. (W 9 A-9) — ﬂ; oder auch
E L U cos. (' 2=y T v) - mf cos.v! —mcos. (' = p ) Q

sin, v o= %; und ca.v.v’:.%; und ferner

U=V 0 m Tm =2 w'cos. (o' ++)+2m ulcos.(p'=p Fo'+o)+2mmilcos [/ d-p+rt v) = M¢
_Usin. (@' =9 —v') 4 m siny FEmsin. (P' £ p—2') _ _1-_’1 s oder auch
T U cos. (@' 4= p—') +meos.y —m! cos.(y' p—v) — Q

2

7
sin, ¥ = 7; und cos.v=— %7
7

!ang. v

w

Dass auch hier das System II bei der Gleichung selbst, und deren verinderlichen

Grenzwerthen, dagegen die Formeln des Systems I bei den constanten Grenzwerthen, d. h. bei

1 besti P anzuwenden sind, ist wohl fiir sich klar und bedarf somit keiner
weitern Auseinandersetzung.

S 13.

Es wurde bis jetzt bei Ableitung der verschiedenen Formeln fortwihrend angenommen,
dass die Bestimmungsstiicke fiir dic anderswohin verlegte Drehungsachse «/, §/, / und ¢/, so
wic auch der Drechungswinkel 6 sclbst von einander véllig unabhiéingige und somit willkiirliche
Grossen bedeuten sollen. Eine solehe Annahme aber war durchaus nicht eine durch die
Natur der Sache uns aufgedrungene, sondern von uns desshalb beliebte Voraussetzung, weil
sic einerseits den am hiiufigst vorkommenden Fillen entspricht, und anderscits die anfling-
liche Betrachtung nicht ohne Noth erschwert. Unscre Formeln aber gewinnen ganz ausser-
ordentlich an allgemeiner Anwendbarkeit, wenn angenommen wird, dass zwischen ihnen eine
gewisse Abhingigheit bestehe, wodurch cine oder mehrere derselben als absolut verinderlich,
die andern dagegen als von ihnen abhiingig oder relativ verinderlich angesehen werden
miissen. So kann man z. B. annehmen, dass die Drehungsachse VM, wihrend sie sich zu
ihrer anfinglichen Lage parallel forthewegt, d. h. wiihrend die Bestimmungsstiicke ¢, v/ und
6 eines jeden beliebigen, aber constanten Werthes fihig und somit absolut verinderlich sind,
der Anfangspunct NV der Achse stets auf einer gewissen Oberfliche sich befinden solle, in
welchem Falle man noch dic Bedingungsgleichung ¢ (e, #,7') =0 hinzuzufiigen hitte. Wollte
man dagegen, dass jener Anfangspunct eine gewisse unbegriinzte Curve beschreibe, so miisste

noch die Gleichung 3/ = ¢ («) Ef (ﬂ'); Statt finden u. s. w. — In gleicher Weise konnte

zwischen den drei Winkeln g/, y/ und #/, oder nur unter zweien derselben eine gewisse Ab-
hiingigkeit Statt haben, wodei o, #, 3 constant oder mit verinderlich seyn kénnten. Ersteres
wire z. B. der Fall, wenn die Drehungsachse um ihren Anfangspunct einen elliptischen oder

Abb. V. 3. 18



614 Christ. Doppler’s Versuch aner Erwaterung der anilytischen Geometrie

andern Kegelmantel ‘beschriebe, das zweite dagegen finde Statt, wenn diese Achse eine wind-
schiefe Fliche erzeugte u. s. w.—Und an allen diesen verschiedenartigen Bewegungen milssté
das geometrische Object, in dessen Gleichung obige Dislocationsformeln substituirt Wiirden,
unfehlbar Theil nehmen. Die beigebrachten Bedinguhgsgleichungen ‘wiirden' nun dazu dienen,
ein oder mehrere der genannten Grossen durch. Substitution aus den Dislocal.ions-Forrhe]ff-
su entfernen.

Ein besonders wichtiger Fall, aul den wir uns auch im nichsten Abschnitte berufen
werden, moége noch zur weitern Erklirung des Gesagten hier betrachtet werden. — Man denke
sich irgend ein geometrisches Object im Raume mit ciner willkiirlich gewihlten Drehungs-
achse, und verlege letztere (und gleichzeitig damit auch das Object) nach NM Fig. 61. Beides
geschieht durch die einfache Substitution unscrer allgemeinen Dislocationsformeln in die Glei-
chung des Objectes . — Anstatt nun dem «/, #, 7' bestimmte constante Werthe beizulegen,
wodurch die Achse NM unveriindert ihren Ort beizubehalten gezwungen wire, nehme man
an, dic Achse NM bewege sich dergestalt pm‘ullel zu sich selbst, dass dabei der Anfangspunct
N eine gewisse Curve als Bahn beschreibe, deren Ebene wir hier, wiewohl nicht nothwendig,
m einem Abstand =« vom Ursprunge senkrecht stehend auf der Achse z 2/ annehmen.
Unter dieser Voraussetzung haben wir nun die Bedingungsgleichung o/ = «/; y'= q(f), welche
Werthe wir auch vor oder nach der Substitution in die Dislocationsformeln zu setzen haben.

.
Wire die Ebene der Rahn nicht senkrecht auf 2.2/, so miisste man statt y’::l/(n, q(a')ﬁﬂ'))
)
und #/=¢ (/) und o'=« setzen. — Wire endlich dic Bahn nur cine begrenzte, so miissten
diesc Functionen in Bezug auf dic absolut verinderliche Grésse «/ nach dem [riiher Gesagten
begrenzt werden. — Nimmt man nun die Achse w2’ fiiv die anfingliche oder selbst gewihite
Drehungsachse und 4 als den Anfangspunct N dersclben an, nnd verlegt man durch cine

: Achse anders-
wohin, so lisst sich, indem man zwischen den neuen Coordinaten o'/, 8", 7%, Relationen
dhnlicher Art annimmt, dem Objecte ¢ cine Bewegung ertheilen, welche durch Fig. 62 einiger-
massen angedeutet ist. Die doppelte Substitution der Dislocationsformeln bewivkt, dass

nochmalige Anwendung der Dislocationsformeln das Object zugleich mit diex

das
Object Q sich vorerst um die Achse 2/ als willkiirliche und antingliche Drehungsachse
dreht, mit ibr aber zugleich die Balin 4/ B“C beschreibt, die sich nebenbei nm ihre auf Qf
senkrecht stehende Achse 4/’ hewegt. Aber diese Achse bewegt sich selbst wieder, nim-
lich ihr Anfangspunct 4/ in der Balin . B‘C’, die hier wieder wegen & un Ax cine Drehung
anzunehmen vermag. Dic Grossen «/ und «/ bedcuten hier die Abstinde der Ebenen der
verschiedenen Bahnen von den Anfangspuncten ihrer respectiven Achsen. Auch begreift man

leicht, dass sich diese Betrachtungen beliebig weit fortsetzen lassen.

Endlich muss hier noch bemerkt werden, dass es einen ungemeinen Vortheil gewiibrt,
statt der oben angenommencn Bedingungsgleichungen  die  ihnen en[sprechenden Polar-
gleichungen und zwar in fulgender Weise einzufiihren: Wenn wir die verschiedenen Bahnen
als in Ebenen liegend voraussctzen, so konnen wir recht fiiglich die Durchschnitts - oder
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Knolen-Linie der Ebene der Bahn mit der Coordinaten-Ebene #z, nimlich O H Fig. 61 als
dxe Achse und () selbst als den Pol des Polar- Systems ansehen, und wenn wir den Polar-
Win el, elcher ‘demnach Von O H aus gerechnet wird, vnennen, so erhalten wir ohne weiters
&=0605.{90~+ )= sin.v; und y'= Usin.(90 —v)==U ccs.v. Nun.aber ist, wenn die Babn
gegél)en ist, unstreitig auch U=gq(v) gegeben, und man hat demnach @’=g(v)sin.v und

=g (v)cos. v. — Substituirt man diese Werthe statt der obigen, wobei in diesem Falle &/ —«
bleibt: so erhilt man genannte Gleichungen in einer viel, brauchbarern und  anschaulichern
Form. Ist ferner die Babn eine Curve von doppelter Kriimmung, z. B. eine conische Spiral-
linie, so hat man nur = Ucos.p; 8= Usin. pcos.v; ' =usin.pusinv; wobei v den Flichenwinkel
der Polarebene mit der zy und p den Winkel des Leitstrahls mit der Achse der z bedeutet.
Die Grossen @, 9/ u. s. w. bedeuten sodann das Fortschreiten der Knotenlinie in der Baha
oder die sogenannten Priicessionen. Die Werthe q, v, ¢/, v/, ¢ 3" u.s.w. bestimmen be-
ziehungsweise sowohl die Neigungen der Relationsachsen als auch jene der Ebenen der ver-
schiedenen Bahnen.— Da ferner Bewegungen nur in der Zeit vor sich gehen, so sind nicht
nur letzigenannte Winkel, sondern auch der Polarwinkel v von denselben abhingig und somit

wahre Functionen derselben. Kennt man nun diese letztern, d. h. ihre respectiven Zeit-
gleichungen, so kann man nicht nur in jedem gegebenen Zeitpuncte sich dic Gleichungen des
Objectes verschaffen, und die Relationen des Objectes, sondern falls dieses einPunct oder eine
Linie wire, durchElimination der Zeit ¢, die Bahn, d, h. die Linie oder Fliche des bewegten
Objectes selbst, erhalien. (Siche m. Abhandl. pag. 42 u. folg.).

Diess glaubten wir hier vorausschicken zu miissen, um uns im folgenden Abschnitte
hierauf allenfalls berufen zu kénnen.

§- 1t

Man kann schr oft in die Lage kommen, mit den verschiedenen Objecten Orts-
veriinderungen sich vorgenommen zu denken, ohne mit den betreffenden Gleichungen selbst
die entsprechenden Substitutionen der Dislocalions-¥ormeln in der That vorzunehmen. Ja cs
ist dieses bei complicirteren Untersuchungen sogar rathsam, da spitere Bewegungen die frii-
hern ganz oder zum Theil aulheben, und sich mehrere solche unmittelbar auf einander fol-
gende Substitutionen wenigstens immer in cine einmalige zusammenziehen, und als solche be-
handeln lassen, In allen diesen Villen muss es nun schr erwiinscht scheinen, ein bequemcs
Operationszeichen, an welchem alles Erforderliche zu ersehen ist, zu haben, und der Verfasser
schlégt das nachfolgende, schon in seiner [rithern Abhandlung in Anwendung gebrachte Zeichen,
nimlich den Anfangsbuchstaben des Wortes Locus vor, dessen Bedeutung durch die einfache
Bemerkurig in das gehorige Licht gesctzt wird, dass die unterhalb geschriebenen Werthe sich
allenthalben auf die anflingliche oder willkiirliche Achse, die dariiber geschriebenen aber sich
auf die umlegte Drehungsachse heziehen sollen. Man hat daher sowohl fir den Raum als

o By’ alyy’
i LYY/} ,
die Ebene nachfolgende Zeichen: Fiir den Raum f%*%; und fiir die Ebenc lw’,w wofiir
L2V%4 o dyy
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man auch nach §. 27 wegen ¢ =/ —vy, a=d, y=0; E schreiben kann. Vernachlissigt
P

man dort, wo es nicht nothwendig ist, der Einfachheit wegen, die Litteral-Bezeichnung, so
finden nachiolgende, keiner weitern Erklirung bediirfende Relationen Statt :

1) Lf(a, b, :v):f(a, b,E);
2) L(tp(m)m@’(x)mw”(z)...) = Lqp (z) » Lq)’(.T)ML ¢ (2w, .

3) L(fdnw(%’ 2) = ’w"l'.‘q, ()

O R Ny o, By
2, 6 oy —_pe ] ] ) N
4) Pt l%’w,ﬂ Q@ y) = o0 @, y) und in dhnlicher Weise bei beliebig
oy By 87 oy thy

vielen Dislocationszeichen., (Siehe m. friihere Abhandlung pag. 38 u. ff)

§. 13.

Es 1st schon in der Einleitung erwihnt, dass man gewisse Forménderungen sowohl
cines Systems von Grossen, als einzelner Objecte als eine theilweise nur auf einzelne Partien
sich erstreckende Ortsverfinderung betrachten kénne, und dass eben desshalb das Problem
der sogenannten Transfiguration gleichzeitig mit jenem fiir die Dislocation seine vollstindige
Auflssung gefinden hat.— Es ist nidmlich eine wohl zu beachtende Eigenthiimlichkeit der-
jenigen Ansicht, welche von uns der Ableitung der oben erwilinten Dislocationsformeln zu
Grunde gelegt wurde, hierbei ohne Ausnalne ein fortwihrend immobiles, d. h. feststehendes
Coordinaten - System vorauszusetzen, und nur durch diese Annahme in Verbindung mil der
von uns eingefiihrten Grenz- und Disjunctiv - Bezeichnung ist es uns moglich geworden, Orts-
vertinderungen auf einzelne Objecte, ja sogar auf cinzelne Theile irgend eincs geometrischen
Gegenstandes sich erstrecken zu lassen, wiilhrend alle iibrigen entweder ihre anfingliche Stel-
lung unverindert beibehalten, oder sie auch auf eine vollig verschiedene, von ersterer ab-
weichende Weise verindern.

IE Capitel.
Yon der Transformation oder Abinderung der Coordinaten im Raume und
in der Ebene.
§. 16.
Ausser der Ortsverinderung der verschiedenen geometrischen Objecte mittelst der im

vorigen Capitel aufgestellten und abgeleiteten Dislocationsformeln verdient noch die Art und
Weise, wie die Goordinaten gezihlt und angenommen werden sollen, eine vorziigliche Beach-
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tung. Denn wiewohl es gewiss ist, dass letzterer Umstand auf die geometrischen Objecte selbst
und jhre gegenseitige Lage, also auf ihre riumlichen Verhilmisse und eben desshalb auch auf
die Erforschimg ihrer Eigenschaften durchaus keinen Einfluss auszuitben vermag: so ist es
doch sehr begreiflich, dass die Einféhrung eines zweckmissigen Coordi Systems fiir die
Einfachheit der Untersuchung sowohl, als auch fiir die durch sie gewonnenen Resultate von
dem gréssten Belange seyn konne.— Bei allen Untersuchungen iiber die Dislocation der Ob-
jecte, so wie bei jenen des folgenden Capitels, behielten die Verinderlichen z, y, 2 immer
dieselbe Bedeutung bei, und Alles, was sich 4nderte, waren blosse Grossenbeziehungen. In
diesem Capitel dagegen machen wir uns die Beantwortung der Frage zur Aufgabe: »Welche
Verinderungen hat irgend eine Function oder Gleichung zu erfahren, deren Veranderliche
z, y, z ihre Bedeutung 4ndern, und z. B, statt wie frither rechtwinklige, nunmehr schiefwink-
lige Coordinaten bezeichnen? Diese Verinderung beriihrt daher nicht im Geringsten das geo-
metrische Object, sondern nur deren Gleichung.

Bei dem Ubergange von den rechtwinkligen auf die schiefwinkligen oder von schief-
winkligen auf andere schiefwinklige Coordinaten (denn jener auf gewdhnliche Polar-Coordi-
naten bedarf, als hinreichend bekannt, keiner weitern Besprechung) kann man der gréssten
Allgemeinheit vollig unbeschadet, voraussetzen, dass die neue Achse der a' mit der alten ihrer
Lage sowohl als ihrem Anfangspuncte nach iibereinstimme, da man ja, falls dieses nicht schon
der Fall wire, durch Anwendung der erwihnten Formeln des vorigen Capitels diese Anfor-
derung stets zu erfiillen vermag.

Es seyen demnach 2/, y/, z# die neuen auf ein schiefwinkliges System bezogenen und
7, y, z die auf das rechtwinklige System bezogenen Coordinaten. Ferner sey o Fig. 63 der
Neigungswinkel der g zur 2'; jener der 2/ zur Ebene zy, nimlich der Winkel MNO sey 7;
und der Winkel, welcher die verliingerte Projection der z/, ndmlich ZO mit der Achse der
2+ einschliesst, d. h. O LG werde & genannt, so hat man:

1) OM =z =1z'sin. 7. Es ist ferner O N =z cos.n; (AL~ z)tang.s = y; daher

AL =ycotang. ¢e—z; und OL = _-7/ ; demnach ist LN = _¥_ —zicosn y = _y_—zcctag. 7.

sin. & $in. & stn, & '

Es verhilt sich aber: LN:NF = sin.o: oder S — zcos. y) Y= sin.0 : stn. &£ und
J‘L’ﬂ &

z . . 1 R . Sin.
hieraus wegen 2/ =_"_ ist y'={y — 2/ cos.nsin.e)— und sofort: 2} y':;L — Mz.
s, s, Sn. @ Sin. @

Anderseits ist aber offenbar: LF:AL+AF; d. h. LF=a'— x4 ycotag.s; ferner aber
verhilt sich: LF:LN=yin, (w+¢): sin.; d.

(z’f.z*—i-ywtag. a) Y — zcotag. 17:) = sin. (w 4 ¢): 5in, @ und hieraus
sin. &
z=z—ycotag. s + (I —2 cotag. 11) Mj oder
5Un. 8 .®
Nao=a— cotag.nsin. (0 -+ s)

Stn. ©

24 cotag.wy.
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Durch Zusammenstellung dieser drei:Formeln und; durch deren Umkehrung erhilt man
sofort fiir, die Verwandlung der rechiwinkligen Coordinaten in schiefwinklige und umgekehrt
nachfolgende zwei Systeme von Formeln, von wagheﬁu7b§‘ziehungs.uyeise.:d'as_ erste fiir die con:
stanten Grenzen, das zweite fiir die verinderlichen Grenzen und die: Gleichungen selbst,. bei
umgekehrter Aufgabe dagegen in verkelirter Weise anzuwenden sind:., '

2! =@+ cotag. vy — falagy s ‘"_ (044 zi
3 S @,
F. L Y' =Y COSEC. @~ COLAG. Y COSCC, © SINEL 5
Z7=_"__.
sin.y
=g’ —cos. 0y {005,008, 725
F. U { y=sin oy +cos.qsin.ez'
z=sin.nz'.

Wiinscht man. diesen Formeln noch mehr Allgemeinheit dadurch zu geben, dass man
bei der Verwandlung in schiefwinklige Coordinaten nicht mehr rechnwiﬁklige, sondern schief-
winklige anderer ‘Art als die primitiven oder urspriinglich gegebenen voraussetzt: so kann
dieses ohne Schwierigkeit auf nachfolgende Weise erzweckt werden. Man stelle sich nimlich
vor, man habe die rechtwinkligen Coordinaten irgend cines Objectes durch eine zwecimalige
Anwendung der obigen Formeln I und II in schiefwinklige von verschiedener Art verwandelt,
so crhilt man nebst obigen zwei Systemen noch zwei andere, von selben blos durch Accen-
tuirung unterscheidbare Systeme, in welchen sich die. neuen Coordinaten z¥, ¥, 2/ ebenfalls
durch dic némlichen z, y, z ausgedriickt finden.  Eliminirt man nun aus diesen zwei Doppel-
Systemen die gemeinschaftlichen rechtwinkligen Coordinaten &, y, 2 so erhilt man nun zwei
neue Systeme von Formeln, welche dic Bezichungen schiclwinkliger Coordinaten einer gewissen
Art gegen eben solche einer andern Art darstellen.  Man erhilt nun unter dieser Voraussetzung
nach gehériger Reduction folgende Systeme:

o= +co:, (0 +wf) y— (co.r. 7’ sin.ysin. (0 + &) -— cos.n sin. 7y’ cos. o’ sin. E)z':

sin. o

sin. @’ stn. !

i L Lo .
sin.w cos. psin. ! stn £— cos.p! sin.nsin. e
6.1 y":~,—‘+( o T P g 5
Sin. o’ sen. w! stn.y!
20 =20y,
sin.y!
J g .
R ces. (0 + o) g — (m.r. nsin ! sin. (@ + &) — cos, n’ sen.7 cos. w sin. e)z,,;
sin. o sin, o siney
sin. o' cos. ! Stn.m Sin. & — €Cs. Y SIN. 7! SEn. §
6.0 (| y=r gy (a0 #
ces o 36N, SEn. 7

o =‘L’71 z4,
sin.m
Diese vorstehenden Formeln dienen nur zur Transformation eines schiefwinkligen
Svstems in ein anderes schicfwinkliges System im Raume. — Von den vielen speciellen Fillen,
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die in diesen allgemeinen Formeln enthalten sind, wollen wir bloss der Specialisirung fiir die
Verwandlung ‘dér schi”e.fwinkligen Coordinaten in ‘schiefwinklige in der Ebene unter obigen Vor-
aussetzungen hier erwihnen, — Setzt man nimlich y—3'=0, 0 =w'=0, s=¢'=0, so er-
hilt man:

‘ = iy S (' —7) Iz ( pi— g S ' —m) 2
sin.y’ sin,
6. 1. , e und 6 2. K
? g ="M, o =T i,
sin. 9! ’

§ 17.

Die Transformation der Coordinaten leistet bekanntlich, insbesonders in zwei Fillen,
wichtige Dienste. Der erste ist. wo man zur Gleichung eines geométrischen Objectes viel
leichter unter der Voraussetzung schiefwinkliger Coordinaten gelangt, als dieses bei der An-
nahme von rechtwinkligen der Fall war. Dieses wiire z. B. der Fall hei Ablcitung der Glei-
chung gewisser polyedrischer Kérper und derlei Oberflichen, wie ctwa jener der schielen
Paralle]opipeﬂa u. s. w., wobei man ohne Anstand, durch ecine blosse Substitution der obigen
Formeln, unuittelbar die betreffenden Gleichungen fiir rechtwinklige Coordinaten erhiit. —
Der zweite Iall besteht in der miglichen Vercinfachung der vorliegenden Gleichungen und
der aus ihnen hervorgehenden Resultate, durch Annahme eines besonders geartelten schief-
winkligen Coordinaten - Systems.  Unsere obigen Formeln enthalten némlich, wie ersichtlich,
ausser den darin durch das bestchende System gegebenen Bestimmungsstiicken, noch drei an-
dere, vollig willkiirliche Gréssen o/, ¢, 7/, die nach vorlinfiger Substitution der obigen For-
meln, wenn auch nicht immer, doch schr oft (besonders bei aus geraden Linicn oder Ebenen
zusammengeselzten Objecten) sich hinterher so bestimmen lassen, dass gewisse unbcelichte Glie-
der aus der Gleichung vollig hinausfallen oder sich doch bedeutend vereinfachen,

Da man auch bei diesem Geschifte es 6fters wiinschenswerth finden kann, dic Trans-
(ormation der Coordinaten in Bezug auf gewisse Formeln cinstweilen bloss anzuzeigen, so
diirfte viclleicht nachfolgendes Operationszeichen nicht unpassend erscheinen, dessen auch

uns in der Folge bedienen werden.

o, & o

T &ren .

0,6y o

wobci die untern Bestimmungszeichen sich aul das vorliegende oder primitive, die obern da-
gegen auf das Coordinaten-System beziehen, fiiv welche dic angezeigte Transformation vor-
genommen werden soll. Auch fiir die Transformation gelten wieder shnliche Relationen, wie
schon oben bei der Ortsverinderung nachgewiesen wurden. So ist z. B. auch hier

P
o, &

) T o) = f o).

w87 w, &N
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o’ o7’ A O whe !
2 P (swar@or@a.... )= e@o o @ Fow;
87 ﬁ','ﬂl 0567 e
o' ¢,n’ w', &9’
3) ag(z) =a f ¢(z); u. s w
©, 67 © 80
oy &, n’ n o7
? wga,b -2‘(7,_1/3 w ? Ea,b ze,yg uw s w,
0,67 0,87
§. 18.

Die geradlinigen‘ und Polar-Coordinaten sind, wie bekannt, keineswegs weder die
einzigen, noch auch immer, wie diess die Folge zeigen wird, die einfachsten Hilfsmittel, die
Lage simmtlicher, ein geometrisches Object constituirender Puncte, und somit das Object selbst
im Raume festzustellen, und auf Grundlage derselben die Untersuchuug auf gewisse Eigen-
k Erfolge einzuleiten. Vielmehr lassen sich solcher Coordinaten-
Systeme, wie bereits schon lange bekannt, unzihlige ersinnen, von denen jedes unstreitig fiir
gewisse vorliegende Zwecke als das vollkommenste und vorziiglichste erachtet werden muss.

Von dieser Uberzeugung durchaus erfiillt und auf den unausweichlichen Bedarf fiir
unsere bevorsichenden Untersuchungen schon gegenwirtiy Bedacht nehmend, kénnen wir
nicht umhin, ein solches in Vorschlag zu bringen, welches aus beiden, eingangserwihnten
(oordinaten - Systemen gleichsam zusammengesetat, auch beiderlei Vorziige in cinem hohen
Grade in sich vereinigt, und bei eincr grossen Zahl von Aufgaben mit dem allergréssten Vor-
theil in Anwendung gebracht werden kann. Auch haben wir von diesem Systcme, wie es
den Kennern meiner frithern Arbeit nicht fremd geblieben seyn kann, schon einmal bei Ge-
legenheit einer Aufgabe, wiewohl unbesprochen, mit Nutzen Gebrauch gcmacht.

Va ft

mit er

S 19.

Es ist bekannt, dass gewisse geometrische Objecte, durch Polargleichungen dargestellt,
sich ibren geradlinigen Coordinaten - Gleichungen gegeniiber durch eine besondere Einfachheit
im Ausdrucke auszeichnen, und dass dicses schr hiufig von solchen gilt, die von eciner be-
sondern praktischen Wichtigkeit sind, wie z. B. bei den Kegelschnittslinien, den verschiedenen
Spirallinien, den Rolllinien und insbesondere vielen mechanischen Curven u. s. w.

Sollten aber solche Gleichungen unter der Voraussetzung abgeleitet werden, dass der
Pol des Systems ein beliebiger sey oder auch, will man mit einem oder mehreren geometri-
schen Objecten irgend cine beliebige Orisverinderung im Polar-Coordinaten-Systeme vorneh-
men u.s. w., so reichen allerdings die in diesem Abschnitte, namentlich im Paragraphe 9 ab-
geleiteten Formeln zu. Allein man wird auch schon aus dem blossen Anblicke der genannten
Ausdriicke iiberzeugt, dass in den, bei weitem mcisten Fillen die so behandelten Glcichungen
sehr zusammengesetzt werden, welcher Umstand ihren Gebrauch gar sehr beschrinkt. Als
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ein Coordinaten-System, welches von diesem Ubelstande vollig frei ist und in der That alle
Vortheile eines Polar-Systems darbietet, schlagen wir folgendes vor.

Es bezeichne Fig. 64 v den verinderlichen Polarwinkel, welcher nach Verlegung des
ganzen geometrischen Objectes von O nach O, wobei dasselbe zugleich eine Drehung um
den constanten Winkel ¢ erleiden mag, noch immer von der mit der Figur in fester Verbin-
dung gedachten Polarachse O« oder 0’2 an, gerechnet werden soll. Ferner bedeute u den
Raditsvector O M;oder O‘M, fir den Winkel v, und & und & seyen die rechtwinkligen Coor-
dindten des verlangten Pols. — Diess vorausgesetzt, hat man sofort, wenn U= ¢(v), die Polar-
Gleichung des Objectes ist:

H {\ z=d+4ucos.(o+v)=d -+ ¢(v)cos.(0+v);
i y == 0 +usin.(o+v)= &+ ¢ (v)sin. (04 v);
und jeder dieser beiden Ausdriicke ist nun schon ecine volistindige Gleichung von den oben
angefiihrten Eigenschaften, vorausgesetzt, dass & und & stets zugleich bekannt sind; denn offen-
bar ist- eine Relation zwischen z und » sowohl, als auch zwischen y und v fiir sich allein
schon hinreichend, um jeden einzel Punct des geometrischenObjectes zu bestimmen. Man
wird von diesen daher jederzeit dicjenige auswihlen, welche man fiir die passendste erachtet.
Namentlich wird man sich der zweiten bedienen, wenn map geometrische Objecte vor sich
hat, von denen, wie spiiter gezeigt werden wird, einige im Linear-Systeme, andere im Polar-
Systeme ausgedriickt sind. Beide zusammen dienen, um durch Elimination des Winkels v auf
cine Gleichung zwischen & und y selbst, zuriickzukehren, falls dieses auf eine cinfache Weise
geschehen kapn.

Dic genanaten zwei Gleichungen sind auch ganz dazu geeignet, um auf dasjenige

Polar-Coordinaten-System zuriickzukehren, dessen Pol im Ursprunge O selbst liegt. Es ist

nimlich,; begreiflicher Weise wegen, U= r.t"+y“ nach gehériger Reduction:
K U=V & 0% u2-+ 2ducos. (vt 0) 4 2 Susin. (v 0) =

=Vdi&fery G >+ 29{v)(dcos.(v+ o)+ Ssin. (v o)
welche letztere Gleichung abermals als cine besondere Art der Polar - Coordinaten - Systeme
gelien kann *).

Zu bemerken ist schliesslich noch, dass dieses, so wie das frithere System I, den
grossen Vortheil darbietet, dass man ohne alle miihsame Substitutionen alle denkbare Orts-
verinderungen vornchmen kann.  Soll miimlich irgend ein Object, dessen anfinglicher Dre-
hungspunct (der zugleich deér individuelle Pol ist) durch dic Coordinaten  und & gegeben ist,
urid derei Drehungsacbse mit der z einen Winkel ¢ macht, dislocirt werden, so hat man nur
in H, stait 4, & und o, die Gréssen ¢, & und o¢ zu setzen, welches jederzeit ausfithrbar ist,
weil die dussere Form durch keinerlei Reduction veriindert werden kann. So z. B. bedeutel

y= 134 ﬁ'};mtﬁ.(ﬂ *+11° irgend cine Curve im genannten Systeme, deren Pol d= 7

Iy

*);,Au‘gnsph:inllch unterscheidet sich diese Art, dic Polar-Coordinaten zu ziblen, von der im vorigen Capitel
erwihntea, oder dem gewéhnlichen Polar-Systeme schon darin, dass. bei der gegenwirtigen zwei Pole
vorausgesetzl werden,

Abb. V. 2. 9
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und 8=13 ist. Soll nun dieser gegebene Gegenstand in der Weise eine andere Lage am-
nehmen, dass &'=24, ¢/=-—6 und ¢’=18° wird, so hat man als neue Gleichung=:

Pr— WL "; sin. (v 189).

3 — cos.

§. 20.

‘Wenn mehrere geometrische Objecte auf denselben Pol bezogen, d. h. durch Polar.
gleichungen desselben Systems dargestellt werden; so gilt natiirlich bei Gelegenheit ihrer Ver-
bindung unstreilig derselbe Grundsatz, wie bei den Lincar-Coordinaten, némlich, dass fiir alle
jene Puncte, dic zwei oder mehrereObjecte gemein haben, sowohl die entsprechenden Werthe
von y oder z, als auch jene von v gleich seyn miissen. So ist z. B. wenn d, & den Pol
bestimmen, offenbar: z = d +€%’M§ die Brennpunct-Polar-Gleichung einer Parabel in

2(1 —cos.v,
unserm Systeme, und z=d -7 ces.(v +¢), jene eines Kreises vom Radius r, wobei ¢/ in letz-
terer Gleichung willkiirlich, und desshalb gleich ¢ angenommen wird. Wegen =z und

v=1'als d+4 fw =d -4 rces.{v+o), daher p=2+(1—cos.v) und somit cos.v = (l—ﬂ
2 (1 —cos.v) 2r

oder v= arc. cos. (l —_Ti) u s, w.
27

Anders dagegen verhilt es sich, wenn man Gleichungen von verschiedenen Polar-
oder andern Systemen zu verbinden hat.— Ich habe schon in der frithern Abhandlung pag. 39
darauf aufmerksam gemacht und namentlich den hiufig vorkommenden Falt ausfiihrlicher er-
értert, wo Objecte, deren Gleichungen sich auf verschiedene schiefwinklige Coordinaten-
Systeme beziehen, mit einander zu vergleichen, und einer analytischen Behandlung zu unter-
zichen sind. Indem wir also, um Wiederholung zu vermeiden, von diesem Falle hier ahschen,
wollen wir bloss die zwei nachfolgenden, ihrer Wichtigkeit wegen, einer weitern Betrachtung
unterzichen, erstlich wenn rechtwinklige Coordinaten mit Polar-Coordinaten vom Systeme H,
und dann, wenn zwei verschiedenen Polen entsprechende Polar - Coordinaten eben dieses Sy-
stems H in Verbindung gebracht werden sollen.

Was den ersten Fall anbelangt, so sey die Gleichung eines Objectes im rechtwinkligen
Systeme y = F(2), und fiir jene im Polar-Systeme mégen die in H aufgefiihrien selbst gelten.
Da nun hier in beiden Systemen z und y dieselben Grossen bezeichnen sollen, so wird man
fiir den Fall, wenn beide Objecte wirklich einen oder mehrerePuncte gemein haben, als ent-
sprechende Bedingungsgleichung haben:

1) F(d4o(v)cos. (v o)) = & 4 ¢ (v)sén. (v 0);
woraus sofort v selbst, und = oder y gefunden werden konnen,— Soll man z B. den Durch-
schnitt irgend einer geraden Linie mit einem Kreise vom Radius r suchen, so hat man, wenn
y=dz+ B die Gleichung der geraden Linie, und y = &+ rcos. v; die Gleichung des Kreises
ist, nach 1) d(d+rcos.v)4-B = 8+ rsin.v und wegen A=sin.w:
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» (sém. v ~~ ’lang. w c05.v) = tang. .d + B—&; oder: sin.(v—o)= MM;

vder: v'= arc. sin. (—___d"m' o+ (B—9)cos. m) + o
r

Man sieht aus letzterem Ausdrucke, da arc. sin. im Allgemeinen zwei Werthe hat, d. h. da
jedem Sinusse zwei (eigentlich unendlich viele) Bégen entsprechen, dass auch dem v im Allge-
meinen zwei Werthe entsprechen, d. h. dass ein Kreis von einer geradenLinie in zwei Puncten
geschnitten wird. Ist dagegen der hinter dem arc. sin. stehende Bruch seinem Werthe nach
gleich der Einheit, so wird man, da arc. sén. nur den einzigen Werth 90° enthilt, auch fiir v
nur, einen Werth erhalten und zwar v=—90+ . Diess ist der Fall, wenn die Secante zur
Tangente wird. In der That ist auch in diesem Falle, wie Fig. 65 veranschaulicht, v=90+4 w.

Der zweite der erwihnten Fille ist jener, wo zwei Gleichungen, die zu verschiedenen
Polar-Systemen gehoren, mit einander verkuiip{t werden sollen. Um hier die nothige Be-
dingungsgleichung fiir den Fall, wo sich die entsprechenden Objecte ;beriihren oder schnei-
den, wo sie also einen oder mehrere Puncte gemein haben, abzuleiten, wende man einen Blick
auf Fig. 66, wo O und O’ dic beiden Pole der Systeme, und M einen gemeinschaftlichen
Punct beider Objecte bedeutet. — Es ergeben sich aus der Figur unmitielbar die beiden Be-
dingungsgleichungen, wovon die erstcre zur ersten Gleichung von H. gehért, die zweite aber
der zweilen entspricht:

r

) | &—0=(r—d)tang. v (d'—a)tang. v';
7 d—d=(y—d)cotang.v— (y—8) cotang.v'.

Mittelst den zwei gegebenen Gleichungen der beiden Objecte und einer von den gegen-
wirtigen Bedingurigsgleichungen ist man daher immer im Stande, die Gréssen z, v, v oder
falls die genannten Gleichungen in y gegeben wiren, die Grossen y, v, v/ zu bestimmen. —
Es kann in der That nichts begreiflicher seyn, als dass es fiir dasResultat einer Untersuchung
vollig gleichgiiltig seyn muss, ob man dic zu verbindenden Gleichungen friiher auf ein ge-
meinschaftliches Coordinaten-System bringt, oder diese zwei ungelindert lisst, und dagegen
die erforderlichen Bedingungsgleichungen der analytischen Bezichungen mittelst der bekannten
Transformations-Formeln umstaltet, Es lisst sich aber auch unschwer einsehen, dass in vielen
Fillen die letztere Behandlungsweise einen entschiedenen Vortheil gewihre.

§. 21.

Uberblickt man alles bis jetzt iiber die Dislocation und Transformation Gesagte, so
erkenrit man leicht, dass in den Dislocations-Formeln A. und in den Trausformations-Formeln
G. zusammen 9 Bestimmungsgrossen auftreten, und zwar o/, §, 7, 9, ¥, 6/ und & 7, w’, wih-
rend alle tibrigen, als véllig willkiirlich angenommene, oder nur als durch die Beschaffenheit
des Destehenden Coordinaten-Systems bedingte, betrachtet werden miissen. Legt man nun der
Substitution einer Gleichung ein System dreier Gleichungen von der allgemeinsten Form

c=a+bai 4 cy 48125
y=a' +bz'tcy+ e
2 =g+ bla'4- oyt 434zt
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mit zwslf vollig unbestimmten Coefficienten zum Grunde, so lassen sich zwar immer neun
von ihnen, den obigen Bestimmungsstiicken gemiiss, annehmen, drei jedoch bleiben noch immer
als unbestimmt zuriick. Soll demnach durch genannte Substitution- lediglich .eine Ortsverjin:
derung und gleichzeitig damit etwa eine Anderung in der Art, wie die Coordinaten genommen
werden sollen, erzielt werden: so miissen zwischen jenen zwdlf Coefficienten nothweiidig noch
drei Bedingungsgleichungen bestehen, dercn Ableitung wir uns hier enthalten.

Wihlt man daher fiir obige allgemeine Coeflicienten aufs Geradewolil beliebige Zahl:
werthe, so kann man mit weit iiberwiegender Wahrscheinlichkeit eriarten; dass 'diese Anh-
nahme den neun Bestimmungsstiicken o', #, 7, ¢, v/, 0/, ¢, 7/, ©’ und den erwihnten drei
Bedingungsgleichungen nicht entsprechen, und die unternommene Substitutién weder eitier
blossen Ortsverinderung des geometrischen Objectes, noch auch einer blossen Transformation
der Coordinaten, noch auch beiden zugleich entsprechen werde: sondern dass nebst der er-
wihnten noch irgend cine andere Veriinderung hiedurch veranlasst werden miissé. Da' nun
aber nebst der Orts- und Coordinaten - Verinderung nur noch eine Formverinderung amn den
geometrischen Objecten denkbar ist: so ersicht man hieraus, dass obiges System von Glki-
chungen, wenn ihre Coeflicienten nicht dreien gewissen Bedingungsgleichungen entsprechen,
sondern vollig willkiirlich angenommen werden, nebst einer Orts: und Coordinaten-Verfindél
rung auch noch irgend eine Formverinderung hervorbringen werde*). Es kann aber anch
umgekehrt Formen geben, die sich durch keinerlei Annahme der genannten neun Bestim-
mungsstiicke hervorbringen lassen. — Um nur ein Beispicl anzufiihren, kann man fiir gewisse
Annalimen von den Gleichungen A. I. sowohl wie von A. (1) allerdings auf folgende, nimlich
r=—a'y, y=—y', z=—2' iibergchen, niemals aber wird es mdglich seyn, aus ‘ihnen dic
Gleichungen z=a', y—y', z=—2/ abzuleiten. — Hieraus lissL sich nun mit aller Bestimit-
heit noch vor jeder genauern Untersuchung schliessen, dass die erstere Substitution eine blosse
Orts- und vielleicht auch noch Coordinaten - Verinderung bewirken werde, die zweile qpci'
jedenfalls mit einer Formiinderung des geometrischen Objectes selbst verkniipft seyn miissc.

Diese letztere Bemerkung fiihrt uns nun auf eine héchst natiirliche Weise einer neuen
interessanten Untersuchung iiber eigentliche Forménderung der geomectrischen Object.é ent-
gegen, von denen wir im nichsten Capitel und im dritten Abschnitte cinige einer wci'terr}
Betrachtung unterzichen werden.

XIL. Capitel.
Von der Forminderung geometrischer Objecte oder der geometrischen
Mctamorphose.
§- 22.
Wenn man in die Gleichung irgend eines geometrischen Objectes fiir -einigs’ oder: alle,
dieser Function zum Grunde liegende Variablen solche von .z, y/, 2¢ abhiingige  Awsdriicke
*) Meines Wissens hat noch Niemand auf diesen wichtigen Umstand aufmerksam gemacht, und diese Art der

F. inderung ao g ischen Obj; einer genauern wissenschafilichen Untersuchung wiirdig crachtet,
wiewohl die Nitzlichkeit cines solchen Unternehmens woll kaum in Abrede gestellt werden diirfte.
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substiguirt; welche. auf keinerlei Weise -durch Specialisirung der bereits aufgestellten Disloca-
tions-Formeln ephalten. werden kénnen: so, kann die: Wirkung dieser Substitution auf die
Gleichungiauch: durchaus uicht -ejner. ‘blassen. Ortsyerinderung des Gegenstandes entsprechen.
Da.nun gber auch die Bedentung der verinderlichen Grossen gemiiss Voraussetzung dieselbe
bleiben soll, so kann die Anderung auch nicht in einer blossen Transformation der Coor-
dinaten, wobei der Gegenstand ungeiindert bliebe, bestehen; und es eriibrigt hiermit nichts
Anderes, als dic Annahme, dass diese Substitation entweder vollig ohne Wirkung auf den
geometrischen Gegenstand und .das Coordinaten- -System seyn werde, oder aber eine wesent-
liche Formanderung des Gegenstandes zur unausbleiblichen Folge haben miisse. Das Erslere
anzunehmen, verblel.et die Natur der Sache, und es kann daher sofort nicht mehr m Ge-
ringsien gezwelfelt werden, dass auf dem bezeichneten Wege in der That Folmanderungen
zu Stande kommen.

Der Umstmd ferner, dass die eben vorllecrende Gleichung einen sehr wesentlichen,
jain der That den wichtigsten Bestandtheil fiir das Zustandekommen der neuen Function bil-
det, lisst mehr als bloss vermuthen, dass die dieser Funcuons Anderung entsprechende An-
derung des geomemschen Objectes mnicht in einer ginzlichen, einem Austausche gleichkom-
menden Unistaltung desselben, sondern in einer blossen, wenn auch noch so namhaften Ab-
“mderung oder in einem Varriiren ihrer ursprunvllchen Form bestehen kénne, Wir glauben
daher, diese Art der Formanderung, da das Wort »Variation« bereits schon zu anderm Ge-
brauche vergriffen ist, mc}xt unpassend die’ geometrische Metamorphose nennen zu sollen.

§ 23.

Hilt man den Gedanken an geometrische Forminderungen noch weiter fest, 'so er-
kennt. man gar bald, dass sich. diese Untersuchungen nach einem doppelten Gesichtspuncte
anstellen lassen. Denn nicht nur fragen kann man, welche Verinderungen in der Form ge-
wisse Substitutionen hervorhrmgcn, sondern auch das Verlangen wird sich einstellen, Form-
inderungen gewisser Art an den geometrischen Objecten absichtlich herbeizufithren. Diess
letztere wird uns sofort zu einer eigenen Klasse von Untersuchungen fithren.. Uberhaupt. kann
es kaum geliugnet werden, dass dieser Gedanke der analytisch-geometrischen Forschung ein
fast uncrmessliches, bis jetzt noch unbetretenes Gebiet eroffnet. Ich werde zwar weiter unten
nicht ermangeln, auf eine Anwendung ganz eigener Art, die man von dieser geometrischen
Forminderung sich versprechen kann, eigens hinzuweisen; allein: auch abgesehen davon, wird
man den grossen Vortheil gar leicht ermessen, der sich fiir die analytische Darstellung der
verschiedenen geometrischen Objecte und der Formen und Gegenformen, die-sie in gewissen
Fillen und unter vorkommenden Umstlinden annehmen, erwarten lisst. Man erinnere sich,
dass sich Oberflichen ganz oder’ theilweise umstiilpen, aus. und einstiilpen lassen; dass sie
sich gleichférmig oder ungleichfi)'rmig ausdehnen oder zusammenziehen; dass sie sich dehnen
und biegen.lnssen u. dgl. m. Unc!ibei allen diesen mannigfaltigen Verinderungen ihrer Form,
wer wollte es ldugnen, herrsche’ noch immer die urspriingliche Form, selbst wenn sie ins Un-
kenntliche sich verdndert haben sollte, fort, und es ist gewiss, dass man nur den entsprechen-
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den metamorphorisirenden Factor zu kennen brauche, um ‘durch eine blosse Substitation m
die urspriingliche Gleichung jene Verénderungen'auch: analytisch darzustelen:

Nun bin ich zwar weit entfernt, hier eine auch nur einigermassen vbllstindigeAb-
handlung iiber diesen Gegenstand liefern zu wollen. Doch hoffe ich, die: oben ausgespro-
chenen Ansichten durch einige Beispiele zu erliutern.

§. 24.

Offenbar zu den allerginfachsten Annahmen *), die indess doch wieder einige specielle
Fille in sich schliesst, gehért die Substitution von: 2—=m 2’ und y=ny’. — Wenn beide Co-
efficienten m, n, oder auch nur einer von ihnen, einen von der Einheit verschiedenen Werth
haben, derselbe mag iibrigens grosser oder kleiner als die Einheit seyn, so koénnen diese
Gleichungen durch keinerlei Annahme der den Dislocatipnsformeln I. und 11, Cépilel L zum
Grunde liegenden Bestimmungsgrdssen erhalten werden. Die Wirkung, die sie auf die Glei-
chung irgend eines Gegenstandes ausiiben, besteht daher in einer Formiinderung. Ist g:F ()
z=maz!, y =ny’ und

1) m=n und von der Einheit verschieden, so hat man y" =1_F(m a'); die Wirkung
m

hievon ist die Verwandlung des Gegenstandes in cin geometrisches Object von ganz ihnlicher
Form **). Ein Gleiches gilt auch von riumlichen Objecten, wobei man z=ma!, y=my’

und z=mm2/ zu setzen hat, nimlich wenn z—=F(z,y), so ist z‘:_IF (mz!, my). Man kann
m
sich daher zu einem geometrischen Objecte, ohne selbst seine Form zu kennen, die Gleichung

eines ihm dhnlichen Gegenstandes verschaffen. Zu bemerken ist ferner noch, dass der neue
Gegenstand den anfinglichen an Grésse iibertriflit oder kleiner alser, ist; je nachdem m klei-

ner oder grisser als die Einheit ist. So ist z. B. y=5+V 61 4z — j«? die Gleichung
z! '

ciner Ellipse wegen m=}; z =

oy =¥; soforty'=10+V T+ 82— und diese it
die Gleichung eciner &hulichen Ellipse, deren Achsen noch einmal so gross sind, wie jene

der erstern.

*) Noch einfacher wire zwar die Avnahme r=d4-z‘, y=J 4 y*. Allein dicse Annahme ist in der Disloca-
tions-Formel begriffen, und entspricht hekenntlich dem parallelen Fortbewegen des ischen Objeates,

##) Achnlich werden hier dicjenigen Curven; quren wnd Oberflichen u. s. w. genannt, deren simmtliche, auf
die Fnrm beziigliche constante Besti g portional sindl. Sind in einer Gleichung a, b, c u. 8. w.
die B gestiicke und bezcicl gleich 4 und ¢ die Coordinaten irgend eines beliebigen, aber he-
stimmten Punctes des. anlanghchcn Gegensuudes, so wird man, um den verinderien Gegenstand wieder an
seine frihege Stelle im Coordi zurilckzubringen, statt 2’ und " auch noch = 4 (m - 1)d, uad
74 (m - 1)J 2u scizen haben, und es besteht dabet die hochst merkwiirdige Relation:

r=Q ‘m)d’+_1.F(a,b,c,.. m:‘+m[m—l)d):F L L,.,,,);
m m m

m

und so auch bei Objecten im Raume.
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B ) Ist nur.m—=1, # aber von 1 verschieden, so erleidet die Gleichung durch Substi-
tution von # =2 und y=ny' eine Verhnderun.g, welche deqemgen des Objectes entspricht,
wo bei gleichbleibenden Abscissen simmitliche Odinaten proportional vergrdssert oder ver-
kleinert:werdeh.:. :Ist. z. B. Fig. 67 die Gleichung fiir eine parabglische Curve:

1/5'—— 294132 — 30 und setzt man nuh 2= a4, und y:ll, 50 erhilt man y'=392'—32/¢—90,
welche der a"us ABC in 4 C'B iibergangenen Curve entspricht.— Hitte man daéegen =z
y=2y" gesetz.t, so hitte: man.y'= 13 —-_‘z_m — 15 erhalten, die 4C"B entspricht. Die glei-

chen Forménderungen finden Statt, wenn die Gleichung des .in Fig. 68 dargestellten Kreises
Y=Y 49—= 27, in' y'= 3V 49—z und in =}V 49— 2% iibergeht.

3) Findet das umgekehrte Verhiltniss Statt, .d. h. setat man #=1, m aber von 1 ver-
schieden, so bleiben simmiliche Ordinaten ungetindert, die Abscissen dagegen werden propor-
tional vergrSssert oder verkleinert, Je nachdem m kleiner oder grésser angenommen wird,
als die Einheit. Dieser Verinderung entsprechen die Fig. 69 und 70.

4) Sind endlich m und n sowohl von der Einheit, als auch unter einander verschie-
den, so erleidet die betreffende Gleichung eine Ver&‘inderung, welche einer proportionalen, aber
ungleichen Vergrésserung simmtlicher Ordinaten sowohl. als Abscissen entspricht, So ver-
wandelt sich z. B. die Gleichung des Kreises: y =V 75— 22 in o/ :,I_V‘r“-——m—“a;ﬂ, welches

n
9 9
augenscheinlich dic Gleichung einer Ellipse ist, deren eine Achse Z7, die andere = betrigL.
m n

In ganz gleicher Weise kann man daher auch von der Gleichung einer Kugel auf
dem bezeichneten Wege auf cin Rolations - oder auch ungleichachsiges Ellipsoid iibergehen.
Seclbst schon von diesen allereinfachsten Formiinderungen werden wir im dritten Abschnitte
cinen niitzlichen Gebrauch zu machen wissen,

§. 25.

Eine andere, gleichfalls sehr einfache Annahine, die gleichwohl auf héchst sonderbare
und auffallende Forminderungen fithrt, besteht in der Vorausselzung, dass z=a‘, dagegen

seyn solle. Ist die allgemeine Gleichung des Objectes, auf welche diese Substi-

-7
y—_u.z' +0
tution angewendet werden soll, y— F(x), 50 erhile man sofort fir die dazu gehérige meta.
worphosirte Gleichung OITEnhar v"—'(am/—I—b) (. — Um die Art die Einwirkung dieses fo.m-
4ndernden Factors aug i zu hen, werden wir ihn vorerst auf die einfachsten
geametrischen Objecte in der Ebene anwenden, und wir bemerken, dass die Formeln z = z/
und y'=(az'+ b)y aus den Dislocations-Formeln der Ebene auf keine Weise erhalten wer-
den kénnen, und daher jedenfalls mehr als eine blosse Orisverinderung bewirken miissen.
Auch kann hier schon erwiihnt werden, dass derjenige Punct der Abscissen-Achse, fir welch
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ax'+-b Null wird, d. h. jene von z/= ——ibei alleh Objecten fiir ihre Forménderung von
. a 1
besonderer Wichtigkeit ist,
1) Es sei: das gegebene Object cine gerade Linie M'N Fig.. 11, deren. Gleichung:
y=dAz+ B seyn mag. Man erhilt sofort y'=(az'+b)(42'+ B). Es hingt nun vor Allem

davon ab, ob x':—AL einem Puncte diesseits oder jenseits O, entspricht also etwa in O/ oder
7 ; ¢ ¢
O liegt; ersleres geschieht, wenn numerisch ; < is letzteres. wenn' % > Lm, im er-
o a

stern Falle geht die Gerade MV in MON oder in M//O N iiber, je nachdem & negativ oder
positiv ist; im zweiten Falle in MON oder M" O N/, Fig. 12, je nachdem ehenfalls a negativ
oder positiv ist,

Wendet man den &hnlichen formidndernden Factor a’z’ - b/ auf das eben gefundene

Object, d.h. auf die Curve OP O’ Fig.73 an, d. h. selzt man abermals 2 =z, y'—_’zflrl
' a' 2! 4-b
so erhilt man: y/ =(a’2’'+ V') (az 4 b) (42’ +4-B): und es kommt nun Alles darayf an, ob

der nullmachende Werth dieses neuen; d. . h. .ob —isich auf einen Punkt Q' zwiscl;cn

0 und O’ oder vor O, oder ausserhalb O’ bezieht.

Im erstern Falle gehort die Curve in M/P/PN', wenn « positiv, dagegen in M“P!P4N¢,
wenn & negativ ist. — Im zweiten Falle, der durch Fig. T4 dargestellt wird, geht.die Curve
MPN in M'P'P'N' oder in M“P#P“N" iiber; ersteres geschieht, wenn a positiv, letzteres wenn
a negativ isL.

Der dritte und letzte Fall, welcher in Fig. 75 dargestellt ist, tritt ein, wenn O/ ausser-
halb dem Puncte O liegt. Ist a¢ positiv, so erhill man die Curve M/PPIN'; ist dagegen «f
negativ, so erhilt man jene von M"/P'/P/N",

Das Gesetz der Kndcrung ist so hochst einfach, dass man in Bezug auf diesen Haupt-
punct der Forminderung nachfolgende Regel feststellen kann: Wird eine Gleichung von der
Form y=A4z"4 Bz"~'4Ca"?+.... Vo + W=X; welche stets der Repréisentant eciner
in Fig. 76 dargestellien parabolischen Curve ist, statt z, 2/ und fiir y = aw‘y' 7 substituirt,

wodurch man = (ez’4-b) X erhilt, so erleidet dic der Glclchun" 3= X entsprechende Curve
0 P/0"P 0, Fig. 16 nachfolgende Forménderung, Zucrst hat man auszumm.eln, zwischen welche
Waurzeln, d. h. zwischen welche derDu*'chgangspunct 0, oy o, oi,... der nullmachende Werth

w=—2 filn Es entspriiche diesem Werthe der Punct ¢, in Fig. 16, so ist gewiss, dass
a

durch diesen Punct eine Serpentine der neuen Linie gehen wird, <« Ist nun @ positiv, so ent-
steht die Curve 00 ¢! O%q# O o!" ;... .+ ist dagegen « negativ, so géht die urspriingliche Curve
in o Ri“o!R"'q R'o"R dber. Auch ‘der'Eidfluss auf die Erhebung.'der Serpentinen -iiber und
unter der Achse der z lisst sich anschaulich machen und mit yedem beliebigen Grad von Ge-
nauigkeit angeben. Ist z. B. die gegebene Curve, jene oPo/P/o" P in Fig. 11 dargestellt
so geht sie unter der Voraustetzung, dass e positiv ist, ih-0Qo/Q‘o#(Q/'o!'Qt iiber, und zwar
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in. der:Weise, !dass die! Serpentinen im steigenden Massé vou @ sich;weiter entfernen; je weiter
sig, sieh . vom Pankie:p. gegen rechts und. links gntferneyi.,-Jeds einzelne Ordinate der newen
Garve ist:'ein RProduct jaus ihrer wrspriinglichen Grosse  in..den. ays der Substitution des fiir
z* Bsetaten Werthes:in den Factor (a2’ ). ‘Es lag hier.gane.in unserer Absicht, bei diesen
eimfachen :Betrachtungen mit einer grossern Ausfiihrlichkeit zu Werke zu gehen, als es vigl
ldicht, Manchem .natliwendig schieinen méchte.

s.,:26»
Nachdem wir ~nun schon. die. Wirkung 'der ‘Substitution von. z = &' und y:_?_li___.b
1
bel den sogenannten parabohschen Curven kennen gelernt haben, wird es wenigen Schwierig-
ke.lten unterworl't,n seyn, den formindernden Emﬂuss auch anf andere geametrische Objecte
Lenncn zu lernen quq chhl:l e Klasse der geomemschcn Pormen bilden unstreitig die in
‘ck.kehl enden, w1e 2z B dle Krelslmlcn und E]hpsen Wir wollen hier, da die
Formhuderl.yng eme ganz, ahn}lche auch be1 den mit dem Krclse formverwandten {ibrigen Cur-
venjist, den erstern wahlen und anI"lné,hch noch dazu den spt,cu:llen Yall betrachten, wo man

l
z=a' und y= ._/ setzet. — Es sey, um hier gleich ein numerisches Beispiel zu wihlen,
az

y=Y Teo #*, di¢ Gleichung des in Fig. 78 abgebildeten Kreises. Es muss hier schon zum
Voraus: erwiihnt iwerdeén, dass der Umstand, ob der Mittelpunct des Kreises im Ursprunge ¢,
oder in einem Punkte des Durchmessers, oder gar ausserhalb des Kreises sich befindet, ge-
hérig beachtet werden muss. In unserem vorliegenden Falle liegt er im Ursprunge desCoor-
din?lféh-Syslems, und unsere Gleichung geht iiber in: y' =4 #V"16 —z3. Diese Gleichung
entspricht :nun jederzbit einer Schleitenlinie, wie ‘sie 'in Fig. 718 durch £HO FG 'vorgestellt
wird,i—~Da: die.Glcichung, .eine neue noch unbestimmte Constante, niimlich a enthilt, so kann
man.‘zur génauera Béstimmung derselben etwa die Bedingung beifiigen, dass diese Curve durch
einen. bestimmien Punct g der anflinglicken, Curve ' gehen soll. Heisst man die Abscisse von

w60, hifteé man ez= Lz sewzen:

3

" Cbcnso l\onnte map [ fcslselzcn, dass der Curvcnast GE dlc Achse & um.er eipem ge-
wissen Winkel, z. B. von 45° durchschnelde In diesem Falle hitte man wegEn
(v—) qu‘lﬁ —x?— Fﬁ——ﬂ und somit fiir =0, wegen ¢ang.45°=1, a=}; daher
y"_% Y 16122 die Gleichung derjenigen Schleifenlinie, deren Aste, bei einem Grundkreis

vom Radius 4, sich wechselseitig unter rechten: Winkeln durchschneiden. Ist der Mittelpunct
des Kreises nicht im Ursprunge des L,bo'l‘dmalen-Systems“ sordern in einem Puncte O, Fig. 19
des’ DurchmcsserS, ‘]edoc'h noch mne;hall) des Kreises, so entspncht dlbser Substitution eine

Curve wie GHIK und cine Gleichung, wie etwa y’:a.z'V’l-l—bv/——.z" wobei « wieder so
bestimmt werdea kaon, dass die Curve entweder: durch einen gewissen Punct.g geht, -oder
80
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dass der Winkel, unter welchem die Schleifén: die Achse 2 durchschnelden; ein'’bestiminter. ist.
Riickt endlich ‘der' Punct bis zur Peripherie: des K¥eises hinaus, :wie' jn Fig: 80{ 1s0 rwind: die
Kieiriere ‘Schléife' von der gréssern.'so zu 'sagen vollig: ahsorbirt, und liefert eihe Curve, wié
die in “FG HI abgebildete. Dabei ist dieselbe noch immer- einét gehauern Bestiihmunp fihig,
durch Angabe: eines Punctes, durch welchen sie. gehen-soll. ‘Wire'iendlich:'der Ursprung -ganz
ausserhalb des Kreises, und des letztern Mittelpunct-2.B/ in:der Achse dér v, wie inFigu81}
so hitte man, wenn diese Gleichung y =10 +r9 —z?ist, offenbar y’:az‘(le:V 9—z/2).
Diese Gleichung entspricht einer Schleifenlinie,” wie die GHIF in Fig, 81 ist, wobei man
noch die Bedingung stellen kann, dass' entwéder. .dieselbe'dunch: den PunciG gehe)oder einen
Schleifenwinkel o von gewxsser Grosse bilden solle *) Setzt man dem Faclor az’ das dop-
pelte Zeichen -+ vor, so erh‘dt man eine Curve von déi’ Form Fl n'Kanin ‘endlich
noch fragen, welche Formandex ung emtrete, wenn der Punct A Fw ﬂﬁ selbét'héch“ﬁber die
Penphene hinaustritt , ]edoch in der ‘Verlingerung dcs horizor itC meés _”“ 1 diesem
Falle entste‘h eine eiformige Curve "FGH: i welche lhre Spitze i }7‘, 3 Bréitbten Theil 3 i
7 bt Durcix einen, nach oblvem Grundsatze bes tén’ Werth von 2 Khdn® "1ietll'hew1r
werden, dass sie durch die Puncte ‘G und H' gehe. " ! ’ o
Die Dvale erhiit eine wbhlgéﬁlligerc Form;"#cnti 'inant statt eifies Kreises eint EHipse
als Erzeugququnie zu Grunde legt, und die Grﬁsse a in angemessener ‘Wei:sg_l:‘v_estiutmt, —

So entspricht z.: B die Gleichung gy = )io VY 10r Tz~ 300.. einer sehir gefillig -+ geformtert

clliptischen 'O\‘mle. |
Bl

/ -y
Die Sybstitution von & =2" und y_m bewirkt an geometrischen Objecten,

welche sich gana allgemein im Coordi R \befinden, analoge Forminderungen,: von
denen die eben betrachteten .mur: als: specielle. ‘Fille. erscheinen. — Wir wollen: die forms
indernde Kraft dieser Substitition auch noch an. der Gleichung :einer Patabel. 4B C;: deren
Gleichung y=V"324 12 seyn mag, und die in Fig: 84 dargestellt ist, Versuchen wad"aul
die Gleichung 3= a2V 3z/4 12 und auf die Schleifenlinie .4 B/C’ fithrt. Aach hier: wieder
kann @ so bestimmt werden, dass die neue Curve entweder durch Fund G geht oder einen
bestimmten Schleifenwinkel bei 0 mach(**). — Die Wirkung dieser Subsutuhon ist daher auch

-n i
+) Die A fung unserer Dislo fonsformeln, wobei ®=0, «'=0, § =0, #1=0, und eéw(fs—n)w
n

gesetzt wird, wiirde auf die obige Gleichung der in Fig. 83, vorgsstellioa Curve fihren, Ebénso fassén -sich
Gleichungen, nach dem friher erwihoten gemischten Polar-System, durch Einfihrung formindernder Fauk-
toren. von den manuigfaltig ot,’ Len, dufstalldn..: So 2. B. stells dio;Gleiclmag,

=+ Ul £ smsinnv)sin (o +v), i .
Formen von der Art, wie in an 89, 90 und 91 dar, ]:nachdem dla Conslanl1n m uad n diesen oder
jenea speciellen Werth erhalten. Es kdmmt hierbei auf die Polarg]elchung U=¢(), ferner auf die be-
stimmten speciellea Werlhe von m und n an.

##) Nimml man eine Pambel, deren Scheitel im Ursprung liegt, 7. B. r:V‘i;, dnd setzt man T 7,
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bei ‘wechselnden Objecten eine durchaus analoge und ejgenthimliche, und diess war es auch,
welches zu zeigen wir uns hier vorziiglich vorgenomiuen hatlen.

§. 27.
. M P s 3 —
Eine andére Klasse merkwiirdiger Forminderungen licfert die Annahme, dass @ =

1 I y—u und z=_L: oder 1 1 '—1und
und y:_l,und bei Kérpern z =2, y =y’ un F=— ader aucn.z‘_._;, y=—
y T

1. .
bei Objecten des Kérperraums etwa auch nach :':7 seyn solle. Man gelangl auf dicsem

Wege zu eincr, grossen Anzahl hochst manmgfdltln‘m Formen, die alle denselben .Charakter
der Fornwinderung an sich tragen, und dic man wmit Recht reciproke oder Gegenformen
nennen kénnte. So ist z. B. y =« die (xlelchun" der Geraden o B Fig. 86, £/y/=1 oder

':_I_, dagegen jeneder Curve FEG, ciner gleichseitigen Hyperbel, deren sogenannte Po-
1‘

tenz die Finheit. Es sind daher dicse Linien Gegenformen.  Eben so ist Fig. 87 £FG und

['F'G’' zusammen die Gegenform.des Kreises, und deren Gleichung y = ! . End-

Vr’—w"‘
lich ist Fig. 88, wenn y=—z die Gleichung der parabolischen Curve 4BCD ist, y’:_.l7
£

jene ihrer Gegenformen, d. h. der Curvenzweige 4‘B/C!, B'C'D’ u. s. w.

Diese Betrachtungen mdgen, da sie ganz nahe liegen, bereits &fters gemacht worden
seyn, doch schwerliclr zu demselben Zwecke wio hier, um zu zeigen, dass die formindernde
Kraft der ‘Substitutionen eine auf di¢ verschiedensten Objecte vdllif analoge Wirkung aus-
iibt, — Doch wir wollen uns fiir diesmal begniigen, nur noch einige Beispicle ither Objecte
im Korperraume den bisherigen in aphoristischer Weise beizufiigen.

§. 28.

Setzt man r = z!, y=y und z:a¢[z)'m_‘+._c, so treten bei den Objecten des
Korperraums ganz lhnliche Forminderungen ein, wic wir so ehen an den Gegenstinden der
Ebene zu bemerken Gelegenleit hatten. Wir wollen diesc Substitution auf die einfachste
Fliche, nimlich auf die Ebene im Raume anwenden. Es. sey daher 2= Ay+Bz—+C die
Gleichung djescr Ebene, so ist 2/ = (ay'ba'+¢) (fy/+ Bx' 4 C) die Gleichung der neuen
Fliche, und Fig. 92 oder Fig. 93, je nach Beschaffenheit ihrer, Coeflicienten ihre graphische
Darstellunc' Wiederbolt man mit ‘der so chen gefundenen Fliche iu analoger Weise das-
selbe Verfahren, und dieses beliebig; oft hinter einander, so gelangt.man zu einer Gleichung
von der Form z=(ay'+ba'+ o) (a'y'+ b'a'+*).... (4y' + Bz'+ C) und zu einem geo-
metrischen Objecte, wie .die in Fig. 9% dargestellte, nach beiden Seiten vollig unbegrenzte

y= 3:;, so erhilt man y=V 27273 welches bekaonulich “die -cubische oder VetPsche Parabel ist. Die
Schleiflinie ist daher dic Uberganrsform von der gemeiucu zur cubischen Parabel.

80 *
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Schleifenfliche. Mit Hilfe ‘unserer Begrénzungsmethode kdnhte man mithin sioh| sehr. leicht
die Gleichung einer bandformigen Schleife ‘mit bestimimter Abgrenzung verschaffen.. Wenidet
man auf besagte Gleichung der Schleifenfliiche, welche wir der Kiirze wegen mit z = F(z, y)

Dbezeichnen wollen, die specielle Substitution z =2/, y=y’ und z= # beliebig oftmal
! t mT i

hinter einander an, so erhilt man eine Glejchung von der Form t

2= (m 2! +n) (m! 2/ f-nf) (m# i {0 .. F(z, ),
welcher Glelchlmg sofort das Object in Fig. 95 entspricht, eine Fliche,. welche won, der Ebeng
2y im Allgemeinen in Vierecke geschnitten, von da aus aber nach Unten und Oben sich ab-
rundend, wechselweise Erhohungeﬂ und Vertiefungen bildet, dic ‘sich e i‘or\ﬁ‘ dndl*Grésse
nach, durch geeignete Annahmen der Coefficienten jederzeit' leicht zlim V‘ohhs béétn’nmeri

lassen. —Macht man obige Substitution von £= =2/, y =%’ und z = m_ die, Gici—
I+hz-l+

dlung fiir die Kugel oder das Ellipsoid, so erhilt man Oberflichen, welche mag 2y aﬁr\ﬁl"l

def in Fig. 96 dargestelten zihlen muss. Man sicht daher deutlich, dass der Factor

ay'~+ba*+¢) bei Flichen ganz analoge Formiinderungen bewirkt, wie'(«z+b) bei ‘Objecten!

dic in eirer Ebene liegen *).
§. 29.

Der Zweck unserer in diesem Gapitel gefiihrten Betrachtungen .fan:kein anderer als
dic im Engange-aufgestellte Behauptung, zu rechtfertigen und ins' Lioht: zu setzeny dhss: die
forméndernde Wirkung einer Substitution.selbst .auf. di# verschiedenarligsten; geometyisthen
Objecte so analog und iibereinstimmend isl, dass .man selbst- schon zum.Veraus: und ohde
alle weitere analytische Untersuchung den Erfolg derselben vorhorsehen kamn, wenm.manisick
mit der Eigenthiimlichkeit eines solchen Factors einmal bekannt gemacht hat.

Diess wire nun der cine Gesichtspunct, nach welchem wir dic Forméanderungen vor-
cerst untersuchen wollten, und es ist crsichtlich, dass hier eine unermessliche qunigfaltigkeit
von Forimen zum Vorschein kommen. C

§. 30.

Der zweite Gesichtspunct, na¢h welchem Formtinderungen in Bétrachl gézogen wer-
den kénnen, hat in dem Verlangen und oft auch in dem Bediirfnisse seluen Grund Form-
inderungen von ganz bestimmter Art, und vom Zufalle vollig nmbhanglg, an Hdn {versdue-

NI
S

denen geometrischen Objecten hervorzubrmgeﬁ Da indessen' Betrachtungen dxeser K
Behufs der Aufstellung "der metl phischen Formeln' immer it “mehr ‘oder wemger “auis-

]

*) Substituirt man in die Gleichung fiir einen schiefen Cylinder z=x, ry=y'und s =

ax’-by'— ‘rc-(u’—h )’
und wiederholt man dieses mehrmal hintereinander, so erhdlt man dxeGlelchung einer Oberfliche; ¥on wel-
cher Fig. 97 einen ganzen speciellen Fall darstellt.
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gedehni¢n Rbchnungen verkniiph sind, sa werden wir uns hier grésstentheils damit. begaiigen
miissen, von den wichtigsten derselben nur im Allgémeinen Erwihnung zu thun, die eigent-
liche Ausfiihrung aber unter der Form eben so vieler selbststindiger Probleme erst im vierten
Abschnitte vorzunehmen. — Nachfolgende Forminderungen diirften nun wegen ihres besonders
hinfigen Vorkommens eine vorziigliche Béachtung verdienen:

+11) 'Eine der wichtigsten Verinderungen, welche in Bezug auf Form bei gewissen.Qb-
jecten 'emtreten:kanp, ist di€ Verwandlung derselben in die mit ihr symmetrische oder durch

eine ' totale; nustilpung dene Gegenform. Beispiele hiezu liefern zwei kérperliche un-
gleickiwinklige Triéder, von denen -der cine durch Verlingerung der Ebenen oder durch Um-
stiilpungentstanden ist; rechts~ und linksg d Schraubenlinien; ferner alle analoge,

aber nach verschiedenen Seiten hin liegende Kérpertheile an Menschen, Thieren und Pflanzen
u. 5. w. Auch diese Form#inderung, so wic die noch anzufilhrenden, wevden durch:Subst-
tution yon Formeln hewirkt, welche durch Specialisirung der Dislocations - Formeln niemals
erhalten werden kénnen. Aufgaben des folgenden Abschnitts liefern fiir diese Betrachtung
geeignete Bejspiele,

2):Qft, soll die Forménderung cines geometrischen Objectes, in der Ebene oder im
Kérperpaume,, wie 2, B. jenes in Fig. 98 dargestellten, darin bestehen, dass ihre simmtlichen
Ordinaten, ohne ihre Fusspuncte, zu verindern, cine solch¢ Kriimmung annehmen, dass sie
ohne Ausnahme zp ciner als Directrix gegebene Curve, und mithin auch unter einander in
der von uns aufgestelﬁcn Bedeutung dieses Wortes parallel laufen. Bei dem Biegen solcher
Natur-Objecte, deren Lingenfasern vollkommen biegsam, aber ihrer Linge nach weder zu-
sammendriickbar noch ausdehnsam wiiren, wiirde offenbar genau eine derartige Forméinderung
erfolgen. Die betreffenden Aufgaben des folgenden Abschnitts werden die néthigen diess-
fallsigen formiindernden Formelg liefern lmd: durch Beispielé; deren Gebrauch zeigen. In Be-
zug auf dic analogen Verinderungen im Kérperraume mag der Hinblick auf Fig. 156 und
Fig. 157 dic erklirenden Worte ersctzen.

3) Line Forminderung verschicdener Art crgibt sich unter folgender Yoraussetzung.
Es sey Fig. 99 BCD irgend cine Fliche oder auch Curve, 4B eine beliebig gekriimmte
Linie, dic gleichsam als Achse b:trachtet werden soll. Aus simmtlichen Puncten dieser Achse
deoke man sich Perpendikel auf sie errichtet, die bis zur Curve BCD reichen, so dass jedem
Puncte derselben cine aul 4 B senkrechte Linie cntspricht. Nun setze man die Achsencurve
4B, nchme dic Kriimmupg 4’ B” an, so erscheint es als eine unausbleibliche Folge, dass
sammyliche Perpendikel, wihrend ihre Fusspuncte @, ¢/, ¢/ u. 5, w. in der Kriimmung die-
selbe Entfernung von 4 beibehalten, gegen cinander ihre Lage lndern, da sie auch wieder
auf der Achse 4'B' der Yoraussetzung gemiiss senkrecht stehen sollen. Es miissen daher auch
nothwendig die Puncte m, m/ u. s, w. weiter auseinander riicken, jene in p, p’ u. s. w. da-
gegen niher oder dichter zusammenkommen. Kurz der hier beschriebene Vorgang entspricht
vollkommen einem Bicgen. solcher Naturdinge, bei welchen man eine querfaserige oder auch
Llitterformige Structur ohne alle, Biegsamkeit der Fasern, bei absoluter Zusammdriickbarkeit

derselben vorauszusetzen berechtigt wire. Eine weitere Betrachtung dieses Gegenstandes, so
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wie die Ableitung - der fiirdiese Art der Forminderung néthigen Formeln mége deniAufgaben
des nichsten Abschnitts iiberwiesen werden.

§. 31.

Alle bisher betrachteten Forminderungen, die absichtlich vorgenommenen sowohl,: wi¢
die zufillig durch den Erfolg erst entdeckten,. erstrecken sich ohne . Ausnahine .auf das ganze
durch die Gleichung reprisentirte Object. Die im. Friihern schon besprothene und -ange:
wandte willkiirliche Begrenzung. setzt:uns nun in den Stand, selbst an einzelnen Theilen. eines
geometrischen Objectes Forminderungén vorzunehmen, ohne dass die iibrigen im Mindesten
eine Andering erleiden. .. Hiedurch gewinnt aber diese ganze Betrachtung ungemein-an An-
wendbarkeit- zu praktischen Zwecken. Um dieses nur durch ein Beispiel zu erldutern, denke
man, der in Fig: (00 -dargestelite Kreis, dessen Gleichung y_—V 25 — g% ist, sollte in -der
Weise parliell seine Form iindern, dass nur der Bogen zwischen m und m* sich atisstiilpe
und durch eifien gewissén Punct p gehe, alles Ubrige aber ungeéndert bleibe. Auch soll die
Andemng in der Form, oder der I:Tbel'gang in m und m’ nichtbruchweise, sondeérn allmahtig
erfolgen.  Sind nun die den Puncien m und m’ entsprechenden Abscissen oder Grenz-
werthe | und 4, dagégen die Coordinaten des Punctes p, 3 und 7, so erfiillt, wie'der Leser
s leicht selbst ‘Zti ermessen vermag, die Substitution von

a=at fund y=[y:(14 {3~ t)§+§w «mf%)]

. 1 . 3 . . 5
ganz dicse Anforderungen. Man hat daher als Gleichung 'des in Fig. 100 dargestellten ‘aus-
gestiilpten Kreises den Ausdruck:

=1+ 80— .)§+ 8(4—z>§)1f%——ﬁ-

Und so in unzihlig vielen andern Fillen.

§- 82.

Was endlich deti Nutzen anbelangt, der von diesen geometrischen Forminderungen ent-
weder bereits erreicht wurde, oder sich doch mit Wahrscheinlichkeit erwarten ltisst, so eracht¢ ich
schon den Umstand, dass man mittelst derselben sich in den Stand gesctzt si¢ht, die Glei“
chungen der mannigfaltigsten geometrischen ‘Objécte, die gegchenen Bedingungen entspréchen
sollen, darzustellen, fiir einen Gewinn, Dabei darf man freilich micht vergessen, dass mian an
die allerersten und so zu sagen, noch ganz rohen Anfinge einer der wissens¢haftlichen' Be-
handlung féhigen Lehre auch in Bezug auf deren Nutzanwendung nur mé#ssige Ansprilche zu
machen berechtigt ist. Ausser diesen Vortheilen fehlt es ferner auch nicht an andern zu er-
wartenden Annwendungen, die nahe genug liegen, um nicht iibersehen werden zu konnen:
Die folgenden sind die vorziiglichsten:

" 1) Als ein schr brauchbarés Miuel, numerische Gleichuhgen, algebraische sowohl wie
transcendente aufzuldsen. Die verschiedencn analytischen Methoden, numerische 'Gleichangen
jeden Grades aufzuldsen, haben nimlich alle adch ein¢ geometrische Bedettung. Wit wollen
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hier nur von den zwei gebriuchlichsten sprechen, der sogenannten Newtonianischen und der
Regula falsi mit zwei Positionszahlen.

@) Die geometrische Bedeutung der sogenannten Newtonischen Auflésungsmethode der
Gleichungen besteht darin, dass man Fig. 101 fiir einen gewissen Werth 4P, als erste An-
niherungszahl der Wurzel .{ die geometrische Subtangente Pm sucht, und diesen zum an-
fanglichen Werth 4 P addirt, dann diesen Werth, d. h. 4m als ersten Niherungswerth be-
trachtet, welcher wieder der anfiinglichen Rechnung zum Grunde gelegt, sofort den zweiten
Niherungswerth 4 m’ liefert u. s. f. — Es lisst sich aus dieser geometrischen Darstellung des
Verfahrens genau angeben, in welchen Fillen man s:ch mehr oder minder schnell der Wurzel
nihert oder auch von ihr volhg,dnl;ferﬂ. i-&lher zﬂ)\er_{ﬁqag glk-BQmer]nmg geniigen, dass dieses
genau mit dem Umstande zusammenhiingt, ob der um die Wurzel O zunichst liegende Curven-
theil, etner ,geraden Kinigwschon. ziemlich ‘pahe kommt, pder, nicht, Je mehr der erstere, Fall
eintritl, desto achneller .nithert, man sxch .dem Werthe de Waurzel, und gm e die quve 4B
in cine geradc Lmle "selbst uber, sb \;vurde man, “hter ‘welchém ' WinKel ‘sie 'auch dié Aihbe
der 2 durchschnitte, schon durch den -.ersten Versuch den Werth der Wurzel genau finden,
weil in diesem Falle der Endpunct der Subtangente mit dem Durchschnittspunet 0 zusammen-
fiele. — Nach unsern Betrachtungen kann nun zwar durch Einfilhrung eines forméndernden
Factors die genannte Curve nie vollig in eine gerade Linie verindert werden; wohl aber ist
man, stgts im Stande, ohne die Wurzel genau zu kennen, und ohne sie im Geringsten zu ver-
indern, sic einer Geraden beliebig. nahe zu bringen, wodurch man sich in den Stand gesetzt
sieht,, mit moglichst grosster Raschheit dem wahren Werthe sich zu nihern.

.b) Die geometrische Bedeutung der Regula falsi besteht darin, -dass man fiir die zwei
anfinglichen Positionszahlen Fig. 102,  und. ¢/ die sogenannten Fehler, d. h. die Ordinaten
MP und MiP! sucht, sie mogen & und 6/ heissen, und sodann mittelst der hekannten Formel

I
fl.%idd.a den Durchschnittspunct 7 sucht, den die Linie M M mit der Achse i
gemein’ hat. 4 m ist dann der crste angcnhhcrle Werth, — Auch hicr sieht man wieder ganz

deditlich, dass'dér Erfolg des Zusammentreffens Yon m und 0 lediglich von dem Umstande
abhfingt ob und wie sehr sich die Curve MOM' ciner Geraden tihert oder ‘nicht. — Eine
geeignete Félmanderung dér Curve ist also auch hier eine Angelegenheit von der grossten
W‘lchhukmtf—

2) Es diirfte nicht unwahrscheinlich seyn, dass def Forménderung auch béi'den Pro-
blémen dér ‘Rectification, Qundratur, Complannhon und Cubatur eine nicht unwlcl-mge Rolle
7u spielen Vorbehalten' ist, indem’ ‘die formverwandten geomemschen Objecte gewiss auclyibei
diesen Problemen iliten gemeinschafilichen Ursprung étwa durch dié Moghchkeit ihrer wéchsel-
selhgen ZuFiickfithrung u. s. w. beurkunden diirfién.

B | EndIlch lisst sich von dem Principe dér geometrischen Farmanderung ein sehr niitzlickier
Gebrauc’h i der Mechanik .erwarten, bei der Constriction solcher Maschinentheile, welche ge-
vusse Cidiver zu beschreiben habenu s.w.'Ich' habe selbstGeIegerihéit gehabt, mich von der Wahr:
I\eft dibter letztern Behauptung zu uberzeuven, da es mir ‘auf diésem Wege ohne vre]e Miihe ge-
lang, ein Instrument zur Verzeick g der sog Ovallinie des Descartes zu' construiren.

—_—

D =dm=
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III. Abschnitt.

Anwendung der in den frihern Theilen gepflogenen Untersuchungen
auf die Auflosung verschiedener wichtiger Aufgaben in der Ebenc
und im Raume.

s 1.

Indem ich nunmehr auf die Anwendung der in den frithérn zwei Abschnittén’ abge-
handelten Lehre tibergehe, erachte ich es vor Allém fir nothwendig; auf einen Umstand auf-
merksam zu machen, der leicht bewirken konnte, die grossen Vortheile, welche meirier An-
sicht nach, durch die bisher gepflogene Behandlungsweise der analytisthéen Geometrie als
Wissenschall zufliessen, in einem minder vortheilhaften Lichte: ecrscheinen zu {assén. - Den
Lesern kann es nimlich nicht wohl entgangén seyn, dass schon in einigen der numerischen
Beispiele, die wir im Vorhergehenden den allgemeinen Auflésungen hie und da beigefiigt,-die
analytischen Schwierigkeiten der Ausfiihrung sehr bedeutend waren, gnd dass man voraus-
sichlich in unendlich vielen andern Fillen, ungeaghtet des genau vorgezeichneten Weges nlchl
im Stande seyn wiirde, jene Schwierigkeiten zu bewiltigen. — Hier muss dahe) vor Allem der
Gedanke festgehalten werden, dass die Leistungen der analy tischen Geometrie, als Wnssenschah.
in ihrem praktischen Theile, nidmlich bei Problemen, lediglich sich darauf zu beschr:mken
haben, genau den Weg vorzuzeichnen und das Verfabren selbst bis auf die Angabe der ein-
zelnenRechnungs-Operationen namhalt zu machen, welches Behufs der Losung einer- Aufgabe
zu befolgen ist. Ist dieses geschehen, so hat sie Alles geleistet, was yon ibr bll.htwrwex;e ver-
langt werden konnte, und vermag sie dieses in allen Fillen, so ist sie unstremg in dlc,ser Be:
ziehung fiir eine vollendete Wissenschalt zu halten; denn unbezweifelt unbillig wire. es,, der
analytischen Geometrie einen Ubelstand oder eine Unvollkommenhe:t anschulden zu wollen,
welche ganz allein der Analysis iiberhaupt und der Theorie der Glelchungen msbesonderc zum
Vorwurfe gereichen muss. Von diesem Gesichtspunkte aus betlachtet, diirften denn dne nach-
folgenden Aufgaben auch sofort einiger Beachtung unserer Leser mcht ganz upwenh be-
funden werden.
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I Capitel.
‘wWafgaben fiber!willkirlich begrinzte geometrische Objecte in der Ebené,
ibér derém Ortsverindérung und geometrische Métamorphose.
S 2.

Aufgabe 1. Es sey Fig. 59 das in aer Ebene liegende Dreieck ABC durch seine
Gleichung gegeben, nebst diesem Objecte sey die Linie "M N als Achse der Drehung durch
deren Bestlmmungsslucke, niimlich durch die Angabe der Coordinaten des Anlangspunctes e, y
derselben und den Winkel 3, den sie mit der Abscissenachse einschliesst, gegeben. Nun
dénke . man sich dieses Dreieck dergqstpit um diese Achse umgelegt, dass es nunmehr die
Kehr - oder Riickseite :dem Beschauer zuwendet, und bewirke mit der vorgelegten Gleichung
nt{ fein anal\,uschem Wege die Anderuug, welqhe dieser Ortsverinderung entspricht.

AN sey die gegebene Gleichung unsers/Drelecks ABC*) die folgende, nimlich:

Y :g%-‘2+*‘7‘g‘m £—§m+‘§”} ® E;a‘—l-‘,,'g oder auch in Decimalen :

T p3 01ia)
y~€+11 15; €+ »4} €+13 66

Nlmmt mpn nun als Bestlmmu.ngsstucke der Achse an, dass «= 10, y=12; v=260%;
und mithin Jm.zup_,}\f.‘i tind cos. 29 = —} sey, und substituirt diese Werthe in die For-

mel ‘€. I und', so erhilt man sofort vorerst als betréffende Dislocationsformeln :
L #e =—0 8660"54y—0 5z - 2-8646138; 3 2=08660254y'— 05 2/ + 46076952
) i /== 05y — 0-B660254 2 + 14119115 y=-+ 059"+ 0-8660254 2/ — 2-660254;
welche Werthausdriicke auf obige Gleichung des Dreiecks angewendet, sofort auf die dem

Dreiecke .4/B‘C' entsprechende Gleichung fiihren, néimlich:

o 830011842 ) o o0 o (— 071868825 . o o5 .
(@ y=(4-3191308) E—us-wooom% (19:1016952) o {7 TR (12192130
—0-2898949
(434352871 ¥
%) Wir waren anfinglich willens, liche graphisclie Darsiellungen mittelst Construction der betreffenden

Gluchungen oud somit als wahre Reprisentanien derselben unsern analytischen Unlersuchungen beizufiigen.
Allein die chrleg\mg, dass der damit erreichte Vortheil dic erforderliche Miilie und den damit verkniipften
Zeitverlust kaum rechtfertigen diirfte, haben nns hESL\mml, ps mit ciner bloss augenscheinlichen Zeichnung
derselben zu beguaiigén. B
') Bei allen Aufgaben iber die Dlslocatlon, Transfiguration, Transformation der Coordjnaten und der geome-
E tnscheﬁ Metamorphose u. s. w. sollten jederzcit die Leiden Systeme von Formeln I und II, woyon das er-
. stere ‘sich: aaf die constanten drenzwenhe, letzteres dagegen auf die Functionien selbst und auf verinderliche
,bmmwuﬂu beziéht;, an dic Spitze. der ganzen Untersuchung gestelly werden, Wir jedoch, auf Raum-
ersparung hedaght, werden uns zum Gftern: yernalasst sehen, entweder mur - Systew I allein, oder anch
heide zugleich hinwegzulassen, wo uns deren Angabe minder wichtig crsc]u-)nl

Abp. ¥ 81
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Es diirfte keine unpassende Schlussbemerkung dieser Aufgabe seyn, dass sich dieseibe
Aufgabe auch ganz allgemein und ziemlich einficl’ dadurch aufldsen lisst (mit Hilfe unserer
Dislocationsformieln nélich), dass man die Durchschniuspuncte. der Polygonsseiten; mit der
Drehachse, mittelst deren respectiven Coordinaten m, n3 wé, #'; m#, 2/ u, s. w. in die Rech-
nung einfiihrt. Ist (3) die Gleichung eines Systems von = begrenzten Linien, so erhilt man
als Gleichung fir das umgelegte System jener Linien (4) vermoge:

n (,-1-[
3 y_w (U(.z—}-l/gg' nach gehonger Reduction:

0 1= Q) [(rrtamitnsst vmin) G ({52200 o)
(,,,9“4. ae“——me“)'(w..r.le-l- mqup))].

Ist das System cin Polygon, so ist noch iiberdiess: ¢p = _¢=!""_¢,
Ug— Uy

§ 3.
)
/Iu/ wabe 2. Es sey ein System hegrenztex' auf; die Absm;senachse z senkrecht stehender
oder mit ihr parallel laufender Geradcn (z. B. el.n Pam]lelorrramm) gegeben, man soll diesem

Systeme von Linien einen beheblgen Ort m Flachenraume (d..h, in der Ebene) anwclscn..

Die Anwendung der' Dislocationsformeln hat. in. allen _Jenen Fillen, wo map es mit

7

o

Functionen von der Form yzgry(x)g zu thun hat, durchaus keine andere Schwicrigkeit,
o

als die gewohnlich nothwendig werdende neuerliche Anflgsung ‘dc:pidlcjgl_,lvur,xg etwa veranlassen
mag. Bei den Gleichungen der parallelen und senkrechten Linien aber kénnten die eigen-
thiimlichen Formen dersclben dem mit dem Geiste unsers. Algoﬁlhniu‘s noch wenig Vertrauten
cinige Verlegenheiten Derciten und ihn glauben machen, als bediirfe es hier ciner Ausnahme,
wiihrend sie jedoch, richtig gehandhabt, vielmehr cinen schénen Beleg fiir die den ganzen
Gegenstand beherrschende Consequenz darbieten.— U dieses auf eine recht in die Augen
springende Weise zu zcigen, wollen wir mit eciner ganz speciellen, ja numerischen Aufgabe
den Anfang machen. Es sey daher .4 BC D, Fig. 103 ein Parallelogram, dessen Gleichung
die folgende seyn mag:

0 y= fOI+63 EOz-l-l/‘g gz—ag Ez—ng

Verlegt man nun dieses hereck in del Weise, dass lucbel der I’unct A, desscn Coordmntcn
a=3, §=4 seyn mogen, nach ¢/=18 und 8= 20 verlegt wird, und, dass. dieses: Object zu-
gleich eine- Drchung in entgegengesetzter Richlung, d. h. ‘na¢h der Achse z ., um den
Winkel p= — 30° macht, so erhiilt man vorerst als diessfallsige Disjunctiv-Formeln:
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x = 0863835524 05037740 y 4 10-6581785;
3 =— 0:503T740 24 0-8638355 y 4 1713358570,
1) ) 2= 0-8638335 2/ — (-5037740y' + 10-045050;
| y=0-5037740 2/— 08638355y’ — 14°3¢03340,
Setzt man nun aus Il den Werth von y in die beiden ersten Disjunctivglieder, deren Werth
ersichtlich y =6 und y =14 ist, und bestimmt man daraus , so erhélt man sofort, nach ver-
richteter Division, die transformirten Gleichungen:
(2) 3 =058518282* —22:5544877; und (3) 3/ =0-58318212/ -—30-5544877.
Um die betreflenden neuen Grenzwerthe zu erhalten, wovon jeder einzelne zwei neue
gibt, setze man diese, so wie auch die entsprechenden Werthe von y in die Gleichung fir 2/
im Systeme I, so erhilt man:
' = 18:0000000; 4 a/=22-0301920;
a'‘= 2663835503 o'V = 30-6685470.
Um endlich auch noch die beiden letzteren Disjunctivglieder von abweichender Form

0 g

zu dislociven, erwige man, dass in ihnen die Bestimmung ausgesprochen ist, es sey & =5
und #=15. Setzt man daher wieder aus II den Werth von 2, und bestimmt man daraus ¥,
so erhilt man nach vollfiihrter Division beziehungsweise die Gleichungen :
@) ¥ =17141282' 4 14-9395961; und () y'=1-T14728 2' + 4-939561.
Die erste Gleichung des Systems I liefert uns sofort die zugehdrigen Grenzwerthe, niimlich :
«/ =18-0000000. und a=26-6383550;
a/=22-0301920. Y =30:6685470;
begreiflich ganz wie oben. Unsere neue Gleichung, d.h. jene des verlegten Parallelogramms
A4'B'C'D/, ¥ig. 103 ist demnach folgende:

_ 5831828 = CT147282%) o0 oo, 05831728 )
—(‘B)g—w-ameﬂg (26:6383530) o 54 9395961 3 (30:6685470) 0 ¢ 7500 1w

14728 2)
(22:0301920) @ +1;;§3152f 3 (18,
Ilat man ein System von « parallelen und g senkrechten Linien, so kann die Dis-

location ganz allgemein durch Anwendung unserer Dislocations-Formeln vollfiihrt werden.
Man erhiilt nach geh(’:’origer Reduction:

(1) = w gO o+ 093 w g —de§. Die Gleichung dieses dislocirten Systems

ist sofort;
(8) y'=dwB, wobei

A_w I:(al.f_(ae-u) cob o — (8p — ,m.(,)) Ede-ﬂ-}-cg:‘— ') sin. 9+p,)}

(m' -l'-(a(‘ﬂ — &) cos.p — (8p—B)stn. !’)J und
81 *
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B :¢’ [( ol +(dy— &) C(JJ&Q—(ﬂv—ﬂ)-ﬂ'ﬂ.o) Ew-'- ﬂ‘g

st o

y<‘"§",+ (do— @) ces.o 4 (Bor—F) sin l’) ]

§ 4.

Aufgabe 3. Man soll, als Beispiel von der moglichen Darstellung und analytischen Bes
handlung eines' auch sehr g hen Objectes, die Gleichung der in
Fig. 104 dargestellten, von einer Ellipse umschlossenen rémischen Lapidar-Schrift liefern,
diese sodann durch eine schiefe Linie schneiden, und den kleinern Thcxl wie Fig. 105 zeigt,
in verlangler Weise anderswohin verlegen.

zten geometri

Wir glauben mit gutem Fuge, es der cignen Einsicht und U'berlegung unserer Leser
tiberlassen zu kénnen, sich von der Richtigkeit der unter (1) aufgestellten Gleichung mit dem
in Tig. 104 vorgestellten Objecte zu iiberzeugqn, und wenden uns sofort unmittelbar zu dem
wichtigern Theile unserer Aufgabe, nimlich zur Anwendung. unserer allgemeinen Dislocations-
Formeln auf diesclbe. Bemerken miissen wir jedoch fiir diejenigen, welchen dicse Gleichung
sehr zusammengesetzt vorkommen sollte, dass sich die Anzahl der Disjunctivglieder nur um ein
Geringes vermehrt haben wiirde, wenn wir anstatt nur eines Wortes deren hunderte analytisch
darzustellen hitten, da sich die simmtlichen Buchstaben des Lapldar latemlscheu Alphabets
in einige wenige Elemente auflésen lassen. Die be,sagte Glelchung unsers in Fig. 104 dar-
gestelllen Ohjectes ist demnach:

X, i _
0 =D 03 G D (B e OB
135, 20, 24 187, 21, 5 ‘ 9
JE) E"f- maa)efo =L@, ““)5
GO el

245
)i o 7 — aay
[g—ﬂﬁ-u; E"x——-’ﬂ}] E+- (e—38) 8D (gV‘s‘r@:—‘ P50
N )‘\ N =
2 *5,10 3 (u'a’l A\ T R
o {4V 25— 130 —zwg v éi i,V e 1209} @ ggvﬁoo.r—.z”;,v,,um
10,13 825 oadtur l«.r»\ ="
Unser Object werde nun durch eine Gerade geschni deren Glei g {2) sevn

moge, welche also, wie ‘man sich leicht uhgrzeugen Kann, . die, Absclsﬁenpchsex u’i:.ﬁl Aba
stande gleich 8, unter cinem Winkel von 63°26/6# schneidet. Nimmt man nun d rch-
schaittspunct sclbst als den anfinglichen Drehungspunct an, und verlegt man ihn der anfing-
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lichen: Annahme. und den nachfolgenden Bestimmungsstiicken. gemiss, so erhilt man, . wenn:
«=18, f=0; e/=12, #/= 20 und ¢=— 30° 15 und die Gleichung der Geraden
(2) y=3x—36 ist, als die betreffenden Dislocations-Formeln nachfolgende:
| 2=03037740y -+ 0°8638355 2 — 3-5490390 3
? y'= 0‘8638353y — 05037740 2 — 29-0679330,
2=—0-5037740 y* + 0-8638335 2/ 4 17-7095540;
y= 0-8638355y'4 0-5037740 2" — 23:3219980.
Werden nun diese Formeln auf alle Bestandtheile unserer Gleichung (1) angewendet,
welche an der Bewegung Theil nehmen sollen, so kann dieses aug heinlich nur: diejenig
treffen, deren Grenzwerthe von z ganz oder doch zum Theile unter 18 Emhenen fallen. Wir
haben diese eben desshalb mit Sternchen bezeichnet und dadurch anzeigen wollen, dass sie
aus obiger Gleichung hinwegzulassen sind, wenn sie mit Hinzufiigung der dislocirten Bestand-
theile als Gleichung fiir das ganze in Fig. 105 dargestellte geometrische Object der Kiirze
wegen gelten sollen. Die Anwendung unserer Dislocations-Formeln auf die obigen mit Stern-
chen versehenen und im Nachfolgenden beibebaltenen Bestandtheile fithren nun der Ordnung
nach auf folgende Erginzungsglieder, welche an die Stelle der obigen zu treten haben:

N =2 139) gow (13, 14%5) gibt: y:(c-ates)a'm) €—0~583182833 (7-680_92_25' X

IL

8:1127402 26-9984019 89765757

) y=(13) E0x+23(15~5); gibt: y= (9~1202382)%@3’3?3;332’2 (10-8479392)

— 05831828 2*)

3) y—(135) go;c—zg(w-a); liel'erty:('l'lﬁivlﬂ??.)E PN ;(9~6966981);

i +2
4) y:%% E.‘%Eg; die in dieser Gleichung enthaltcne Bestimmung, dass =13 ist, lie-

fert durch Anwendung Formel II, 1, sofort mit Beriicksichligung der Grenzen:

y=(1-1051922) ¢ +§;;§g§gl‘f - (912002882);

2
5) y=§%‘§ &;’I_“’ ; liefert wegen #2=12-5 und 2=13, offenbar:

y=(8:0058157) gl(‘,lﬁg;gé’ (8-257102T) o (10:5960722) #‘g;ggggq (10-8419392);

.l
§~=]6° gibt sofort .y =(96966981) {‘} Zég;‘;”g’ (9-9485857) ;
—15

. = UYL Ss0pa9s (1714158 2) .
) y_g__o_r_g), gibus y=(§:8506322) (IHTED (911025192,
i (637101

—1
3
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8) Die Gerade, deren Gleichung y =22 — 36 ist, schneidet das geometrische Oh_lect, déssen
Gleichung y =4V 37z — 22— 340 ist, in zwei Puncten, nimlich in

e=AT36 g & =1896

g=—13 B=135;
wobei dasselbe in zwei Theile zerfillt, von denen der eine, dessen Abscisse 18, unverin-
dert bleibt, der andere dagegen an der Bewegung Theil nimmt. Auf diese letztern nun wen-
det man unsere Dislocations-Formeln an, und findet nach den néthigen Reductionen:

135003039

y= Eo-zea'usa 24162340058 —= V3510504377 — 1939930527 — 188~29461003 i

11-0254616

9) Durch Anwendung unserer Formeln auf die Gleichung: y =4/ 232 — 22— 130 erhilt man:
y:=0-2827159 24 21-4738846 = V" 16-09062627 — 1-23993052% — 41-03059653
10) Aus der Gleichung y— 2V 50z—z3 efgibt sich:

21-3331661
y= 224-8580191— 04643922 - V 932866267 — 0258446927 | 42-92180953,
126294451
1) Endlich gibt noch die Gleichung der Geraden y— 2z —36; sofort:

y=(11-0254316)E,gﬁfgigf}g%’ (13-3093838).

S 3.

Aufgabe 4. Es sey die Gleichnng des durch Fig. 106 dargestellien Flichenraumes ge-
geben, man soll von selbem das durch die Linie FG abgeschnittene Stiick HB/Iibk trennen,
und nach H‘B‘F b’k in angedeuteter Weise verlegen.

Es seyen, um diese Aufgabe gleich in einem specicllen Beispiele nachzuweisen, die Ab-
scissen und Ordinaten des Purictes D beziehungsweise 7 und 5, jenc von 4 7T und 14, die
von & 9 und 7, jene von a 9 und 12, ferner DC=15, und dc¢=11, so ist augenscheinlich
die Gleichung dieser Fliche:

Wy :(§0$+;§ m§01‘+1;§) Egg (§0z+1§2m|§0x+14§’).

Hierbei ist zn bemerken, dass die Disjunctivglieder fiir die senkrechten Seiten der
Figur weggelassen sind, weil sie sammt und sonders schon in dem obigen mitbegfiﬂ‘en sind,
daher zweimal gesetzt wiirden. So ist z. B. die Seite .4.D offenbar durch:

7:(5)'_"f7§(l4)=(3)§ 1309

ausgedriickt, d. h. fir =7 kommen dem y alle zwischen 5 und 14 liegende Werthe zu.

Setzt man aber in obiger Gleichung # =", so erhilt man gleichfalls: ('a)g 'f,g (t4).
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.Ein Gleiches gilt auch von den i.ibrigen, den Seiten ad, b¢ und BC entsprechenden
“Gliedern, d. i, von (T) ii'f’;(nz)'; ) g"’— 20319); und (5 g ‘0""3(14‘). Uberhaupt re-

prisentirt obige Glemhuna unsern Grvenstand bis auf jeden einzelnen Punct. So. erhilt man
z. B. fir z =8 und & = 10 bezichungsweise

_(5)§ 3%(14) und y=(50 12)§g g.('(oo t4).

Die Fliche soll nun von einer Linie geschnitten werden, deren Gleichung y=——z--28 seyn
mag. Ein Punct O dieser Linie selbst mag als anfinglicher 'Drehungspunct dienen, und zwar
derjenige, dessen Abscissen und Ordinaten «=—18 und =10 sind. Er werde mit dem Ob-
jecte nach O/ hin verlegt, dessen Puncte «/-=25, /=20 seyn mogen, und wobei sich das
Object zugleich um den Winkel ¢ = — 121943/ dreht,

Vorerst ist zu untersuchen, an welchen Puncten unser Object von der Geraden ge-
schnitten wird, wobei natiirlich die den senkrechten Seitenlinien entsprechenden Disjunctiv-
Glieder mit in den Kreis der Untersuchung gezogen werden miissen. Diess wird uns den
neuen Antheil der Begrenzung liefern.

29

1)% Da '€0x+ 123 = -} 28. Hierausz = 16 und daher zwischen 9 und 20 hegend, miglich.
9

20
2) EO.Z‘-{- 73:—1‘-{- 28; &=21, und somit unmdglich.
B
122

Eo.z‘+14;——x+"8 folglich # =14, daher miglich.
4) EO$+53:—Z+28; =23 und somit unméglich.
7

. N
S)ill"crﬁe;"w'ééen y= g‘r_oz_-? & h.wegen'z =T uid y=— z 418 lﬂ'iléilt man sofort: y =21,
mithin ausserhalb 5‘dler ‘Grenzen ‘5 und, 14 Jliegend, und somit mnmdglich.
6) Wegen y—= g“r ~2¢ und y = —2z4-28, daher mit 2=9 verbunden, gibt y=19 und
also ausserhalb T-und 12 liegend, und somit. unmiglich.

20
) Dagegény:%‘%)g und ‘wegen =20 und y= -4 28, y=8 und somit miglich.
7

14
: =22)
8) Endlich y :gx_ : g woraus wegen 70— 22 fiir y =6 folgt, und daher miglich.

*) Dass man hier iiberall stact {0" + 19) Eli) u, 5. w. hille schreiben kounen, bedarf zufolge des ein=-

lcllendu.n Thclles keine wulere Erkhirung
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Nach dieser’ hier beispielsweise vollstatidig du‘rchgeﬁlhrten Vorunlersuchung ergibt
sich als Gleichung fiir ‘die beiden abgesonderten zur Dislocation vorbereiteten Flichentheile
die fo]gende.

g, 22

o= ((ortFefor ) 5} (er fofortatfofes iy
P (e fore ) 03 (e ).

Um dne angezeigte Dislocation w1rkllch auszufithren, wird man sich vor Allem -die
‘betreffenden Dislocations-Forméln mittelst Substitution der obigen Bestimmungsstiicke in un-
sern allgemeinen Formeln verschaffen und sofort erhalten :

o= 08506582y —0'5257191 2 4-25-9563618;
y'=— 0°525T191y — 0-8506582 z - 40-5690380.
IL 2=—0:8506582y' — 0-6257191 2/ + 30-1445938 ;
' y= 05257191y +0-85065822/ — 0-1520136.
Werden nun diese Formeln sowohl auf die Grundgleichungen als auf die Grenzwerthe obiger
DlSJUnCthgllEdEl‘ angewendet, so érhilt man fiir den zweiten mit dem Dislocationszeichen be-
hafteten Theile obiger Gleichung folgenden:

Vo —0-61801452) o goor. o\ CLEIBOUASEY oo oo
(3 -121%, 43 ( ) (19 4944908) E+64'648890 (26:299T564) w0 g q.g67e0¢ (33'2a82638))
18,10 .

J) (/19-4944908% (—0-23608282) /22:2472454 ) 061801452
Eﬁg((21-352154s>€+1-0119379 3(33; 2638))“’(22 2472450) 04 (1:9255811

(256498782) 0 _19641222%3:0 (21'1521546)), welche safort zum ersten Theile obiger

Disjunctivgleichung (2) hinzugefiigt, die Gleichung der getr Theile in Fig. 107 darbietet.

§. 6.

Aufgabe 5. Es sey ein parabolischer Flichenraum durch seine Gleichung gegeben,
ferner auch noch jene einer Dreiecksfliche. Man soll nun von ersterer durch gezogene Sehnen,.
welche mit den Seiten des Dreiecks gleiche Linge haben, Segmente abschneiden, sie von der
parabolisehen Fliche trennen und dergestalt an das Dreieck anlegen, dass hierdurch ein von
parabolischen Bogen begrenzter Flichenraum entsteht. (Fig. 108 ynd (09:)

Ist die Gleichung der parabolischen Linie y:vg—..r. so ist jene des parabolischen
Flichenraums:

(1 _1/:(:—-‘/5) E;}g (+V‘ft_). Ferner die G,leichunlg der Dreiecksfliche 4BC sey
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&) 0429633929 . 0045484)‘»5_‘4}501‘53;‘;%63’0 59153484) )é g

?/_ +s 1110983
08112102) 1, o ¢ ;
3)£+5 93633433(52“3484))’,

wobei .zu bemerken ist, :dass die drei Seiten dieses Dreiecks, nimlich 2 =2 1049, b=6-7486,
c775:486; [erner. die, Winkel 4 =16 8/ 374; B=—=118° 26/ 114 und C=45° 25/ 6 sind,
und der Neigungswinkel der Seite ¢ gegen die Achse z oder ®=23° 15/ betrigt. — Durch
eine einfache Rechnung findgt man ferner, dass Sehnen der Parabel, deren Coordinaten be-

a — i —6; a=V18; =2; =—V‘f
ziehungsweise «=—1}; = _l-,. ferner «a=6;p 185 nd endlich 3 B . -
o =5y f= V15, o=8; #=V2%; w="; pi=—Vor;

sind, gleiche Linge miy den an;mnt,en Dreieckseiten - haben, und zwar der Ordnung nach
jenen von a, b, ¢ gleichen. Die entsprechenden Neigungswinkel derselben gegen die Achse 2
sind von B'Coder #=18010/574, jener von A C oder b==46°14/20-3"; und jener von 4B
oder ¢=23% 6/ 1414,

Nun' bestimmeé man ‘fiir ‘die dreifach verschiedéne Bewegung der zu dislocirenden pa-
rdbolischen Segmente ‘dle drei entsprecheiiden Systeme von Dislocations-Formeln, von denen
jédoch hier der Kilize wegen ‘nur die Formeln 1T aufgeﬁ!hrt werden sollen.

1) Fiir die Dislocation ‘von 4CO nach AC, ist a=%; ¢/ =3; f=—1; p/'=8;
0°=— 6°50/43-3"; daher sin.p=— 0°1191558; cos.0=0-9928719.
2) Wegen Dislocation von 4B C nach AB ist a=2; a/=3; f=—1V6: fr=38;
6°==469 217 (415 ddher sin. 0 =20-1236169; cos. o= 0-6902022.
3)" Wegen Dislocatioti ‘des Flichenstiicks BCa nach BC ist' e =6, o/ =49945184:
B= 18 = 42426407, B'= 88569249, 0°=— 66" 38/ 37-3#; daher sin.o= 09180571,
cos. 0 = 0'3964397.
Unter diesen Voraussetzungen erhiilt man der Ordnung nach:
1. Fal. |T=0'09287192/— 01191558y’ — 1-6920360;
B y=0 11915582 — 0 9928719y’ —9-3004426;
3. Fall Z=069020222" - - 1236169y — 5 *8595418;
y =— 072361692’ 4 0°6902022y'— 5-8002566 ;
3. Fall. \Z=03964397a 4091805713 —4-1111999;
ly=—0-39643972 +0-3964397Ty* + 8:4961311.
Dlese Formeln auf unsere obwe Gleichung angewandt, liefern folgende, Ergebnisse, und zwar
der Prdnnng nach:
(3) y'= 92366243 —0-11088162'2-1"3:0235653 2/ — 0-002 (079 2/ — 15685629 ;
(4) 3'=10-6821989 + 0-98543822/+ V 65856 149 1 17761355 27 — 0-1260809 2°°;
() y'= 9-31083862/—12- 66837734V 48- 27617522/ 40623401122 —337.2522846.
Digss nun der wesentliche' Theil der Rechnung, wornach man sich die Zusammenstellung der
Betiéfienden Disjunctivglieder leicht selbst hinzndenken kann.

Abh. V. % 82
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.

[

Py

Au}'mb( 6. Es seyen dle Glexcll;un«en zweier Flichenriume geveben, man soll auf
analytischef’ ‘Wege den]émce)l Theil der Fliche bestimmen und durch die entsprechende
Gle‘lchung darst(ellen, welchen’ diese Flichen gemeln haben.
Pibse ‘Atifgabe, deréh Nothwendigkeit sich fir die folgenden Probléime erweisen wird,
findet 'in Nachl‘o]vendem' fhre al‘lgememe Lﬁbung — Es séyen' die' Gleithungen der beiden be-
tréflenden Fliehen

W =30 §t }y | wd @) y=/ 3
so ist klar, dass die GIexchung ihres. ggmeinschafdichéﬂ ‘Thextles, da sie wieder eine Fliche

57 : i

repriisentirt,’ von' dhnlicher Form, wie etwa'y= F(x)gg gF'(.r) seyn werde;

Ungere ;ganze Aufgabe bezieht sich demnach darauf, aus den Funclionen ¢.(z), ¢/ ()
und f(z), f*(z), jene von F(xz), F/(z) zu finden. Wir konnen dabei der grassten Allgemein-
heit véllig unbeschadet ehmen, dass die.g Functionen vorliufig nur aus je einem
Disjuncliv-Gligde bestehs “da der entgegensk ehend Fall, wenn er eintritt, keine abgeinderte
Behandlungsweise erheischt, sondern - nach den allgemeinen Regeln unsers Algorithmus be-
handelt werden muss. Da die moglichen Verbindungen zwischen den wechselseitigen «verin-
derlichen Grenzwerthen nur folﬂendc vier Bedxngungsglelchungen hefem-

1) 9@ =/e) 2 e@=/() ) PR=/@) 4) ¥ie)=F @)
so0 sind in Allem nur nachfo]gende fiinf Hauptfille moglich: ) entweder, liefern diese vier
Gleichungen gar keinea moglichen Werth fir #, oder 4)es bietet nur eine, unter ilinen einen
miglichen Werth dar, oder ¢)es ist dieses bei zweien, oder d) bei drei, oder endlich ¢) bei
allen vier Gleichungen der Fall. Betrachten wir diese Fille nun einzeln.

a) Keine der vier Gluclumvm hrfcrt einen moglzchen Werth fur z. Hier ist nor einer
der beiden Fille miglich : 1) entwcder beﬁnden "sich beide Flichen wie in Fig. 110 ganz ausser-
halb, oder 2) eine, wie in l‘w AL, st ganz mnerhalb der andeqn. Ein - verlissliches Kenn-
zeichen fiir den einen und dcn andern F:lll heferl. der Umstand dass im erstern Falle die
Grenz-Intervalle der bcldcn GIcnchunf'cn 0! und (2) der Flichenriume sich wechselseitig aus-
schlicssen, im zweiten dawe"en das em, 8 innerhalb des Intervalles der andern Gleichung
liegend gefunden mrd %u emexker; lSL hxebel, dass f¢lls die Grenzwerthe der beiden Glei-
chungen nicht ersncht[nch vori'lgen, leSe fruhel gesucht werden mussen Dleses ist gewohn
lich, wie schon gclevcnhelthnh crwihnt wur e, der Fall bei allen sich seibsr. ¢ enzenden, in
sich zuriickkehrenden Curven, deren unterer und obcrer Grenzwerth dem ‘Minimum und Ba-
ximum der Abscisse 2 entspricht Man findet diese miuélet 'det bbideti' Eleichungen

(#)=¢'(2) und fiz)=f* (2).

b) Jene vier Gleichungen ligfirn pur ¢imen méglichen Werth ofir. . Digser- Fall. entspricht
jedenfalls ciner Beriibyung der heiden Flichenriume, wobei sie wiederentweder .1)iganz aussers
halb einander oder 2) ganz innerhalb cinander licgen kdnnen.,Das Erstere findet stayt, wenn
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die Grenz-Intervalle sich wechselseitig ausschliessen;: das:Zweite, wenn das eine Intervall ganz
innerhalb des- andern liegt, wie in Fig. 112 und Fig. 115. — Auch kann man aus dem An-
blicke der ‘Gleichung stets erkennen, ob diese Berithrung in einem obern oder untern Flichen-
theile vor sich geht:

) Jene vier Gleichungen ligfern nur zwei . mb‘glzc]te versehiedene Werthe fur z. In diesem
Falle sind nachfolgende untergeordnete begriffen.

Vorerst muss der Fall erwihnt und ausgeschieden werden, wo zwar alle vier Glei-
chiingen mé&gliche Werthe'fiir z liefern; also im Ganzen vier, von denen _]edoch ;j¢ zwei und
zwei einander gleich sind, Es wiirde dieses der Fig. 114 entsprechen, und ist, wie Teicht ein=
zusehen, nur ein specneller Fall des funflen unter ¢ aufzustellenden. Wir haben also nur den
Fall hier in Betrackt zu ztehe.n, wo' uberhnu’pt nur'zwei Gleichungen zwei mégliche verschie-
dene Werthe fiir o liefern. Bei dieser in der Natur unserer Eintheilung liegenden Beschrin.
kung findet stets ‘ein theilweises” Titeicaviderseyn’ oder eine ‘partielle Duichdringung der beiden
Flichenriume statt, und unser Augehmerk haben wir bloss auf die besondern Umstinde zu
richten, unter welchen cllqselbe auﬂritt Dmse aber! wgrden led:ghch dadurch bedingt, welche
von den obigen vier Gleichunger jene 2wei ‘Werthe liefern, und in welchem Verhiltnisse sie
zu ' det'etreffenden' cotistantén Grenzwerthen' der Gleéichungen (1) und (2) stehen. )

Es crgeben sich }nefbel drei Hauplfille, welche n Flg 115, Fig. 116 und Fig. 117
veranschaulicht smd. @eren Dlscpssmn\wdr(den) Leser selbst gberlassen.

d) Jene vier Gleichungen liefern 3 migliche unglewh: Werthe fur 2. Auch hier mus
wieder der Fall erwihnt und ausgeschieden werden, wo zwar alle vier G]emhungcn mO"llC]‘lE
Werthe liefern, unter demen jedoch;zwei ginander glejche sind. Er entspricht der Fig. 118
und ist als ein specieller Fall des nachfolgénden iu bétrachtéenf  Es verbleibt uns also nur
der Fall, wo drei der obigen Gleichungen moghche verschiedene Werthe geben, wie dlCSES
bei Fig. 119 z. B. der Fall ist, und endlich:

e} Alle vu{ €Glezchhngm ligfern® \Jede hur cinen iglichen, verschicdenen Werth.  Dieser
Fall begreift, aussér’ den s&hod erwaHnten spéciellen Fal]en, weiters keine andern mehr in sich,
und entspricht, der in Fig. 203  dargestelltgn, allgeme;nen Lage der beiden Elichen. Diess
vorausgesetzt, lassen s:ch ohne viele Muhe r, alle, genannten Falle die Glelghungen des ge-
meinschaftlichen Flichenantheils finden, wie wir dleses fiir die wichtigsten sofort auch thun
wollen. Bezeichnet man nimlich mit ¢, «/, «*, al die vier Grenzwerthe der Gleichung (1)
und (2), und bedeulen ferner m, m‘, m', m'" der Ordnung nach die allfallsigen Wurzeln der
vier Bedi 1gen, : endlich, falls diese Gleichungen mélir -als bloss eine Wurzel
hdtten, n' n" ‘i W, 3. w.; so entsprechen die nachfolgendéh' ‘Gleichungen deh dabei
namhift: gemachten ' geometrischen Objecten. & o

‘Diéss sind 'di¢ Hauptpunete einer Untersuchung, welthe, ich will és "itehe- Tugnen,
um vollstindig- und erschoplend genannt zd werden, aller dings'eine nech wisfihilickérd Dai-
sle“ung bediirfen 'mag. ‘Indesseti will iéh mich Begenwlirtig ‘Beghiigen, 'dém (veS'lglen ciigé;

olﬁeﬁeh’ Fhller ‘erisprechénde’ l*uhctmﬂSgIéxch‘uhaen der nllaomlams:eﬂ Féim bmm{hgen. et
8‘) »*
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Setzt man . nirlich obige Functionen (1) und (2) als. die gegebenen voraus, und) bes
zeichnen. beziehungsweise a, o/, '/, o/ die Grenzwerthe: von 2, m, m*, m*, m!¥, n, nt;:n#, o/
u, s, .w.;wig;oben erwihnt wurde, die fiix 2 gefund _Absci erthe der. Durchschnitis~
und Berithrungspnncte, so hat man z. B. als al]gemeine Gleichung des Falls ¢, Fig. 198:

o) ?=:(:fr w>}f5 ggﬂxg

als Gleichung des gemeinschaftlichen Fihd:enthells A4 ECD, in genannter Figur, oder als all-
gemeine Gleichung des Falles. ¢, Fig. 116:

@ = (e} = pa3) 33 (g} » friod)

als Gleichung von.4BCD, .qder als nllgememe Glewhqu des Falles ¢, in Fig. 117:

6 y=({93» ow3) & 3 ({ﬁ(z)})
als Gleichung des Theils ABC Dem Thelle.d BC, Fig. 118, Fall d, eutspncht die Gleichung:
I

0 y=({e3e f3) £ 3 (g o3 €f<f3

Die Gleichung des Theils ABC an 119 jst:

me

0 v= (o) 13 (g - )

Und endlich dem Theil HEFG in Fig. 120 emsprlcht die Glelchung

i

® = (§f«:)3 {m})% 3(&"’3 HE 3)

Diese Bemerkungen mdgen genﬂgen, und wir glauben uns sofoit emer weitern Azi-
wendung dieses Gegenstandes zuwenden zu_kénnen.

$. 8

Aufgabe 1. Ein Flichenraum- von beliebiger, aber besti r Begr g, wie z. B.
ABC, Fig. 121, oder OPQ, Fig. 122, oder auch ein begrenzies, Curvenstiick; wie 4B in
Fig. 123, bewege sich in der Weise in einer Ebene, dass ein ausserhalb - oder innerhalb der
Figur liegender mit derselben in fester Verbindung stehender Punct O, eine gewisse Bahn
beschreibt, wihrend zuglemh die ganze Fliche oder das Curvenstiick: um eben diesen, Punct
als Drehungspunct rotirt.  Wenn nun das Gesetz der beidea Beweoungen dumh Angabe ihrer

respectiven Zcitgleichuugen, und dic Bahn sowohl wie die Fliche gleichfalls du.rch ihre Func-
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lionsgleichungen gegeben sind: so friigt es_sichj welche ist die Glexchung der von derFliche
oder dem Curvenstiick heschriebenen Bahnfliche?

uligs i Schon mit . den 'Bewrachtungen des vorigenParagraphshaben. .wir uns .einer ganz ei~
genthiimlichen: Glasse :von Problemen zuzuwenden. bégonmes, .welche, nicht -nur an,und fix
sich interessant seyn diirften, und jedenfalls in dem Aufbau der analylischen Geometric keing
unbedeutende Liicke ausfiillen, sondern die auch in mehr als\ in emer Beziehung von unstreitig
grosser praktischer Wichtigkeit seyn werder. A-Was unsere gegenwhmge Untersuchung anbe-
langt, so. ist schon auf den ersten Augenblwk texsichilich,. dags:unsere. Aufgaba sich auf dig
Angabe besonderer Maxima und Minima stiitzt, die sich aber von der gewohnlichen, geomes
trischen wesentlich darin unterscheiden, dass sie sich nicht wie diese auf den in Ruhe befind-
lichen, sondern aul den in Bewegung begriffenenen 'gecmétrischen Geégenstand beziehen. Be-
wegt sich nimlich eine Fliche Q, Fig. 124, in yorerwahnter Weise in der Bahn RS, so muss
sich fiir Jede bchehxge Ordinate p¢ der Punct, derselben, 2 B. ,M angeben lassen, we]cher
im Verlaufe der ganzen Bewegung beim Durchdrmgen dleser Ordmate, sie von allen am héch-
slen etwa 1m Puncte m tnﬁt wahrend zugleich ein anderer Punct dieser Flache, z. B. N, die
Ordinate im Minimo schneidet. Bei dxsconunulrllchen, d.h bel allen zusammengesetzten und
willkiirlich .. bqgrenzten geometrischen Objecten, z. B. Polygons-FIhchen u s w. (s. Fig. 1_,.,,
lassen . sléh tioch..andere Puncte angeben, 'z B. M/, M” M und N Ny N4 s s, w. Fig. 207,
die diese Ordmate in den Puncten m/, m", m*, n', n", n' u.s. w. treffen, und da alle
1wnscllen cinem zusammengehonocn Maximum und Mmlmum llegenden Puncte von der’ Flache
bedeckt erscheineri, so werdén in letzterwnhntem Falle éinige dieser Pincte zweimal; ‘andere
sogar dreimal und noch &lters von der Fliche bedeckt, und ' geben sofort zu einer mehtfichen
abweichend geformten Bahnfliche, wie in Fig. 12! dargesleﬂt ist, Veranlassung Bei dén con-
tinuirlichen Flichenriumen geschieht zwar ebendasse]’be, Jedoch kann hier der Ubergang der
Bahnflichen offenbar ziweilen auch ein contmulrllcher seyn. Uh nicht ‘schon glelch anfling-
lich den Einfluss der Grenzwerthe beachten zu mussen, wollen' wir vqraussetzen, wir hitten
vorerst nur mit unbegtenzten oder sich selbst begr den Flichenri es zu thun, und’
weiler unten erst auf diese Beschrinkung zuriickkommen.

1) Diess vorausgesetzt, sey (1) die Gleichung fiir den Flichenraum und (2) jene fiir

die Bahn des Punctés, und zwar:

0 y=fl E g/’ und (2) y=w(a)

Weandet man hicrauf unsere bekannten Dlslocauons Formeln IL. an, d.h. setzt man in (1) statt

“) Da, wiewohl nicht nothweadig, doch in den am hiufigsten vorkommenden Fillen die Doppelférmigkeit der
Gleichungen solcher Figuren, die wieder in sich zuriickke’ ren, in ciner geradén Wursel ibren Giutid hat,

so hitten wir auch stait .
r=(n—vr) Eug (n+vw)

schreiben kbnnen, wobei A/ und ¥ anfinglich als reine Functi von 2, nach ihrer sofortigen Behandhung:
bis ,(5) als solclie .von ' und ¢, vy gelten hauen. — !
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“‘l’.""" Ve =d (g — 8)sin.o F (2! —d)cos. oy
y =8+ (y/— &) cos.o— (2'— d') sim. .
(s. Abschditt'I,§: 27);-s0 erhdlt man, nachdem man y’ bestimmt, und in’seine Doppelwerthe
zerlegt hat eine Gleichung; welche, da d'und & véllig constante' Grssen sind, von der
Form (3) seyn muss, d. i.

®) y=Flaid, ¥, g Egg‘p(él, s 8, );

und-di der Dehungspunct’ nach seiner ‘Verleg:mg stets 'in der Bahnlinie liegen soll; wegen:
orie={df, ‘offenbar auch:

() = Fldy 0@, o § 83 F @b 0

d. 1 eine Clé'ic'hung, welche atséer von z/ noch von den Grissén d' und 13 thﬁn’gl. - Be-

derikt man’ ai.b"r, 'dass -§6wohl "die” Bewegung 'des’ Drehungspunctes in der Balinlinie, als ‘auch

der Drehungspunct e bloss’ a]lem von deér Zeit ¢ abhingen, und somit beide durch i'hl‘é re-

en geben $hd, d. h, dasé z B. d'=v(t) und o= (); so érhilé
in (4 sofort: '

HYT

ihrer Abh gngk\elt yon, der Z,en.. Snc iefert fiir j “en Zeltmoment ¢ dxe Glelchung des Ge-
gensland;;s in 8 semer cntsprechqndep Lnge.—Dwse Glelchung (a) mussten w1r uns verschaﬁ'en,
um,_unsere Aufgm e lPsen zu konuen, .

UnserF ganze Untersuch, wiirde einer schnellen Losung entgegenellen, wenn wir
fiir chen.bepeblgen constanten Wenh von z dlc beldcn Zeitmomente, die im Allﬂememen,
vcrscluedEn smd .24, besummen v.?rmochten, in denmt dle dlesem z cul‘spl‘echende Ordmnte,
¥, das ewcmal 1m MaxTUEno, dns andermal im Minimo von unserm ObJecte gcsclmxtlen wxrd
Dleses kann aber kemer nndern als hochstcns einer rein analytischen SLhwlengkelL{ u
mr uns hier e}ﬁenlllch mcht 24 hckummern haben, upterliegen. — Nnch den bekann[,en Leh-
ren ubcr das Maximum und’ Mmlmum hitten wir daher unter Vo.\:msseuung, dass 2/ gine.
constante Grosse sey, die Gleichun,

AN 6) y=% =, l)'ao{f"_(x/ o]

zu dlﬂ'erenzxren, glelch Null zu setzen und ¢ zu béstimmen, d. i.

(1)5%( [) d%l("’)z

als Glelc‘wng aufzulosen.

Es kémmt nun darauf an, ob man bloss die einfache oder Hnupt.bahnﬂhche. wie in
Fig. 12( und 123, oder abey zugleich auch’ wie in Fig. 12 2 die untergeordneten zu erhalten
wiinscht. Ist Ersteres der Fall, so behali man flir ¢ nur jene zwei Werthe bei, die dem ab-
soluten Maximum und Minimum von y’ entsprechen. Ist Letzteres der Fall, so hat man bloss
alle jene Werthe, welche keinem, selbst auch keinem relativen Maximum oder Minimum ent-
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sprechen. apszuscheiden,, dig, iibnigen, . abier.statti £-in. unsere . obige. .Gleithung (5}, au:-setai

Bezeichnet man, diejenigen Werthe von: § (244 nnd § ('), welche/durch, Substitution: der
absoluten nnd relativen Maxima - upd Minima- Werthe, erhalten werden, beziehungsweise vom
grossten u.nd klemsten ausgehend mit @, @, G u. s w, und £, .ﬁ K4 u, ]w welche
naturllch durchnus blossé Functionen von' &' sm\a 50 erhélt man adsc}”lﬁ‘luﬂ%”&ei"verlangten

iy

einfachen uncl der vollstandlgén Bahnfliche der brdnung hac
(8 ) 7= E g un& ; ’) E‘#'g“@ m@’m @”)

e

Man sneht daher, dass in spem,el]en Fa’llen ,dle,Mog elt emer vomém ]‘)'ur(;hfuhmng
der Rechmmg gmsstenthenls durch denUmstand bcdmgt wnrd, ob man. die Gleichung (7) nach
¢ vollstindig. aufzulésen und die Werthe, dle,kemem Manmum oder Mln.lmum .entsprechep,
im Allgemeinen auszuschexden vermag. Letzteres wird sehr, hauﬁg dadurch iiberfliissig, dass
man in besondern Fillen, wie z. B. in dem weiter unten anzuf‘uhrenden Belsp' le. schon aus
der Natur der S;\che erkennen kann, ob jene Glelchung ausser dem Werthe ‘d’a‘is _absqlutg
Maximum .und dem fiir das absolute M;mmum noch andere besitze oder nicht, —

2. Ist, der' in Bewegung begriffene. Gegenstand eine vollig ‘willkiirlich begrenzte Curve
oder eine derlei Fliche, so findet.man die .verlangte Bahnfliche auf folgende Weise. Es sey
(10) die Gleichung unsers begrenzten Gegenstandes; und.z’ die einer gewissen .Ordinate gy’

entsprechende Abscisse-
0 y=§rwd §33 Yl

und jene der Bahn des Punctes wie oben y—« z). — Wendet man nun unsere bekannten
Dislocations-Formeln nicht bloss auf die’ Runctions-Gleichung selbst, sondern auch die For-
meln des Systems I auf die constanten Grenzen derselben an, so erhilt man aus (10) wegen
& =d(d); d'=y(f) und p=m=(¢) mit absiehilicher Hifiweglassung dét Accentuirurg’ offenbar

eine Gleichuug von der Form (

() v=g9() ng,t)g/ :)g gq EF’x,e)(y(t)

als Gleichung unsers Gegenstandes fiir Jeden behebngen Zeitmoment ¢.

Ein Blick auf die Gleichung (11) ubel‘zeugt zur Geniige, dass die beiden Grenzwerthe
fiir @ némlich g/(¢) und ¢'(¢) lediglich von .¢ abhingen, :was, auch nieht -anders zu erwarten
war, Es,ist fiir unsere Aulgabe-unerlisslich und' aich sonst. nichti obné-Interesse, genau den
Zeitpunct..zu kennen, in welchem gin solches begrenztes; Objeet :in -eine . gewisse.:Qrdinate y*
eintritt, und auch wieder aus ihr austritt. Diess erfihrt man sehr leicht durch die Anflpsung
der beiden Gleichuagen ¢ ()= und. tp’(l)_a‘/, wabei .24 die der Ordinate, 3 emtsprechende
Abscisse bedeutet. Kennt man diese , beid sie mobgen. dusch 4 und ¢ be-
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zeichnet: 'werden. 40 hat: iman-dofort’ die oben bLesprochene Untersuchung zu fithren; d.hi >am-
‘zumittehn, - Rir: welche Werthe von ¢, d. i, in welchen Zeitpuniéten die Gleich

(12) y'=F(a, DERCAN .
Maxima, und Mxmma hefen Es seien diese Zeatmomente oder Werthe von ¢, z, 1‘, o, o s.w
welche ‘simmtlich als ‘PBlosse Funcuonen von z auftretend, mmelst Dlﬂ‘erenuauon der Glu;
chung (12) nach den bekannlen Regeln gefunden werden, so hat_ man nun vor Allem’ zu un.
tersuchen, ob einer oden mekrere dieser Werthe zwischen dem Zeitlptervalle sty hggen, d.h.
grosser als £ und Kleines als ¢, sind oder nicht. Mit andern Workten rausgedruckt, soll dieses
heissen: Man erforsche, ob zwischen dem Zeitpuncte des Ein- und Austrittes des Objectes
n‘gend ¢in'! Mnklmum oder Mfﬂfmum, oder beides zu Stande Komme oder nickt, Tet Ersteres
der Fall, 55 Kot 'man fof t in die obige' Glelchung (11) beziehungsweise Bloss: dleje‘mgen det
Werthe 'z, ¢, ¢\, "s. w. 'pu'"Setzen, weélche” dem verhalmissmissig grbssteﬂ ‘Maxiinutn und
’klemsten Mmlmum dér Fuiiction entsprachen, die sich innérhalb jenes ‘Zeitinitetvalls ‘vor:
ﬁllt'rlagegen wahrend dieses Zeitraums kem Maximum und Mmlmum, 50 hﬁf Han
i dic béiden’ Grenzfuncuonen, di¢’ aus’ g() =/ und 9! (f)==a' fir ¢ gefundenen Werthe” 3
und t, 7u setzéi, " Bezeichnet ‘man die auf diesem ‘Wege erhaltenen Werthe der Funcuunm
F(ryt) und Pz, ) mit' £ und @, so begreift man leicht, dass sie in jedem Falle vorliufig
nock als-Functionenr ¥on #-und iz} auftreten: -So lange dieser Unterschied besteht, bedentet
unsdre- Gléicktivg ‘jene'dés Objectes in' einer Lage, m welcher- sie ¢ber die Ordinate y/ (als
die zu 2/ gehérige) im Maximo und sodann auch jene, in der sie dievelbe im Minimo durch-
schneidet. Wird dagegen j jener '} Unterschled aufgehoben, d. h. /== gesetzt, so erhilt man
fiir & und & bdbloss Funcuonswehhe von: z, ugd unsére gefundenc Gleichung ist sodann jene
der gesuchten Bahnfliche, néimlich:

5 y=@§83@

pngd, falls mehrere, Maxima u.pd ‘.Minjmagc_laz.wischen ligen:.

(14) g=(Ro' oK) gsg (G 0® a@,
Ein Beispiel wird das Gesagte erliutern:

$. 9.

Beispisl. +Es lsey: ein'-begriinztes Stiek einer geraden Linie, und ein ausser ihr
liegender, mit derdelben ih fester Verbindung' gedachter Punct 0 gegeber: Der leiztere
bewege: sich “in -eirer.) cubischen'’ Parabel als Bahn, und fihre ‘zugleich jene “Gerade
it -gich A

11 Wenn ‘nun'-diése Bewegung nach einer gewissen: Zeitgleichutig. vor sich geliv;: iind
jene ‘gdrade 'Linie--sich -ebenfalls. nach eimem igewissen- Zeitgesetzé' wm -den 'Pdnct -0 bls
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Drehungspunkt drehet: so fragt es sich, welche ist die Gleichung der Bahnfliche jener

Geraden ?
Es sey demnach die Gleichung einer gewissen begrenzten geraden Linie

) y=g2z+3§.

Ferner seyen d=2, § =5 die Coordinaten des anf“anghchen Drehungspunktes o.
Wendet man unsere bekaunten Dislocations-Formeln I und II auf (1) an, so findet

man nach gehériger Reduction:

9 ; )
(2.) y=(d* — cos. 0)2 8+ %%)(1’ — d’)g(d’-l— 3 cos. o — Bsin. g);
Setzt man nun =104 und nimmt man sofort an, die fortschreitende Bewegung

in der Bahn geschehe nach der Zeitgleichung: @ :%; und die Drehung um ¢ mnach der

4
Gleichung ¢ = arc. cos. - so erhélt man

3”_( )£1088+ 9;4—339wa_163 (’1 _3‘/‘1

qee—uV A (8

Da hier augenscheinlich Anfangs- und Endpunct diejenigen sind, welche die Be-
grenzung der ganzen Bahnfliche nach Oben und Unten auf sich nehmen, und es zwischen
ihnen keinen Punct gibt, welcher ein Maximum oder Minimum herbeizufiihren im Stande
wire, so hat man wegen:

xl = _5 und 2z = BV 1 —_4., unmittelbar ¢ = V_,
¢
und = V, ; ‘———‘_,._—
N2+ T — 16w
diese Werthe in obige Gleichung gesetzt, gibt endlich:

"o (1038 z+10—539V'% —wzn) 3 und

202 — 10V — 1657

(91442284824 1088V T57-1627.539 V/ 31017-680022 6722V 471-162)212-V 55 71-62%)
383882~ 1828V 457 — 16 22 — 914 V 37011 — 6800 2% — 622/ o5 —1g o0

demnachist: (4). y=(B)ggg (G) die Gleichung der gesuchten Bahnfliche. —

§- 10.

Aufgabe8. EsseyenFig. 125 in der Coordinaten-Ebene zwéi i Flichenriume MNO und PQR
qegeben, von denen der Erstere als in vollkommenér Ruhe heﬁndhch der zweite dagegen als in
doppeltcr Bewegung beu'nﬂ'en vorausgesetzt wird, nimilich in’ civer fortschreitenden und einéf

Abh. V. 83
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votirenden, beides nach einem gegebenen Zeiigesetze, und nach einer vorgezeichneten Bahn-
linic in frilher bezeichneter Weisc. Wenn nun der bewegte Flichenraum durch den in
Ruhe befindlichen wiibrend seiner Bewegung theilweise durchgehet: so frigt es sich:
1. welcher Theil der ruhenden Fliche MNO wird von dem bewegten Flichenraum wihrend
seiner Bewegung bedeckt? und 2. welches sind die Zeitmomente, in denen jene Fliche in
die MNO cintritt, und aus ihr austritt?

Der erste Theil unseres gegenwiirtigen Problems findet, wie der Leser selbst ersehen
wird, in der gleichzeitigen Anwendung der beiden vorhergehenden Aufgaben 6 und 7
schon seine vollstiindige Losung. Man hat sich nimlich vor Allem nach den Vorschriften
des Paragraphes 8 die Gleichung fiir die Bahnfliche des in Bewegung begriffenen Flichen-
raumes PQR zu verschalfen, welches, wenn nicht analytische Schwierigkeiten entgegen-
stehen, keinem weiteren Anstande unterliegt. Ist dieses geschehen, und hat man sich
die Gleichung der Bahnfliche abed verschafft, so ist sofort diese Gleichung mit jemer fiir
den Flichenraum MNO zu vergleichen, und es treten die im §. 7 gegebenen Vorschriften
an deren Stelle, d. h. man wird nur noch auszumitteln haben, welchen Theil der Fliche
die Bahnfliche abcd, und jener Flichenraum MNO mit cinander gemein haben. Ist dieses
geschehen, so ist der. erste Theil unserer Aufgabe gelost.

Es ist in der That keine unwichtige Aufgabe, die wir uns noch weiter gestellt,
nimlich den Zeitmoment zu bestimmen, in welchem die ecine Fliche in die andere eintritt
und austritt. Dieses geschieht nun auf folgende Weise:

Dic Gleichung des in Ruhe beﬁndliclx.cn Flichenraumes MNO steht jedenfalls unter
der allgemeinen Form von (1) y=® (z) Egg 0 (z); so wiec jene des bewegten Flichen-
raumes PQR in jedem Augenblicke seiner .Bewcgung nothwendig die Form hat:
(Qy=/(x, t)gsg/’ (2.4); in der sie unmittelbar nach Anwendung der Dislocationslormel aul-

tritt.  So lange ¢ selbst unbestimmt bleibt, ist auch die Lage dieses Gegenstandes véllig
unbestimmt, doch jedenfalls eine solche, wie sie ihm im Verlaufe sciner Bewegung zukommen
kann. Nun ist es ecine Eigenschaft aller Flichen (und aucli Kérper), dass sie eher, als sie
in cinander eindringen, sich berithren, und in diecsem Zustande im Allgemeinen nur einen
Punct mit einander gemein hahen. Ein Gleiches geschieht natiirlich auch beim Austritte.
Liefern daher die vier Gleichungen:

Ly (@)= f(z.0: 2, ¢ (2)=f (2, 0); 3, ¢ (2) =/ (. 4); 49/ (z)= /' (z,¢); fir einen gewissen
Werth von ¢ nur einen, und fiir einen andern Werth von ¢ einen zweiten verschiedenen
Werth fiir z, so sind diese Werthe von ¢ dic Zeitbestimmungexln des Aus. und Eintrittes,
Analytisch findet man beide Werthe von ¢ sehr leicht in jedem vorliegenden Falle dadurch,
dass man denjenigen Functions-Bestandtheil (gewohulich eine Quadratwurzel), wodurch die
Mehrheit der Werthe obiger vier Gleichungen eben bedingt wird, Null setzet. Kurz, man
suche auf gewshnliche Weise die Bedingungsgleichung fiir die Berilhrung, und bestimme
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dieser gemliss die Grisse . Diess ist die Losung des zweiten Theils unserer gegenwiirtizen
Aufgabe. Wir gehen sofort an die Losung der beiden folgenden noch schwierigeren Probleme.

§- 1.

Aufgabe 9. Es befinde Fig. 126 sich in einer Ebene eine unbewegliche Fliche RSPQ
und eine Curve 4B als Bahn eines Punctes eincr zweiten Fliche MNO. Diese letztere be-
wege sich in der Weise, dass ein mit ihr in fester Verbindung gedachter, ausserhalb oder
innerhalb liegender Punct ¢ dic Bahm 4B beschreibt, und die Fliche selbst sich auch
zugleich, beides nach einem gegebenen Zeitgesetze, um diesen Punct drehet. Wenn nun
die Lage der Bahn und jene der Fliche eine solche ist, dass ein theilweises Eindringen der
einen Fliche in dic andere im Verlaufe der Bewegung nothwendig erscheint, so entstehet die
Frage: wie lisst sich auf rein analytischem Wege derjenige Theil der in Bewegung begriffenen
Fliche MNO, nimlich myn bestimmen, welcher in die ruhende Fliche PQRS eindringt? -—

Da es sich hier nicht um die Bestimmung des bei dicser Gelegenheit abgegrenzien
Theils @fyd ... der ruhenden Fliche PORS weiches ja eben im vorhergehenden Paragraphe
zu finden gelehrt wurde, sondern um Coordinaten-Bestimmungen an dem in fortwihrender
Bewegung und Drehung begriffenen Gegenstand MNO handelt: so gewinnt cs den Anschein,
als ob gegenwirtiges, und noch weit mehr das im folgenden Paragraphe abgehandelte Pro-
blem zu den schwierigsten, die dic analytische Geometrie bis jetzt aulzuweisen hat, gezihit
werden miissten. Ja, wir glauben uns nicht zu irren, wenn wir behaupten, dass Aufgaben
dieser und dhnlicher Art fiir die analytische Bebandlung bisher geradezu unzugiinglich waren,
und der geehrte Leser wird den Grund hievon ganz richtig in dem Nichtvorhandenseyn
passender Dislocationsformeln suchen. —  Gleichwohl konnen auch dicse Aufgaben, das Vor-
hergchende vorausgesetzt, auf folgende dem Wesen nach, héchst einfache Weise, gelost werden.

Eine leichte Uberlegung nimlich lisst uns erkennen, dass es fiir den Erfolg unserer
Untersuchung vollig einerlei ist, ob wir uns das Object RSPQ in Ruhe, dagegen die Fliche
MNO in angezeigter Bewegung begriffen vorstellen, oder ob wir vielmehr umgekehrt uns
MNO in vollkommener Ruhe, das Object RSP dagegen in einer Bewegung begriffen denken,
die mit jener der Fliche MNO gleich und entgegengesctzt ist. Dieses ist der Fall, wenn man
annimmt, die Fliche RSPQ drehe sich zugleich mit der Bahn /B uh den Drehungspunct ¢,
jedoch im entgegengesetzten Sinne, und bewcge sich zugleich lings dieser Bahn, und vor-
schreilend gleichfalls im entgegengesetzten Sinne. Man kanun sich dabei vorstellen, cin in der
Bahn AB selbst liegender Punct, z. B. 7, stehe in fester Verbindung rhit der Fliche PQRS,
und gleite in der Bahn /B nach derselben Zcitgleichung, jedoch im entgegengesetzten Sinne
vorwirts. Fiir die analytische Behandlung ergibt sich hicraus die bestimmte Vorschrift, dass
man, um die Bewegung von MNO auf das Object RSPQ zu iibertragen, auch unsere Dislocations-
formeln nicht auf die Gleichung des erstgenannten, sondern auf jene des Objects RSPQ anzu-
wenden habe, Thut man dieses, und sucht man unter dieser Voraussetzung nach Inhalt des §. 8
die Gleichung der sofortigen Bahnfliche des Obiectes PQRS und nach §. 10 den, beiden

83 *
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Flichen gemeinschaftlichen Antheil der Fliche, so findet man als Resuliat die Gleichung des
Flachentheils myn, welches zn wissen verlangt wurde. Diese Andeutungen werden fiir die-
jenigen unsercr Leser, die den bisherigen Anwendungen unserer Dislocationsférmeln gefolgt
sind, hinreichen, um in jedem speciellen Yalle die nothigen Rechnungen, falls sie nach dem
gegenwiirligen Stande der Analysis iiberhaupt ausfithrbar sind, durchzufiihren. Was endlich
die Bestimmung des Zeitpunctes fiir den Ein- und Austritt anbelangt, so reducirt sich auch
dieser Theil der Aufgabe genau auf das Problem des vorigen Paragraphes, indem es begreif-
licher Weise auch hier wieder fiir das Resultat der Untersuchung ganz einerlei ist, ob das
cine, oder das andere Object das in Bewegung begriffenc sey.

§. 12.

Aufgabe 10. Es seyen in einer Ebene zwei Flichenriume MNO und I KL, Fig. 127,
gegeben, von denen jeder in einer doppelien Bewegung begriffen ist, in ciner fortschreitenden,
nach der Bahn 4B und CD und in einer rotirenden um die Punkte 0 und ¢. Beide Be-
wegungen gehen nach cinem gewissen Gesetze vor sich, welches durch dic respectiven Zeit-
gleichungen gegeben seyn soll. Wenn nun die Lage der Bahnen und die Beschaffenheit der
Zeitgleichungen cine solche ist, dass sich beide Flichen im Verlaufe ibrer Bewegung noth-
wendig treffen: so entsteht die doppelte Frage: 1. welcher Theil ihrer beiderseitigen Flichen
erleidet hierbei eine Deckung? und 2. welche sind die Zeitmomente, mit denen diese be-
ginnt und aalhért?

Da die wechselseilige Deckung in jedem Falle nur in demjenigen Theile des Raumes
vor sich gehen kann, welchen dic beiden Bahnflichen mit einander gemein haben, nimlich
«fyd, so konnte man sich fiir den ersten Augenblick versucht fithlen, zu glauben, die L&-
sung unserer Aufgabe Destiinde in der Ermittelung desjenigen Theils derselben, welcher wiih.
rend der Zeit ihres gleichzeitigen Aufenthaltes in diesem Raume von ihinen erfiilit wird. Allein
cine sorgfiltigere Untersuchung dieses Gedankens zeigt, dass er unrichtig sey, und dass diese
Aufgabe nur auf Grundlage und mit Beniitzung nnserer Dislocations-Formeln, und zwar auf
lolgende Weise gelést werden konne,— Es ist ndmlich schon im Vorigen erinnert worden,
dass ¢s fiir den Erfolg solcher Untersuchungen véllig cinerlei ist, ob man Sich den einen
oder andern Flichenraum in Bewegung oder in Rube begriffen vorstelle, wenn man hiebei
nur die Vorsicht gebraucht, die Richtung der Bewegung bei ibrer Ubertragung auf den in
Wahrheit rubenden, im cntgegengesetzten Sinne, d. L. in entgegengesetzter Richtung anzu-
nelimen. Diess hat selbst dann noch seine vollkommene Richtigkeit, wenn das Object, auf
welches die Bewegung des eincn Gegenstandes iibertragen werden soll, bereits selbst schon
eine eigenthiimliche Bewegung besitzt  Es begegnet uns hier der Gedanke, dass ein gewisses
Object gar wobl in ciner doppelten, ja melrfachen fortschreitenden sowohl, als drehenden
Bewegung gleichzeitig begrilfen scyn konne; und es liegt klar vor Augen, dass unsere Aulgabe
dem Exfolge nach vollig identisch mit der ist: den vou der bewegten Fliche LA auf der
rulienden 2N O abgegrenzten Theil zu finden, unter der Vorausseizung, dass der Durch-
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schnittspunct der beiden Bahnen in der zweiten Bahn 4 B fortschreitet, und diese Bahn selbst
sich um den Drehungspunct ¢ von MNO drehe, alles dieses bei gleichzeitizem Vorgange der
cigenen Bewegung von K/L. Durch diese Betrachtungsweise sehen wir unser gegenwirtiges
Problem auf die Aufgabe 8, §. 10 zuriickgefithrt, und dessen Losung, im aoalytisch - geome-
trischen Sinne, unterliegt daher auch nicht der geringsten Schwierigkeit. Bei diesem, dem
ersten Anscheine nach so ungemein schwierigen, und meines Wissens noch nie in Unter-
suchung genommenen Probleme sehen wir uns daher abermals auf eine zweimal hinter-
einander vorzunehmende Anwendung unserer Dislocations - Formeln angewiesen, und wir neh-
men keinen Anstand, zu erkliren, dass wir keinen andern Weg kennen, dicse Aufgabe auf
rein analytischem Wege zu lsen. Die Zeitbestimmungen fallen daher gleichfalls und unter
Einem den Vorschriften des namhaft gemachten §. 10, Aufgabe 8, anheim. Um jedoch un-
sern Lesern cine iibersichtliche Zusammenstellung der bei Losung gegenwiirtigen Problems
vorzunehmenden analytischen Arbeiten zu geben, wollen wir dieselben in nachfolgenden Punc-
ten zusammenfassen:

1. Beziehen sich (1) und (2) auf die beiden Objecte MNO und KL/ in ihrer anfing-
lichen Lage; ferner (3) und (4) auf die Bahnen 4B und C D der Drehungspuncte o und ¢
und sind endlich {5) und (6) die bezichungsweisen Zeitgleichungen fiir die Rotations-Bewegungen ;
so hat man vorerst die Coordinaten a, § und ), ' u. s. w. der anfinglichen und verlegten
Drehungspuncte als bekannt vorausgesetzt:

M=o <z>gs§ vk @ y=/t) § 4@ ) #=PE=50;

@ =F()=S{) (). e=w(); (6). o'=v’ ().
Wiinscht man nun den zur Deckung gekommenen Theil der Fliche MNO zu erfahren,
so hat man diese Fliche selbst als in Ruhe befindlich zu betrachten, und ihrc eigene Bewe-
gung auf K/L zu iibertragen. Diess geschieht mit Hilfe der Dislocationsformeln in der Weise,
dass man erhiilt:

ay f al, o f o oal gl
l l 0 y= L L Sl g g l l f' ; und dieses wirklich ausgefiihrt, liefert
oy o B

cine Gleichung von der Form: (8). y = @ (=, ¢) Egg @' (z (); welche sofort auch die

*) Es gebricht mir keineswegs an bereits durchgefihrten Beispielen dieser Art, uud nur der Gedanke, dass
ibre Auffihrung, wenn sic mchr als blosse Endresultate vorstellen soll, unsere gegenwiirtige Arbeit iiber
alle Gebithr ausdehnen wirde, konnte mich abbalien, sie ohigen allgemeinen Betrachtungen zur Erliuternng
folgen zu lassea. Denn der Sache selbst nach, wiirde der gechrie Leser darans wichts anderes ersehen,
als wovon er schon zam Voraus iiherzeugt seyn wird, nfimlich: dass es in éinzelnen Fillen gar wohl meg
lich ist, die analytischen Schwierigkeiten der erforderliechen Rech gen zu besieg B ders sind és
die Gleichangen der verschiedenen Drei- und Vielecke, dic sich aus leicht zu begreifenden Griinden hier
fiigsam genug erweigen.
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Gleichung des in vierfacher Bewegung begriffenen gedachten Objectes X L[ fiir jeden Zeit-
moment des Vorganges ist.

2. Hat man sich auf dem bezeichneten Wege einmal die Gleichung (8) verschafft, so
hat man weiter zu untersuchen, fiir welche Werthe von ¢ die beiden Grenzwerthe, d. h. die
Disjunctivgleichung y = @ (z¢) w @’ (z¢) ein absolutes Maximum und Minimum gibt. Es seyen
diese Werthe von (=1 (z) und ¢=v’(z), so erhilt man, je nachdem diese Werthe aus dem
einen oder andern Grenzwerthe entsprangen, die Gleichung (9) oder (10);

9. y= ((z,w (_,)) ggg o (.z‘, P (.z‘)); (10). y:tb(z,wt (x)) Eg; [ (m,w(z))

Diess ist nun schon die Gleichung der Bahnfliche fiir das in vierfacher Bewegung begriffene
Object KIL.

3. Nun muss man sofort noch untersuchen, welchen gemeinschaftlichen Antheil diese
Bahnfliche mit unserem in Ruhe befindlichen Flichenraum MNO habe. Dieses erfihrt man
aber, wie schon frither gelehrt wurde, durch eine Untersuchung und Auflésung der vier
‘Wechselgleichungen, nimlich von:

1) 9(@)= b (s 2) 0@)= W (29/(@)); 9 (= vi))s )9 @)= (2w (2)).

Von dem Umstande nun, ob simmtliche, oder nur einige dieser Gleichungen, und
welche unter ihnen mégliche Wurzeln darbieten, hingt die besondere Form der Gleichung
des auf MNO abgegrenzten Flichentheils ab, woriiber bereits die nothigen Vorschriften im
§. 71 gegeben wurden. Die nothigen Zeithestinmungen fiir den Ein- und Austritt des Ob-
jectes geschehen mit Hilfe der Gleichung (8) ganz nach Anleitung des §. 10.

4, Wiinscht man auch in Bezug auf das zweite Object K7L, den durch das wechsel-
seitige Eindringen der beiden Flichenriume sich abgrenzenden Flichentheil auf analytischem
Wege kennen zu lernen, so hat man, indem man hiezu die ganze Bewegung auf die Fliche
NMO iiberirigt, und sich KL/ in Rube denkt, ganz dieselben Rechnungsoperationen, mit
Dlosser Vertauschung der beiden zum Grunde liegenden Hauptgleichungen (1) und (2), d. h,
der Functionen ¢(z) und ¢/ (z) mit /(z) und f(z), auszufiihren. — Man sicht daher, dass
dieses schwierige Problem im analytisch-geometrischen Sinne als vollkommen gelést betrachtet
werden darf.

Von dieser Klasse von Betrachiungen, deren vollstindige Erérterung gewiss keine
unverdicnstliche Arbeit wire, wenden wir uns wieder zu Problemen anderer, wiewohl ver-
wandler Art, wie unsere Leser aus dem Inhalte der nichsten Paragraphe sogleich ersehen
werden.

s 13.

Aufgabe 11. Es bewege sich ein parabolischer Flichenraum opq Fig. 128 dergestaht
in einer Ebene, dass der Scheitel der Parabel eine logarithmische Curve als Bahn beschreibt,
wobei sich jene zugleich um ihren Scheitel o als Drehungsp drehet. Die fortschreitende
Bewegung des Punctes ¢ in der Bahn scy eine solche, deren auf die Achse der & bezogene
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Projection gleichférmig beschleunigt ist. Die Rotation der Achse um den Scheitel dagegen
sey eine gleichf6rmige, dem Drehungswinkel proportionale Bewegung, und die Zeitdauer einer
Rotation sey 7. Es frigt sich nun, welche ist die Gleichung der parabolisch
nem gewissen Zeitmomente, z. B. nach Verlauf der Zeit ¢?

Die Gleichung der parabolischen Fliche, deren Scheitel im Ursprunge ist, ist offen-

Fliche in ei-

bar wegen y==+V pu, folgende:
W y=Yra)§ 3V e

Wendet man nun unsere bekannten Dislocations-Formeln II. zuf die Gleichung (1) an
beriicksichtigend, dass dabei « =0, #=0 ist, so erhilt man nach gehoriger Reduction und
Hinweglassung der Accentuirung der Variablen z¢, y':

P ((.z‘—a')ca.r. o+ %) s, 0 /pr.r.e(z‘—w)-{- %ﬂ .uf;) g g g.

€05, @

@ y=

und diess ist die allgemeinste Gleichung der dislocirten parabolischen Fliche. Soll sich der
Scheitel derselben in einer logarithmischen Linie bewgen, so ist noch a’=/log.# und somit

o = @; der Voraussetzung gemiss, soll ferner o/ —=g¢% und o= S%f Wird diese Substitu.

tion ausgefiihrt, so erhilt man:

!/(2 (ag‘ l+((:v-gt“) CM'<3_(;2>+§) J‘Lﬂ(g%w)il‘/ﬁ (z-gt®)cos. (@)—F’l}vifn. (—3%05)2)203'
[

(360 :)’

€08 | ——

T

die verlangte Gleichung, mittelst welcher man durch eine blosse einfache Substitution fiir
jeden Deliebigen Zeitmoment die Gleichung der parabolischen Fliche angeben kann.

§. 14.

Aufgabe 12. Auf irgend einer Curve, z. B. auf einer Parabel alc, Fig. 129, bewege
sich nach einem gewissen Zeitgesetze ein Punct m. Diese Curve sey ferner selbst in einer
doppelten Bewegung begriffen, einer fortschreitenden und einer drehenden um den Punct o,
beide nach gewissen Zeitfunctionen. Es fragt sich nun, welche ist die Gleichung der wahren,

*) Wir kénnen nicht umhin, bei dieser Gelegenheit unsere Leser auf eine Abkiirzung sufmerksam zu machen,
die man ohne die mind Befiirchtung eines Mi d kann, so oft sich die beiden Grenz-
werthe in einen Ausdruck zusammen fassen lassen, wenn man denselhen nur cinmal vor oder nach anschreibt,

i B. sut:y:(M—VN) Esg (M+V‘1v) nur y = (MiV‘zv)gsg..

1
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von dem Puncte m in Folge dieser zusammengesetzten Bewegung beschriechenen Bahn,
die respectiven Gleichungen gegeben sind?

Es sey die Gleichung der unmittelbaren Bahn des Punctes m, némlich jene von abe
(1) und die, nach deren Gesetz diese Curve selbst fortschreitet, d. h. die Gleichung von 4 B (2).
Ferner sey die dem Puncte = entsprechende, von der Zeit ¢ abhiingige Abscisse ¢ und deren
Zeitgleichung (3) und zwar:

(1} y=/@) @) y=Flah () d=9(0.

Die Gleichung unsers Punctes m ist daher, bezogen auf die urspriingliche unverlegte

Lage der Bahn ab¢, offenbar:

W y=(@ E/(a-)}

‘Wendet man sowohl auf die Grenze d, als auch auf die Hauptgleichung von (4) die Disloca-
tions-Formeln | und Il an, so erhilt man, da « und § als durchaus constante Werthe nicht
eigens ersichtlich gemacht zu werden brauchen, nach gehériger Reduction eine Gleichung von
der Form:

() y=v (d, o', 8%, 0) g% (2, o, B, (’)}

Dabei ist aber zu bemerken, dass wegen.(2) §'—= F(«') und o/ = O(¢) auch g cine Function vou ¢ist,
ebenso, dass sowohl ¢ als & gleichfalls durch ihre beziehungsweisen Zeitgleichungen ge-
geben seyn miissen, und man erkennt daraus ganz leicht, dass man nach vorgenommener
Substitution ‘aus obiger Gleichung (5) die folgende erhalt, niimlich:

\ .

©) y=o{) szr . z)g.
Diese Gleichung nun ist jene des Punctes m fiir jeden beliebigen Zeitmowment ¢. Sic enthalt.,
wie alle ‘Gleichungen dieser Form, die beiden Grundrelationen, n#imlich:
(M y=w({ z) uwd (B) z=d()
in sich, durch deren wechselseilige Verbindung die Grésse ¢ eliminirt, und eine Gleichung
bloss zwischen z und y erhalten werden kann. Nach unscrer, im einleitenden oder ersien
Theile dieses Werkes erwihnten Bezeichnungsweise kénnen wir dieses stets ganz einfach dar-
stelten: in speciellen Fillen aber ist diese Elimination bald-mdglich, bald auch. nicht, mcisten-
theils aber mit. grossen Schwierigkei;eu.verkniipft_ Diess soll uns indess nicht abbalten, un-
sere Rechnung bis 2u Ende zy, fishren. — Wegen 2==d(¢) ist ¢ =®d—1(z) und. diess in (7} sub-
stituirt, gibt sofort:
9 y=w@i)
welche die Gleichung der Bahn ist, dic der Punct m bei seiner zusammengescizten Beweguny
beschreibt.
Is gibt Fille, wo, das Gesetz der Bewegung, nach welchem sich der Punct m in seiner
primitiven Bahn bewég‘i, ‘sich einfachey fm Polar’-.Coo‘*dinawm‘Sysleme darstellt, alé im recht-
winkligen. Um hievon en Beispiel anzufithren, moge das folgende dienen.
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§- 15.

Beispiel. Es bewege sich, Fig. 130, ein Punct m nach einem gegebenen Zeitgeselze
in einer Ellipse abcd, deren eine Brennpunct eine Bahn, deren Gleichung gegeben ist, ver-
folge, wihrend sie selbst sich zugleich dreht, beides mach gegebenen Zeitfunctionen. Man
soll nun auf analytischem Wege die Gleichung der Bahn MN bestimmen, die jener Punct bei
seiner zusammengesetzien Bewegung beschreibt.

Die Gleichung der Ellipse, den einen Brennpunct als Ursprung angenommen, ist be-
kanntlich : m y’:%(z“——‘lez—l—b*),

Wendet man auf diese Gleichung die Dislocations-Formeln II an, so erhilt man nach gehs-
riger Reduction mit Hintansetzung der Accentuirung:
@) y:ﬂ1+(cbﬂ (u“-l—bn)(z'——a’)co.r p):m 0

— (a2 +b’) sin.g

+V cb2-(a+4b%)cos.0)® ,nﬁj—(b‘—?,b’c ces.p(w-a)- ((a”+b*).rin.(_)-—bg)(z‘-d)"a’-(a’+b2) E;)
— (a®41%) u'n—,_(;g
was wir der Kiirze wegen bezeichnen: y=—= M-V N. Diess wire nun die volistindige Glei-
chung der beliebig im Coordinaten-Raume verlegten elliptischen Curve. Da wir aber nicht
simmtliche Puncle dieser Curve, sondern nur einen in dieser Linie in Bewegung begriffenen Punct
zum Gegenstand unserer Untersuchung gemacht haben, so sieht man, dass « eine verinderliche
Lage erhalten miisse. Wir wollen daher festselzen, dass dic verinderliche Lage dieses Punctes
durch den Polarwinkel », die grosse Achse der Ellipse als Polarachse angenommen, bedingt
werde und dieser sofort, so wie die Gréssen o/ und ¢ von der Zeit ¢ abhinge. Die Be-
wegung von z geschieht daher gemiiss dem Ausdrucke
®) I:a,_i_b”m.(v—i-g).
a—ccos.v

Man hat also, wenn man die Bahn AB des Punctes o durch #’=F(e/) darstellt, fiir den
Punct m die Gleichung:

W y= (ml.’.b!w! (v-}-p)) EM+VN}

a—ccos. v

In dieser Gleichung erscheinen wegen f/ = F(a’) nur noch die Gréssen o/, g, v, ausser
jenen von 2 und y mit dem Charakter der Veranderlichkeit behaftet, und erstere zwar un-
mittelbar von ¢ abhiingig, jede auf ihre eigenthiimliche Weise nach Massgabe der vorhandenen
Zeitgleichungen. Wir wollen, um zu einem lslichen Beispiele zu gelangen, annehmen:

() e=ct, (6) v=are. cos. mt, und (1) p=arc. cos. gt® — arc.mt:
Diese Werthe in (4) substituirt, erhalten wir vorerst fiir obigen Grinzwerth von z:
(8) xz__,.” + b"gtl:
ad-cmt
84
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und wennwir das, was aus M und N durch die Substitution dieser Werthe wird, mit # und
N bezeichnen, wobei die letzteren Grossen als ‘blosse Functionen von z und ¢ erscheincn,
so wird aus obiger Gleichung (4) folgende :

© y= o+ _’ibi”_) EM’i VN.} .

at-em!-
Diess ist nun in der That die von der Zeitbesti g ¢ allein abhingige Gleichung des
Punctes m. Um aber’ von dieser auf die Bahn des Punctes m, niimlich auf die Gleichung
der Curve MN, Fig. 130 iiberzugehen, haben wir aus den beiden der Gleichung (9) zu
Grunde liegenden Bedingungsgleichungen:
— b2ges

y =M + V.’V', und .’c:cl—f-—a_*_—cm;
Kalle ganz leicht bewirkt werden kann, weil sich die zweite unserer eben angefithrten Glei-
chungen fiir sich nach ¢ auflésen lisst. Man findet nimlich :

die Grosse ¢ zu eliminiren, welches in unserem

emz—ac+ VY (@acFemz)®+ daz(b*F-eom)
bSFeem

diese Werthe in y =M == V'V gesetzt, welche Gleichung aus (2) durch Substitution der

Werthe (5), (6), (7) erhalten wird, liefert uns die gewiinschte Gleichung zwischen z und y,

fiir die Bahn MN, Fig. 130, unter den g hten Vor g — Uberblickt man dic

hier durchgefithrte Rechnung noch einmal, so iiberzeugt man sich leicht von dér Wahrheit

nachfolgender Behauptungen.

(10) t=

3

1. Unter der Voraussetzung, dass die als Grénzwerth von & aufiretende Function
von ¢ also etwa o= F(¢), einc nach ¢ aufldshare G]eichun'g darbietet, ist die Beschaffen-
heit der Bahn des Punctes o, d. h. von 4B in Bezug auf die Moglichkeit oder Unmoglich-
keit einer bis zu Ende durchgefiihrten Auflssung der Aufgabe durchaus von keinem Einfluss.

2. Unter derselben Voraussetzung wird ferners jede Aufgabe dieser Art eine mdg-
liche Durchfiihrung der Rechnung gestatten, sobald die erste Anwendung der Dislocations-
formeln auf die Gleichung der Curve abcd, Fig. 130, eine Aufldsung na(;h! y gestattet,

Man sicht daher, dass unter dieser Voraussctzung, bei jeder Annahme dex Lettcurve 4B,
die  Durchfikrung der Rechnung gleich miglich erscheinet, und man daher fir jeden sclchen
miglichen Fall unzahlbare andere gleiehlisliche kennen lernt, die sich von einander nur durch
Zugrundlegung ciner anderen Leitlinie unterscheider.

Und nun wollen wir uns zum Schlusse dieses Qapitels éiner: andern Classe von
geometrischen Problemen zuwenden.

§. 16.

Aufgabe 13. Es sollen einige der einfachisten Beispiele iiber die Anwendung der
geometrischen Metamorphose auf die Formation gegebener Gleichungen aufgestellt, und die
Zulissigkeit, selbe den gewdhalichen Dislocationsformeln zu unterwerfen, nachgewiesen werden.
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1. Man soll einen Kreis vom Radius 2, Fig. 131 in eine Ellipse verwandeln, deren
horizontale halbé Achse 2, die senkrechte aber gleich:3 ist. Die Gleichung des Kreises ist

bekanntlich: y= V¥ ¥=2?%; die metamorphischen Formeln sind hier =2/, y=3§/ daher
hat man sofort:

LWy =3Vi—o=
Diese Ellipse soll uns weiter unten als &ussere Begrenzung von Flichenriumen, wie 2 und 3,
Fig. 131, dienen.

2. Man soll die Gleichung einer Fliche, wie Fig. 131, aufstellen. Hierzu hat man
sich nur mehr die Gleichung der innern Ellipse zu verschaffen. Dieses geschieht durch
fernere Metamiorphusirung der oben gefundenen Ellipse, indem man 3’ gleich y#, und
z' gleich §2* setzet, nach deren Substitution mit Hinweglassung der Accentuirung die Glei-
chung erhalien wird:

(&) y:-§V9——4.z"‘;
daher als Gleichung des Flichenraumes 2, Fig. 131:

3 7= ('§ m) E%.g (&V‘m), erhalten wird.

3. Man soll die Gleichung einer Fliche, wie die (3) in Fig. 131 aufstellen. Unser
Object ist, wie ersichtlich, cigentlich eine aus elliptischen Bégen und Flichenstiicken zusam-
mengesetzte Figur. Da wir die ganze Zussere Begrenzung bereits schon oben gefunden haben,
so miissen wir vor Allem trachten, die entsprechende innere aufzustellen. Diese ist wieder
eine Ellipse und wird erhalten durch Substitution der metamorphorisirenden Werthe z = § 2’
und y = #¢* in der Gleichung (1), und diess zwar desshalb, weil hiedurch die halbe Achse
nach @, von 2 auf 1}, dagegen die senkrechte halbe Achse von 3 auf 5 gebracht wird.
Nach Verrichtung der néthigen Reduction findet man daflir
Hy=y V9 =%a7;
und da sich beide Ellipsen, wie eine leichte Rechnung lehrt, in den Puncten, fiir welche
2= == 142 schneiden, so hat man sofort als vollstindige Gleichung von 3 Fig. 131:

G) y= (gs 1 _“"4§ m-gn,o rmfg) gng (?gfm_z;);

‘ 4. Man soll die Gleichung der in Fig. 132 dargestellten Schleifenfliche aufstellen.
Die iussere Begrenzung dieser Fliche bildet die schon frither im 3. Kapitel des vorigen
Abschnittes durch Metamorphose aus dem Kreise abgeleitete Schleifenlinie, deren Gleichung
(6) ist. Die innere dagegen wind aus ersterer erhalten, wenn man 2 —a’, und y=04z' 4y
setzt. Man erhilt also (7) und (8) als Gleich unserer Schleifenfliche aus:

-4

(6 y:’?a‘(lOiVﬁ)—xﬁ), M y=22(10 08V 9—z?); und demnach:
8 y= (%(lO:l:O'B Vi==%) ggg (2210 V5=z3)).

81*
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5. Es sey dieGleichung vonFlichenriumen, . wie etwa von.den in Fig. 133.und Fig.
134 vorgestellten anzugeben. Bekannilich reprisentiren alle ganzen-rationalen :Functionen ‘von
z, Curven, die zur Familie der Parabeln gehéren, und bei welchen jeder: Durchschnitt ciner
positiven oder negativen Wurzel derselben, jeder Berﬁhrungs-Purirt mit der Abscissen-Achse
z, dagegen zwei gleichen Wurzeln, und jede Serpentine, die diese Achse nicht erreicht, zweien
imaginiren Wurzeln dieser Function entspricht. Setzt' man daher in eine solche Function
z. B, einmal 2 =2, und y=—=2+4 y’; ein zweitesmal z. B. wieder z=2/, und y=08y/,
so erhilt man (alls z. B. y = 823—322 4 42— 7; gesetzt wird, als Gleichungen der Fliclien-
Fig. 133 und Fig. 134 bezichungsweise:

) y= (82— 222+429) gsg (3o —20 +40=7);

6. Durch diese und unzihlige andere Forminderungen der einfachsten Art sicht man
sich mit leichter Miihe in den Stand -gesetzt, Gleichungen fiir wie immer zusammengesctzte
Gegenstinde aufzustellen, und sie denselben Rechnungsoperationen, 'wie alle tbrigen Glei-
chungen zu unterziehen. Um dieses nur noch an einem Beispiele nachzuwcisen, mége das
Folgende hier eine Stelle finden.

7. Man soll das in Fig, 135 dargestellte Object mittelst einer Gleichung reprisen-
tiren, und mit ihm die in Fig, 136 angezeigte theilweise Ortsverinderung vornchmen. Bei
der so augenscheinlichen Bildung der einzelnen Disjunctivglieder glauben wir es bei der
blossen Angabe der Gleichung bewenden lassen zu konnen, und wollen uns -safort nur mit
dem zweiten Theile unserer Aufgabe Dbefassen.

Die Gleichung des ganzen in Fig. 135 vorgestellien, aus Linien und Flichen zu-
sammengesetzten geometrischen Objectes ist, wie sich der Leser leicht zu iiberzeugen vermag:

0 v=() £ 3 (13w Comaon) fdusnin) (3o (502

g—;—ag(as,i"l,ﬁi 15 €+Q(.c—~1w ;(1,413)
mg(;m) ggg (’frxlw_z,_%g-qn
o* (1) 205—a2=55) g{;g (1Y s0e—4zr—s0r).

Hierbei ist zu bemerken, dass wir auch hier, wie schon o&fters, staug O0r+ 23 sch]echlweg
Ei 2} geschrieben haben, welches durchaus keinen Irrthum veranlassen kann. — Soll nun

dieses Object theilweise eine solche Ortsverinderung erleiden, wie sie in/Fig. 136 graphisch
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versinglicht. ist, so miissen. wir,, um zu den erforderlichen Dislocationsformeln zu gelangen,
=10, #—0, a'’=14, =12 und p=3T, 15°, mithin sin. ¢=0-6052940; eos. o = 07960020
setzen. Wir erhalien .demnach als System II nachfolgende zwei Formeln:

g, V= 0:6052940 y /- 0-7960020 x- — 8:4075560.

’ !‘y = 07960020y / — 0-6052940 &/ — 1-0779080.

Wenden wir diese Formeln auf dasjenige Disjunctivglied an, welches zu Folge unserer An-
nahme allein eine Veréinderung -erleiden soll, nimlich auf das;, mit eihen Sternchen bezeich-
nete, 50 crhalten wir dafiic nach gehériger Reduction das Glied:

12) y :g 16:2083633 — 0-2939255 @+ V T0165905 2 — 10705329 2+ — 20753106963

g gvg (17-2147249 — 04159395 7 = ‘/ 11-2823603 o —'1:0490632 £ — 215-828011 )

Wird dieses an die Stelle des in (11) mit einem Sternchen Bezeichneten geschrieben, so hat
man die Gleichung des Objectes in der durch Fig. 136 vorgestellien Anordnung.

§. 17

Aufgabe 14, Es sey die Gleichung irgend ciner Fliche wic z. B. jener EGH in Fig.
98 gegeben, und nebstbei die Gleichung einer gewissen Curve 4B als Directrix, Man soll
auf rein analytischem Wege die Gleichung einer andern Fliche EDF finden, deren von
belicbigen Puncten der Begrenzing aus mit 4B parallel gezogene Linien mit den Ordi-
naten der cntsprechenden Puncte von £G F gleich lange sind.

Es sey Fig. 137 AB ein Theil der begrinzenden Curve; FL die Leit- oder Kriim-
mungs-Curve; FR und MH, dic Ordinaten zweier Puncte der begrinzenden Curve. Man
denke sich nun die Ordinate HM die Kriimmung von FL annehmend, dergestalt, dass etwa
das Stiick Fm mit HM gleiche Liinge habe, dabei aber den Fusspunct H unverindert bei-
behaltend, und vollkommen parallel zur Curve FL, so ist klar, dass zu Folge unseres Be-
griffes von Parallelismus HM oflenbar mit Fm congruabel seyn muss. Ist demnach die Glei-
chung der Leiteurve FL,: v=F(f.) und zihlt man die Abscissen der Einfachheit wegen
von F am, wobei £ und y die Coordinaten des Punctes M als allgemeinen Reprisentanten
simmtlicher Puncte, x/, y’ dagegen jene des Punctes M‘, d. h. die entsprechenden des ver-
legten Punctes bedeuten sollen, so hat man, wie sich ohne alle weitere Erklirung aus Fig.
137 von selbst ergibt, nachfolgende drei Bedingungsgleichungen:

(1) F(§)=y'=v; (2 y:ffts.‘/-l+(“5§5))%=m(§,) 8) o' =+ k
A X
Diese drei Gleichungen zwischen den fiinf Variablen geben durch Elimination von § nach-
nachfolgende zwei:
B y'=F(z'—z); und (5.) y=®(a'— )

Aus (4) und (5) nun lassen sich, jenachdem man es wiinschet, # und y durch 2/ und 3,
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oder umgekehrt 2/ und 3 durch z und y ausdriicken, und man erhilt dann folgende. zwei
Systerne von Formeln :
@1 V== R0 g o= = F L)
¥ = E(D D y=D(F (gD
Das erste System gehért zur Bestimmung der '‘metamorphorisirten Grenzwerthe, das zweite
fir die Funclionsgleichungen selbst. Um von dieser allgemeinen Deduction sogleich eine
Anwendung zu zeigen, wollen wir folgendes Beispiel beifiigen.

Beispiel. Es sey Fig. 138, die Gleichung einer senkrecht’ stehenden ‘parabolischen
Fliche durch ihre Gleichung gegeben, und nebsthei jene eines Kreisbogens AD als Leitlinie.
Man soll nun die Gleichung dieses Flichenraumes unter der Vorausselzung finden, dass
deren simmtliche Ordinaten sich parallel zur Leillinie 4D kriimmen, und mithin ‘als ¢on-
gruible Theile derselben angesehen werden konnen. Bezeichnet %4 die Hohe, und p ‘den

Parameter der Parabel, so ist ihre Gleichung bekanntlich (1) y = =2 die Gleichung
. P
ihrer Fliche dagegen, oder (2). y= (0.) E{;g (h - "—2), die Gleichung der Leitlinic 4/,
+ p
cines Kreisbogens ist bekanndich: (3.) 3 =2 ="V 27— §*; und somit das Integral des

Bogens, nimlich: (4) y=® (&)= r arc.sin. . =rarc.sin. ¥, wegen y'=v. Es ist aber nach
4 4

Obigem noch jiherdiess z— z+ &, und vermdge der Gleichung (3) des Kreisbogens, wenn
b bestimmt wird:
f=p+ Vp"—y’“. Daher z=z/'—pF Vp2—y-2;und y = p are. sin % diese
P
IS —_—
Werthe in die Gleichurg: (1) gesetzt, geben p. aro. ol =l (z-’ —pF V.p“—y’) B
) Y

woraus sofort unmittelbar folgt: (3) z=p 4V p2 —y72 & Vph— pr arc. sin. ¥ 5 die
P

Gleichung fiir die nach. einer Kreiskrimmung gebogene parabolische Linie ACD. Da wir
hier, um auf die Gleichung des Flichenraumes iiberzugehen, den Doppelwerth von y anzu-
geben hitten, dieses aber bei dem gegenwiirtigen Stande der Analysis im vorliegenden Falle
noch nicht gelungen ist, so wollen wir uns der abweichenden, wiewohl eben so richigen
¥orm bedienen, und schreiben:

® o=(p+Vpr—yi— VIW) E" g

(P+ Vpi—yr 4 Vph —pr arc. .n'n.%)-

welche in der That auch die wahre Gleichung der Fliche ALD ist.
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§. 18.

Die im vorigen Paragraphe besprochene allgemeine Forminderung schliesst einen
ganz speciellen einfachen Fall in sich, der einer besondern Erwihnung nicht unwerth er-
scheint, um so mehr, als derselbe melstenthenls ein vollkommen durchgef'uhrtes Endresultat
zulisst. Er besteht in der Annahme, dass simmtliche Ordinaten gegen die Abiscissenachse eine
Neigung unter cinem bestimmten Winkel annehmen, ohne dass ihre Linge sith dnderte, oder
falls letzteres dennoch geschieht, wenigstens auf eine allen gemeinschaftliche proportionale
Weise. Unter der Voraussetzung nun, dass der betreffende Neigungsvﬁnkel MLL Fig. 139,
¢ genannt wird, gehen unsere Formeln des vorigen Paragraphes I und II in die folgende iber,
nimlich in: :

1 i
=y L g W

z'= cos, ¢ N .
z+y s Tr=a'—ycclang.t

erstere fiir die Grenzwerthe, letztere [(iir die Functionsausdriicke, wobei aber zu be-

merken, dassi v=tang.t. E=F(§); ¥ (§) 'L e ist, und der Einfachheit wegen L als
cos. ¢
Ursprung der Coordinaten angenommen wurde. —

Unsere Auflosung lisst sich dem praktischen Bediirfnisse noch viel niher bringen,
wenn wir bei ihrer Losung von folgendem Gesichtspuncte ausgehen. Es sey Fig. 140 4CB
ein Stiick einer Curve MN, deren Lage durch die Coordinaten des Anfangs- und End-
punctes «, §, und «. §- gegeben ist. Dieses Curvenstiick denke man sich mit Hilfe der Dis-
locations-Formeln dergestalt auf die Abscissenachse herabgebracht, dass die Sehne 4B auf
dersclben aufliegt. Hier in Fig. 141 erleidet. dasselbe die doppelte Verinderung. Einmal
dass simmtliche Ordinaten durch die Multiplication mit der Zabl 4 proportionaliter vergréssert,
oder verkleinert werden, dann dass alle zugleich eine Neigung vom Winkel ¢ annehmen.
Ist dieses geschehen, so werde dieses veréinderte Curvenstiick wieder in der Art zuriick-
gefiihrt, dass seine Sehne in ihre friihere Stelle zuriickkommt, wie dieses in Fig. 142 ver-
anschaulicht wird. — Wir haben daher ‘unsere Dislocationsformeln zweimal in Anwendung

. .  —
zu Dbringen, wobei zu bemerken, dass das erstemal ¢ mittelst leng. o — ‘3—‘3; das anderemal
«—_

dagegen statt ¢, — ¢ zu selzen ist. — Bei dieser vier Hauptstadién in sich begreifen-
den Rechnung erhilt man nun der Ordnung nach folgende vier Systeme von Formeln
und zwar:

z=a+y sm. o+ 2! cos. 0 2= at

0 @ " ,
y=F+y cos.0 — z'sin.p y:ﬂ-}-.‘%wng—:ﬂ’;m.g

yll .
i sin. ¢ + ' cos.o
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r=a-+4 ( em: 2 — c05,9 colg.t)y’“+cos.p z
A sin, ¢

y=p-+ (cw_g + sin. g cotg. t_) Yyt — sin. o
A sin. ¢
und endlich, wérin man statt 2/ und ' einfachér 2/ und y’ schreibt:

#=ad { sin.p— Acos.(o— A }Aif;: t(yl_,_‘g) +(‘”"- 0* — A cos,g sin. (o —¢) (#'— )

— A sin.t
y=p+ (ot Asimecosne—O0G—8 | (05 o4 Asen. [9-“-”)) il TSRS
\ . Asin.t A sinit
welche letztere Formeln in die betreflende Gleichung substituirt, die verlangte Forminderung
darstellen. Wir wollen sie sogleich auf nachfolgende Aufgabe, die von dem Leser als ein
gelegenheitliches Béispiel angenommen werden mag, anwenden.

Es sey die Gleichung einer urspriinglichen Ellipse 4BCD Fig. 143 gegeben, und
alle jene, weiter unten anzufiihrenden, aul die Curveninderungen in ach, def, Mg. irh, be-
ziiglichen Besti ticke, die wir zu Folge unserer vorherigen Betrachtungen als néthig
erkannt haben. Man soll nun durch Anwendung obiger metamorphorischer Formeln auf
rein analytischem Wege die Gleichung der Figur abedefhikg Fig. 143 ableiten.

Es sey die halbe grosse Achse unscrer Ellipse a = 12, dic halbe kleine & = 5; dic
Coordinaten des Anfangspunctes der grossen Achse @ =20, § = 25; der Neigungswinkel,
den sie mit der Achse machet ¢ = 36° 17/; wendct man nun unsere , Dislocationsformeln fiir
die Ebene auf die Gleichung (5):

¥ -+ E =, an, so erhiilt man sofort
25 144 ;
® y— 50‘55470 P 13-90466i1/ — 034381 2* + 135210 & — (02947133
998493
welche die Gleichung der Ellipse in der genannten Lage ist. Nun mdgen zum Behule der
Forminderung nachfolgéende Annahmen gemacht werden:
1)in Bezug auf ab, a=13; f'= 29-39792 ) und hieraus fir { g = 449138 — 0-13929.y" 4 006950 2*
o' =20, #=30.93095 {¢ = 12" 20 120y — 1255485 + 0:44974 3 + 0:27839 2
=90/, 4=3;
2)inBezug auf df,« =22, = 31-923216 und hieraus fie ’ = 2442357 — 064835 5 4~ 082765 o
a=27//=33164571¢ =187 56" 33y —__ 9.613554-0:01653 3/ - 018875 &~
t=63%43' 4=113
3)in Bezug auf g, « =28, # =25-80847 | und hieraus fur
@' =19, /= 1854314 | ¢ —38° 54’ 46-2¥
(=101033, 4=—43
4)inBezugauf ik, «=12,8=1693231 |, und hicraus fir e.r: 12:42966 —0-57810y + 0-78034 2”:
@ =17, fa 1761143 198" 24,32 74y = 1914259 4- 033843 y* — 0-07830
¢ =907 A=1.

30°11567

2=1304937— 041320 y/-}- 71889
y=30'60911 4 0-08539 y' — 0-T1839 &




auf Grundlage eines new einzufthrenden Algorichmus. 669

Werdennun diese vier Systeme forméndernder Formeln in die Gleichung (6) gesetzt, und wird
gehorig reducirt, so erhilt man folgende aus fiinf Disjunctivgliedern bestehende Gleichung

der abedefghik in Fig. 143:
My = 20643639 2/— 1615341 +"/‘>1 2174202/ — 20-33 15382 — 2 16- 3346633

® £2~876789 2! — 25150172 i"/ 125-201393 2 — 0-639728 o'+ 182'1993363 ;
8
27

@ 92-990473—[—11-311813@/;::"/ 1270159892+ 901-413478;—12!-1144393;
2t

17
® 20-811398 2 + 1643038 == "/ 4605407 2 — 0097079 2" — 49»777661; ;
12

o (20,27,19.17) 50'55416.1;'-}-13-90466 +

:EV—OM%[ 2/ 4 1315240 2 — 102 Jmsg (2~, 28, 12, 13)

§. 19.

Aufgabe 15. Es scy irgend cine wie immer begrenate Figur gegeben, und M Fig, 144
stelle den allgemeinen Reprisentanten simmilicher Puncte der Begrenzungscurve vor. {B
sey eine beliebige, ausserhalb oder innerhalb jener Curve liegende andere Linic, welche be-
ziiglich aul erstere ihre Achse genannt werden soll, auf welche man sich von allen Puncten
der Curve Perpendikel gefillt denket, deren eines ML vorstellt. Nun denke man sich die-
selbe Linie 4B als Achse cine andere Kriimmung annehmend, und etwa in C D iibergehend,
wihrend doch simmtliche Perpendikel auch in dieser Lage auf denselben Puncten der an-
finglichen Achse nach der Richtung der nunmchrigen Normalen in gleicher Linge verbleiben,
wie dieses anndherungsweise beim Biegen von Korpern bei einer gewissen innern Structur
derselben der Fall ist. Es frégt sich nun, wie sich die Gleichung dieses metamorphorisirten
geometrischen Objectes aus der Gleichung des anfinglichen Gegenstandes finden lasse?

Es sey v=F(¢) die Gleichung von 4B und v'=¢(§) jene von CD, so hat man,
wenn man der Allgemeinheit wegen, das eine Integral von C, d. h. von @, das andere da-
gegen von 4 oder «f mmmt.

VT e T
%) z—f=(—y) (d;) (

y w-p=wen(E) |

unmittelbar aus der Figur;

835
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D U 98 ble— Sl — )t s g MO "

5 w=F () |

6) v'—q:(*/)\
{ Da hier zwischen acht Verfinderlichen sechs Glelchunge,n hesbehen, }so. lassen sich
diesélben vermége ihrer Beschaflenheit, falls keire andern analyuschen Schw1ehgke1ten dieses
verhindern, stets auf zwei Glewhungen zwischen je dreien der Grossen z, y; 2/, 3 zuriick-
fithren, wodurch than somit zu zwei G]ewhun«en von der Form .z‘*q:(.z-',y’) y=flz"y")
und durch Bestimmung von z/ und y/ zu zwei andern von der Form 2/ = ¢/(2,3) und 3/ = f (,y)
gelingt. Die erstern zwei dienen fir die. Forminderungen der I'uncuqnsglexchunven selbst,
di¢ beiden andern fiir jene der constanten Grenzen.

Gléichungen der -anfinglichen urid der verfinderten Achse.

Da aber die Durchfiihrung der verlangten Rechnungsoperationen von der moglichen
Integration zweier Functionsausdriicke und von der Auflésung mehrerer Glelchnmgen abhingt,
so darf man sich freilich nicht wundern, wenn bei dieser grossen Allgemeinheit der Annalimen
dic Mittel, welche die Analysis nach ihrem defnialigen Zustande darzubieten vermag, in vielen
Fillen unzureichend befunden werden. '

¢ Gleichwohl: kann es dem' Leser kaum entgehen, dass wenigstens, was die verlangten
Integrationen anbelangt, jedenfalls sich eine unzihlbare Menge von solchen Curven auflinden
lisst, welche den genannten Bedingungen entsprechen *).,

Eine zwar schon speciellere, jedoch noch immer schr brauchbare Bedeutung crhilt
unsere Aufgabe durch die Annahme, dass die erste Achse eine gerade Linie, die zweite da-
gegen, die in die erstere iibergeht, was immer fiir eine Curve seyn soll. Da die Gléichuig

*) Bekanntlich haben schon Euler, Lagrange und Andere eallgemeine Vorschriften zur Auffindung. rectificabler
Curven gegeben. Da cs mir aber scheiot, als ob die nachfolgende von den hekannten wesegtlich verschiem
den wire, so wird man es entsr,huldihcn, wenn ich sic hier in Kurze anfibre, Ist ¢ () ecine solche Func-

tion, dass sowohl ¢ (x)dx als auch ——, ( 5 d. h. deren reciproker Werth, integrabel .ist: 'so ist'die Curve,

deren Gleichung y:( gfqa () dz — Afm isty jederzeit pecrificabel, und die Linge eines be-

dr ;
lichigen Stiickes davon liefert der Ausdruck A :( éfw (@dz + ;fm).~lsu. B. PT) =355,
so hat man wegen f(:iz 5)dr=§x*—5z4C umlf—'—.— 34 (3z—5) und daher:

r=3—§r —1.Q3r—5 4+ C, eine solche Carve und ihr nll"cmemr.s lnlegral des Bogens:
L= — fx4 § L3z —5) + C. — Oiler es sey p(x)=sim =, milhinfsh.rdz = —cos.z 4+ C und

j »dx =l.tang. } z, daber ist die rectificable Gurve y =}l.1ang. } zfcos.z4C und
sin. x

V—‘— N —3 ._'lz.. — T

1:-,_,‘,,,&;,_50;@4-0.—o.rw(z):\r P, alsofdz px :‘V‘p.,, MJV;‘_J ;_
x ; - z

und somit die rectificable Curve r:"V‘p.rg -2 l/ r und l:?,V‘.p_ﬁ +2
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VIS BT AIVITRr R o ot
der’ (.;verad,gl'l he}gannﬂldl v=alt+b Iund s[om_llt.':;_,';
it L f ) . LR T X
hilt man aus obigen sechs Gleichungen folgende dreéi:

also
1oL

I L
1) z+ay—(xaﬂ+ab+a):vm§‘fd§:‘/ 1+<d‘—-—;:§(&))2~¥"

9 2 —H=(E)—y ('l J;,b )

3 (e—ay+h) =V Tt/ —o@D V 1+ ‘id‘;(f'))
Wird aus diesen drei Gleichungen die Grésse & eliminirt,- so erhélt man zwei Gleichungen
zwischen dreien der vier Gréssen z, 33 ', y’, welche sofort auch die verlangten formiindern-
den Formeln sind.

Da wir im nichsten Capitel uns veranlasst' sechen werden, ein numerisches Beispiel
als Anwendung der ‘in .diesen Paragraphe abgeleiteten Formeln zu anderm Gebrauche durch-
zufiihren, so wollen wir uns hier mit diesen’allgemeinen Betrachtungen begniigen.

I B

ned 1L Capitel.

Aufgaben iber wirklich begrenzte geometrische Objecte im Raume
‘dzlveu‘r Dimensionen, iiber dgren Qrtsverdnderung und geometrische
Metamorphose,

§..20..
Aufgabe 1. Man soll mit Hilfe der Dislocations-Formeln fiir den Raum, die allgemeine
Gleichung einer Ebene in einer fiir die meisten Zwecke brauchbaren Form ableiten.

Man denke sich zu dicsem Behufe nebst der Ebene zy noch cine zweite, ganz in ihr
liegende andere, deren Gleichung demnach offénbar z=0 ist.

Diese nun nehme eine Lage wie MQ RS in Fig. 145 an, d. h.sic gehe durch cinen ge-
gebenen ‘Punct, dessen Coordinaten ', f/, ' sind, der Neigungswinkel dieser Ebene zur
Ebenc 2y sey o und jener ihrer Knotenlinie zur Achse der z—=w, Wendet man daher auf
die Glclchung 2= 0 'unsere Dislocationsformeln des Raumes und zwar die dritte des Systems
A IL an, indem man «=0, 8=0, 7=0, ¢g=0, ¢ =w, Y= Y=0, 6/—f=—08 =9
setzt, s erhilt man nach gehérigerReduction wegen 2==0= P¥(z'—a’) = Q" (g'— ") 4 R (z'—p4),
wobei fiir P/=sin. o sin.¢: Q"= —cos. 0 sin.¢, und R¥ = cos.¢ gefunden wird, nach Hin-
wegschaffung der Accentuirung und nach gehériger Reduction:

(1) z=p'+tang.o(cos. o [y — B) — sin.oo (2 — a'))
als verlangte Gleichung.

Wir wollen nun die vorziiglichsten speciellen Fille, die in ihr enthalten sind, hier
der Reihe nach auffiihren.

85 *
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1) Man nehme als verlangte Achse die Knotenlinie S Q selbst an, und als Punct m
den in der Achse der z liegenden Punct N, Fig. 145, d.h. man setze /=0, =0 und man
erhilt sofort, der Fig. 146 entsprechend:

(2) z=tang.o(cos.0y—sin.0(x—e')),
wobei also der Abstand 4 N=« ist.

In dieser Form gewihrt die Gleichung der Ebene eine sehr leichte Anwendung und
ist noch vollkommen allgemein, mit alleiniger Ausnahme derjenigen Fille, wo die Ebene mit
der Achse der z parallel laufen solle. So z. B. hitte man fir ¢ =64°31,, »=23" 16/ und
« = 253, als Gleichung der betreffenden Ebene: z— 1-9178001y — 0-8275384.z 4 20-9367219.

2) Die Ebene laufe mit der Achse z parallel. In diesem Falle hat man wegen =0
und somit sin. =1 offenbar, da man auch fiiglich ' =0 setzen kann:

(3) z=tangoO(z—a)4(y— BN
woliir man der Kiirze wegen, auch schlechtweg z—tang. ¢ (y — f) schreiben kann. Ist ferner
diese Ebenc zugleich senkrecht auf die Ebene 2y, so ist wegen ¢ = 90°
(@) r=w O@—d+y—O=8§(—a+ wly—p)*)
was mit der Natur der Sache vollkommen iibereinstimmt,

Fiir alle von § verschiedenen Werthe von y erhiilt z den Werth o, welches so viel
heisst, als das in cinem beliebigen Puncte ausserhalb der mit z parallellaufenden Knotenlinie
errichtete Perpendikel schneidet die Ebene nirgends. Setzt man dagegen y—§, so erhiilt
man :=g{e— &)+ » —0=§(# — ) 4§, mithin in jedem Fallc selbst wenn z==« ist, unbe-
stimmt, welches seiner geometrischen Bedeutung nach so viel heisst, als in allen Puncten
zwischen den ctwaigen Grénzen von z.

3) Sicht die Knotenlinie der Ebene auf # der Achse # senkrecht, so hat man als
deren Gleichung wegen @=190°:
(5) z=tang. ¢(e—x).
Steht die Ebene selbst zugleich auf der Ebene zy und auch senkrecht auf z, so hat man
aus der allgemeinen Gleichung, wegen 0=90% @=90° und y=0:
t=n0y—pf)—0(z—e))=*.0@—Ff—z+a=§y—f+oc—z)
und da fiir alle Puncte dieser Ebene nothwendig # =« scyn muss, so hat man sofort [iir
dicsen Fall: 6) z2=8(y—8).

4) Soll die Gleichung einer Ebene, die mit zy parallel lauft, aufgestellt werden, so
hat man bei unveriinderten Werthen von w, ¢ =0 zu sctzen, dafiir muss der Werth von
ein von Null verschiedener scyn, wenn dic Ebene nicht in jener von zy liegen soll. Man
hat unter diescr Voraussetzung :

(1) z=¢'+0(cos.0 (y— f)—sin.o(z—a)) =y,
Es muss hier schlicsslich bemerkt werden, dass es wohl bei numerischer Bestimmung der
Endresultate, nicht aber schon bei den verschiedenen Rechnungsoperationen * und namentlich

*) Da niimlich im vorlicgenden Falle tang.p mit cos.e zugleich unendlich wird, so darf .0 nicht der Nulle,

sondern viclmehr dem § gleich crachtet werden,
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bei begrinzten Functionen zulissig erscheint, Glieder, deren numerischer Werth Null ist, vollig
und vor der Zeit wegzulassen. Thut man dieses gleichwohl, so muss man sich wenigstens
stets die wahre Bezeichnungsweise gegenwirtig halten.

s 2.

Aufgabe 2. Man soll die Gleichung einer geraden Linic im Raume mittelst derjenigen
Bestimmungsstiicke darstellen, wodurch die zwei Ebenen festgestellt werden, als deren Durch-
schnitt man sich jene Linie vorstellt?

Es seyen nach Obigem die Gleichungen der beiden Ebenen

(1) z=7+‘tang. o (cos. o(y—p)— sin.0(z —e)); und
Q) z=y'+tang.o'(cos.o! (y— ') —sen. ' (7 — a')).

Verbindet man nun diese miteinander, so erhilt man dieBedingungsgleichung fiir den
Grenzwerth von y und somit durch dessen Einfiihrung in die eine oder andere der gegebenen
Gleichungen (1) oder (2) ‘der Ebene, wenn noch iiberdiess diese Linie begrenzt angenommen
wird, sofort:

3y z= gy — tang., ¢ sin. o (r — o)
m
+ (7-/—— y4-tang.0sin.o (- — a) — lang. o! sin. @' (x — ')+ Btang. o cos. 0 — ' (g ¢! cos. w')
tang. p cos, o —tlang. ¢’ cos. 0’

m’

((lung.grcs.m(y-— ﬂ)))} welche Gleichung die einer begrenzten geraden Linie im Raume

in ihrer allgemeinsten Form vorstellt. Dass sie ziemlich zu gesetzt erscheint, ist eine
nothwendige Folge ihrer Beziehung auf zwei gegebene Ebenen im Raume. Selzt man in die-
sem Ausdrucke f=p'=0, y=79'=0, so wird die Gleichung schon bedeutend einfacher.
Allein in diesem Falle sind schon alle jene Ebenen, die mit 2y oder mit der Achse z selbst
parallel laufen, ausgeschlossen. Man erhilt diessfalls :

om

() z= E_ tang.o sin. o (z— o)+ (mng. ¢ sin. @ (T - a)- tang.o' sin. o’ (.z'-ou)) (t?zng. oot y) 3
™ tang. g cos.w— tang. o' cos. o' ( )

Ist z. B. in Bezug auf die eine Ebene a=15%, ¢ =35° 1T/, o = 47° 13/; riicksichtlich
der zweiten aber o/=— 23, ¢'=15°19/, 0 =27°314, 8=/=0 und y=%' =0, so hat man
als Gleichung fiir ihren Durchschnitt die Gleichung :

G) 2= (— 05193285 (@ — 5) 4 (0-4281692 2+ 151977398) 50'48062323/3).

Ist umgekehrt die Gleichung einer geraden Linie gegeben, so lassen sich, wie aus
obiger Gleichung folgt, unendlich viele Ebenen angeben, durch deren Durchschnitt diese
Gleichung entstanden seyn kann, ('?brigens ist diese, so wie die Gleichuug des vorhergehen-
den Paragraphs, besonders des folgenden Gebrauchs wegen, hier abgehandelt worden. Das
Gleiche gilt auch grosstenthieils von dem Inhalte des folgenden Paragraphes.
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s. 22
Aufgabe 3. Man soll die G]elchung einer geraden lee 1m  Raume - ﬁnd?n. welche durch
folgende Bestimmungsstiicke festgestellt wird, nimlich durch die* Goordinaten @, B, 7 eines
ihrer Puncte, z. B. des Anfangspunctes 0; sodann durch ihren Neigungswinkel v gegen die
Ebene 2y nimlich, und endlich durch den Winkel ¢, welchen die Knotenlinie der projici-

renden Ebene, d h dlc horizontale Projection dxeser Linie mit der Ac\ﬁse Z. emschhesst’
[

Auch bei Losuno dieser Aufgabe werden wir wieder an unsere Dlslocauonsformeln
uns wenden und dabei von der Ansicht ausgehen, als ob.ein¢ in deg Achsg der @ schon lie-
gende gerade Linie -in die obenerwihnte Lage zu versetzen wiire.

Nimmt man den. Ursprung zugleich als den -Anfangspunct dieser Linie, in deren

Gléichung offenbar z =0, oder viclmehr z=(02) E(‘)y}'ist, so hat rfian Ahgenschemhch in un-

seren bekannten Dislacationsformeln, System I, e==7=0, ¢ =0, ¢=0p4 v =1, y:O,
z==0 zu setzen und erhilt sofort:
o o S A A
zo—p/ (‘Z<I_“l)+ol(yl -|—R’(z"—7)
wobei Pl —sin. Q3 Q' =cos. ¢ R'=0;
Pi=—cos. psincp;  QU=—sin.psin.w: Ru=cos.p;
aus welchen zwei Gleichungen weiter folgt:
y'=f'ttang.g(x'—a) und ol LYy g,
s, P
woraus sich als verlangte Gleichung unserer begrenzten geriden Liiiie ergibt:
it

22 Ey'ﬂh(tang.cp('z—u’) -Fﬂ')tw'@,—ﬂ')%g.
¢ \ nng 1

Beinahe noch einfacher hitten wir diese Gleichung aus den Gleichungen des Systems I
finden kénnen; denn die Substitution obiger Werthe fithrt unmittelbar auf die drei Glei-
chungen: o= 4-cos.gpcos.pz; y'=pf'+cos.ypsm-¢z und 2/=y'+-sin.yx; und durch Eli-

mination der Grisse z findet.man wie oben: y' =/ tang.¢ (2 —a').und 2/ =yp/ i%’f yh

woraus Gleichung (2) folgt. — Ist z. B. die Linie parallel zur Ebeng zy, wobei also vy =0,
so geht obige allgemeine Gleichung iiber 'in:

o’

= {1+ nggle—a +0 gow—ﬂ)g}

§. £3.
Aufgabe 4. Man soll die allgemeine Gleichunig: der cylindrischen Fliche aus der
Gleichung ciner Seite und der in: der Ebene oy liegenden Directrix oder Leitcurve herleiten?
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Da die Gleichung einer geraden lee* welche durch den Punct e, § der Ebene xy
geht und mit derselben einen Nelﬂun«rswmkel i und ecinen Knotenwinkel ¢ macht, wegen
7=.0 nach Qbigeni:.

(1 42 G (o tang D (Y 1y )

ist, 5o ergibt sich mittelst der in ihr enthaltenen beiden ‘Relationen' z:m (y— B) und
B sin.g

3= B -+ (z— &)dang.ip. folgende . dritte z:%’f‘% (#— ) ; woraus 'durch das Bestimimen von
- )
@) exgn? 2 folgt.
tang. P
Denkt man sich nun jene erzeugende gerade Linie dergestalt sich zu ihrer anfing-
lichen Lage parallel fortbewegend, dass ihr Durchgangspunct in der Ebene 7y ¢ine gewisse
Curve ])eschrelbt 50 kann smh weder ¢ noch y, wobl aber « und £ dndern.

Ist daher die, Gleichung der sog ten Directrix f=—=®(«), d. h. besteht zwischen.
den Coordinaten, des verlcgtcm Drehungspunctes @, §, cine: gewisse Abhiingigkeit, so erhile:

méfi-der zufclge; wegen’ ﬁ'—'b (.t ﬂ ) und wenn man wieder fiir « und £ die

obigen Werthe setzt.:. ..
3) =z :ﬂl” y—D(z— _ﬂz)).
SN G tang,

Man sieht:daher, dass der ganze Vorgang der Rechnung darin besteht, in unsere
Gleichung fiir die gerade Linie, die Abhiingigkeit von ﬂ durch « cinzufiihren, und diese
Grésse « mittelst der in ihr selbst: liegenden Bedingungsg zu elimigiren. Auf die-
sem Wege gelangt man zu dem Inbegriffe aller jener Raumpuncte, die- di¢ gerade Linie bei
Annahme aller moglichen Werthe von « reprisentirt. Als Beispiel diene eine schiefe Cylinder-
Fliche, deren Basis f=V r*—a? =1 (a) sey: Man erhélt nach ( 3)

z:,lar'lg.tp ‘/ 2 s,

) sin. qa tang tp
woraus nach gehériger Reduction sefort :.

(&) 2= tang. v ((zcos. 9 gainig) 4=V r— (Zstn. @4y cos.)%)

als Gleichung eines solchen schiefén Cylinders. Ware etwa r= la, ¢°=31936' und = 19"56
5o hétte man:

()27 03626531 (08517269 £ 05239859) =V 225 — (0-85 1269y 1~ 05239859 z)%—

Ist endlich die Seite eines solchen Cylinders mit der Eben‘e « z parallel; in-welchem Falle
=0 ist, so erhilt man als Gleichung desselben

(6) ==tang. vV V Ty )
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§. 24.

Aufgabe 5. Man soll vorerst die Gleichung einer ebenen, jedoch im Kérperraume
befindlichen, iibrigens beliebig begrenzten Figur finden; ferner von der gegebenen Gleichung
einer solchen Figur im Raume auf jene in der Ebene der Figur selbst iibergehen, und end-
lich aus der Gleichung eines in der Ebenc zy liegenden Gegenstandes die Gleichung des in
eine beliebige Lage gebrachten Objectes darstellen.

Es sey die Ebene, in welcher sich die Figur befinden soll, wieder eine solche, deren
Lage durch die Coordinaten eines Punctes @, 8, y im Raume, sodann durch ihren Neigungs-
winkel zur Ebene y, und endlich durch den Winkel, den die Knotenlinie mit der Achse
macht, Bestimmt wird, Ihre Gleichung ist demnach :

(1) z=y-tang. 9 (cos.a(y— ) — sin.o(z—a)).
Sollen hier von simmtlichen Puncten, welche die unbegrenzte Ebene bilden, nur jene in Be-
trachtung gezogen werden, deren Inbegriff eine Curve oder wie immer zusammengesetzte Figur
ausmachen: so kdnnen begreiflicherweise die Variablen # und  nicht mehr beide als absolut
verinderlich angenommen und eines jeden beliebigen Werthes fihig erachtet werden. Viel-
mehr muss zwischen # und y eine Abhiingigkeit eintreten, welche sich durch eine Gleichung
© y=/@)
darstellen lisst. Es ist leicht cinzuselien, dass diese Relation (2) ganz eigentlich der horizon-
talen Projection angehért, und dass man somit als Gleichung des verlangten Gegenstandes:

(3) z=y—tang.¢sin.0(z—a)-} gmng.gcw.m(y—ﬂ)g(/(.z‘)) habe.

Doch ist zubemerken, dass wir, die Auflosbarkeit der Gleichung .y = /() vorausgesetzt,
im Stande sind, wegen z—=/~!(y) obige Gleichung unter der meistentheils einfachern Form.

(4) z=f(=) g(li(_v/)g darzustellen.

Der weitere Theil unserer Aufgabe lisst sich nun mit Hilfe der Dislocationsformeln
lésen Um den ersten Theil zu 18sen, wollen wir von der Ansicht ausgehen, dass der an-
fingliche Drehungspunct der Durchschnittspunct der: Knoténlinie mit der Achse z, der vor-
gelegte dagegen der Ursprung der Coordinaten selbst seyn solle, und dass wir, nachdem wir
die Ebene der Figur in der Ebene zy durch Drehung um ihre Knolenlinie herabgelegt haben,
ihr noch eine solche Stcllung in derselben anweisen, dass dic Knotenlinie mit der Achse der
z zusammenfillt. Dem gemiss haben wir in unsern Dislocationsformeln des Raumes zu setzen:
@=0, f=F'=0, y=7=0, p=v/=0, ¢ =0, 9=w, = und wir erhalten wegen:

P =cos. oz Q=— sin. ® 008, 03 R=sin.msin.03
Pl=sino; Q'=cos.wcos. 03 Rl=—c¢cs.msinigs
Pi=0; Q'=stn.0; RY=cos. 03

nachfolgende zwei Systeme von Dislocationsformeln :
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‘ &' = cos. 0., (z— o) F-stn.w. Yy

L 1 y=—sinw.ces.0.(x — ) -cos.mces. 0.y +sin, 0,23
( ’ P =sin. .50 0 (X — ) —cos. . sin, g.g{—}—cm. 0.23
3 - 3 K L.
& 2 =atcosia. 2! —sin.o.cos. 0y 4 sinfo. sing .25

1L Y =stn.w. ! 4005, 005, 0.y — ces.sin.p. 2ty
z=sén.¢.y' 4cos.0. 2
Da nun z/=0 ist, so erhilt man, weil dic dritte Gleichnng von Il in z=sin.0y’ iibergeht,
durch Substitution dieses Werthes in die beiden ersten von I sofort:

z! =cos.o0 (T — ) Fsin. 0y 3

= sin. m(z_a)_,_rw. %y
cos. 0 cos. 9

Wendet man nun die Formela (5) aul unscre obige Gleichung an, so erhillt man in

EE ¢ . Lo
jedem specicllen Falle cine Gleichung von der Form

.
f‘(x) g(‘lyg, woliir wir der Kiirze
wegen y.=7*(«) schreiben. .

Hat man dagegen dic umgckehite Aufecabe zu 16sen, d. h. ist die Gleiclmng ciner
cherien Curve oder Figur als in der Ebenc «y liegend gegeben, und man soll die betref-
fende Gleichung liir den Tall suchen, wenn jenes Object in eine Ebene von gegebener Lage
im Raume iibertragen wird: so kann man sich gar woll auf der Coordinaten-Ebene 1y noch
cine zweite mobile, deren Gleichung =0 ist, gelegt denken, in welcher sich jenes Object
befindet, welches durch die Gleichung y= f{#’) bestimmt ist. Diese Ebenc nun drche sich
um einen belichigen Punct der Achse z und erhebe sich iiber die lbene zy so, dass sie mit
ihr cinen Neigungswinkel ¢ und ihre Knotculinie mit & cinen Winkel o macht. Die Ver-
inderung, welche dic gegebene Gleichung erfibrt, wird wieder durch Anwendung unserer
Dislocationsformeln berechnet.  Wir erhalten wegen der vélligen Gleichheit der Bestimmungs-
stiicke wieder die beiden obigen Systeme I und If; deren Anwendung auf unsere Gleichung

. .
r=/(2) E()} oder vielmehr auf z/=# (") EOQ/’—.W)} nur noch eriibrigt.  Wegen der in letzt-
genannter Gleichung liegenden Bedingung z/=0 erhalten wir aus der dritten Gleichung von 1
(6) z=tang. ¢(cos. 0y — sin. w(x—a)),
welche Gleichung natiirlich wieder mit obiger (1) wesentlich identisch ist. Nun miissen unsere
Dislocationsformeln auch noch auf den veréinderlichen Gegenwerth /() angewendet werden.
Um jedoch die beiden ersten Werthausdriicke in I, nimlich jone fiir 2 und % noch von
z zu belreien, setze man f{riiher noch den zuletzt gefundenen Werth von z in dieselben, re-
ducire die Ausdriicke, und man erhile:
@ ; o' =cos. oz — &) sm.ay;
Y =2¢cos.0co5. 0y —2 cos. o sin.o (w2 — rc)
als ganz gecignete Dislocationsformeln fiir die Grenzen.

Abh. V. 2,
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Setzt man diese Werthe in y'=/(z‘) und erhilt man aus ihr die Gleichung y—=/{x)
so hat man sofort:

(8) z=/f(z) Etann ncc.r.wyg—tang.g sin. o (& — @) ((m.f Yy — Sin. w(f—‘(j)—a, 3[(.2‘,

als Gleichung der verlangten Figur in ihrer neuen Lage. Einige specielle Beispiele werden
das Gesagte verdeutlichen.

§. 25.
Beispicl 1. Es sy die Gleichung eines im Raume befindlichen Dreieckes gegeben,
man soll die Gleichung dieses Dreicckes, nachdem es bercits auf die Ebene & y niedergelegt

worden ist, finden. Es sey nimlich die gegebene Gleichung:
16

! .
936319 — 04827 011 ¢ ) O A
(1) == 209367219 — 0-827 384§x3+§19118001y3(g +2Jufoe—6) E i""‘;)

Da diese Gleichung, die Begrenzung von z nnd y abgerechnet, unter der allgemeinen
Form z= Ay~ B z+C erscheint, so ergibt ein Vergleich derselben mit (1) wegen:

tang. o cos. 0 = A; tang.w:’—%; w=23016;
—tang.psin.0 = B: tang. 0 = V™42 B2 und hieraus findet man fiir 0=64°31/;
tang. wsin.o = C; o= %; «=253.

Werden diese Werthe in dic Formel (5) des vorigen Paragraphs gesetzt, so erhilt man fir
unsern Fall als Dislocationsformeln der Grenzen:
) \ 2= 253409154286 2 — 0-1699328 y/;
3= 039501112 -|-0-3938618 ¢/,
Wendet man diesc Werthe nach den Grundsitzen unsers Calculs aul die Gleichung w
an, so crhilt man:

(3) yl:(—20-2651591)E_l_d%“a?’?i‘;%’i?‘w) o(— 16+314149) &(‘] 23{33;?? w(— 16:8200485)

— 271606529:2)
—28-0039134

als Gleichung unseres in die Ebene &y herabgelegten Dreieckes.

Beispiel 2. Es sey Fig. 145 die Gleichung eincer Ellipse in der Ebene zy gegeben, man
soll die Gleichung dieser Ellipse fiir den Fall bestimmen, wenn die Ebene dersclben, d. h.
dic auf der Coordinaten-Ebene liegende und mit ihr congruente Ebene eine Lage annimmt,
wobei p=1064° 31/, ®=23°16/ und «=25'3 ist,

Aus der allgemeinen AuflSsung dieses Problems. durch (8) vorigen Paragraphs ist er-
sichtlich, dass man durch Substitution obiger Werthe in die Dislocationsformeln und mittelst
denselben in die vorliegende Gleichung Folgendes erhilt :
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Ist. die .gegebene Gleichung:
(t) y=5h} Vi8ax— 2%
so hat man wegen: @ ! 2=09154286 (* — 25°3)+ 0:3950111 y:
~ 3 y = 0-7871236 ' — 0-3399056 (2¢ — 23-3);
nach (1) fir z=0: (3) 2:=1-9178001 y' — 0-8275384 2/ + 20-9367219.
Dagegen als Grenzwerth von y: ,
(8) y'=184T50242 — 04171518 2/ +- V" T18-428881% 27 — 1°6133:24 2> — 1290-3936787 = m

und demnach:

(5) 2==20-9367219 — 08275384 &' + (m) 51-91 18001 y'g

als Gleichung der Ellipse in' der verlangten neuen Lage.

§. 26.

Aufgabe 6. Man soll die allgemeine Gleichung fiir den Flichenraum einer ebenen
Figur von beliebiger Begrenzung im Raume aulstellen und das hieriiber Gesagte an einigen
Beispiclen nachweisen.

Vorerst muss hier bemerkt werden, dass die Gleichung einer jeden cbenen Figur, falls
sie einen Raum ein- oder umschliessen soll, enweder eine vielfsSrmige Function oder eine
aus mehreren Disjunctivgliedern zusammengesetzte seyn muss. Das nimliche gilt begreiflicher-
weise auch von der Projection einer solchen Figur, mit alleiniger Ausnahme derjenigen Fiille,
wo die Ebene der Figur auf die Projectionsebene senkrecht steht, wo dann jene Figur eine
begrenzte oder unbegrenzte gerade Linie zu ihrer Projection hat.

Vielleicht bei allen in sich zuriickkehrenden Figuren liegt die Viellsrmigkeit der Glei-
chung in einer vorhandenen Wurzel von gerader Ordnung, welche positiv und negativ zu-
gleich zu nehmen ist, und in diesem Falle werden wir den cinen Werth der Function mit
q(z), den andern dagegen durch ¢/{z) anzeigen. Uberhaupt wollen wir den Inbegriff simmt-
licher Disjuncéivg]iedcr, die zusammen den Progress mit P, und jene, die zusammen den
Regress ausmachen, durch R bezeichnen. Bezieht sich demnach die Gleichung
y=fla)=0o () wg!(z) oder y=/(#)=P o R auf die Projection der Figur, und ist die Ebene,
in der sich die Figur befinden soll, wieder die obige (1) §. 24, so ist:

(1) z=tang.o (¢ (.r)gco .y mg ¢! (2) — sin. o (z—a)).'

Man kann aus dieser Gleichung mit Hilfe von y==/(z) wegen z =/~!(y), die Grosse
2 eliminiren, so dass z nur in den Grenzen vorkémmt, und dort, wo die Auflésung méglich
ist, erscheint diess auch réthlich. In diesem Falle erhielte man fiir dasselbe Object die Gleichung

(2 a=q(2) g(ro‘r. 0y — sin, mf“"(y) + sen, o @) tang. o 3@1 (2).

Néthigen Falls ist auch-noch z zu begrenzen. ' Einige Beispiele werden das Gesagte ‘eérldutern.
86 *
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Beispiel 1. Man soll die Gleichung des in Fig. 146 dargestéllten, -zwischen den beiden
Linicn 0 X und 0} in der Ebene €D E befindlichen Flichenraumes aufstellen, wenn nebst
der Gleichung der Ebenc aych jene der I'rojection dieser Geraden gegeben ist. Es sey

® ®
demnach z=20—52-—10y jene der Ebene, und y= (ﬁ.t — 53 ) gg z‘—gg demnach :
1

=
® '_'("O—QJ—((&%—\D 0y)z— )

uls Gleichung der ins Unendhcl\c gehenden Wml\clﬂachc

Setzt man in diese Gleichung z. B. z = 30, so erhiilt man:

30— (m)glw%()aa

d. h. alle dem 2=230 entsprechenden Werthe von y und z liegen bezichungsweise zwischen

qQ 05
11“ und 222 23 ° und riicksichtlich. z zwischen — 2?_" und — MT?
) o

3 cs liegen demnach diese

sammtllchcn Puncte im achten Quadi‘:mtcn.

Bespiel 2, Man soll die Gleichung einer Dreiecksfliche, Iig. 147, die in einer gege-
henen Ebene liegt, aufstellen, wenn die Projection ibrer Begrenzung durch eine Gleichung
segeben st

Mit. Beibehaltung der [rilhern Ebene sey die Gleichung des projicirien Dyciecks:

65
1

“'l';l ¢3
9:%5%—{;3 " ‘E'v._,‘;x-{—lﬂg " Ew rg

so st jene der wirklichen Fliche:
6l el

ﬁ’% . t 8
W = "O—az-((i —4 o - az+10§)§loy§(Eaz—a§)§-
t!ﬂl

Bdispicl 3. Man soll die Gleichung fiir dic Fliche ciner im Kérperraume befindlichen
Ellipse aufstellen, wenn die néthigen Bestinimungsstiicke gegeben sind.

Es sey die Gleichung der Ebene: z=36— 15y — 62 und jenc der Projection der
Ellipse: y= Sig‘\fls z—z% so hat man als Gleichung der in jener Ebenc liegenden
clliptischen Fliche:

B) :=36—62—(—}V Br— .r“)gloy):n IR T r—

§. 27.

Aufgabe 7, Es sey ein Ellipsoid mit ungleichen Achsen gegeben, und nebst diescn
drei Linien als Rotations-Achsen im Raume, Wenn sich nun dieses Ellipsoid um diese drei
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Achsen nach .gegebenen Winkel. dreht, so eritsteht -die Frage, welche ist die Gleichung dieses
Ellipsoids in dieser neuen’:Lage iin .Raume?
Es sey -das Ellipsoid -ein solches,: dessen. Achsen’. nach 2, y, a, beziehungsweise 4, 6,
10 sind, 'so ist dessen Gleichung:
(1) 2=45V 14400—4004°— (44 <=
Die Bestimmungsstiicke fitt die drei Achsér mit den entsprechenden Drchungswinkeln, wenn
@; '8, yund &, b, ¢ Anfangs='und Endpuncte der ersten Achse, o/, 8% ' und o/, g, y/* die
Anfangspuncte der zweiten und dritten Achse bedeuten, 'scyen"fel‘nérs B
{ir die erste Achse e=2, pg=3, 7=1°08536;
a=—25, b=12, ©¢=085417;
und hieraus = 127052/ 307 w=178"50/595; H+=37° 15/ T%;
fiir die, zweite o/ =17, ¢ = 67024/ 54
fl=—41, W=8LO1T" (0%
) y=113, =530 184 (745
fir die drive a#=81,  g/=43°56' T;
D= {13, yr=13018¢ 114
P= 53, =230 41/ T,
Nun kénnte man zwar allerdings diese Werthe in dic Dislocationsformeln, und diese
sofort durch drei auf cinander folgende Substitutionen in die Gleichung fiir unser Ellipsoid
setzen ; allein es ist ebenso erlaubt, die Substitution frither mit den Dislocationstormeln selbst

vorzunehmen, sie méglichst zu reduciren, und sic sodann in unscre Gleiclmng zu sctzen.
Auf diese Art erhilt man als Dislocationsformeln, di¢ sich schon auf jenc dreifache Bewe-
gung beziehen:
z= 05475002 41240358 y'#/ — 0-588151 2/ — 140:10234;
(2 { y= 0623321 2+ 0-878801y 4 1-390064 2/ — 44-666191;
2= — 0967956 &' — 0:088527 y/# — 0-700960 24 — 17-921959.
Setzt man diese Formeln in obige Gleichung fiir das Ellipsoid, so findet man nach
der méglichsten Reduction :
1265214 (
B) #r=1{ —0692808a | =
— 0-334234 5/
*V 48-99092 11y 4 8-240201 '/ — 0029266 z*+¢ y**— 0465632 22 —2963-977859
als Gleichung des Ellipsoids in seiner neuen Lage in Folge einer dreifachen Bewegung um
drei im Kérperraume gegebene Achsen.

$. 28.

Aufgabe B.. Es seyen im Coordinaten - Raume gleichzeitig zwei geometrische Objecte
gegeben, némlich ein unglcichacl)siges_Ellipsoid ABCD, Fig. 148 und 149 und ein schiefer
Kegel FGHIK. Man denke sich sowohl auf dem Kegel als dem Ellipsoid einen gewissen
Theil der Oberfliche durch geschlossene Cdiven, deren Gleichungen gegeben sind, abge-
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grenzt, und mit diesen Flichen. nachfolgende Orsverinderuigen vorgenommen : Der Theil
POQ der ellipsoidischen Oberfliche werde auf Bestimnite Weise :dergestalt an' die Spitze S
des schiefen Kegels verlegt, dass er der Ebéne «y':die verkehrte oder convexe Seite zuwendet.
Der auf der Mantelfliche des Kegels abgeschnittene Flichentheil .zbcd werde auf dié Goor-
dinaten-Ebene z y auf eine solche Weise niedergelegt, dass die durch einen Punct 0 ge-
hende Seite SR des Kegels mit der Achse & einen Winkel von gegebener Grosse bildet.
Man soll nun die gegebenen Gleichungen mit Hilfe, der Dislogationsformeln so transformiren,
dass sie diesen Ortsverinderungen entsprechen.

Die Gleichung eines schiefen Kegels, dessen kreisférmige Basis einen Radius » — 6
hat, und wobei die Coordinaten des Mittelpunctes ¢=10, 8 =8, jene der Spitze dagegen
a=16, 6 =6, ¢=15 angenommen werden, ist:

(1) o= tBr— 183045V 51302 — 1089 y° | 9216 y — 12636 - 60228

128

Man nehme nun an, von dieser Kegelfliche werde ein solcher Theil abgegrenzt, dessen
Projection ein Kreis vom Radius r=2 und dessen Mittelpuncts- Coordinaten « = 14, g=14
sind, Die Gleichung der Projection dicser auf dem Kegel liegenden Abgrenzungscurve ist
demnach:

18
%) y= Vagz—zt— 1932,
[ lgfj: 22—z 19"3

Allein diese Gleichung ist zugleich die Grenze fiir y und man erliilt somit unter Be-
obachtung der schon frilher erwiihnten Abkiirzung in der Bezeichnung,. als Reprisentanten
des Flichentheils abed Fig. 148, die Glelchung

16
®) =15 gleox—lsso-q-d‘/(u V 287-2%102 )Eﬂllhy-1089J9%+wl3.z-"-17b3(w+(;0 sg.
Denkt man sich nun cine Linie RS als Scite des Kegels durch den Punct 07 ge-
fiihrt, dessen Coordinaten /=15, p’=>5 und y*=7-19235 sind, der mithin noch innerhalb
der Begrenzung « b ¢d liegt, so ist diesc Linic zugleich auch dicjenige, die wir als Achse zu
betrachten, und mit dem Objecte @b ed nach NM unter noch weiter beizufiigenden Beschrin-
kungen zu iibertragen haben. Hierbei soll also z. B. der Punct 0/ auf 0/ in der Ebene
2y fallnn, dic Linie ¥ M mit der Achse z cinen Winkel von z. B. 37919/ machen, und der
Dreiters Theil von 2 bcd gegen dieselbe Achse, die Convexilit aber gegen die Coordinaten-
Ebene 2y gekehrt seyn. Wir haben nun vor Allem die néthigen Bcsummun"astucl\e fir die
Lage der anlinglichen Drehungsachse, nimlich der Linie SIzu suchen, welches ohne Schwie-
rigkeit geschelien kann, da dic Coordinaten zweier ihrer Puncte bekannt sind.  Wir finden:
120765
V2
Ferner entsprechen in unserm Falle den in den Dislocationsformeln vork den
allgemeinen Bestimmungsstiicken nachfolgende Werthe:

tang, =1 =1 also ¢ =43°, dagegen tang, yw= und somit y—="T8% 53/ 56-4.
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a=15; al =183 ¢/ == 37° 19/ (als: Neigungswinkel der NM gegen x);
git=5; sodann £/=20; P =0;
r="1179235; ¢'=0; #=180° (wegen der vorzunehmenden Drehung).

Werden diese Bestimmungsstiicke in unsere Dislocationsformeln I gesetat, so crhilt
miah nach' gehoriger Reduction :
s £=71-T4942 - 01908 ( 2 -+ 0-[9081y' + 0-98129 2/
= 526740 4 0133702/ — 0:13370y/;
2= —12:83731 40-13117 2/ + 0-97246 ¢ < 0-19284 2/,

Diese Formeln (’1) besitzen nun die merkwiirdige Eigenschaft; dass sie in unsere obige
Gleichung gesetzt, den Theil der Kegelfliche abcd auf die Ebene zy dem analytischen Vor-
gange nach gleichsam niederlegen, genau in der Weise, wie dieses den obigen Bestimmungen
gemiiss verlangt wurde. Hierbei ist zu bemerken, dass die verfinderlichen Grenzen von y
mittelst derselben Dislocationsformel II nach Elimination von z, die constanten Grenzen von
a aber, mittelst I zu transformiren sind. Der untere Grenzwerth von &, niimlich 12, geht
dem gemiiss in 16°64962 und der obere 16 in 18:33691 iiber.

Setzt man daher obige Formeln (4) in unsere Gleichung (3), so erhilt man nach
méglichster Reduction, vorerst fiir die Hauptgleichung selbst ohne Begrenzuny : '
(3) 2= 1170421 2+ 2-219159 3 —19-438556 4=

V (378713 2% | 983016527y + 3541181 9 — )14 1N,
— 53-039400 ' — 54-142549y -+ 150-165711

fiir die Grenze von y aber nach fritherer Anleitung:

(6) 3 =25093031+0-341414 2 4+ V53833798 7« — 0-883437 2% — 45'985062 = m ==V n
und demnach als Gleichung von ad“cd/, Fig. 149:

(1) z=(m= 1) EM iw\;.

Nebst genanntem Kegel soll sich der Annahme gemiss auch noch ein ungleichachsiges
Ellipsoid im Kérperraume befinden. Sind die drei Achsen nach z, y, z, beziehungsweise
2, 3, 7, so hat man sofort als dessen Gleichung:

(8) z=3V 36 —4y® —9a2.

Von diesem Ellipsoide soll nun am obern Scheitel der grossern Achse ein Stiick der
Oberfliche, dessen Projection eine Kreisfliche von gegebener Lage und Grosse ist, abge-
trennt, umgekehrt und an die Spitze des Scheitels des Kegels gebracht werden. Diess ge-
schieht nun so: Es sey die Projectien jenes Flichentheils des Ellipsoides ein Kreis, dessen
Gleichung (9) ist, so erhilt man, da diese zugleich auch die Grenze fiir y ist, als Reprisen-
tanten von P C @, Fig. 232, den Ausdruck (10):

(9 y=4§V % _—1627.
(10) z:E;Vss_szz 4V T 1609 iy

+

.
e

~2
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Die Ceokdinaten des Punctes, der nachiden Spitze des schiefen Kegels verlegt wer-
den soll, niimlich des Scheitelpuncies des Ellipsoides,.-seyen «=0, #=0, y==17, und dieser
ist 7u verlegen nach o= 16, §f=6 Mnd p=15.: Da wir nun der einfacherern Rechnung
wegen annchmen wollen, dass dieser Flichenschnitt,, ausser sejner Umkchrung, keine weitere
Ortsverinderung crleiden soll (wiewoll eine solche Annahme durchaus -ohne alle analytische
Schwierigkeit statt haben kéunte): so ergeben sich,, wenn man -als Dislocationsachse eine durch
den Scheitel gehende, zur Achse 2 parallele Linie annimmt, wegeh ¢=0, ¢'=0, v =0,
=0, #=180", nachlolgende Dislocationslormeln :

’ at=164+z; L z=z'—16;
1 yY=6—y; und II y=6—y';
27=232—1z; ' z—‘))_zl'

und diese Formeln in obige Gleichung geselzt, geben: fiir die Haupt{,lelcl\un" ohue Be"rtn-
zung von y (11) und fiir die Grenze von y (12), d. h.
() z2=22 3V 107604 — 44122+ 14112 2 — 196 42 +l764_/: P—y Q: und
(12) y=64 }rnlm:p +=1"9
und lolglich als vollstindige Gleichung des nach § verlegten ellipsoidisclien. Abschnittes P45 ()’
in Fig. 149:

(13) :=22— VlO'IoOi-{-Hll’r——dlx’—{-( sV IRT— 16224070 Eum,—my%g

v a{r—vo}

Wir haben daher als vollstindige Gleichung des ganzen in Iig. 11 ‘l vorgestellten
Systems von den vier geometrischen Objecten:

14) z:(miv‘n)g.ll:l:\fi\'2m(piv"q)g”—V(’g‘” (E’ii Wt 1‘_»3‘5)

g(,w_w:m_p:ﬂ 513xu—1n3ﬁ£+92my—|?63¢;J-v+un ; 4 4V°25 — L6a)
( V36 =iy — 929
({; 36 — dy® Ja)

§. 28.

Aufgabe 8. Fin Korperraum, dessen Gleichung gegeben ist, werde von einer gleich-
falls gegebenen Ebene geschnitten.  Man soll nun die Gleichung sowohl der Schniuscurve
als auch die Schnittsfliche, im Naume sowohl, als auch in die Ebene zy herabgebracht ange-
hen, und die allgemeine Deduction auf cin Ellipsoid mit drei ungleichen Achsen anwenden.

s sey die Gleichung des geometrischen Objectes im Rawme

() z=Fiz,y)
und die Gleichung der Ebene nach §.20:
(2) z=tang.o(ces.0y —sin.w (L —a)).



auf Grundlage cincs neu einzufihrenden Algorihmus. 685

Da diejenigen Puncte, welche die Ebene mit der begrenzenden Umfliche gemein hat,
uns unmittelbar die Grenzen fiir die Verinderliche y selbst zu liefern haben, so setze man:
F(z, y)= tang. o(cos. vy — sin. oz —a))
und nehme an, dass man durch Auflssung der Gleichung nach y fiir letztere Grésse erhalte:
; (8) y=2(@)=9 @ a¢ (2):
wo wir demnach die Function ®(z) schon in ihre Progresse und Regresse aufgelost anneh-
men. Hiernichst hat man: .
() z=@() g(ang‘ 0 (cos. 0y — sin. o (2 _“))3

als Gleichung der Schni ve im Raumie, und

() z= q:(_z-)gmng.g (cos.oy — sin.o0 (x— a))}' 9’ (z)

als Gleichung der Schnittfliche gleichfalls noch im Kdorperraume.

Um endlich diese geometrischen Objecte zum Behufe einer deutlichern Anschauung
auf die Ebene zy herabzubringen, hat man auf sie nur die im §. 24 zu diesem Behufe ei-
gens abgeleiteten Formeln I und II anzuwenden, welches wir auch sogleich an dem ver-
langten Beispiele in Anwendung bringen wollen.

Es seyen die Achsen eines Elipsoids bezichungsweise nach @, y, z, 5, 8 und 3; so ist
die Gleichung desselben: 6) z=4V 576 —9y*— 642
und die Gleichung des Kérperraumes:

(@ = (— &V 3=y Toia) § g'g CAG =)

Ferner sey eine Ebene gegeben, wo « =10, @ =37%, ¢=150 ist, so ist ihre Glei-
chung : (8) z=0213990y— 0161252 = + 1-61252.
Durch Substitution der nachfolgenden Dislocationsformeln (9), deren Bestimmungsstiicke aus
jenen der Ebene (8) entnommen werden, in unsere Gleichung erhilt man wegen :
©) z= 201364 - 0-7986352' —0-581309y';
y=— 60181504 0-601815 2/ + 0-TT1421 4*;
als Gleichung der in die Ebene 2y niedergelegten Schnittscurve jener Ebene mit dem er-
wihnten Ellipsoide:

(10) y/=1-464125 — 08951112/ =V 7065681 — 1-5527183 2/— 0-144031 7 = M- "
nd fort: b
und so 1) y=(u—vn) Egg (u+v0).

als jene fiir den entsprechenden Flichenraum dieser Figur.

§. 29.
Aufgabe 9. Man soll mittelst der gegebenen Gleichungen von vier Ebenen, die
Gleichung sowohl fiir die Oberfliche als fiir den Korperraum und endlich fiir die Kanten

der von diesen Ebenen begrenzten dreiseitigen Pyramide FG H 1, Fig. 150 aufstellen.
Abh, V. £. 87
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Es seyen die gegebenen Gleichungen der vier: Ebenén:

(1) 2= 2y—32+420=M; 2) z= by+4380z+14=N

3) z=—8y+45243="P; (4) z_—3y+ Tz— 8=10Q.

Da hier offenbar neben der Annah des Zugleichbesteheis ‘noch gefordert” ‘wird,
dass die Begrenzung der Ebenen durch den sich abschhessenden Raum bedingt sey so hat
man vor Allem die Grenzen von z und y beziiglich jeder einzelnen Ebéne aufrusu Man’

findet diese in Bezug auf y, indem man jede der obigen Gleichungen ‘mit jeder’ der ‘tibrigen
verbindet, wodurch man vier Systeme von je drei Gléichungen. zwischen 2 und y erhilt,
durch deren abermalige’ Verbindung sofort auch die entsprechenden Grenzen von z erhalten
werden. Auf diese Weise gelangt man also eigentlich zu den Gleichungen - der ‘projicirten
Scitenflichen der Pyramide, die somit auch beziiglich jeder Ebenen fiir dieselben die Grenzen
darbieten. Fiihrt man das Gesagte aus, so erhilt man unmittelbar in“Bezug auf die Seiten-
flichen MNP Q der Ordnung nach als Grenzen von y, nachfolgende Wgrlh.ev;'

- (-5 -4
w e B -
(1%)5 §3 (T = s
) et 3 ) = o
_1/: _ﬂ) 5_2_%4—173 (3,971 = B,;,,

391 34 254
—11 =By
EN g °+ 3 (~ 195 i

= (D) e ) e
P yz( 99) E_ 13) 324

N

w' ¥ v‘] )

11)(%91 -
=(&F) - DG =5

=) 2ot () =0

SCDEEBG-n
Z;:‘)g _25;(
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Hierauf hat man:
6) z=(4) EM%(A ;) (Bl)EN (Baw By @ EP%C w C) g();(p @ Dy);

als (.lelchung der Oberfliche der gennnnten Pyrarmde Ferner ergibt sich }neraus weiter :

gpg (CaCs)o l)E()) (D, Dy) )g g( EM% Ayody) EN; (Bow By) )

als Glezchung des Korperraums dieser Pyramxde, und endhch.
M) == (4 M,){Mg (4, © dy) ® (B, m By) Ezvg (By 0 By) w(C, 0 C,) gpg (G 0 Cy);
als Gleichung fiir simmtliche Kanten derselben.

§- 30.

Aufgabe 10, Es ist die Gleichung einer im Raume befindlichen, sich selbst begren-
zenden Oberfliche gegeben. Man soll die Gleichungen fiir die horizontale und verticale Pro-
Jjection’ dies:és Objectes bestimmen.

' ‘Oberflichen der genanaten Art liefern fiir jeden bestimmten Werth von o und y
wenigstens einen doppelten, zuweilen selbst mehrfachen Werth, und dieses geschieht durch
die Vieldeutigkeit der Function als Werth von z. Es sey daher z = F(z, y) die Gleichung
ciner Oberfliche, so hat man nach dem frither Gesagten z. B.:

(1) 2= F(e,y)=F(z,y) 0 F (2, y).

Fiir jeden nun iiberhaupt méglichen Werth von z und y erhilt man demnach fiir z,
im Allgemeinen zwei verschicdene Werthe, und nur dicjenigen Puncte der Oberfliche, zu
denen die cntsprechenden Ordinalen zugleich Tangenten sind, liefern nur einen oder vielmehr
zwei gleiche Werthe.

Man kann daher auch umgekebrt sagen, dass alle jene Werthe von z und ¥, fiir
welche man statt zwei verschiedene zwei gleiche Werthe erhilt, nothwendig solchen Tan-
girungspuncten entsprechen. Diesc sind es aber, welche die horizontale Projection der Ober-
fliche ihren Grenzen nach bestimmen. Um diese zu finden, hat man nun:

(2) F(z,y)=F'(z,y) zu setzen, woraus sofort (3) y=g¢(z) folgt.

Diese Gleichung ist denn die horizontale Projection. Verlangt man die auf der Ober-

fliche selbst liegende Begrenzungscurve, so hat man fiir dieselbe:

) z:(p(a;)EF(x, y);.

In allen jenen Fillen, wo die Gleichung (1) von einer Form, wie (5) z:.lli%;'ﬂ
wobei 4 und' B Functionen von & und y zugleich sind, hiitte man demnach:
A4V B=A4—y B; d. h. 2y B=0 oder (6) B=0.
Man findet dabér in allen diesen Fillen die verlangte Gleichung der Projection, wenn
man den unter der Wurzel stehenden Ausdruck gleich Null setzt. Béstimmt man aus (1) y
87 *
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oder #, und behandelt die gefundenen Werthe auf eben angedeutete Weise, so erhilt man
beziehungsweise die Projectionen auf die Ebenen zz und yz. Ein Beispiel moge das Ge-
sagte erldutern.

Bei Gelegenheit einer friihern Aufgabe haben wir bereits als Gleichung eines ungleich-
seitigen Ellipsoides, welches gegen die Coordinaten-Achsen eine schiefe Lage annimmt, gefunden:

1265215
) o6 559902115 T 8240201 = — 0029966 7;
M == %‘;93;‘:2%“" iv_o-zxez)sszye— 0-312324 72— 2963977859,
— U4 & ly

Setzt man nun nach (6) den unter dem Wurzelzeichen befindlichen Ausdruck = Null,
so erhilt man als Gleichung der horizontalen Projection dieses Ellipsoides:

(8) y=63-2379338 — 003142612V 1312156162 — 0-6697662° — 2366-455060.

§- 31
Der Raum dieser Blitter gestaltet es nicht, in eine vollstindige und umfassende Be-
arbeitung vieler hieher gehoriger wichtiger und interessanter Probleme einzugehien; wir miissen
uns daher begniigen, wenigstens aul einige derselben im Vorbeigehen hinzudeuten. Wir glau-
ben dieses um so eher thun zu kdénnen, da die meisten derselben fiir die Ebene bereits ihre
Losung gefunden haben,

1. Wenn die Gleichungen zweier Korperriume gegeben sind, auf analytischem Wege
zu bestimmen, ob sie ganz innerhalb oder ganz ausserhalb einander liegen oder wenn dieses
nicht der Fall ist, anzugeben, welchen Theil sie gemeinschaftlich haben?

Auch hier muss, so wie schon [riiher in der Ebene, in Betracht gezogen werden, dass

(1) z:E(I,y]gsg.F'(z‘,y) und (2) z:f(z,y)gl‘}gf(z,y)

sich nur die vier Bedingungsgleichungen ergeben :

Flz,y) =/ (y); Fzy)=flzy) Floy)=flz.y): Fliny) =7

Von diesen vier Gleichungen liefert nun entweder keine oder eine, oder zwei, oder
drei, oder endlich jede mogliche Werthe, und aus diesem Umslande lisst sich nach einer
dhnlichen Betrachtungsweise wie bei Objecten der Ebene ermitteln, von welcher Beschaflen-
heit der beiden Kérpern gemeinschaftliche Theil ist. Die genaue Ausmittlung und Beant-
worlung dieser Vorfrage ist aber fiir die Losung der bald anzufilirenden Probleme véllig
unerlisslich, und darf in keinem Systeme der analytischen Geometrie unsers Dafiirhaltens fehlen.

2. Einc ebene Figur (etwa dic Fliche eines ebenen Winkels Fig. 151 und Fig. 152)
bewege sich in einer gegebenen Ebene dergestalt, dass sie in jeder ihrer Lagen stets in der
Ebene verbleibt, ein mit ihr in fester Verbindung gegebener Punct aber eine gegebene Bahn
beschreibt, wobei sich diese Fliche im Allgemeci um den ger fixen Punct als Dre-
hungspunct dreht. Wenn nun dicse Bewegungen nach gegebenen Zejtfunctionen vor sich
gehen, so friigt es sich, welche ist dic Gleichung dieser in Bewegung Degriffenen Fliche in




auf Grundlage eines neu emzufithrenden Algoréthmus. 689

einem bestimmten Augenblicke, und wie findet man die Gleichung fiir die Bahnfliche auf der
Ebene, in welcher die Bewegung vor sich geht?

Die Lgsung auch dieser Aufgabe kann mit Hilfe der von uns zu jedem Bedarfe abgelei-
teten Dislocationsformeln keiner besondern Schwierigkeit unterworfen seyn, wenn Nachfolgendes
beachtet wird, Da nimlich sowohl die fortschreitende, als auch die drehende Bewegung stets
in der Ebene vor sich gehen soll, so muss die Drehungsachse nicht nur sich stets zu sich
selbst parallel bewegen, sondern auch auf der Ebene senkrecht stehen. Hiezu wird nun er-
fordert, dass nebst g—=¢/ und yw=v' auch noch, wenn z = 4y -+ Bz - C die Gleichung un-
serer Ebene ist, sin.y= S —

VAiF B+ 1
werden, dass sie den Gleichungen y= 484 Ba+C und y'= 48’ + B« 4 C entsprechen.
Ferner miissen die Gleichung der Bahn und die erforderlichen Zeitgleichungen gegeben seyn,
d. h p=¢)=9(/(®) und ¢ =D (¢).

‘Werden nun die Dislocationsformeln des Raumes diesen Angaben gemiss modificirt,
und in die Gleichung der bewegten Fliche substituirt, so erhilt man eine Gleichung von der

und lang.(p:% und 7 und y’ so angenommen

Form z=1v(z.() gF (@, 9, t)g, welche schon die erste verlangte Gleichung ist, und durch Eli-

mination von ¢ nach unsern frihern Vorschriften zur Gleichung fiir die Bahnfliche fiihrt,
Wir haben dieses Problem vollsténdig durchgefiihrt, und behalien es uns vor, bei einer an-
dern Gelegenheit es vorzulegen.

3. Die Gleichung eines Korperraumes ist gegeben, auch jene cines fix mit demselben
verbundencn Punctes. Endlich die Lage ciner Rotationsachse und die Zeitgleichungen fiir
die fortschreitende und rotirende Bewegung. Man soll die Gleichung des Bahnraumes finden,
welchen der Korper wihrend seiner Bewegung beschreibt.

Nach Anwendung unserer Dislocationsformel auf die vorgelegte Gleichung des be-
wegten Kérpers und nach Einfithrung der betreffenden Zeitfunctionen in dieselbe, wodurch
man eine Gleichung zwischen z¢, %, 2/ und ¢ erhilt, hat man vor allem zu untersuchen, fiir
welche Werthe von ¢ bei constanten 2/ und 7/, 2/ selbst zu einem absoluten Maximum uad
Minimum wird, Diese Werthe in die Gleichung fiir z zuriicksubstituirt, liefern diesen Ma-
ximum- und Minimum - Werth selbst, und der eine von ihnen gibt den untern, der andere

den obern Grenzwerth fiir z:g;,‘}g als gesuchte Gleichung des Bahnraums.

4. Die Gleichung eines ruhenden und eines bewegten oder auch zweier bewegter
und zwar in fortschreitender und drehender Bewegung begriffener Korper sey gegehen und
ebenso die betreflenden Zeitgleichungen und die Bahnen ihres Fortschreitens.  Wenn nun die
letztern so beschaffen sind, dass sich die beiden Kérper bei ihrer Bewegung trefen, so cnt-
steht“die Frage: welcher Theil eines Karpers dringt in den andern ein, und welches ist der
Zeitmoment des Ein- und Austritts ?
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Wir wollen sogleich. die zweite Annahme::als idie; schwierigere voraussetzen, - hdmlich
die, dass der bewegten Korper zwei seyen. ‘Hier muss uns wieder. der Gedanke leitén; . dass
es fir das Ergebniss der Untersuchung einerlei isl,_i:ob, wir uns beide bewegt, oder-den einen
in B,u.hé,’den andern dagegen‘ in doppelter Bewégpng begrilfen l‘{orstell,en, ,einmg; nimlich in
cigener und dann noch in der von den erstern auf ihn in entgegengesetzter Richtung ibers
tragenien fortschreitenden sowohl, als. drehenden Bewegung:: Die zweimalige Anwendung: un-
serer allgemeinen Dislocationsformel auf die Gleichung des .in. Bewegung gedachten Kérpers
verschafft uns unter Einfihrung der Zeitgleichungen einen Functionsausdruck fiir z, mittelst
welchem wir nach der oben gegebenen Anleitung auf den Bphnraum iiberzugehen vermdgen.
Sucht man nun den, sowohl diesem als dem ruhenden Korper gemeinschaftlichénKaipefraum
so haben wir den durch Eindringung entstandenen. Ein Gleiches hat man zu thun, um den
Theil des zweiten Korpers auszumitteln, welcher von dem ersien du.lchdrungen wxrc[ nur
hat man hier die ganze Pewegung auf den bisher in Ruhe beﬁndhchen Korper anzuwendeu
Die Zeitbestimmungen geschehen ganz im Einklange mit den fritheren diessfalls gc}?ﬂovenen
Betrachtungen.

Aus diesen kurzen Andeutungen erhellt schon zur Geniige, dass dic Lésung skmmt-
licher erwahntcn Aufgaben, was strenge genommen hievon der analytischen Geometrie an-
heimfillt, keiner Schwierigkeit unterliegen kann.

§. 32,

Aufgabe 11. Man soll ganz allgemein das Problem der perspectivischen Darstellung
irgend cines. gecometrischen Gegenstandes, dessen Gleichung gegeben ist, aufldsen, und die
verschiedenen specicllen Fille, die dabei in Betracht kommen kénneu, aufziblen und durch
Beispiele verdeutlichen,

Um dieses Problem mit der moglichsten Allgemeinheit ‘zu 16sen; wollen wir anneh-
men, dass zwar dic Ebene z 2z diejenige seyn soll, auf welcher die perspectivische Darstellung
zu geschehen bat, dabei aber voraussetzen, dass das Object sowohl als der Ort, wo sich
das Auge befindet, d. i. der Augenpunct wo immer im Raume sich befinde. Die Coordinaten
des Augenpunctes seyen bezichungsweise a, b, ¢, und das ObJECt selbst wollen wir fiir den
Augenblick als im ersten Quadranten befindlich vorstellen, Eine der einfachsten Gleichung
ftir eine unbegrenzte gerade Linie im Raume ist bekanntlich:

z:(U¢+V)£U/y+V3
und wenn sie durch zwei gegebene Puncte z, y, 2z, und 24 3/, z' hmdurchcohen soll
1) z= (” yi—zy' +(y’—y)$) %y Syl z‘—t")yg
' — i yi—y!
Nimmt man nun an, dass sich der Punct 2, y*, 2 auf den Augenpunct bezieht,
z', ¥, 2/ dagegen auf die verschiedenen Puncte des in die Perspective zu iibertragenden Ob-
jectes, und erwigt man, dass es sich hicr bloss um simmiliche Durchgangspuncte der Graden
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durch die Ebene 2z handle, fiir welche nothwendig y selbst den Werth Null annimmt, so er-
hilt man vorerst wegen 2/ =a, y* = b, 2/ =¢c und endlich := 0 offenbar :

z=<bx’—-ay’ y — )gcy —bz"
r—a y'—b

und da die Grenze sich unstreitig auf’y =0 bezielit, ergeben sich nachfo]gende Beédingungs-
gleichungen: \, ; . =<cy—bz'> ;

" bz“u—ay(-{—(y’v—b)m":o.

‘Durch diese lassen's sich rinm. l'ini:t't:'elé‘t"Zuziehung der g’egebenén Gléichung fiir das
Object wie wir diess s,pglelch zeigen ; .werden, die Grossen z’, ¥/, 2 hesummen, wodurch
man auf eine Gleichupj “zwischenz und-y gelangt, welche Gleichung jene'. ‘des gesuchten
Perspectwes ist.

Specielle Fille.

1. Fall. :1sv> diis 'geometrische Object eine in der Ebene zy liegende Curve oder
Gerade, oder cine Verbindung aus diesen, und ist diese durch die Gleichung
W y=g()
gegeben, so hat man aug (3), da in d.lesem Falle offenbar z/==0 ist, sofort die einfachern Be-
dmgungsgléchungcn ' b (2 a)g(a) —bz=0;
() co(z’)
| =G )

Aus diesen Glelchungen ldsst sich nun, sobald ¢(z*) bekannt und die erste Gleichung
nach 2/ auflosbar ist, stets durch Substitution des Werthes von 2/ in die zweite, die ver-
langte Glcxchung zwneclien, z und 7 finden.

Diess ist nau‘n'hch iSomer der Fall, wenn ¢ (2/) cine Function vom ersten oder zweiten
Gradé vorstellt, und es lassen sich daher alle in der Ebene 2y liegenden, aus geraden Linien
und Kreishogen ‘odet’aueh"aus’ Kegelschnitislinien und deten Bogen, wie immer zusammen-
gesetzien ebenen Figuren ohne irgend einen Anstand analytisch ins Perspective setzen. Bevor
wir indessen das Gesagte auf Beispie]e anwenden, wollen wir die allgemeine Behandlung un-
serer Aufgabe noch um einen Schritt % welv.er fiihren. und zu diesem Behufe annehmen, dass
der aus der zweiten Glelchung sich ervebende Werth von ¢(z/) und 2/ in die erste Gleichung
gesetzt werde, s6 ist wegen

i bz . bz
(4 o= ——— d hi =gl — ),
() ‘P(l‘), L ) un eraus z (p(z_')
M & 9"( bz ) Fa ('T_a)bl bz=0 als Gleichung des Perspectives.

Beispiel 1. Ein System von begrenzten oder unbegrenzten geraden Linien in Per-
spective zu setzen.

Die Gleichung eines Systems gerader Linien, worin die Polygone als specieller Fall
mitbegrilfen sind, ist bekanntlich:
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y’:w’x gUe x4 Véle:’@ (@3
) o

3
Diess in die erste Gleichung substituirt, wobei zu bemerken kémmt, dass sich die Begrenzung
von a/ auch auf die bis dahin unbegrenzte z/ erstrecket, gibt:

R = LT
P e—a0 AR AR e
und da die Gleichung (2) durch ein blosses Hineinsetzen von , und oy die neuen Grenz-
werthe von 2 liefert, hat man als vollstindige Gleichung fiir die perspectivische Darstellung:

0 = QIR (o ematobes 3 (B hackery)

b4 ( a —a)
Wire z. B. Fig. 153 ein Funfeck gegeben, dessen Gleichung die nachfolgende (o) ist,
so erhdlt man unter der Voraussetzung, dass hierbei @ =10, 6= —20, ¢=230 angenommen

wird: aus Gleichung (5) jene der Perspective (6) dieses Polygons durch einfache Substitution
in obige allgemeine Gleichung: nimlich

) y= ".z:+23 £§x+93 E—m-*-sng g.z'—l-lg E—§¢+163

hicraus

z_( E 3 (310 E 135; (190) g___ 130.2‘+930)
) %”‘*ﬁ JEIRSE

2, Fall. Ist ferner das Object cine im Korperraume befindliche begrenzte oder un-
begrenzte Curve oder ein System aus solchen, so sind die oben abgeleitencn Formeln auf
folgende Weise anzuwenden.

Die allgemeine Gleichung des Objectes ist:

W #=v@ EF(yo}
Da nun hier augenscheinlich z nicht mehr gleich Null gesetzt werden darf, vielmehr
fiir jedes z' und ¥’ einen vollig bestimmten Werth hat, so miissen wir auf die perspectivischen

Grundformeln dieses Paragraphs zuriickgehen. Durch Substitution in die beiden Gleichungen
(3) erhilt man sofort:

= C-9(#)—bF ()
@) P(b)—b
bai—ag(z) + (@) — =0,
aus der zweiten Gleichung folgt:
(3 2 =80@)=bz o (z');
g(z)—b '
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und hieraus folgt (die Losbarkeit dieser Gleichung vorausgesetzt), unmittelbar, Behufs derEli-
minirung von z/, aus der erstern wegen z/=d@!(z):
(4) =9(2" 2D —bFploT)),
9 (@~ (z) —b
als Gleichung der Perspective jenes Gegenstandes.

Es entsteht nur noch die Frage, wie die Grenzwerthe von &, falls sich das Object
nicht selbst begrenzen sollte, zu bestimmen seyen, und die Gleichung (3) gibt hieriiber die
erwiinschte Auskunft, indem man in dieselbe fiir 2/ bloss o, und 'y zu substituiren braucht,
um die entsprechende Perspective zu finden. Wir erhalten daher als vollstindige Gleichung
eines Systems begrenzier oder unbegrenzter, im Korperraume befindlichen Curven oder Ge-

raden im Perspecl.ive

o) 2= ag ae)—ba Ec(p(@" a:))—bF(cp xb"(.z‘) )3 a @ (') —ba‘,
= w( ) qy(q)——l ( “9’) — )
Wir wol]en d.lese Formel sogleich auf ein System begrenzter gerader Linien im Raume
d Die allgemeine Gleichung ecines Systems gerader begrenzter Linien im Raume ist

bekarnt!ich: ., w \
Q7S o)
” .

Wird nun obigen Vorschriften gemiss verfahren, so erhilt man sofort »'s Gleichung
des Perspectives dieser Lirien;
© z:w (a U, —b)a ) ((U z+V,)(e—beU,/— )—i—(a[/(,—l—//g;l;) Velg
y e, + Vo~ b a [/ + V —b
((u U,—b)a/+n l/’(l)
o +V,—

3. Fall. Ist endlich das in Perspeclive zu setzende Object irgend ein im Raume Dbe-
findlicher Kérper, so liesse sich dieser Fall stets auf den zweiten Hauptfall dadurch zuriick-
fithren, dass man vorerst diejenige Begr g ve ittelt, unter welcher ihn das Auge
in 0 erblickt, und sodann nach den oben gegebenen Vorschriften verfihrl, Allein wir ver-
mogen mit Hilfe unserer allgemeinen Formeln diese Aufgabe auch noch unabhingig von jener
vorhergingigen Bestimmung und zwar auf folgende Weise zu lésen. Man bestinme aus der
ersten Gleichung des Systemes (3) den Werth von y', wodurch wman mittelst Substitution in

die zweite wegen:
() y=t2be, g ol l@—a
a

3

2/ —a
und wenn (3) z=F(z, vy
als Gleichung der Oberfliche gesetzt wird
i
o —a)—a—a)F (2 0(7=3))
4) z= 7 —= =@ (2, z).
88
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Wird nun diese letztere Gleichung nach z differenzirt, und sucht man .diejenigen
Werthe fiir 2/, fiir welche ¢ selbst ein Maximum und Minimum wird, sie seyen m und =/,
so ergibt sich als Gleichung der verlangten Perspective:

(3) 2= (z,m)® B(z, m);
wobei noch zu bemerken, dass m und m’ als Functionen von z auftreten, und dass sich in
den meisten Fillen beide Disjunctionsglieder in eines zusammenziehen lassen.

§. 33.

Die schon frither in Bezug auf Fig. 137 und Fig. 138 fiir die Ebene abgeleiteten
Formeln konnen in gleicher Weise einer ganzen Klasse von Forminderungen im Korper-
raume zum Grunde gelegt werden, die fiir nicht minder praktisch wichtig und interessant an-
geschen werden diirften, Man denke sich ndmlich, um sich von dieser Art von Forminde-
rungen einen_ Begriff zu machen, in der Ebene xy, Fig. 154, irgend ein geometrisches Object,
cine Curve £BD z. B, oder dic von ihr begrenzte Fliche, deren Gleichung gegeben seyn
soll. Irgend eine ihrer auf derAchse y senkrechten Ordinaten 4B, und so auch alle iibrigen
it ihr parallellaufenden, wie MN, denke man sich von der Linie £D an eine solche Kriim-
mung annehmend, dass diese einer gegebenen Glcichung zwischen 2/ und 2/ entsprechen, und
dabei durchaus nach dem von uns aufgestellten Begrifle des Parallelismus zu einander vor
wie nach parallel bleiben. Ein ibereinstimmender Vorgang im gemcinen Leben findet Statt
beim  gleichmidssigen Aufrollen oder Biegen diinner lamellenartiger Kérper oder biegsamer
¥lichen, — Mit Voraussetzung des schon f[rither Gesagten ist daher:

1) 2= () die Gleichung von AC;

Nz—d=wr :f(lw"/i —i—(ﬁg_(f_l))q; die Bedingungsgleichung fiir die Gleich-
Z

heit der Bogen;
3) y = F(z) die Gleichung der Linie 4B in der Ebene xy.

Da nun offenbar y=3", so ist erstlich wegen z = d 4@ ('), wenn dieser Werth in

die letzte Gleichung gesetzt wird:
(1) y¥=F(d+®(z"));

d.  die Gleichung fiir dic Projection DFE.

Ferner gibt die letztere Gleichung. 2= ®~'(F~'(yj— d) und diesen Werth in die
crste der obigen Gleichungen gesetzt:

=q 11)“(F’“(y)‘)—d].

Nun ist aber y nicht unbegrenzt, sondern von z’ abhlingig nach der Gleichung (i).
Man erhilt demnach durch Begrenzung

@) z‘:(F(‘l+¢<$') )) Eq(w—'(F-'@)— 0)3

dic verlangte Gleichung unserer Curve im Raume. — Soll man endlich die Gleichung der auf-
geroliten oder gekriimmten Fliche selbst aufstellen, so ist zu erinnern, dass in diesem Falle
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die Veriinderliche y fiir einen bestimmten Werth von & micht bloss eines, sondern unendlich
vieler zwischen bestimmten aber verinderlichen Grenzen liegenden Werthe fihig sey, und dass
die betreffenden Grenzwerthe, als von 2z abhingig, wieder durch die Projection, d. h. durch
die Gleichung (1), die in diesem Falle immer eine doppelférmige Function seyn muss, ge-
geben sind. Bezeichnet man diese Einzelnwerthe von F durch Accentuirung, so erhilt man

(3 #=P+ow) o (P~ F+e@):

welche demnach die Gleichung fiir die gekriimmte Fliche ist.

sofort :

§- 34.

Aufgabe 12. Es sey die Gleichung irgend einer in der Ebene zy liegenden Curve
oder eines Flichenraumes gegeben, auch noch die Gleichung einer zur Ebene zz parallel
laufenden Curve als Leitlinie. Man soll unter Voraussctzung, dass sich das zuerst erwihnte
Object nach der besagten Leitlinie kriimme und iiber die Ebene 2y in den Coordinatenraum
erhebe, die Gleichung des so verinderten Gegenstandes finden.

Bevor ich auf die Aufldsung einer speciellen Aufgabe iibergehe, will ich noch cine

andere, von obiger verschiedene, all

Fillen vor jener einen Vorzug zu verdienen scheint, vorausgehen lassen. — Es sey die Glei-
chung der in der Ebene zy liegenden Curve oder Fliche, so wie jene der Lcitlinie, die man
sich in der Ebene 2y vorzustellen hat, die folgende:

g Behandlung dieser Aufgabe, die mir in vielen

(1) y=F@)=F(z)oF@): daher (2) y:F(x)Eg gFW(m) und endlich (3) 2/ = f(z").

Vor Allem ist hier zu bemerken, dass von den Coordinaten des Punctes Jf, neu
zuwichst, z in z‘ libergeht, y dagegen unveréndert bleibt, d. h. y=37' zu setzen ist. Die
Andcrung, welche z und 2/ zu erfahren haben, hiingt augenscheinlich von der Rectification
der Leitlinie 4C ab, indem ndmlich z/—d nothwendig dem von ¢ bis z/ genommencen In-
tegralausdrucke fiiv die Linge der Curve gleich seyn muss. Bezeichnet man demnach der

Kiirze wegen ) S:f Az '/ 1+(f€(xq: ®ir);
dz .

50 hat man sofort (3) z—d=o@@)— o)
oder: r=d—®(dj+ o 2').
Bestimmt man aus (3) den Werth von av, und setzt ihn in die vorige Gleichung (5),
so erhilt man folgendes System von Gleichungen:
z=d—d(d) + o (f-1 ()
©) § y=y
z=d+ @ (z) — B(d).
Werden von diesen drei Gleichungen einmal die beiden ersten, sodann die beiden
letzten in die Gleichung (1) oder (2) substituirt, so erhilt man zwei neue Gleichungen,
88 *
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die zusammen jene der i{ibergebogenen oder gekriimmten Curve oder der betreffenden Fliche
reprisentiren, d. h. man erhilt beziehungsweise (7) und (8):

) :=(Fu—o@+own) {f(o @O —d+F141) g

®):= (Fa—o@+o@)) (o @g —d+ 71D )3 (P —aid+o=)).
Nachfolgendes specielles Beispiel wird hoffentlich das Gesagte zur Geniige erliutern.

Beispicl 1. Es sey Fig. 155 und Fig. 156 4BC eine in der Ebene z y liegende, durch
A C begrenzte Parabel, deren Gleichung nach den aus der Figur ersichilichen und den sonst
gebriuchlichen Beziehungen der Bestimmungstiicke folgende ist:

® 3’=£bim§ = F(a);

und die Gleichung des entsprechenden Flichenraums :

10 o= (GVre=a) §a3

Diese parabolische Curve sowohl als wie die Fliche nehme nun eine solche Kriim-
mung an, dass jede mit & parallel laufende Abscisse ober- oder unterhalb den Bogen einer
Kettenlinie beschreibe, deren Gleichung als jene der Directrix gegeben seyn soll. Hat letztere
ihren Scheitel in A, so ist bekanntlich:

(11) ::a.l(a_l- (z— m]+‘ 2a(.1-—m)+(.z'—m)") =f(a)
«
Ferner ist bekanntlich das Integral des Bogens unter dieser Voraussetzung, d. h.

12) $=V2elz—m)+ (@ —ni=0).
Da nun durch Reversion F"'(y):n—(y——b)nund @ Hs)=m— axV aits3,
F

und @ (m) =0 ist, so erhilt man durch Substitution nach Angabe der Gleichungen (7) und (8)
offenbar:

:':(b—_};\/‘p[n+rw—7")—_—'*‘(7_7)g]¥)

1 y— b\ y— b\ ¢ 3
all | Va“-}—(n—m—(— +. —m—(-____. 3,
G =) 77
wozu man noch die analoge Gleichung fiir die gekriimmte parabolische Fliche, die hier nur
der Wiederholung wegen weggelassen wird, nach der von uns angefiihrten Bezeichnung an-

zuschreiben von selbst vermdgen wird.
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§. 35.

Aufgabe 13, Man soll eine im Raume befindliche und durch ihre Gleichung gege-
bene krumme Fliche, oder einen dergleichen Kérperraum durch die Substitution forméindern-
der Formeln in die entsprechende Gleichung dergestalt verindern, dass deren simmtliche
Ordinaten, ohne ihre Fusspuncte zu verindern, eine gegebene Kriimmung annehmen, d. h.
mit einer als Directrix angenommen Curve im Raume parallel laufen.

Es sey die Gleichung der gegebenen Oberfliche (denn jene eines Kérperraumes hat
genau dieselben Verinderungen zu erleiden) die unter (1) angefiihrte; ferner jene der Leit-
linie die mit (2) bezeichnete, und endlich sey die unter (3) angefiihrte das Integrale des Bo-
gens der letztern, welches wiewohl zunichst als Function von & und v auftretend, gleichwohl
mit Hiilfe der Grenzgleichung von (2) sofort auch als Function von & allein dargestellt wer-
den kann.

1) z=Flz.3y), @ z=¢(§)%/(u)3 und (3) s=a()

Vorerst hat man nun zu untersuchen, welche die Coordinaten des Durchschnitts-
punctes der Leitlinie mit der Ebene z, y seyen, und dieses findet man leicht, wenn man (=0
setzt und mittelst (2) die entsprechenden Werthe fiir v und & sucht. Diess geschieht durch
Ubertragung der Functionszeichen bei den Gleichungen v=g (§) und ¢ =/(v); daher §=¢~1(1)
und v=/~!(£) und da {=0 ist, so hat man v = /~1(0) und §=g¢!(/-1(0)). Wir wollen der
Kiirze wegen diese bekannten Werthe von » und § durch # und « bezeichnen.

Die Natur der Aufgabe fordert ferner, dass der von =« bis §—={ genommene
Werth des Integrals (3) und somit die Linge des Bogens S dem z als alleinigen Reprisen-
tauten der Ordinaten gleich sey. Um daher das einem gewissen z entsprechende £ zu finden,
hat man § zu bestimmen aus der Gleichung:

s=z=@(f)—d(e); also (4) f=@ !z D (@)
Mittelst dieser letztern Gleichung und jener von (2) findet man noch weiter:
() 1=0(e'c+o@) und (6) ¢=/To(d-1(+ o@D

Die Gleichungen (4), (5) und {6) geben uns also fiir jedes z die Coordinaten eines
gleich langen Stiickes der Leitcurve von der Ebene zy an gerechnet. Da nun aber jede
solche Ordinate z, wiewohl mit ihr congruibel, doch nicht mit ihr zusammenfallen soll, viel-
mehr ohne ihren Fusspunct 0 zu verlassen, mit ihr nur gleich laufen soll; so ergibt sich hier-
aus, dass noch folgende Beziechungen Platz zu greifen haben:

=0 y=—v4y—p und 2'=f42—a;
oder mitielst Substitution von (4), (5), (6):
2= fTe (@ z4® (0))]; ¥y =y—B+¢(® '+ D)) und 2/ =z2— e+ >z} D(a)).
Sucht man nun aus der ersten dieser drei Gleichungen durch Ubertragung des Func-

Vonszeichens, d. h. durch Reversion den Werth von z, und substituirt ihn in die beiden an-
dern, indem man zugleich z und y sucht; so erhilt man :
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z=@(y (/@) ~ @ (d);
M | y=y'+E—/6):
w=aida— g ()
die drei formindernden Formeln, welche in z =/(z,y) gesetzt, die verlangte Wirkung hervor-
bringen. — Ein Beispiel moge diesen Paragraph beschliessen.

Bespiel. Es sey ein durch Rotation entstandenes Paraboloid vom Parameter p und
der Hohe %4 durch dessen Gleichung (1) gegeben. Als Directrix werde eine durch den Ur-
sprung gehende Neil'sche Parabel, deren Ebene zur Ebene zz den Neigungswinkel o ein-
schliesst, angenommen. Ihre Gleichung und der Ausdruck fiir ihre Bodenlinge sey in (2) und
(3) ausgedriickt. Man soll die Gleichung des in seincr Form so wesentlich umgeinderien
Paraboloids ableiten.

() e=h— P_‘ (@492 = Flog)
(2) ¢={(ang. 0k grp sin. m"m- =q(§ Ef(”)g,

2
S:_QBT_P((1+_%pdin.m§>— l‘,)fd)(%'

Nun ist zufolge des Gesagten «=0, =0, d(«)=0

S l(Z‘) = cosee. @ 13/?

g 1(§) =eotg.w &; demnach

‘l"('ﬂ_‘(f_'(l))) = 7p ((l + 1 p cosec. mV_,) —
z___((l -+ § p cosce. szm> — l)

2/2

daher y = y'— coscc.w —
P
ceso 43
— ittty /2
r=x —s _
Stn. o P

Diese so ehen gefundenen Gleichungen in die Gleichung (1) der parabolischen Fliche
gesctzt, gibt:

EY
z

) 07’) ((1-‘-‘1‘06(\”5«;‘/ —l)—lz-—__((y — eace “’V tu)
- VD
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Bestimmt man nun aus dieser Gleichung die Veridnderliche z oder da dieses mit
Schwierigkeiten verkniipft wire, etwa y oder Z, so haben wir unsere Gleichungen auf eine
Form gebracht, in welcher sich simmtliche Beziehungen des durch selbe reprisentirien Gegen-
standes leicht ermitteln lassen.

S. 36.

Es darf als eine merkwiirdige Eigenthiimlichkeit bezeichnet werden, dass unsere Dis-
locationsformeln des Raumes fiir keine Annahme der zum Grunde liegenden Bestimmungs-
stiicke ay B B4 1 ¥y ¢ ¢ ¢, ¢ und 9, ¢ in die hochst einfachen Beziehungen

z= zr=

y= ' oder in die )y — 3’ iiberzugehen vermogen. Es konnen daher die erwihnten
z=—z 2

Annahmen, falls sie in eine Gleichung substituirl werden, nie blossen Ortsverinderungen ent-
sprechen, sondern es ldsst sich mit aller Bestimmtheit noch vor jeder weitern Betrachlung
aussagen, dass jedenfalls damit auch zugleich eine Formiinderung bedingt seyn miisse., Eine
genaucre, ganz nahe liegende Erwigung dieses Gegenstandes zeigt ferner, dass die formins
dernde Wirkung dieser Substitution carin besteht, alle jene geometrischen Objecle, die des-
sen fihig sind, in ihre symmetrischen oder Gegenformen umzuwandeln, und sie zugleich bei
der erstern Annahme, aus dem ersten Octanten in den achten, bei der Substitution der zwei-
ten Formel dagegen aus dem ersten in den vierten Octanten zu iibertragen. So ist z. B.
() 35692%4-10000 5%+ 360022 4= 10000y z— 4320 2 z4- 9000 z— 90000 =0

die Doppelgleichung zweier symmetrischer elliptischer schiefer Kegelflichen, deren Bestim-
mungsstiicke ¢ =5, b=3, y=20, §=10, =12, von denen der emne Kegel seine Spitze im
ersten, der andere im vierten Octantcn l:at. — Ebenso ist bekanntlich:

“%VP——;&; g“ rmaq-mrarc. cos. ._; EV}? —.T:;P

die Gleichung fiir die rechtsvewundene Schraubenlinie und “cgcn
L y
arc.ces.{ — L ) =a — arc.cos. L
D .

zizgm-ip?(?,q-ﬁ-l)mru—mrarc. cos. 3 EVrn —xﬂg

. T -r
jene fiir eine links gewundene.

Der Umstand, dass mit dieser so wichtigen Formiinderung zugleich eine Ortsverin-
derung verkniipft ist, muss als ein stérendes Hinderniss besonders dann erscheinen, wenn es
sich handelt, auszumitteln, ob einem geometrischen Objecte von noch unbekannter Form, wel-
ches durch seine Gleichung gegeben ist, eine symmetrische oder Gegenform zukomme ; denn
hierbei wird man schwer zu ermitteln vermégen, wicviel von der Verinderung auf Rechnung
der Ortsveridnderung, wie viel aul Kosten der Forminderung zu selzen sey.

Um diesen Ubelstand zu beheben, werden wir durch Anwendung unscrer viclfach be-
wihrten Dislocationsformeln, die durch diese Substitution hervorgebrachte Ortsverinderung
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m&glichst zu paralysiren, und den Gegenstand wieder in diejenige Lage zuriick zu versetzen
suchen, in der er, falls derselbe keiner Forminderung fihig wire, mit dem urspriinglich ge-
gebenen genau congruiren miisste.

Bei dem bereits so hiufig in Anwendung gebrachten Gebrauche unserer Dislocation
auf Ortsverinderungen der verschiedensten Art, kénnen wir uns ganz einfach mit dem Be-
merken begniigen, dass man diessfalls die Formeln (1) erhilt:

5 z=a+(z'— ) c05. 294 (y — B)stn. 2G5
(1) y'=p~+(z —a)sin.2 9 — (y' —B) cos.29;
= —(—2)=1z
Ist demnach (2) 2= F(2,y) die Gleichung irgend einer Oberfliche im Raume, so ist
(8) = F((e+ (2! —a)cos. 294 (y —B)sn.29) , B+ (x —a)sin. 29— (y' — B)cos.2 ¢))
jene deren symmetrischen oder Gegenform.

Ist dagegen (3) mit (2) identisch, d. h. erleidet die Gleichung (2) durch die angefiihrte
Substitution keine Anderung, so ist auch jenes geometrische Object durchaus keiner Gegen-
form fihig, wie z. B. der senkrechte Kegel, das Ellipsoid u. s. w.

Wir haben uns also durch die Betrachtung dieses Paragraphes ein sicheres Mittel ver-
schafft, geometrische Objecte auf ihre symmetrische Form zu untersuchen.

§- 37.

Und so mdge sich denn mit der voranstehenden Betrachtung der Cyclus der von ums
behandelten Aufgaben, und mit ihm unsere diessfilligen Untersuchungen selbst abschliessen.
Haben sie dazu beigetragen, die Moglichkeit einer niitzlichen Anwendung unserer Begriffs-
zeichen deutlicher und vollstindiger, als diess durch unsere frithere Arbeit uns méglich war,
dem geehrten Leser vor Augen zu legen, — so ist ihr Zweck, der Hauptsache nach, erreicht.
Denn nicht diese Probleme als solche, sondern die von ihnen ausgehende Hindeutung auf
das, was sich bei noch vollkommenerer Durchbildung und Abrundung unsers Algorithmus
wiirde erwarten lassen, lag zuniichst, wenn nicht ausschliesslich in unserer Absicht. Es wird
uns daher wohl auch nicht zum Vorwurfe gereichen, dass wir ein oder die andere Aufgabe
in etwas aphoristischer Weise behandelt und durchwegs die Voraussetzung festgehalten haben,
jede nur senst mégliche und zuléssige Rechnungsoperation als bereits ausgefithrt zu betrachten.

— RIS
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