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.Bekanntlich hat Lagrange in seiner Abhandlung Essai sur le probléme des trois

corps (Prix de l'Ac. Koy. des Sc. de Paris, t. IX. 1772) nachgewiesen, dass das Problem der

Bewegung dreier gegenseitig gravitirender Körper (Massenpunkte) zu seiner vollständigen

Lösung, neben den durch die allgemeinen Sätze der Mechanik gelieferten 10 Integralen*)

nur noch 7 (anstatt 8) Integrationen erfordert, indem nach Auffindung dieser 7 Integrale das

noch fehlende achte (eigentlich achtzehnte) nachträglich gefunden werden kann. Es gelang

ihm dieser Nachweis dadurch, dass er das allgemeine Problem auf die Bestimmung der

Grösse und Form des Dreikörper-Dreiecks redueirte. Da nun zur Bestimmung der Lage

dieses Dreiecks nur die Verhältnisse der drei Constanten des Flächensatzes, also nur

zwei Constanten, oder, was dasselbe ist, zwei Integrale beitragen, so entfällt ein noch

zu suchendes Integral auf die völlige Bestimmung der Lage, und es ist, wenn auch a priori

nicht gewiss, wenigstens wahrscheinlich, dass die entsprechende Differentialgleichung von den

übrigen so losgelöst werden kann, dass diese, nunmehr 7 an der Zahl, die Bedingungen der

Lösung des auf Grösse und Form des Dreiecks beschränkten Problems darstellen.**)

In einem kleinen, unlängst in den Sitzungsberichten der k. böhm. Ges. der Wissensch.

publicirten Aufsatze (O problému tí a ty tles; pedneseno 26. ervna 1885) habe ich nun

darauf hingewiesen, dass sich auch das Vierkörper-Problem in ähnlicher Weise auf die Lösung des

beschränkten Problems zurückführen lassen kann, Grösse und Gestalt des entsprechenden

Tetraeders als Function der Zeit zu bestimmen, und dass dieses beschränkte Problem zu

seiner Lösung nicht mehr 14, sondern bloss 13 Integrationen erfordert. Ich habe mich in

jenem Aufsatze nur auf die Entwickelung des Grundgedanken beschränkt, ohne auf die zum

Theil sehr weitläufigen Entwickelungen näher einzugehen. Dies beabsichtige ich in der vor-

liegenden Abhandlung zu thun; bevor ich jedoch auf den eigentlichen Gegenstand übergehe,

will ich zum besseren Verständniss desselben die auf das Dreikörper-Problem bezüglichen

Piesultate in einer von Lagrange's Abhandlung etwas abweichenden Fassung wiedergeben.

*) Es liefert der Schwerpunktsatz 6, der Flächensatz 3, der Satz der lebendigen Kraft 1 Integral.

"*) Dass dieser Auffassung einiger heuristischer Werth zukommen dürfte, schliesse ich eben daraus,

dass ich durch dieselbe auf die oben im Texte gegebene Erweiterung der Lagrange'schen Methode

auf das Vierkörper-Problem geführt worden bin. Ich bin versucht zu glauben, dass Lagrange durch

diese oder wenigstens eine ähnliche Betrachtung auf seine Methode gekommen ist.

1*
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Lagrange reducirt nämlich das Problem auf die Lösung zweier Differentialgleichungen

zweiter, und einer Differentialgleichung dritter Ordnung zwischen den drei Entfernungen der

Massen und der Zeit. Offenbar ist es jedoch gleichgültig, ob man bloss jene drei Grössen,

oder ob man eine beliebige Anzahl unbekannter Functionen der Zeit einführt, wenn nur die

Anzahl der zu ihrer Bestimmung erforderlichen Integrationen 7 nicht übersteigt. Hat ja doch

Lagrange selbst seine drei Differentialgleichungen nicht direct hingeschrieben, sondern nur

gezeigt, wie sie durch Elimination gewisser Hilfsgrössen aus einer grösseren Anzahl von

Gleichungen abgeleitet werden können, ja daran die Bemerkung geknüpft, dass es vortheil-

hafter erscheine, die Elimination nicht auszuführen (Lagrange, Oeuvres, t. VI. p. 250).

Eine andere Modification der Lagrange'schen Formeln hat der Herausgeber seiner

Werke Serret durchgeführt, indem er die in der Lagrange'schen Redaction fehlende Sym-

metrie bersteilte (1. c. p. 325—330). Ich werde die einzelnen Gleichungen in der von Serret

gegebenen Form (jedoch mit Rücksicht auf spätere Entwickelungen in abgeänderter Bezeich-

nungsweise) wiedergeben, jedoch eine solche Auswahl und Anordnung derselben treffen, wie

sie den von mir gewählten unbekannten Functionen entspricht.

Als solche betrachte ich die Entfernungen r23 , r3l ,
r12 , die ralativen Geschwindig-

keiten tf23 , m31 ,
«12 der drei Massen mu m

2 , m3
und schliesslich die Hilfsgrösse (>.*)

Die relativen Coordinaten von m
2 und m

3 , z.B., seien: x23 , y23 , z23 u. s. w., so dass

folgende Beziehungen gelten:

íCog "^30 ^ } 23 I 31 12 )

Wir führen ferner folgende Bezeichungen ein:

Pi — (
xnx \ 2 r VziíIíí ~r z3i 2i2) — isc3i xi2r')

Vi — L^ia ^23] i Ps — i
x

-2i
xz\\ i

1i r
3 1 ''li! Q.1

r i2 ''ü! li —- '"23 ''jl I

Die Hilfsgrösse ist defmirt durch:

dt

dxM
dt dt

•£\ o

äx3X

dt

dx
2

~~t _ dt

Nennt man schliesslich m die Summe der drei Massen, so lassen sich die Differential-

gleichungen des Dreikörperproblems zunächst auf die Form bringen:

d- f ™x*i r-
3 — m^ (x23 r-

3+ x3l r~
3 -|- x12 rrf) = ,

*) Die Bezeichnung durch zwei Indices ist zwar beim Dreikörperproblem zu weitläufig und kann leicht

durch eine einfachere, ebenfalls symmetrische, ersetzt werden ; bei einer grösseren Anzahl von Punkten,

die auf einander bezogen werden, ist sie jedoch sehr empfehlenswert und daher hier mit Rücksicht

auf Späteres beibehalten worden.

**) Diese Bezeichnung der Summen dreier gleichartigen auf die drei Coordinatenrichtungen bezüglicher

Grössen durch eckige Klammern wurde zuerst von Lamé eingeführt und wird durchwegs in dieser

Abhandlung benützt werden.
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~t r + ma33i 5'7i
3 — m

2 (»23 r7Í + «si TÍ + »12 »Ti
3
) = O

,

d 2x—^ -j- ma512 »7? — »n
3
(aa,,*-^1

-f x31 r~? -f a3ia
í--3

) = O
,

Aus diesen (so wie den analogen auf die Y- und Z-Coordinaten bezüglichen) Glei-

chungen können wir zunächst folgendes System ableiten:

(I)

(II)

^+2-T!%-h^%-*3%|-
^(«31)

(III)
^("^)

dt

dt

dt

-2 ^ai
i

<¥3

á

™2 (?3-^— 2l "J^l + ™2 ?2 P = O

O 2
f̂ 12

I / #1 ^.M
i rv

Ferner ergibt sich durch Differentiation des Ausdruckes q:

(IV)
-J+ n^ ^! 3t + «z, p2 g, -f m3 2h q3 =0

Die Integrale des Flächenprincips geben:

i/i
23

dt

r

[<-(%) l+^fc-fär)

m mnm„
Piv i

1 / dp
1

4 \ cft

— fc
2

2>2V2
4 \d / J^ m, »ia L

3 4 \ di
/ J

m
9-

2m1ms7n3

Eine bekannte Relation zwischen den Cosinusen der sechs Winkel, welche von vier

Pachtungen gebildet werden, gibt, auf die Richtungen r3l , r12 ,
t«31 , ul2 oder auf die cyclisch

entsprechenden angewandt, die Gleichung:

/ dp., dp
3 ,

dp
3
dp

x
dp

x
dpA -

(VI) \
dt dt ' di <& ' cZ d /

4 (^1«1 + ^2 + ^«s) + 16 (P*PS +PíPí JrPiP2) (V>3 + Vi 4" *W

wo ;
, = *s- . (*^- ft $), +*(%+* j +Ä (%) ' +A (%)

,

und Z„, 23
ähnliche Bedeutung haben.

Als die 7. Gleichung müssen wir eine von den Gleichungen zweiten Grades wählen,

welche bei Lagrange als die Grundgieichungen des reducirten Problems erscheinen, nämlich:

(vii
t )

(VII,)

(VII3 )

1 d 2
(rl 3 ) ,

',
, / \ 2 ay -57^ + "»'T?+ ™i (i>2?2 —Ps^s) — M 2 3 = O

,

1 á2
(»'i0 líc/ \ 2 ny—^gf- + «'»T2

1 + »»3 (Pili — Prii) — « . 2 = O
;
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oder nehmen wir eine beliebige Combination dieser Gleichungen, worunter sich der

Symmetrie wegen empfiehlt:

1 fd»(r;,) d»(r;,) «Pfr?,)) / 1 1 1 \

^
'

2 | mjáí 2 m
2 dí

2
' m

3
dt* j '»V'23 "Vn wV"i2/

-/•

Diese Gleichung ist mit Benützung eines Integrals der 3 ersten Gleichungen (I)

(II), (III) abgeleitet:

2 3
WV31 m

3
rl2l

(A) (<£+ <L+^]- 9n l-L = /•

Wir haben nun 7 Differentialgleichungen (I)—(VII), welche jedoch 8 Integrationen

erfordern, da die Gleichung (VII) zweiter Ordnung ist. Dagegen ist ein Integral, nämlich (A),-

bekannnt, und sind daher nur noch 7 Integrale zu bestimmen.

Bei diesem Arrangement dürfte es kaum möglich sein, in den Fehler Hesse's zu

verfallen, welcher (Crelle's Journal, Bd. LXXIV) ohne Benützung der Gleichung (VI) zum

Ziele gelangen wollte. Auch sieht man klar, dass es nicht möglich ist, die Anzahl der

erforderlichen Integrationen noch mehr herabzudrücken.*)

II.

Wenn es nun auch nahe liegt zu vermuthen, dass eine ähnliche Vereinfachung,

nämlich so zu sagen die Elimination einer Integration, auch beim Problem beliebig vieler

Körper möglich sein wird, so zeigt sich doch schon bei der Untersuchung des Vierkörper-

problems, zu welcher wir jetzt schreiten wollen, dass die Analogie mit dem Dreikörper-

problem keine so vollständige ist, wie man zunächst voraussetzen dürfte. Doch lassen sich

bei jenem Problem die aus der grösseren Zahl der Körper erwachsenden Schwierigkeiten

noch beherrschen.

Seien: mu m
2 ,
m

3 ,
m

t
die v^er gegenseitig gravierenden Massenpunkte und xu yx ,

*) Auf den ersten Blick könnte man versucht sein, eine weitere Vereinfachung in folgender Richtung

anzustreben. Differenzirt man die Gleichungen (V) oder (VI), so enthält das Resultat -j- und die

zweiten Differentialquotienten von ;-,
3 , r3l , rl2 , welche Grössen man mittelst (IV), (VILJ, (VII2 ), (VILj

wegschaffen kann, wodurch man scheinbar zu einer Differentialgleichung erster Ordnung gelangt,

welche wir mit (VIII) bezeichnen wollen. Eliminirt man mittelst (V) und (VI) p aus allen Glei-

chungen, so hätte man dann zwischen den sechs Grössen r und u sechs Differentialgleichungen (I),

(II), (III), (V) oder (VI) nach Elimination von q, (VII) und (VIII), von denen wieder nur die (VII)

zweiter Ordnung wäre. Mit Berücksichtigung des Integrals (A) wären also nur s e ch s Integrati-

onen erforderlich.

Man sieht a priori, dass dies nicht möglich ist ; denn mit Rücksicht auf die zehn allgemeinen

Integrale und auf das eine Integral, welches zur völligen Lagenbestimmung noch nothwendig

ist, hätte man da nur 17 Integrale und Integrationsconstanten. A posteriori überzeugt man sich leicht,

dass die Gleichung (V), in der erwähnten Weise behandelt, nichts anderes gibt, als die Gleichung (A)

mit einem Faktor multiplicirt. Schwieriger dürfte bei der Gleichung (VI) der direkte Nachweis zu

liefern sein, dass sie zu keinem unabhängigen Resultat führt.
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z,, x
2 ihre Coordinaten. Die relativen Coordinaten der Massen gegeneinander bezeichnen

wir wieder mit

(1) x23 , x3i , x
l2 , x14 ,

ce24 ,
£C34 ; y23 , . . . . y3i ; z23 ,

.... z34 ,

wo z. B. £c23 = a?
3
— a?

2 , daher wie oben

:

(2) x23 -j- 0532 — U , a!23 -J- x3l -f- xl2
^z u ; cc23 |

0334 -|- a?41
-j- a?,

2
~ U

.

Die relativen Entfernungen, und die relativen Geschwindigkeiten seien:

(p) '*23
1 '311 'l2l ''l4 1

r24 1
**34

!
M23 1

W31 1
lí12l "l4 )

M24 l
U3i i

und diese 12 Grössen wollen wir, ähnlich wie in (I) als die unbekannten Functionen der Zeit

wählen, für welche entsprechende Differentialgleichungen aufzustellen sind. Analog dem frü-

heren werden wir folgende Hilfsgrössen einzuführen haben

:

Pli — L
a33i a312j l Pil La742 aJ23 J , J0.J2 \X

l 3
X3i \ , p43 L

3324iC4l) 1

(i\ Pa — L^C x

2

as
2 3 J , p31 =: [a323 a334 J , p42 = L

a534 a54iJ i P\z — L^i^iaJ i

Pai — L^s^iJ i Pu — '
L
a334x42J i P12 —- L^i^nJ 1 Pn — La512 £C

2 4 J i

PlO = L^ia^Mj 1 P20 —-
L
a53i a324j 1 P30 —

-

L
X12 CC34j •

Man notire, dass hier nicht wie bei den r und u ein Wechsel der Indices keine,

oder höchstens nur eine Änderung der Zeichen*) zur Folge hat; denn es ist, z. B.

:

2>i4 =1 ('•L+''l2 — '1 3 ), Pn = 5 (
r34+',

4 2

— 'In-

zwischen den 15 Grösssen p bestehen 9 von, einander unabhängige Relationen, was

schon daraus folgt, dass sie Functionen der 6 Grössen r sind. Wir finden leicht folgende

Gleichungen

:

JP10 = Pa — Pa = Pii —Pa = P-n —P-n = Pii — Pii '

P2o=Pa—Pa =Pii—Pu=lhi—Pii —P21— Pii,

Pto = Pn —Pa =Pa — Pn = Pii— Pii —Pn —Pii ;

Pl4 +P*4 +i>34 =Plt +P23 + 2>81 =Pil +^32 +Ä3 ; PlO +P20 + P30 = 0.

Offenbar folgen z. B. aus den ersten acht und aus der letzten Gleichung alle übrigen.

Ebenso setzen wir weiter

:

g, 4 = r-3 — r£
, in = fÜ — 'T

3
, Qu = TÍ ~ '7? , In = »7?

— 1£ 1

3s = 'T
3 — »7?, 23i = '7? — T*, 242 = Kl —»7?. 2.3 = 'T

3 ~T3
,

(
6

J J,4=»7?— »7?, 24i—>7*— rj?, g12 ='T1

3 — 'T,
3

, A* = '7? — «Tf,

j, = r-f — r^
, &„ = r-3 — rrf , g30 = rrf — »7?

.

Von diesen 15 Grössen q sind nur 5 selbständig, wovon man sich direct überzeugt,

wenn man etwa (was offenbar möglich ist) g, , g20 , g30 , g 14 , 224 willkürlich annimmt; die

übrigen q lassen sich dann leicht als Combinationen jener Grössen darstellen. Die Relationen,

(5)

*) Es scheint zweckmässiger zu sein, die Grössen r und u absolut oder als Tensoren zu nehmen, daher

rM =r32 , w23 =«32 , u. s. w. anzunehmen, statt sie als Yectoren zu betrachten, in welchem Falle

r
2l~ — rs2

~, u. s. w. zu setzen wäre. Man erspart sich lästige Untersuchungen in Bezug auf die

Zeichen, während bei den Coordinaten a;23 u. s. w. gerade umgekehrt die Beibehaltung ihres Vector-

charakters die Untersuchung erleichtert.
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welche zwischen den q stattfinden, liegen zu sehr an der Hand, als dass man nöthig hätte,

sie eigens hinzuschreiben.

Ferner führen wir 15 Grössen

(') VH1 V24 )
V3i'l V211 V3\1 Vil '> V3i1 «42 1

V12 i «43 1 «13 1
V13 ) «10 1 «20) «30

ein, welche aus den u in gleicher Weise abgeleitet sind, wie die Grössen p aus den r. Es

ist als z. B.

(8)
^10 u. s. w., vl0 -f- ws0 -)- «3C 0.

Schliesslich führen wir 7 Hilfsgrössen qu q2 , p3 , p4 ,
e^, ff2 ,

ff
3 ein, von denen sich

jedoch die ersten 4 durch die letzten 3 ausdrücken lassen. Wir setzen nämlich:

(9)

Pi

P3

Ctc/^rt ^

34 dt

14

dx3l
dt

24

cte, 2

di

(»4= a !» dt'

1 il

di

darl4

'

dt

2 4

~~di

v%l ~dt

=
j

a:

dt '

dic 14

di
"14

CK, "41
14

(10) ö-, =

d

di

di

da^

tZí

dt

y?o i

dt

dx^
dt

' Xii
~~dt~

dt

dt
_

23
dt

iAjtßjA o

31
dí

12

(IX^
dt

Lvtfjff iy

dt
"23

d _

dcC|
2

"

dt

(XriÁj-y í>

~dT
;*)

(ii)

also:

(12)

Wir finden nun leicht folgende Relationen:

i>2 + 03 — G
t = , Ps + Pi— Gz = ° 1

0, =
Pl + P4 + G

l — , ?2 + P4 + <*2 = 0, P3 + p4 + ff
3 =

2Pl = Gi + ff3 — 6
y , 2p2 = ff

3 + ff, — ff2 , 2p3

2p4 =— (ff,
-f- ff2 -f ff3 ) , ft + fc + p3 + 04 = 0.

Wollte man nun, nach der Analogie des Dreikörperproblems verfahrend, die drei

letzten Hilfsgrössen als neue Unbekannte einführen, so hätte man mit den r und u im Ganzen

15 Functionen zu bestimmen. Es wird sich jedoch zeigen, dass sich für dieselben mehr als

15, nämlich 17 Gleichungen ergeben, so dass mit Hilfe derselben 2 Unbekannte eliminirt

(etwa die ff,, ff„, ff
3

durch eine aus ihnen combinirte Grösse a ersetzt), und für die nun

übrig bleibenden 13 Unbekannten ein System von 13 Gleichungen, welches bloss 13 Integra-

tionen erfordert, aufgestellt werden kann.

*) Die Grösse p, ist identisch mit dem 9 im Dreikörper-Problem.
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Man erhält nämlich, wie leicht zu übersehen:

6 Gleichungen von der Form (I, II, III) für die Grössen u;

3 Gleichungen von der Form (IV) für die Grössen an a2 , a
3 ;

1 Gleichung von der Form (V);

7 Gleichungen von der Form (VI);

1 Gleichung von der Form (VII);

im Ganzen also 18 Gleichungen. In Betreff der 7 Gleichungen von der Form (VI) ist jedoch

zu bemerken : vier derselben werden durch die Berücksichtigung der Flächen des Vierkörper-

Tetraeders, drei durch Berücksichtigung der Gegenkanten abgeleitet. Da sie neben den ?•,

dr
-5-, u nur noch die e^, a

2 ,
ff3 enthalten, so ergeben sich durch Elimination der letztern

Grössen vier Relationen zwischen den früher genannten Grössen. Geometrische Betrachtungen

zeigen jedoch, dass nur drei solche Relationen stattfinden, so dass zwischen jenen 7 Glei-

chungen eine Identität bestehen muss, dieselben also nur 6 Gleichungen repräsentiren.

Nehmen wir nun eine der Grössen au a2 , ff
3 , oder, wenn es sich vortheilhaft zeigen

sollte, eine Combination derselben neben den r und u als einzige Unbekannte, so haben wir

für diese 13 Unbekannten folgende Gleichungen

:

6 Gleichungen von der Form (I, II, III), wie früher;

1 Gleichung von der Form (IV) für die Grösse ff;

1 Gleichung von der Form (V);

1 Gleichung für ff, aequivalent der Form (VI), ebenfalls durch Combination jener

7 Gleichungen hergestellt;

1 Gleichung von der Form (VII);

dr
3 Gleichungen (VIII), als Relationen zwischen den r, -=-, u entweder aus den frü-

heren 7 Gleichungen (VI), oder direkt durch geometrische Betrachtung abgeleitet.

Also im Ganzen 12 Gleichungen erster und eine Gleichung zweiter Ordnung,

wogegen jedoch auch ein Integral von der Form (A) vorliegt.

Nach dieser orientirenden Übersicht wollen wir zur Aufstellung der Gleichungen

selbst schreiten.

III.

Bezeichnen wir mit m die Summen der Massen wíj, m2 , m
3 , m4 , so erhalten wir

folgende Grundgleichungen der relativen Bewegungen

:

d'-x
(<?,) —ßß -j- mx23r~? —m& -\- mj4 = ,

(Gt )
-^|i + m

x

is rjf — mj
2 -f- m2|4 = O

,

(G
3 ) -^p 4- mx12r-? — mj

3 -f ?«
3 |4
= ,
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dt

d
((?,) —^ + m a?34

?--3 — m,^ -f- mj2
=

;

dabei ist:

Sl :=a;23''2b
-r !C34''34 T". 35«^! 1

„„. b2 :=a?31,'3l _r £Cl4,*l4 T ffi43''4 3l

S3 — ^is' 12 n^ "t24' 25 r ^í' 4i i

§4 — £C32 r'32 T aiS
,'l3 ~~T~

X23r il •

Ähnliche zwei Systeme von Gleichungen gelten natürlich für die Coordinatenrich-

tungen Y und Z.

Man multiplicire die Gleichungen ((?) der Ordnung nach mit:

mjTO,, d ' m
2mi dt ' m3wi4 dí ' m

2
ra

3
<rží

' íí?
3
?ji

1
dt ' w^Wij d

und addire dieselben, sowie die entsprechend multiplicirten' auf Y und Z bezüglichen Glei-

chungen. Dann erscheint unter den |, 17, £ enthaltenden Gliedern, z. B.

A- multiplicirt mit -^f? + -%4 +-% = ,

im^ dt dt dt

und gleiches gilt für alle anderen solchen Glieder, welche sich daher sämmtlich auf Null

recluciren. Der Rest der Gleichung wird integrabel, und wir erhalten die Gleichung der leb.

Kraft in der Form

y:_ M23 |
u

(A)

m
2
m

4
m

3
m

4
»i

2w3
m^ny m

x
m

2

J_. +_A_ + __L_ + 1 1 1

1 im /in n» in /in /v» /vn /in /w?)ij«j4r23 "V'V'si m3TO4
?'
12 «i,™,)',, to

3
to,9-24 '»^'VW

Durch ein ähnliches Verfahren leitet man die Flächensätze in folgender Form ab:

Kt) m.m^23 dt
23

dt /T.m,!»,^» 1 A "31
di /

^~ m,m
4
\*" di

12
di /
^ to27h3 \

yi
' dí

14 di
/

I L_L Í?24__ z %24\
I L.L ^£3JL_ 2 ^3 4 \ _ _^m^^p 4 dt 24 dí/^ mim2 P34

di
34 dtj — a

\

y 2J ml
mi \

23
dt

23
dt }~

(
B

3 ) -—U 3 ^¥-y2 3^A+ ..-. = c.v 3J m
i
mi \

- 3
dt y23

dt j~
Um zunächst die Differentialgleichungen für die Grössen u abzuleiten, heben wir

successive aus der Combination von Gleichungen, welche zu (^4) geführt hat, den Theil hervor,
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der von der 1. 2 6. Gleichung des Systems (G) und der beiden entsprechenden Systeme

herrührt. Mit Rücksicht auf die Bedeutung von p, q und p: (4), (6), (9), erhalten wir:

(I)

(II)

(in)

(10

(HO

(HD

^2± + 2mr7
-

dt

d(ulJ

dr2i
dt

dp3 ,- m\(^-š- q^^-^9i)=

^^ll+ 2mr7
--2 dr3\

dt dt

dp

+ ™4 Ur.
dp

3 o

dt
2l2

#15
dt + IwQi

#14
dt

?a 4P4 = °

d(u[
2)

dt

- m„ I

**rf^ + «* (Sl.^ - 2*3% + 2«Ps)

(21 <

dp,

di
2?4%-234?4)=0,

d(w? 4 ) , „ dr14 . / dp,,m
3 ?» -rfT

»1,

di

2 I 2l 3 Jj 24 3

242
#42
dt

IviQz

dt

ÍM*)+ 2mr-2^dr

#43
di

#i;
!3 di

#41
dt

(hiQi =0
'

#43 I

:2...-^+ 2,.ft

dtó
dt

( #21

+ 2^%+^(,31%-24 1 %+.21 Í
>
í

)

Mí«1 fe
#3 2 #
di

248 ,/í
•2i 2 p,| = 0.

Die Gleichungen für <?,, cr2 ,
g-
3

oder <>,, p,, p3 , p4 erhält man durch Differentiation

dieser Grössen, und Substitution der dem System (G) entnommenen Ausdrücke, unter Berück-

sichtigung der Ausdrücke (4) und (6) für p und q und der unter ihnen stattfindenden Rela-

tionen. So ist z. B.

dff,

~dt

Co 3?^

dt''
Cl

< dt?

also

-J + ™p, 02l0 — m
i felJil + m2 [a^BÍj] — m

3 [«M&] + m
4 [*14^l] — °

;

unter Berücksichtigung der Werthe (13) von £ ergibt sich also in diesen, und ähnlich in den

übrigen Fällen:

2*
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(IV,)

(IV.)

-jr+ m
l Ol2?12— Pl32lj)+ m2(>2l221

—
P24Í24)

+ m
3 »Slftl — P34234)+ W

4 (P«3*S — P^ltí) = >

"4?— «I, (23,4214+^12212)— m
i (P23Í23+ Ž>2l2íl)

— »»3 (F34Í34 +i532232) — m4 (PiiliS + P41Í4I ) = 9'

(IV
3 )

(

,
+ m

i (P,3<Zl3
—

-P14Í14) + TO
2 (P23223 —P2^2i)

+ "»3 (Pn2ll
—

F3l2si)+ W
4 (P«2m ~ P«24l) = '

Weiter findet man direkt oder auf Grund der vorstehenden Gleichungen (so dass

eine Rechnung durch die andere controllirt wird)

:

h (PlS?12— P13Í13 +A4Í14)— m2i321?21 — m3P3l23l — m42
34l24l t=

(IV'„)
-J* + m, (p23 q23 — pltqit +^2 i22i) + m

3Pzt<lii + m4P42Í42 + »i&.ifti = °

(IV'2) ""Jt
— ™3 (p34?34 +233l231 + />3s232) — miVil (hz ~ ™lPl 3 2l3 ~ mtlh3%3 =

(IV 4) -J^+ W4 (p41g41 — P42Í42 + Ihifa) + WlPl42l 4 + '»2P24Í24 + "hlhlll* = .

Wenn wir die Gleichung (V) aus den Flächensätzen (B) ableiten wollen, was dadurch

geschieht, dass wir die Summe der Quadrate dieser drei Gleichungen bilden, so haben wir

sechsmal drei Quadrate und fünfzehnmal drei (doppelte) Producte zu combiniren. Die Quadrate

können unmittelbar hingeschrieben werden; die doppelten Producte verlangen einige Um-

formung. Das Product z. B. der ersten und vierten Glieder linker Hand in (B) gibt nach

einiger Umformung, vom Nenner m1m2m3
m4 abgesehen:

= Piovio— -4

1*23*14]

1 ldp10
dt

~m W-

dPio
dt

dt
6,4

dt

<)=**• -(%)
Ebenso gibt jedes der 15 Producte das Quadrat einer der Grössen g und q. Fasst

man diese Grössen zusammen, so erhält man nach Multiplication mit %m\m%m\m\

:

m1m2
m

3
'mi (ff* -f ß\ + ß\) -\- m

2
m

3
m

t
(m

2 -f- ms
-j- m4) qI

-\- m
3
rn

i
m

l
(m

3 -f- m4 -f- m1 ) q; -j- m^rn^m^ (mi -f- wi
1 -f- m2 ) q

2

3 -J-
m^igfWj (j)^ -j- wi

2
-j- wi

3 ) p;

,

oder, wenn man die Gleichung:

(i4) *:+*s+»;==<'i+rt+«+d
berücksichtigt

:
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Dividirt man schliesslich diesen Ausdruck wieder durch 2m\m\mlm\ und bringt ihn

auf die rechte Seite der Gleichung zu a2+ 6 s+ c- = k-, so erhält man:

r

mä{<-(%)Vä{<-(%)]+ä{<-(%)}
i^'U _livri+AL= _**t\"i +_!£_/„. _/^34\ 2

i

m
1
m

2
m

3
??)

4

2
{P« B» 4) á

1

) }
+ mlm3

m4 \
PtlV" 4 ("#)

f
WlJiKa9n3

2
;

1 i dp

(V)

2

d

P" 3S 4 1 d ) f
+ (»Xm, {

^42 4 \ dt

m'
i
mim3

*"*" 4 1 dí
| [
+ m\mimi \

P*'V*3 4 [ dt
j f

P" 13 4 \ d
j f+m»2

|ft«^* 4 1 d
| f

2m1mil
m

3
'm,i \m1

' m
2

' tw
3

' mi J

Zur Ableitung der Gleichung (VI) wollen wir die oben erwähnte Relation zwischen

den Cosinusen

(23), (31), (12), (14), (24), (34)

der von vier Richtungen 1, 2, 3, 4 gebildeten Winkel benützen, nämlich (Oeuvres de La-

grange, t. VI., p. 328):

1 — {(23)« +.(31)*+ (12)
2+ (14)

2+ (24
2
) + (34)*} + {(23)

2
(14)

2+ (31)
2
(24)

2+ (12)
8 (34)°-}

(15) + 2 {(23) (24) (34) + (31) (34) (14) + (12) (14) (24)+ (23) (31) (12)

}

— 2 {(31) (24) (12) (34) + (12) (34) (23) (14)+ (23) (14) (31) (24) } = O

Wir nehmen successive als die vier Richtungen an:

1 ' r33 1
Til 1

rl2 I
'*23

1
'*31

1
rl2 1

5*23 i

" '• '*14 ' ''24 5 ''34 i ''34' 'l4 1
r24 1 ''ili

o : t«23 ,
M31 , W12

;

4 . m14 , w24 , m34 ; m34 ,

Es ergeben sich dann folgende sieben Gleichungen:

(vij •:+ ;vi+.b1
*1 +c;=o 1

(Vi 2 j *; + .4
2
<t; + B2

62 + Q - ,

(VI3) ^ + ^
3^ + 53ff3 + C3 =:0;
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(VI'4 ) ^ + 1?^ + 2^ + 2^ = 0.

Hier sind die Coefficienten der ersten Gruppe von der Form:

(16) A = 4(^10
- 51X,-^^L)+2^^-2(%);

(17) B^S^ir^uU-p^M-ZPio^^-rl, *<&>
j

»«io i'n dt
ri3 M

(18) ^=(%9

)

4- 4(%)^X i+^^ 3 + 2p 10„ +2VH^Ct/ rj > C7 i a

dt dt

+ 16 (rlsli —p\ ) (?í 23m 14
— f 10 )

— 8p,o«,„ —^— —^—

+ 16«» ((%)-<) ({%) --;-)^Ä^;x,

Die Coefficienten A2:
B

2 , C, und Ai , B3 , C3
leitet man aus den Coefficienten Au 23,, C,

durch cyclisclie Vertauscliung der Indices 1, 2, 3 ab, wobei die Indices und 4 unver-

ändert bleiben.

Die Coefficienten der zweiten Gruppe haben die Form:

(1J)
l ~ \ dt dt + # c + d d )

4
^
? "^ii-' 3Ä 1 -h'42«3ii )

*1 - »"4. ^2, ^ ?», di
j

»»21 ^31 ^ 2>41
dt

j

-^{^(%+%)
!

+ ?„(%)
,

+ P..(%)}

+ (16jJalp31 -j-?ÍLP41 +F4l252j) Kl V31 + V
3, «41 + «4! »il) 5

die anderen Coefficienten werden durch dreimalige cyclische Vertauschung' aller Indices

1, 2, 3, 4 gewonnen.
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Die Gleichungen (VI) enthalten je eine von den Grössen a und 9, und nebstdem

dr
noch die Grössen r, u und -5-; da von jenen Grössen nur drei unabhängig sind und die

übrigen sich aus ihnen ableiten lassen (s. Gl. 11, 12), so kann man diese drei Grössen aus

den sieben Gleichungen (VI) eliminiren und erhält scheinbar vier Gleichungen zwischen den

dr
Grössen r, u, -y-. Doch ergibt sich — was jedoch, um den Gang der Untersuchungen nicht zu

unterbrechen, erst später nachgewiesen werden soll — dass von diesen Gleichungen nur drei

von einander unabhängig sind. Diese drei Gleichungen, welche wir als das

System (VIII) bezeichnen wollen, bilden ebenso viele Differentialglei-

chungen des vorliegenden Problems. Wenn sie zu den übrigen Gleichungen hinzu-

gefügt werden, so zeigt es sich, dass dann eine einzige von den Gleichungen (VI), und

ebenso auch eine einzige (natürlich die entsprechende) Gleichung (IV) beibehalten werden

muss ; oder auch eine zweckmässige Combination der Gleichungen (VI) und die entsprechende

Combination der Gleichungen (IV).

Die letzte noch erforderliche Gleichung (VII) ist nothwendig von zweiter Ordnung;

wir wählen sie aus dem Systeme der in bekannter Weise aus den ursprünglichen Differential-

gleichungen der Bewegung abgeleiteten, die zweiten Differentialquotienten der r bestimmenden

Gleichungen

:

(VHi) Y fai
Jr™r7t + m

i (P24&4 —Psilst) + m
* (F21Í21

—
Psifti) — ML = °

(VIl2
-) T~li^ + mr~* + m

- ^34fi34 ~~ ^1*214) + m
4 O12&2 — Pnin)— u li =

(VH
3 ) Y de' + mrT

"
^~ Vh ( Pl 4Í14

~~
P^l"-^ + m4 <^i3<Zi3 ~ Pit chi)— K 2 = °

( VI14 ' ~2

C

~ÍiT~+™T* + ™
2 (p*rf™ —it»2u)+ m

3 «S« — P> 2ÍZ12) — < 4 = °

1 72 / - \

(VII
5 ) y dtl

Jr mr7l-\-ms (P41Í41— Pai?ii)-+ mi (PííÍm — F43543)
— u:

(VII«) ST Li + m7T4 + m
l (.Psi&a — P42?42)+ m

2 Osiftl
—

P41Í41 ) ~ «34 = 0.
6/ 2 dt

Oder nehmen wir die symmetrische Combination derselben, welche sich bei Be-

nützung der Gleichung (A) ergibt:

72

,

(VIII)

1[ 1 d*(r\
3 )

|

1 d'(r;,) 1 fr,)
,

1 cž
2
(r;

4 )

n
2
m

4
dt 2

' m
3
»i4 cž

2

1 d*(rU) ,
1 d a

(r;
4 )

m.mt dt 2
' m

i
m

4
dt 2

' m
3
m4 dt

2 m
;s
m

3
dt 2

m

' m
3
mj dt2 m^m^ dt 2

]_l_+_i_ + _J_ +^L_ +_i_ +_J_l = jR

{
m,m

4
r23 m

2«V31 m3m4
?'

1 2
m

2
m

3
r14 rr^rn^-^ m

l
m

i
r3i \
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Wir haben also in der That 13 Gleichungen (I), (II), (III), (I'), (Bf), (HT), (IV), (?)

(VI), (VII), (VIHi), (VIIIo), (VIIIj) zwischen den unbekannten Functionen der Zeit:

»'23: r3n fi2i ri4: r24 1
''34 ; «23 1

M3i: Mi2i Mi4 1
M24 1

M345 i (oder ein anderes <t oder q).

Von diesen Gleichungen ist die (VII) zweiter Ordnung, alle übrigen erster Ordnung;

von den erforderlichen 14 Integralen liegt ein Integral (A) vor, so dass 13 Integrale noch

zu suchen sind.

Selbstverständlich könnte man dem Resultate auch die Form geben, wo in den Glei-

chungen bloss die r vorkommen würden, also jene Form, welche dem Dreikörper-Problem von

Lagrange gegeben worden ist. Die scheinbar 7, in Wirklichkeit bloss 6 Gleichungen (VI),

die Gleichung (V) und das Integral (Ä) erlauben uns, von den neun Grössen:

M23 )
M31 )

M12 l
M I4 1

M24 1
M34 1 °l 1

5!l G
3

acht als Functionen der r, -=- und der übrigbleibenden neunten Grösse auszudrücken. Man

substituire nun die so gefundenen Grössen u in die 6 Gleichungen (VILJ .... (VII
6 ), und

eliminire die letzte noch übrig gebliebene Grösse u oder g aus diesen Gleichungen, was

5 Gleichungen zweiter Ordnung gibt, welche bloss die r enthalten. Ausserdem muss man

jedoch eine von den Gleichungen (VII) differenciren, und aus dem Resultate, sei es eine

Grösse-^- miitelst (I), (II), (III), (P), (II') oder (IIP), sei es eine Grösse -r- mittelst einer

der Gleichungen (IV) eliminiren. So erhält man eine sechste Gleichung dritter Ordnung,

die ebenfalls nur die r enthält. Das so gefundene Gleichungssystem erfordert natürlich

ebenfalls 5X2 + 3 = 13 Integrationen.

IV.

Es bleibt noch übrig, die Untersuchung in Bezug auf das Gleichungssystem (VIII)

zu Ende zu führen. Man könnte etwa die Gleichungen (VI,), (VLJ, (VI3 ) nach e,, tr
2 , <?

3

auflösen, und diese Werthe in die Gleichungen (VP)—(VP4) substituiren, nachdem man die

p mittelst (12) durch die <s ersetzt hätte. Dies würde vier Relationen zwischen den Grössen

clr
*"'

~Ät'1

u Se^en ;
nun lRSSt s iCÜ aher, wie schon bemerkt, zeigen, dass zwischen denselben

nothwendig drei, aber auch nicht mehr als drei Relationen bestehen.*)

Zu diesem Zwecke stellen wir folgende Überlegung an. Denken wir uns die der

Grösse nach willkürlichen Vektoren**)

'34

*) Die Relationen, von denen hier die Rede ist, sind von der Gravitationsbeziehung zwischen den

Massenpunkten ganz unabhängig, mit anderen Worten nicht mechanisch, sondern rein geo-

metrisch wie die Gleichungen (VI) selbst.

**) Die Buchstaben selbst bedeuten die Längen (Tensoren) ; die horizontalen Striche über denselben

sollen andeuten, dass hier geometrische Grössen (Vektoren) vorliegen.
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welche das Tetraeder (m
i
m^m3

m^) zur Zeit t bestimmen, ferner die ebenso willkürlichen

Vektoren

welche der Zeit t-\- dt entsprechen.

Die geometrischen Unterschiede:

dt
'

' dt

sind nichts anderes als die relativen Geschwindigkeitsvektoren u23 , . . . . u\
3 , und als solche

von den algebraischen Unterschieden:

dt dt-''-'" ' dt ~ dt

wohl zu unterscheiden.

Bei der Aufsuchung der relativen Geschwindigkeiten kommt es auf die absolute Lage

im Räume nicht an, sondern nur auf die Orientirung der beiden Tetraeder. Wir wollen beide

Tetraeder parallel mit sich selbst so verschieben, dass die Punkte m
4

in beiden Lagen zu-

sammenfallen, und wollen untersuchen, ob dann die Grössen

u23 dt, u31 dt, u12 dt, utidt, ii2t dt, u3idt

völlig willkürlich angenommen werden können.

Mit den drei letzten Grössen ist es offenbar der Fall; denn beschreiben wir um
die Punkte m,, ra

2
m

3 (in der ersten Lage) Kugeln mit den Halbmessern ultdt, u2idt, u3idt,

so brauchen wir das zweite Tetraeder bloss so zu stellen, dass der Punkt m\ (der Endpunkt

des Vektors r'4l ) auf die erste, der Punkt m
2

auf die zweite, der Punkt m'
3 auf die dritte

Kugel fällt — eine Aufgabe, welche in ganz bestimmter Weise (allerdings nicht eindeutig)

gelöst werden kann. (Die Endpunkte der Vektoren r'il und r'i2 lässt man beziehungsweise

auf der ersten und zweiten Kugel so lange schleifen, bis bei dieser drehenden Bewegung des

Tetraeders um den Punkt mi auch der Eudpunkt von ri3 auf die dritte Kugel fällt.)

Dadurch ist aber die Lage des zweiten Tetraeders vollkommen bestimmt, folglich

auch die noch übrigen relativen Lagenänderungen: u23 dt, u
3l

dt, ul2 dt. Es

müssen also zwischen den Längen (Tensoren) r, r\ udt, oder auch zwischen

den r, den -=- und den u drei Relationen, und können nicht mehr als drei

Relationen bestehen.

Die Aufsuchung dieser Relationen hängt von einem Problem der sphärischen Trigono-

metrie ab, welches an sich von Interesse ist. Legt man vier den Tetraederflächen in der

ersten Lage parallele Ebenen durch den Mittelpunkt einer Kugel, so bestimmen sie vier

Kreise K
t

, K^, K3 , ÜT4 , welche sich in den sechs Punkten:

P23 = (ji*4), Pn = (KK4) , P„ = (K
3
K

t ) , Plt = (E2K3 ) , P2i = (K
3
K

X ) ,
P3i = (K.K)

schneiden; diese Punkte entsprechen natürlich den Richtungen der r. Eine ähnliche Con-

struction führen wir nun bezüglich der zweiten Lage des Tetraeders aus; die vier Kreise

R\ . . . K\ bestimmen wieder sechs Punkte P23 . . . P'24 .
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Denken wir uns die r und r' gegeben; dann ist die Form der beiden sphärischen

Vierseite bestimmt und nur noch ihre gegenseitige Lage willkürlich. Sind nun weiter von den

u drei, etwa i%
3 , w31 , ?<12 gegeben, so sind damit auch die Bogen P23P'2i , P31P3U P\iP\i

bestimmt, dadurch aber auch die Lage des Kreises K\ gegen den Kreis K
t
festgelegt, somit auch

die Lage beider Vierseite gegeneinander. Die übrigen Entfernungen entsprechender Ecken P14 P'i 4 ,

A 4-^*24' ^3 4 ^"3 4 j somit auch die entsprechenden Grössen w14 ,
w24 ,

w34 sind nicht mehr frei

wählbar, sondern durch die gegebenen 15 Grössen bestimmt. Und zwar lässt sich unsere Aufgabe,

die nothwendigen Bedingungsgleichungen aufzusuchen, auf das folgende Problem reduciren:

Zwei sphärische Vierseite sind der Form nach gegeben; wir kennen
die Abstände dreier entsprechender Ecken und suchen die gegenseitige

Lage der Vierseite, namentlich die Abstände der übrigen Ecken.

Es seien m, n, p, q die vier Indices 1, 2, 3, 4 in beliebiger Anordnung; wir be-

zeichnen dann den Bogen PmqPqn mit aOTK , und den Winkel bei Ppi , welcher im sphaerischen

Dreieck PmqPnqPpq jenem Bogen gegenüber liegt, mit apq . Die entsprechenden Seiten und

Winkel der durch die zweite Lage des Tetraeders bedingten Dreiecke bezeichnen wir mit

a'mn, «'»
9 . So sind im Dreieck Pli P„ i

P3i die Seiten der Reihe nach: a23 ,
«
31 ,

a,
2
und die

gegenüberliegenden Winkel : k
14 ,

a24 , a34 . Die unendlich kleinen, an den Durchschnittspunkten

der Kreise K
X
K\, K2K\, K

3
K'

3 , i?4Z'4 befindlichen Winkel bezeichnen wir mit x^t, x2 dt,

x3dt, x^dt, die Abstände eines solchen Punktes Km K'm von Ppi mit <pm„, die Abstände des-

selben Punktes von P'm mit <p„„, die Abstände desselben Punktes von P'vq mit <pmn -f- i>mn dt.

Endlich heisse der Winkel P'pq Ppq Pqn ßmn , und der Winkel P'pq Ppq Pqm ßnm , so dass

ßmn -f- ßnm = «pq • So ist z. B. <p12 der Bogen vom Durchschnittspunkte K
X
K\ bis P34 ,

9i2 -f-^i2^r der Bogen von demselben Punkte bis P34 ; /3r2 der Winkel P'34 P.,
4
P24 , /32 , der

Winkel P'3iP3i Pli und /313 -j— /321 = a34 .

Betrachten wir nun etwa die Dreiecke Q,P34P'34 , QiP42Q42 und Q,iPi3 P'i3 - Wir finden:

(*Í, + x\ sin* <pl2y dt* = (P34P'34 )
2

.

Pmn P'mn kann man aus dem Dreiecke berechnen, welches aus rmn, r'„m und umn dt gebildet ist.

Es ist nämlich:

„2 ,7*2 ,7r 2

\-Ljnn 1 mn) 2

'MiM

Wir erhalten daher folgendes Gleichungssystem:

rl2 + x\ sin* 9l2 =— £«; f -
|-!>«J J

-
S
; 4 ,

(22) *;,4?»: •*•>!, =^{«1, -(%-)'}+««>

Setzen wir weiter:

SPl2 + 913 + 9>14 = 3<jPl , ti2 + *13 + #U = 3^l )
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und bedenken wir, dass folgende Gleichungen gelten

:

9l2 9>13 — «23 1 9l3 — 9l4 — «34 1 Vi 4
_

9] 2 = «42 1

aa„,
,

des,,, da.
*11— *18"= —5?» *1S — *I4=-3T. ^14—^12

so erhalten wir:

9l4 = 9l + I («23 — «4í) = 9l + Zl2 , *12 = *i +

913 ^Vl + i («34 —«23) = 9l + XlZ 1 *13 = *1

42

dt

«Z12

«*13

di

9l4 = 9l + 1 («42 — «34) = 9l + Zl4 , *I4 = *1 + -^ •

Setzen wir noch:

Jij SM (jD,
— A

x
X

x
COS g?t

= (L6j
,

so verwandeln sich die Gleichungen (22) in:

*I + 2^1 -^+ A
; es 2

Z12 + 2A
ll
u
l
cos %}i sin %n -f p\ sin 2

Xl2 = s=
4
— It§jH ,

(23) # + 2^ -^ -f A* cos 2
X ,3 + 2Alftj cos Xl3 sin Xl3 + tf sin- Xl3 = s;

2
- fej '

,

*i + 2*i -|p + *i cos 2
xu + 2i,ft, cos Zl4 sin %l4 -f ^ smi 2

Xli = s;
s
— \~^A .

Lösen wir diese Gleichungen nach X\, A,^, (i[ auf, so erhalten wir für diese Grössen

rationale Ausdrücke zweiten Grades nach tyu also schliesslich für diese Unbekannte eine

Gleichung vierten Grades. Indem wir die zwischen den Kreisen K^K'», K
3
K'

3
. R<fi\ gelegenen

Kreise in ähnlicher Weise behandeln, wobei statt der Grössen ij>m„ neben ty l
noch $„, ^3 , i>4 ,

und ebenso neben A
x
und (i

L
noch A„, A

3 , A
3 und (i2 , fi3 , ipt eingeführt werden, so erhalten

wir schliesslich für die i> das folgende Gleichungssystem, dessen Lösung die Bestimmung

aller oben erwähnten Dreiecke nach sich zieht:*)

*?+#!*;+ ^m-; +£,*!+ ^, = o

,

i>t + H,i>l + K^\ +L^ + ü^ = 0,^ *S +^ +^ + ^3*3 +^3=0,
; + hj\ + *«*; + i

4*4+#4 = o.

Weiter hat man mit Rücksicht auf:

*12 = S34 C0S 012 1 *21. = «34 C0S fti , . . .

*i2*2i — ^(*L — *'iJ(sn4— *L) = sL cos ß
3 4

;

*) Das Resultat erinnert an das Gleichungssystem (VI) für q und legt den Gedanken nahe, einen Zu-

sammenhang zwischen diesen Grössen und den ip zu vermuthen; eine diesbezügliche Untersuchung

habe ich nicht angestellt.
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bei anderer Anordnung das Gleichungssystem

:

il>\ 3
— 2^23^3 2

cos orl4
-4- il>;

2
= s;

4
sin'1 «14 ,

Hi — ^n^n cos «24 + ^3 — S 'U sin 2 «24 ,

i>l 2
— 2i/>13 </>21 cos «34 + ipl, = slt sin 2 «34 ,

tU 2TÍ»,.it41 COS ajj -j-^, = S"
4
Sin 2

«23 ,

#24 — 2^.4^42 COS «31 + *!, = «L Si
'

w2 K31 ,

#34 — 2í»34^43 cos a
12

-j- #4 , = sj, sm 2
cc12 .

Es sind dies sechs Gleichungen zwischen den ^i, il>2 ,
ip

3 , il>t , in denen die cos amn

nnd sinamn als gegeben zu betrachten sind (als Functionen der r). Mit irgend einer der

Gleichungen (24) combinirt, geben sie nach Elimination der Grössen $
1 , ip

2 , ip
3 , i\>

i drei

dr
Relationen zwischen den u, den -j- und den u, welche nichts anderes sind, als das gesuchte

Gleichungssystem (VIII).

Es kann aber auch irgend eine Combination der Gleichungen (24) und (25) benutzt

werden, sofern sie zu drei derartigen Relationen führt. Man sieht, dass je zwei Gleichungen

(24) mit je einer Gleichung (25) zu einer solchen Relation führt,
F
z. B. die 2. und 3. Glei-

chung (24) mit der 1. Gleichung (25) combinirt, welcher man die Form geben kann:

*;-h*i+-^i fcfc + P& + Q
1
4>3
+R

l
=o.

Von diesen (im Ganzen sechs) Combinationen reichen drei, z. B. die der ersten

drei Gleichungen (24) und der ersten drei Gleichungen (25) hin, um das System (VIII)

darzustellen. Die ersten drei Gleichungen (24) beziehen sich auf das durch die Kreise Ä',, ÜT
2 ,
K

3

gebildete Dreieck und es könnte scheinen, als ob bei dieser Ableitung des Systems (VIII)

der Kreis isT
4 nicht zur Geltung käme. Das ist jedoch nicht der Fall ; denn die Ableitung der

Gleichungen (25) ist gleichbedeutend mit der Festlegung der entsprechenden Kreise K' gegen

K: dazu werden bei den Kreisen K
x , K2 , K3 die Abstände der Durchschnittspunkte dieser

Kreise mit ÜT
4 von den Durchschnittspunkten der Kreise K\, Ji'

2 , K'
3 mit K'^ benützt, die

Kreise -ST
4 und ü?4 kommen also wohl zur Geltung.

Von der wirklichen Aufstellung der Gleichungen (VIII) mag Umgang genommen

werden, da eine praktische Verwendung der hier gewonnenen Resultate in sehr weiter

Ferne liegt. Vielleicht dürfte sie ehestens noch in der Richtung einer durch Specialisirung

gewonnenen Anwendung auf das Dreikörperproblem (wobei natürlich nicht bloss an die be-

deutungslosen Fälle rn
4 = 0, oder r3i = zu denken wäre) zu suchen sein.

Es bliebe noch übrig zu zeigen , wie nach der Lösung des reducirten Problems

das allgemeinere gelöst, d. h. die noch fehlende eine Integration zu bewerkstelligen wäre.

Darin weicht jedoch das Vierkörper-Problem vom Dreikörper-Problem nicht ab; ist die Lage

des Dreieckes m
l
m

tm3
bestimmt, so ist auch die Lage des Tetraeders m

i
m

i
m

3
mi bestimmt.

Erstere Aufgabe ist von Lag ränge gelöst worden, und seiner Lösung auch in dem vor-

liegenden Falle nichts hinzuzufügen.
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