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I V .

E r s t e  G r ü n d e
e i n e r  n e u e n

E x p o n e n t i a l r e ch n u n g.
D o n

J o h a n n  P a s q u i c h

Pr of essor  der höh er n M a t h e m a t i k  r» Pest.

M
?. i .  E r k l ä r u n g .

an kann jede Function y  von einer veränderlichen Größe x durch 
r in  Polynomium ^.x» >1- Lx^ -k- Lx^ öcc. ausdrücken, entweder weil sie un­
ter dieser Forme wirklich gegeben wird, oder weil sie sich unter eine solche 
Form  bringen läßt. D a s  E x p o n e n t i a l  nun einer Function y soll 
diejenige Function heißen, welche man erhalt, wenn die einzelnen Glieder 
des ih r gleichen. Polynomiums m it den ihnen zugehörigen Exponenten 
von x m u ltip lic irt werden; ferner soll der der gegebenen Function ^  vor­
gesetzte Buchstabe e das Exponential derselben bedeuten.

B e y s p i e l e .  F ü r — sx^ soll seyn e '̂ — L»x^. F ü r v — sx- Z soll 
seyn ey —  ̂Z sx-Z; y — (sx -i- Z x - ) -  — g-x- -k- 6 sxL -I- 9 x* soll geben

^  ^  18 sx3 ^  Z6x4 — 2(sx Z x^) e (ax ^  Z x^).
8. 2.
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8. r .
Z u  saß. W e il ex — x. i  — x, und fü r jede Konstante 0 - - L x ^  

«.L ^2. cLxO— (?x^. o  — O ist (§ ' I» )  r so ist das Exponential einer Con- 
stänke der N u ll gleich.

§. Z .

2. Z u s a h .  D a s  Eponential einer aus mehreren Functionen k, ( ) ,  
H, . . . 17, V  von einer veränderlichen Größe x zusammengesehten Func­
tion y ist der Sum m e der Exponentialien aller Bestandfunctionen gleich; 

nämlich ey — ek 4- e() 4- ek. 4- . . . 4- e17 4- eV fü r /  ^  k 4- ( )  4- k . . . .  
* U 4- V  (§ . i ) .

§. 4.

Z. Z u  saß.  Wenn 2. irgend eine Function von x, und 0  eine Con» 
staute is t; so ist das Exponential der Function v — L 4 - 0  --- L-l- Ox° alle­
mal ey — eL 4- eOx° (§. Z .)  — eL (§ . 2 ) .

8« §»

Aufgabe. W e n n  d i e  E x p o n e n t i a l i e n  zwo  er  F u n t i o n e n  
l7 , V  v o n  x b e k a n n t  sind,  d a s  E x p o n e n t i a l  des  P r o d u c t ­
i v  zu f i n d e n .

A u s tö lM lg . M a n  m ultip licire das Exponential jeder einzelnen Func­
tion m it der andern Function, und addire die Products in eine S um m e : 
man mache nämlich M V  — I7eV 4. Ve17.

B e w e i s .  1. S ey  eine Function 17 — kx^  4 l.x i 4- ^1x^4- 
und eine andere 2. -  Ox<i; so w ird seyn 172. -  K O x r-^ i 4- I^ L x l- i- i  4- 
^O x-N  ^  q 4- L e . also (§ . I . )  M 2. -  (lc 4- q ) KÄ.xk ̂  1 4- 0  4- q ) I ^ x t  -k-1 
4- (m  4- ĉ ) 4- y 1^1 4- ^äx"» 4- 6cc.) <;Ox<r 4- Ox-t

(icKx^ 4- M x! 4- 4- L c . )  m ithin wie dieses aus (§ . i )  folgt, oVlL
-  4- 2 .M . 2 )  D ie -
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2. Dieses vorausgesetzt seyen was immer fü r  zwo Functionen 17 

— Kxk t- 1.x! -i- Läxm -t- Lce.» V  — p g -^g -vg - Le., wobey die cinzelimi 
Buchstabe» p. q, v. Le . eben so vie l- Mouomien von der Form v x y  be- 

deuten so l l enso  ist V V -  v p  g- v g ^ v v  g -L c . als° (§ . z . )  o v V - o v p  
cvq  -s o v v  g- L e . N u n  aber ist einleuchtend, daß wegen des in  I .  er. 

wiesen-,,, o77p — v c p - l- p e v ,  cvg  — v e g ^ ^ o l l ,  e l/v  — I7 ov g -v o ll Lce 

seyn MUß : daher ist auch o v v  -  v  (ch *  « , g. ov -s L e .)  (p  qg- vg-'Z-e )
M .  folglich wegen -V  -  -x  g- og g- e , g- L e . (§. z . )  auch o v V  -  l l - V  
^ Voll.

B e y s p i e l .  S ey  V -  ( a ^ x t )  ( o -  ä x t)  ; so ist ev -  ( , ^ x y  
e ^ c - 6 x 5 )  ( c -6 x 5 )  s ( - ^ b x ^ ) .  C'6 P  aber (nach §. i .  n. §. 4 . )
< - 0  -  6x 5)  -  -  § 6x 5, und e 0  bxZ) -  z bx5 ; also ev ^  -  7 :,,^  
0  't' !rx^) -l- Z bx' 0  -  6 x5) ,

§, 6.

i .  Z u s a t z .  D a s  Exponential des Products ? L N . . . V V  aus so 
vie l man w ill, Functionen ? . O . k ,  . v .  V »«» einer v-ränd-'rli. 
ch-n Größe x. ist der Sum m e der Product- gleich, welche man erhält, wenn 

das Exponential jeder Function insbesondere m it dem Produkte aller übrigen 
Functionen m u lt ip lic ir tw ird ; den» weil dieses, wegen e l- L l l  ^  ^ L l b  a  
« .H op .undoS .K -e  tzol^ g. Kc<2 ( s .  § .) ,  m ithin o ? s .n  -  , - g . ^  g. , '« - 2  

^  b-y drey Functionen wirklich wahr ist, und man a u f gleich- A r t  
darthun kann, daß, wenn es von irgend einer An jah l n von Functionen 
w ah r ist, es auch für d i- um i  größere Anzahl n -s i  davon wahr seyn 

m uffe ,  so muß dasselbe nach der bekannten A r t  zu schließen, fü r jede wie 
immer große Anzahl von Functionen gelten.
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§. 7.

2. Z u  f aß .  W enn L  was immer fü r eine Funeiion von x und m 
eine.ganze bejahte Zahl, m ithin L"» -  L L L . . . .  L  ein aus m gleichen 
Factoren bestehendes Product is t; so muß das Exponential davon der S u m ­
me von in gleichen Producten seyn, wovon eines eL ist ( § .  6 .)
folglich ist eLm - -  mLm - - eL.

einer neuen Exporreritkalrechnung.

§. §>

Aufgabe. F ü r  d a s  b e k a n n t e  E x p o n e n t i a l  e i n e r  F u n c ­
t i o n  X v o n x  d a s  E x p o n e n t i a l  j e d e r  P o t e n z  X» zu fin d e n .

A lls t? ju n g . M a n  m ultip lic ier das bekannte Exponential der Func­
tion X  m it dem Exponenten n der gegebenen Potenz von X, und m it 
der um einen Grad niedrigeren Potenz von X , oder man mache eX»
r - n X L - i  cX.

B e w e i s .  W enn n eine ganze bejahte Zahl is t , so erhellet die 

Richtigkeit der gegebenen Auflösung aus (8 . 7). Es sey nun n — ^  was im ­

mer fü r eine gebrochene, doch bejahte Z a h l;  weil ( x ^  )  x  is t, so 

w ird  seyn nach ( § . 7 . )  v und hieraus fin-
U U— - I

der man e X * - ^ x "  oX.

S ey endlich n -  v eine verneinte, ganze oder gebrochene Z a h l; 
so wicd x-v.  XV — x^z also ( 8 .5 . r t. 8. 2 .)  x -v . exv XV ex-V — 0 zwei t  

NUN exv v x v - r  xx, so findet man ex-v -  -  ^ x - v - -  ex.

Bey-N. Abh. der k. B. Gcs.IlI.B. G
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B e y s p i e l e .  S ey v — (^  4- bx»)5; so ist sy — § (s  4- bx^)^ s (s -t-kx^); 

abere(s4-bx^) — 2bxr  (tz. I .  u. §. 4 .) also ey IO  bx» (a 4- bx2) 4. S ey 

I
7  ^ ( I  4- X») ; so ist ey — -  7  ( i  4- X-) e ( 1 4- x r ) .

E s ist aber e ( i  4̂  x - )  - -  2 x -  (§ . I .  u. §. 4 .) , also ey —s
- ^ - 4 x^

§. 9 »

d
I .  Z u s a h .  Wenn man fü r X — ( 1  4- x )«  OM ^  (g  4-b)m ,

hierauf ( i  4- x ) ^  — 1 4- ^ x  4- Lx» 4- CxZ 4- . . .  — 2  seht : so w ird 
seyn m ( l  4- x )m  -x  e ( i  4- x) — er (§ .  8 .)  Z da also e (1  4- x) — x ist (§ . 
4 .) , so ist auch mx ( i  4- x )rn - * er» m ithin m xr -  ( 1  4 -x ) er — o ; 

und aus dieser Gleichung, wenn man er nach (§ . i . )  nimmt, findet lnan
in

die Coejfie.ienten ä» 8 , 0 . Hiedurch w ird  (» 4 -b )»  - -  am l, 4.

l)2 m ( m - i )  ( m - 2 )  3^  - ;   ̂ m ( m - i ) . .  ( m - v 4 - 1)
'— —---------------- 4° ' " v^4'» .4' '

I» A» I .  2 » Z» I» 2 . Z. . . . . . V
a « -v  dv.

§. IG.

2. Z u s a h . Wenn aber zwo Functionen, k x k - i-d Z x ^K x '- i-L c .»  
v — ^  4- I^xl 4. kixm  4- öcc. gegeben werden, und man das Polyno-

m ium  finden w ill, welches der gebrochenen Fanction ^  gleich seyn soll; 

so nehme man indessen ein Polynomium ^.x» 4- Lxi» 4̂  Oxc 4- öto. — r
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— -  wobey b, e, L c , bestimmte Zahlen seyn sollen; so w ird  seyn
v^

u "  — : also (§ . §. 8 -) n u ^ ^ e u  rrv>r - r ev 4- v^er, m ithin 8urev
-1- uver nvreu — O, aus welcher Gleichung, wenn ev, er, eu nach C§. i )
genommen worden, pch die Coefficienken K, 0 , örc. werden ableiten 
lassen.

§. r i .

Aufgabe. F ü r  b e k a n n t e  E ^ r p o n e n t i a l i e n  z w o e r  F u n c ­
t i o n e n  u» v v o n  e i n e r  v e r ä n d e r l i c h e n  G r ö ß e  x, das  E x p o -

t t e n t i a l  d e r  g e b r o c h e n e n  F u n c t i o n  ^  zu f i nden .

Auslösung. M a n  ziehe das Product aus dem Exponential des Nen­
ners in den Zähler vom Producte aus des Zählers Exponential in den 
Nenner ab, und dividire den Rest durch das Quadrat des N enners: man 

u veu -  uev
mache nämlich e ^

u u n
B e w e i s .  Denn es ist v — u : also (L . § . )  ^  ev 4- ve

u veu -  uev
L  eu, m ith in e ^

I  - x »
B e y s p i e l e .  S ey  y — 7177, so Wird seyney—I-t-X»'........

-  ( l - X » )  e (1 4-x») ^
( i  ---------- .E s  ifi aber e ( 1- x - ) - - - 2x- nach(§. 1. 4.),und

 ̂ 4 x̂
c X-»)-- 2 X» z also ey -  7-------- 7- .  S ey  V — - 77------ - . ^ 7—-— —.

( l  4- x ^ r  ̂̂  (g4 4- x4) (a4 4- x4)^,

so
G  2
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(« 4 x ' ) '  ex» -  x^ o (a x4)x

------------------ . m -r  - X . - - 2 X .

2 x4 ^ ^ 2 - 4 x»
1. 4. 8 0 ;

(1 - l 'X

§. 12.

E r k l ä r u n g .  D a s  in  (§ . i . )  erklärte Exponential einer Function 
y von der absoluten veränderlichen Größe x (welche nämlich keine Func­
tion von einer andern veränderlichen Größe ist) soll das e rs te  Exponen- 
t ia l der Function x heißen: das z w e y t e  Exponential der Function y 
werde ich das erste Exponential des Quotienten nennen, welchen man er­
hä lt, wenn das erste Exponential der Function y  durch die absolute 
veränderliche Größe x dividier w ird  : das d r i t t e  Exponential der 

Function y soll das erste Exponential des Quotienten seyn, welchen das 
zweyte Exponential der Function y durch x d iv id irt geben mag : und über 
Haupt jedes ( v  4- i) te  Exponential von > soll das erste Exponential deŝ  
Wenigen Quotienten bedeuten, welchen das vte Exponential Don /  durch » 
d iv id irt geben würde, dergestalt, daß, wenn man die Exponentialien von ) 
das iste, 2te, Z t e . . . .  vte, (v  -e- i ) te  m it ey, e ^ .  . . . .  svH -z

bezeichnet, e»y ^  e — e n  — e sey.

§. IZ .

i .  Z u s a h . W e il es gar keine algebraische Function y von einei 
abftluten veränderlichen Größe x giebt, wovon das erste Exponential naö 

(§ . §. 6. 8» r i . )  nicht könnte bestimmt werden; so w ird  man darnaci
auch
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auch alle höh^n Exponentiakien solcher Functionen bestimmet, können
(§ . r 2 ) .

Beysptrte. Sey y - -  ox  ̂ st is tey--4«»(§ . r.)z

»  ̂ r '
e/ - -  I2SXZ (Z. r. 12); ^  ey-s 24«» (8- I2)z^>224g^

4
^  ^  Ly k 4
ey — 24 >x (§. i .  l2 .) z ^  24 r, ey c», «y s  0, Lv. (Z. 2» 12).

S e y y - - -  -  ----- -'so ist «7 --- -  r - i - -  (§- l ) i  ^  - - - - -  «7

L

--- 6 >x-r ( 8. 1. I2 .)z  ^ 2 ;  6 ,x " 4,  o y ---240x^4 ( 8. r . l 2)Lc.öee.

5 . i 4 .

2. Z u  saß. Aus ( 8 . r .  1 2 .) läßt sich jedes vte Exponential einer 
Function v — -t- Üxb -t> Oxc 4  L e . ss bestimmen.

L ^ 2 - S  -  i )  (s  -  2 )  . .  .  .  .  "  v i )

4- b (b  -  i )  (!) -  2 )  .  .  .  . .  (b  -  V 4- i )  K x b -v 4 i
^  e (e  -  1 )  (e  -  2 )  .  .  .  ,  . ( c  -  v 4- i )  O x«--v4- ,

öcc. Le. Le.

5. IF.
Z. Z u s a h .  W enn y^ denjenigen W erth  bedeutet, welchen eine 

Function v von der absolutes veränderlichen Größe x erlangen würde, wo^ 
fern diese um eine gegebene Größe w zunähme, weit man x — ^  4- Lxd

4- L»k
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c?xe 4- .  . . . . 4- 4- Le« seßey kann; so ist
^  ( x 4 Ll)c

- - Lu» -^ - üx» - i  - e - i - ^ - ^ ü x - - p r g . . .  ü x » -" « ,

> -7 üxb - - w ^vx!>.-«-g. . ^ ^ ^ > > 1 ^ » ) x^d-e^.

> c x ° ^ "  2. » . . V
Le«

p ( p - i ) . p ( p - i ) . . ( p - v - s - i )
kxk > — kx? - I u 4- ------ — , . . -̂

I '  2. I ,  2. . . .  V
^ c . 4- Le . Ke.

H e ra u s  endlich, und aus (F . 12. 1 4 .) fo lg t:

z V
^x ev

k x ? - ^

- _  ^  ey
y *  7— LI 4 - -------

4»X 1.2 X I . L .  AX LI? 4 - . . .  4-
I.2«Z. . . .  vx .ü,v 4  Le.

§. r§ .

4 . Z u s a h .  Unb hieraus erhellet nun, daß die vorhergehende Thee 
« r it aus die Lehre von größten Und' kleinsten, die Bestimmung der Werthe 
welche gebrochenen Functionen in Sem F a ll- jugehören, wenn sie in ° -u 
übergehen scheinen, d i- Z-rfä llung gebrochener Fuctionen in  mehrere B r ü -  
che, und andere w.ch.ige Untersuchungen au f eben die A r t  angewandt wer-

^ : : . 7 L 7 L 7 ' ' ^

v .
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