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Worrede.

Sweo Sdpe in ber Lehre vont ben Gleihungen qibt
¢, in Betveff Deren man nod vor Kurzem fagen
Fonnte, dap ein villig rilhtiger Beweis derfelven uns
befannt fey. Der cine ift Det Sab: daf gwis
fhen je ey Werthen der unbefannten
Grife, dieein entgegengefettes Refuls
tat gewdabren, allemabhl wenigjtensg eine
teelle Wurzel bdet Gleidung liegen
miiffe.  Der anbere lautet: daf jede alges
braifde rationale gangeFunctioneiner
veranderlidhen Grofe fidh) intreale Face
toren Des erflen oder zwepten Grabesd
gerlegen Taffe..— Bon-dem lesteren Sage bat
uné , nach mebreren miflungenen Q?er’ﬁi&)’en' eines
b Atembert, Culer,deFoncener, LaGran:
ge, £a Place, Kliigel w A, im vorigen Jahre
A2 end:
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endlidy Hr. Bauf ein paar Beweife geliefert, die
faum mebr etwasd u wiinfchen iibrig laffen diirften.
G8 befenbte und swar diefer vortreflihe Gelebrte
fdyon in Dem Jabre 1799 mit einem BVeweife fur die=
fen ©ap *), ber aber nod) den von ihm felbit einge-
ftandenen Febler hatte, daj er die rein analytifde
Wabhrheit auf eine geomettrifdye Betradtung
grimbete.  Seine zwey neueflen Beweife *)
aber {ind audh von biefem Fehlet: gang frey; indem
die trigonometrifden Functionen, Die in
dem lepten vorfommen, in einer rein analytifdhen Be-
deutung aufgefaft wetden Ednnen und follen.

Der.gubdere Sah, beflen wir. oben ervodbnt, ge-
hort pwar eben nicht zu denjenigen Sigen, welde
bag, Nadydenten der Gelehrign bisher auf ~eine gang
vorgiiglihe Weife befhaftiget Datten.  Snpwifchen
finden wir body, daf Mathematifer voy grofem An-
feben fid) mit diefem Sape befapt, und fhon vere

fdyiee

*) Demonstratio nova T heorematis, om-
nem functionem algebraicamrationa-
Yem integram-unius variabilisin fac-
tores reales primi vel secundi gra-
dus resolvi posse, Ielmstadii, 4° 2799

¥¥) Dem onstratio-mova altera etc., unb'D -
monstratio novadertia; bepbe pom Jahre
2810,
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[diedéne DBeweisarten fir ihn verfudt Haben,
Wer fidy hievon iibergeugen will, vergleiche nur bdie
verfhiedenen Darfiellungen, welde von diefem Sage
3 B. Kadftner,*) Claivaut, ™) Lacroir, **)
Metternidy, H)Kliigel,+1) La Brange, +H)
Rosling, THT) u. m. A, gegeben haben,

Dag aber Feine ditfer BVeweidarten alg gentigend
angefebn werden Eonne , 3eigt fich bey einer genaueren
Prufung devfelben fehr bald.

%) Unfangdgriinde ber Analyfis endlider
Srofen. 3te Aufl. § 516.

##) Elemens d’ Algebre. pseme Edit. Supple-
mens. Chap, I, n°, 16.

##%) Elemens &’ Algebre. 7eme Edit.

1) Sn feiner Uiberfetung bed .cben dngefiihrten
9Berfes von Lackoir. Maing. 1811, §. 211,
1) S feinem mathematifchen Wirterbude.

2, %anb 60 447- ﬁo

+41) Traité de la resolution des équa:
tions numeriques de tous les degrés.
Pavis. 1808: B

+4+4+1) Grunbdlehren von benFormen, Diffe:
renyen, Diffeventialien und Integt o
fien Der Junctionen. I Ibl §. 4o.



I. Bey der gevodhnlidften Beweidart fliist
man fih auf eine ausd dev Geometrie entlebnte
Wahrheit: daf wahpmlid eine jede continu-
frlidyelinie von einfadher Kriimmung, de-
ren Ovdinaten erit pofitiv, dann nega-
tiv find (oder umgefehrt), bdie Aofciffenlis
nie nothwendig irgendwo in einem
Puncte, der zwifden jenen Ordinaten
liegt, dburdhfdneiden miiffe. Gegen bdie
Ridtigleit fowohl, ald aud) gegen die Gvideny
diefes geometrifhen Sages ift gar nidhts eingwwenden,
Aber eben fo offenbar ift aud), daf e3 ein nidt zu
duldender Berjfof gegen die gute Methode fey,
Walhrheiten der teinen (oder allgemeinen) Fathes
matif (d. b, der Avithmetit, Algebra oder Analys
fis) aus Betradtungen herleiten u wollen, welde
in einen blof angewandten (oder fpeciellen) Theil
derfelben, nahmentlids in die Geometrie gehoven.
Und bat man die Unfdidlidteit einer bdergleidien
peraBaric ds dAAo gevoc nidht lingft fdhon ges
fuplt und anevfannt? bat man fie nidt fhon in
hundert andetn Fillen , wo man ein Mittel gewust,
permieden, und diefe Vermeidung fidh sum Verdienite
angevedmet 2 *) Mup man fidh alfo nidt, wenn
man anderd folgevedyt fepn will , diefed aud) hier gu

thun

*) Gln Beyfpiel geben bie vorhin angeflifrien Abhant-
lunges bed Hrn. Prof. Gauf.
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thun befireben? — Denn in dev That, wer immer
bedenfet , dap die Veweife in der Wiffen{dhaft Eeines-
yoegd blofe Gewifmadungen, fondern vielmehr
Begriindbungen d. b Datitellungen jenes objectis
ven Grunded, Dden die ju beweifende Wahrheit bat,
feon follen: dem leudytet von felbft ein, dap dev edht
wiffenfdaftlidhe Beweis, oder der objective Grund
ciner Bahrheit, welde von allen Grofen gilt,
gleicy viel, ob fie im Raume ober nicht im Raume find,
unmoglidy in einev Wabrheit liegen fonne, bdie blof
pon Grofen, welde im Raume find, gilt. Bey
Feftbaltung diefer Anficht begreift man vielmehr, dap
ein dergleidhen geometrifder Beweid, wie inden
meiften Fallen, fo aud) in dem gegemwarfigen, ein
witklider Jivkel foy. Denn ift gleih die geometri-
{he Wabrbeit, auf die man fich. hier beruft, (wie wic
{dhon eingeftanden haben) hodht evident, und bedarf
fie alfo feines Beweifes als Gewifmadungs
fo bebarf fie nidhts defto tweniger dody einer Begriin-
pung. Denn fidtbar find dic Begriffe, aus denen
fie beitebt, fo sufammengefest , bag man nidyt einen
AugenblicE anfteben fann, zu fagen, fie gehove feis
nedwegs 3u jenen einfadyen Wahrheiten, welde
man eben Defbalb , weil fie nur Grund von an:
pern, felbft feine Folgen find, Grunbdfipe ober
Grundwahrheiten nennet; fie foy vielmeht ein
Lehrfap ober eine Folgewahrpheit, d. h. eine
folche Walhrheit, bdie ihren Grund in gewiffen andern
hat, und daber aud) in der Wiffenfdhaft durd) Hevs
Lei=



8

leitung aud Denfelben, bdargethan werden muf. )
QRun denfe, wer da will, bdem objectiven GSrunde
nacdh, watum eine Linie unter den vorhin ervoahnten
Umftinden ihre Abfciffenlinie durd)|dhneide: fo wicd
gewif jeder fehr bald gewabhr werben, da diefer
Grund in nidts Anderm liege, ald in jener allges
nieinen PWahrheit, sufolge deven jede ftetige Function
von x, welde fiir einen Werth von x pojitiv , fiie
cinen andernt negativ wird, fiiv ivgend ecinen bdazwiz
fdhen liegenden PWerth von x zu Null werden muf.
Und dief it eben die Wabrbeit, bie hier bewiefen
wetden foll.  Beit gefehlt alfo, daf diefe lehtere ausg
jener bergeleitet werben diicfte (wie dieg in der Bes
weisart, die wic jest priifen, gefdhiedt): mup viel
mebr umgetehrt diefe von jener abgeleitet werden, wenn
man die Wahrheiten in der Wiffenfdaft eben fo davs
ftellen will, wie fie nady ihrem objectiven Sufammens
bange mit einander verbunden find.

II. Ridht minder verwerflich iff der Beweis,
dent Einige ausd dem Vegriffe der Stetigfeit einer
Junction, mit Einmengung der Begriffe von Jeit

und

¥) Man vergleidye iiber bief Ales meine Beytrige
puciner begriindeterenDarfiellung dev
Mathematit. Ite Lieforung, Prag 1820, IL
Abthl. §§. 2. 10, 20. 21, wo man Die logis
fchen Begriffe, welcbe i) hier als befannt voraus
fewe , entwidelt finbdet,
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md Bewegung; fibeeen, ,Benn fidh progy Func.
ptionen £x und ¢x, fagen fie, nad) dem Gefese der
Otetigleit danbern, und wenn fir x = «,
fa<oas firx=3aber £3> @3 iit: fo muf e
pitgend einen swifihen = und (5 liegenden Werth u
ngeben, fie welden fu =g u if. . Deun wenn
pman {id) vorftellt, ba}S Die Dexanberhd‘e Griope x m
»dtefen bepden %unctwmn nad) und nady alle 3mtfd)en
ne und 3 licgende Werthe, und in demfelben Aus
pgenblide immer beyderfeitsd denfelben Werth annimmt:
pfo ift im Anfange diefer ftetigen Werthverdnderung
sonx, fx <ox, und am Enve fx > ox.
»Da aber beyde Functionen vermoge ihrer Stefigleit
petft alle mittleren Wevthe durchgehen miiffen, bevor
oiie gu einem hoberen gelangen Eunen; fo muf es
pitgend einen mittleten Augenblid geben, in
seldhem Deyde einander gleich waven.”” —  Diefes
verjinnlidyt man nod) durd).basg Beyfpiel der Bew e=
gung gweyer Korper, deven dev eine anfangd hins
ter dem andern war, juleht ibm vorgeeilt if,
und folglich notbwenbtg einmahl bey ihm vorbey
gegangen feyn mup, -

Niemand wicd wobhl in Abvede fiellen, daf ber
DBogriff der Beit, und vollendsd jener der Bew e
gung in der allgemeinen Mathematit eben o fremd=
artig fey, alé der bes Raumes, Gleidyvohl, yenn
Ddiefe goey Begriffe Yier nur der Grlduterung wes
gen eingemengt waren , hatten wir nidyts dagegen su

et:
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etinnett,  Denn aud) wir find Leineswegs einem fo
iibertriebenen Puridmus jugethan, der, um bdie
RKiffenfdyaft von allem Frembdartigen rein 3u ethalten,
verlangt, daf man in ihrem BVortrage nidyt einmahl
einen aug frembem Gebiethe entlehnten Ausdrud,
auch nuv in uneigentlidyer Bebeutung, und in der Ab-
fidt aufnehme, um eine Sadye fo Fiivzer und Eldver
3u begeidynen, als e8 durd) eine in lauter eigenthiims
Yidyen Benennungen abgefafte Befthreibung gefdyehen
Tann, oder nur, um den Uibelflang dev fleten Wieder-
holung der nibhmliden MWorte zu meiden, oder um
durdy den blopen Nabmen, den man der Sadye beys
legt, fdon an ein Beyfpiel zu evinnern, bdas zur
LBeftatigung der Behauptung dienen Eann,  Hierausd
erfiebt man jugleidy, bdaf wir aud) Vevyfpicle
und Anwendungen nidt im Geringflen fiit etroas
Soldes balten, das der Bollfommenheit des wiffen:
{daftlihen Bortrages Abbrud) thue,  TNur diejed
forbern wir dagegen firenge: bdaff man bie Bevfpiele
nie ftatt der Beweife aufitele, und auf blof un:
cigentlid) gebraudyte Redendarten, und auf die Ne=
benvorftellungen, die fie mit fidh fiihren, niemabls
bie Wefenbeit ded Schluffes felbfl griinde, fo Dap. der
leptere egfallt, fobald man jene dndert.

RNad) diefen Anfidyten diirfte fich alfo nod) allen-
falla die Ginmengung des Begriffes der 3eit in obi-
gem Beweife entfhuldigen laffen; weil auf die e
bensatten, bdie von ihm Dergenommen find, fein

Sdlup
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Sdiluf gegriindet wird, der nidt audy) obhne ihn gdlte.
Keinedregs aber Eaun die sulest gegebene Ve vfinn:
lidyung durd) die Bewegung eined Korpersd fur
etroad Mebreres angefehn werden, ald fiiv ein blopes
Bepfpiel, das den Sap felbjt nicht beweist, viel-
mebr durd) ihn evit bemwiefen werden mug.

a. Halten wic ung alfo mit Weglaffung diefes
Beyfpiels nur an das iibrige Raifounement.  Be-
merfen wir zufordevft, daf in demjelben ein un-
richtiger Begriff der Stetigfeit zu Grunde ge-
legt fep. TNad) einer ridhtigen Grildarung
nihmlicy verfteht man unter bev Redensart, dafp
eine Function fx fiiv alle Werthe von x,
bie innev sz odet aufierhald gewiffer
Grengen licgen *), nad) dem Gefepe der
Stetigteit {id) dndre, nur fo viel, daf,
wenn x irgend ein folder Werth ijt, der
Unterfdied f(x+w) —fx Eleiner ald jes

ve

x) @3 gibt Functionen, weldye fiiv alle Werthe ibrer
QBurzel fietig vevinderlih find, 3 B. aex + fx.
Allein. e gibt aud) andre, bie fih nuv inners ober
augerhald gewiffer Grengwerthe ihrer Wurgel nady
pent Gefete ber Stetigeit dndern. YSo dndert fich
x4+ VI~ (@ —x) nut fii alle Bectpe von
% bie <+ 1, oder > + 2 find, fletig; nidjraver
fiiv bie MWerthe , bie gwifchen + 1 und + 2 licgeit.
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be gegebene Griofe gemadyt werden E5n-
ne, wenn man o f{o flein, alé man nuv
immer will, annehmen Eann; oder ed fey
(nad. den Begeidnungen , bie wir im §. 14. ded
binomifden 2ebhrfases u. f. w, Prag 1816,
eingefiibet) f(x+w) = fx + ). Daj aber, wie
-man in diefemn Beweife annimmt, die ftetige Function
niemahld zu einem hoheven Werthe gelange, obne erft
alle niedrigeren durdygegangen au feyn, d. h. daf
f(x+n Ax) jeden ywifhen £x und f(x+Ax) lies
genben Werth aunehmen Eonne, wenn man n nady
Belieben zwifdhen 0 und + r nimmt: das ift wohl
eine fohr wabhre Behauptung, aber fie Eann.nidt
als CrElarung des Begriffes ver Stetigkeit angefehn
werden, fondern ift vielmehr ein Lehriap iiber den-
felben ; und war ein foicher, der fidy nur evit nad
DBorausfepung bes Sahes felbft beweifen lijt, su
deflen Beweife man ihn hier anwenden will,  Denn
wenn M ivgend eine zoifdyen fx und £(x + A x) lie:
gende ®rofe bedeutet; fo ift bie Behauptung, dap
e irgend einen zwifdhen o und + 1 liegenden Werth
von n gebe, fiiv welden £ (x +n Ax) = M ift,
nut  ein befondeter © Fall von der allgemeinen
Tahrheit, bdaf, wean fx < @ x und
fE+Ax) > @ (x+Ax) ift, e irgend einen
mittleven Werth x + n A x'geben miiffe, fiiv weldyen
f(x+nAx)= ¢ (x+nAx) ift. Aus die=
fer aligemeinen Wabrheit nahmlidy ergibt fidy jene evftere
Be:
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Behauptung in bem befondern Falle, wo die Function
ox in eine conftante Grofe M iibergebet.

b. Aber gefest audy, man Eonnte diefen Sap
auf einem anbern Wege darthun: dod) wiirde der Be-
weis , den wit priifen , - nod) einen -audern Fehler ha-
ben. Daraugnihmlid), daffa > oaund <o B
ift, wiirde nur folgen, baf wenn u irgend ein
pwifhen « und B liegender MWerth ift, bey. weldem
ou > pa aber <@ iff; fo werde fx Devor €3
aus fo in £ 3 ibergebt, 0. h. beyivgend einemx,.
bag gwifden x und (3 liegt, - ebenfalle = paf, - Ob
abev Diefes bey eben dem falben Werthe vou x,
ber =, u ift, gefdhehe; d.D. (weil u jedgw belichi-
gen Werth zwijdhen & und (3 bedeuten EFann, Dder
Qu> ¢aund <@ B madt) ob ed irgend einen
fwifhen o und B liegenden MWertl) von x gibt, bey
welhem beyde Functionen fx und ox ecinander
gleid) werden: Dad wiirde nod) immer nidyt folgen.

c. Das Jdufchende bdes gangen Beweifes bes
rubet iiberhaupt nur auf der Cinmengung bes Bex
griffes der Zeit. Denn wenn man diefen weglajt,
fo geigt fich alebald, Daf der Beweis nichts anbders,
alg eine Wiederholung Ded zu beweifenden Sages felbjl:
mit andern Worten iff. Denn fagen, daf die Func
tion £x, bepor fie aus ihrem Juftande des Kleinerfennsd
in den Des Groferfennsd iibergeht, evit burdy Den Des
Gleidhfepns mit @ x Dinduvdh gehen muffe; beipt

obne
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obhne Seitbegriffe fagen, daf unter den TWerthen, bdie
fx annimm¢, wenn man fiic x jeden beliebigen TWerth
gwoifden ¢ und B fest, audy einer fey, der fx=¢px
madit; was dev zu bemweifende Sak felbft iff.

TII.  Anbete bemeifen unfern Sa, indem fie
folgenden, entweder gariy ohne Beweis, oder dod)
nur gefliigt auf einige aus ber Geomefrie entlehnte
Beyipiele,” sum Grunde legen: ,Jede verdnders
ide Grofe Fani aus einem bejabten
s3uftanbe ineinenverneinten nutr durd
yoen 3uftand ves Nullfepns, ober den
,,ber uaenbhd)feit ibevrgehen Da nun
baé  Refultat einer” Gleidhung bey Yeinem endlidhen
Werthe ber Wurgdl unendlid) grof werden
fann: fo wuf, wi¢ fie {dliefen, jener Uibergang
hier duvdh Null gefdhehen. —

a.  BWenn man'in obigem Sage die uneigentlis
de Borftellung  eined Uibergangesd, die den
DBegriff einet Werdnderung in Jcit und Raum
enthilt, abfondern will ; wodburdy von felbft aud)
foon ber ungeveimte Ausdbruc ecines Juftandes
pes RNidhtvorhandenfenns wegfalt: fo be:
fommt man am Cnde folgenden Sap: ,Wenn eis
yme verdnderlide Grofe, bie von einer
pandern x-abhdngig ift, filx x=abejabt,
oftit x= 3 verneint befunbden witd: fo
,8ibt ed jebesmabhl cinen gwifden xund

B
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sBgelegenen Werth von x, fiir den fie
,Mull, odev gher einen, .filr den fie une
,,enb[icf) witd” Und nun bemerft gewif cin-Jes
ber, Daf eine fo jufammengefefite Behauptung Feine
Grundwabrheit fep, fondern bewiefen mwerden miifles
baf aber ihr Beweis. Faum leichter feyn viirfte, ol
ber Des - Sakes, felbit, gu beffen Behufe man fic aufs
fhellen will,

b. 3a bey genanerer Betradhtung zeigt fidh, bob,
fie im Grunbde fogar identifd) mit ihm fey.., Denw
¢ ift nidht 3u vergeffen, dap diefe Behauptung: eigent=
lih nur dann erft wabr ift, wenn- fip. von blof ftee
tig verdnderliden Grifen verflanden witds:
o bat 3 B. bie Function x + Y (x—2)(x+1)
il x = + 2 wohl allcedings einem bejnhten, fir
x= —7 einenverneinten Werth; dennod), roeil
fie fich innethalb diefer Grengen nid)t nach dem Ges
fese Der Stetigleit andext: {o gibt e8 audy Feinen
innérhalb + 2 und — 1 liegenden: Werth von X,
fiiv. weldpen fie Null odev. unendlich wiitde.. Sehriinkt,
man_aber die Bebauptung auf blof ftetig vevdnderli=
dhe Griofen ein; fo mu man aud) diejenigen Functios
nen.; bie fiiv einen. gewiffen Werth ihter Wurgel un=
endlich werden, audfdlicgen, Denn eine foldhe

""' i a I3 .
unction, wie-g—— ift eigentlich nicht fiix alle
Ry

Werthe vonx, fondern nur fiix alle, die > oder< b
find,
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find, fletig verdnderlih. Denn fir ben Werth x =b
erhait fie gar Feinen-beftimmten Werth, fondern
witd Dag, wad man unendlich grof nennt, Als
fo- fann man dudy nidyt fagen, daf die Werthe, bdie
fie fir x = b * & annimmt, Ddie alle beftimmt
finb, vem Werthe, den fie fiit-x = erbalt, fo nabe
PBofmien EOHREH'; al8 man nue imtmer will,  Und dief
gehort dody ju dem Begriffe der Stetigheit (1L a),
Sest man nun ju der obigen BVebauptung den Ve-
riff dér Stetigteit noch hingu, und Iapt dagegen den
Fall-bed Unendlidwerdens inwed: {o'geht
fie wortlidy fiw den Sap, der erfl. bewiefen werben
folite , <itbet 3= nibmlidy, dap jede fletia veranbdetliche
Furiction von %, wetdhe fiic x = x bejdht ; fir x=03
verneint iff, - il irgend einen. swifhen o und (3 Lies
genden - Toerth g4 Tulk werden misffer. ®.

V. Qrgerdwo, liedt man folgenden Schluf:
#BWejl Ix fiiv.x = e bejaht, fit X= 3 vers
sneint ift: fo muf es-zwifden x und g
p3wey Grofen a und b geben, bey denen
et Uibergang. aus den befahten Wers
athen dev-fxindie verneinfengefdieht;
o swar, DRF jwifdhen a mnd b fein
wBevth vanx mebhr fallt, fiivden finod
sbeiabt ober vermeint wave” U . w. —
Diefer Jrrthum bedarf Faum ejner Widerlegung, und
witrde hier gar nidht angefiihet werden, Wwenn et niche
gum Beweife bieﬁte, ie unbeutlih nod) die Ve

grif=



17
griffe mander felbft angefehener Mathematifer iiber
diefen Gegenftand {ind. €8 ift dod) befannt genug,
bap 8 gwifden je ywey einander aud nod) fo nabe
ftebenden Werthen einer unabhdngig verdnders
lidgen Grofe, dergleidpen die FWurel X einer Funcs
tion ift, immer nod) unendlidh viele mittlere Wers
the gebe; und eben fo, daf eine jebe ftetige Function
fein lefted x, bad fte bejaht, und Fein evites
x, Das fie verneint madyt, alfo fein {oldyes a und b,
wie biev befdyrieben wird, befige! —

V. Das Mifilingen diefer Verfudre, den Sas,
von dem wir handeln, unmittelbar zu beweifen,
leitete auf den Gedanken, ihn qué dem 3wepten
Sage , deffen wir anfangd evwahnt, ndbmlidy aud
dbem von der Jevrlegbarfeit jeber Funcs
tion in gewiffe Factoren abjuleiten. €5 ifE
aud) fein Sweifel, daf, wenn diefer yugegeben wird,
jener ausé. ibm gefdbloffen werden Fomme.  Aber Dev
Umitard ift nur, daf eine foldhe Serleitung Deffelben
feine edt wiffen{daftlihe BVegriindbung bheiffen
fonnte, inbem Der yjwente Sap offenbar eine viel jua
fammengefentere Wabrheit ausforicht, ald uns
fer gegenwartige 5 daber {idy jener ool auj diefery
ni&)t aber umgefebrt diefer auf jenen grinden fann.
Wicklichy it es auch nody Niemand gelungen, jenew
ohne :‘Borauéfeeung von biefem zu beweifen. Betrefe
ferld Die Beweife, deren Unflatthaftigheit. fhon Hr.
Saup in fener Abbandlung vom Jahte 1709 &+

B peigt
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geigt Bat; fo ift e8 eben Darum, weil fie beveits alg
unftatthaft evwiefen worden {ind, nidt nothig, zu
unterfudyen, ob {ie auf unfern Sap fidh griindgn ober
nidt. Der BVemweis des Herrn La Place *) bhat
gleichfalig feine Febler, bdie wir jedody fhon darum
bier nidyt audeinander zu fegen braudyen, weil derfel-
be audbriiklid) auf unfern gegenwdrtigen Sap ges
griindet ift.  Unbd eben fo braudyen wir aud) auf den
suerft efdienenen Beweis des Hn. Gaup feine
Riidfidht 3u nebmen, weil dlefer fih aui geo mes
trifdye Betradhtungen fluget. IJInzwifdhen wdre 8
leidht darjuthun, dap aud) in ibm unfer Sas {ille
fdhweigend angenommen wird, indem die geomotri=
fhen ‘Betracdhtungen, die in ihm angefteilt voerden,
gang jenen abnlid) find, deven wir n®, I, erwdabnet, —
Alles Eommt affo nur nod) auf des Heren Gauf
Demonstratio novaaliera und tertia an.
Jene beruft fidy auf unfern ap ausdriiclich 5 indem fie
©. 30 vorausfeit: aequationem ordinis imparis
certo solubilem esse; eine Behauptung, bdie bes
Fanntlich nidyts anders, al8 eine leichte Folgerung aus
unferm Sage ift. Nidt fo offenbar ift es bey der
Demonstratio nova tertia, daf fie von unferm
Gate abhangt.  Sie grimbet fich unter Anderm auf
fO[s

P —————0

*) 3n dem Journal de I’ dcole normal, ober audh in
bed 1a Croix Traité du calcul diff, et int, T, T
n°, 162, 163,
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folgenden Rebrfa: MWenn eine Function fic
alle Werthe ihrver verdnderliden G ros
fe x, die gwifden o und 3 liegen, frets
pofitiv verbleibt; o bat aud) ihr Inse-
gral, fo genommen, daf ed fir x=avers
{dhwindet, und daf hievauf x=8 gefest
ift, einen pofitivenWerth, Nun findet man
gwar in Dem Beweife, ben ung 2a Grange )
fiir diefen Lehifal geliefert, Heine ausdriicliche Bes
tufung auf den unfrigen. AWein diefer La Granges
fhe Beweis bhat audy nod) eine Liike.  Gr fordert
nihmlic) , die Grofe i o £lein ju nehmen, daf

f(x+’i)-fx_f}'(<f:;+f('x +1)+f; 'x+2i)+..+f (’x-!-(n. Uiy
1 n

werde, wobey dad Product i. n einer gegeberien

Grige gleich bleiben fol, und die befannte Begeidy:

hung £ bie erfte abgeleitete Function von fx vorfiellt,
Hier entfteht nun die Frage, ob die Erfullung diefer
Forberung aud) moglidy fen 2 Je fleiner man i.nimmt,

o fixe) ~fx . ‘
um Dden Unterfdyied 3 - — fx ju vermina

vern, deflo grofer muf man audh n, den Divifor
in bem Ausdrucde vedter Hand annehmen, wenn i.n
B2 ftets

A ———————————

¥) Legons sur le Culeul des fonctions, Nouvells
Edition, Paris, 18e6, Leg, ¢. p. 89
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ftet8 der gegebenen Grofe gleidy bleiben foll.  Nun
vermebret fid) oar qud) die Menge der Glieder in dem
Sipler : ob aber diefe Bermehrung den Sakler n cben
vem Berbaltniffe, wie der Nenner wad)t, vergrifes
te, ob fid) ber Werth bes gangen Brudhes durch die
WBerminderung von 1, nidit vielleidyt eben fo flar?
obet nod) fiavfer vermindere, ald bder Ausbruct
f(x+i)-fx . .
—_— =X R ift nody au evweifen. Solf
diefe Liie nun ausgefitllt werbens fo 'wird died woll
nur durd) Berufung auf unfern gegenwirtigen Sas
gefdyeben Eonnen; da wir und fhon bey dem Beweife
cined mit diefom LaGrangefden verwandten, obs
gleidy viel einfacheren Lehrfaged *) auf ihn beziehen
mupten.

So mangelhaft alfo find alle bisherigen Bewcife
be8 Ganes, dev anf dem Titel diefer Abhandlung ge-
nannt ift.  Detjenige nun, den id) hier der BVeur-
theilung der Gelehrten vorlege, enthalt, wie idh mic
fhmeidhle, nicht eine blofe G ewifmadung, fon-
Detn die objective Begriindung der ju beweifendens
Baheheit; d. b. er ift edt wiffenfdaftlidy, **)

%0{:

*) Mabhmlicdy de3 Saed § ag in der Abjandlung: der
binomi{de Lehriag u. f w.

**) Doch crwarte man nicht, bdap iy hier etwa fdon
alle Regein befolge, bdie in ben Beptrdgen
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Folgended ift eine Furze Niberfidt bes Ganges,
den er nimmt.

Die ju beweifende Wabhrheit, daf swifdhen den zroey
Berthen x und 3, Ddie ein enfgegengefeisted Fefultat
gewabren, jebergeit wenigitens eine veelle Wurgel lies
ge, berubet offenbar auf jener allgemeineren,
bafi; wenn swey fetige Functionen vonx, fxundox,
von foldyer Befdyaffeneit jind, dab fir x=u,fa < um,
firx = B aber f3 > ¢ B ausfillt, allemahl ivgend
¢in zwifden « und 5 liegender Werth von x vorhane
den feyn miiffe, fiiv welden fx == px wird. Allein
wenn f x< @« ijt; foift vermoge bes Gefees der
Stetigleit aud) nody £ (x+1) < @(x+1), wenn man
nue i Blein genug annimmt. Die Gigen{daft

ded

—————————————

guciner begriindeteren u, f vo. (IL Abth.)
fiiv die Conftruction eines edyt wijfen{dafts
lichen Bortrags von mir felbit aufgeftellt wors
ven find. Denn bin idy gleih von der Ridytigleit
diefer Stege{p nod) inuner volfominen iiberjeuget;
fo ift doch cine genaue Befolgung Derfelben nur
port allein miglidy, wo man ben VWortrag cincy
Wiffenfdaft -von ihren erften Sigen und Be=
griffen anféngts nidt aber dort, voo man nur cis
nige Lchven derfelben, hevausdgehoben aus dem Su=
fanumenbange bed Gangen, abhandelt; wie biejes
bier gefdhieht. Dicfe Bemerfung ift denn, wie fid
von felbft verfleht, audy quf die Abhandlung iiber
den binomifden Lehriat gu beyiehen.
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Ded Kleinerfeynsd alfo Fommt dev Function von
i, bie der Ausdrus f(x+1) dbarjtellt, fur alle Wer-
the von 1 gu, Ddie Eleiner find, ald ein gewiffer.
Gleihwohl tommt diefe Gigenfibaft ibr nidt fiic alle
Werthe von 1 ohne Einfdranfung ju; nabmentlid
nidht fiic ein i, dap=g—x wire; inbem {3 fchon
> o03ijt.  Nun gilt dev Lehrfah, daf fo oft
eine gewijje Gigenfhaft M allen Werthen einer vers
anderlichen @rofe1, die Eleiner ald ein gegebener {ind,
und dod) nicht allen iiberhaupt zubommt: fo
gibt e8 jedergeit irgend eimen groften Rerth u,
von dem behauptet werden fann, dap alle 1, die << u
find, bie Gigenfdhaft M bejiben.  Fiic diefen Werth
von i felbft fann nun £(x + v) nidt < ¢ (« + u)
feyi s weil fonft nady dem Gefepe der Stetigbeit audy
nody f(x+u+w) < @(2+u+w) wire, wenn man
w nur flein genug annabme.  Und folglih wdre s
nidyt wabr, daf u der grofte von bden Werthen ift,
von weldyen die Behauptung gilt, dap alle untet ihm
ftehendbe Werthe voni, f(x+1) < @ (x+1)maden;
fondern u+ @ wire ein nody groferer Werth, von
dem baffelbe gilt.  Nod) weniger aber. fann
f(z +u) > ¢(a+u) foyn; indem fouft audy
fle+u~— w) > o+ u—-w) fepn miifte, wenn
man o flein genug nimmt ; und folglid) wdre ed nicht
wabr, bag fir alle Werthe von 1, die < u {ind,
fle+i) < o(a+1) foy. o muj denn alfo
f(e+u)=@(a+u) foyn; b. h. e8 gibt einen i
fhen o und £ liegenden LWerth von x, ndhmlidh
a+
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xwtu, fiiv welden die Functionen fx und ox eine
andev gleid) werden. €8 hanbdelt {ih nur nody um
ben Beweis ded erwdbhnten Lebrfases. Diefen
etweifen wir nun, indem wir zeigen, bdap jene Wer-
the von 1, von weldyen behauptet werden Bann, daf
alle Bleineren bie Gigenidyaft M befigen, und jene,
yon denen fid) dief nidht mebr bebaupten lipt, eins
ander fo nabe gebradyt werden Eonnen, ald man nur
immer will 3 woraus fid) fiiv Jeben, dev einen ridy:
tigen Begriff von Grofe hat, ergibt, dap der Ge-
danfe eined i, weldes bas grofte derjenigen ift, von
benen gefagt werden mag, bdaf alle unter ihm {tes
bende bdie Gigenfdhaft M befigen, der Gedanfe eines
veellen 0. h. wivElidyen Grofe fey.

Bevor id) nody diefe Borrede fdhliefe, mogen
mit ein Geftindnif und eine Bitte erlaubt feym,
weldhe fih nidt blof auf diefe gegenwdrtige,
fonbern auf meine faimmtliden, aud), fo Gott will,
tiinftigen Sdyriften bezichen.

Sdon aus dem Tenigen, fo bisher erfdies
nen ift, vornehmlidy aber aus jenem Grunbdriffe einer
neuen £ogif, Dden die erfte Rieferung der Bey-
trage su einer Degriindeteren Darftels
lung der Mathematif in ihrer zweyten Abs
theilung unter der Uiberfdhrift: iiber die mathes
matifde Methode, lefert, Fonnte ein aufmets

fas
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famer Refer entnehmen, baf idy gewiffe Anfichten hee
ge, die, werden fie anders nidht als durchausd unvid:=
tig befunden mwerden, eine ginzlidge Um ftal:
tung aller vein apriorifhen Wiffen:
fhaften zur Folge haben mijen  Dem grogien
und widptigiten Theil diefer Anjichten babe id) be-
reité durd) eine fo lange Jeit und mit fo vicler
Unbefangenbeit gepriifet; daf es veobl nicht mehr ju
friipe ift, wenn idh {est etwas lauter Davon 3u fpres
dyen wage. G8 Eonnen aber Anjichten, weldye dad
gange Geviet einer oder mehrever Wiffenfdaften
umfaffen , auf eine doppelte Art befannt gemadht wer=
den; indbem man f{ie entweder aui einmabhl und im
Bufammenbhange, ober audy theilweife und in ein=
gelnen Abhandlungen vortvagt. Die evfte At ift
bigher bep weitem die gewibhnlidyjte gewefen; und
ohne Jweifel aud) der Weg, den Jeder einfhlagen
muf, bem e nur datum gu thua ift, um in der
Fiireften Beit 3u gropem Anfehen bey dem gelehrten
Theile feiner 3Jeitgenoffen zu gelangen.  Fiic bie
Wervolfommnung dev Wijlenfchaften aber diudyt
miv die gwepte Werfahrungdart viel gutvdglider
34 feym; und poar aus folgenden Griinden:

€ ft i dy, weil der Cutdecfer der neven Anfidyten auf
diefe Ant vicl weniger Gefabr lauft, fidh s iibeveilen s
indem Der theil.veife Bortrag feiner Meinungen ihm
geftattet, feine Grélivung iiber Puncte, woriiber ev
aniangd nod felbft im Sweifel fieht, auf eine fpatere
Beit gu virfdicben; aus den Beurtheilungen aber,

die
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die Das fchon Borgetragene erfibet, su lermen, und
mandyes untichtig Gegebene nod ju berihtigen,

Sweytens lift fid bey einer foldyen blof
theilweife vor {ih gehenden Cntfaltung feiner Unjich=
ten qud) eine weit ftrengere Prisfung derfelben von
Geite der Lefer erwarten. Deun wer mit einem chon
vollendeten Syjteme auftritt, bietet der Aufmerffam:
feit unferes Geijtes auf einmabl eine u grofe Anzabl
neucr Behauptungen dar, alg dap zu hoffen ware, wit
werden jede Derfelben mit eben der Genauigkeit prii-
fen, alg wenn fie und eingeln vorgelegt yvoorden ware.
et einen volljtandigen Lebrbegriff liefert, zeigt,
oder foll wenigftens jeigen, wie aud) aus feinen ab-
weidenden BVorderfisen fid) jene Wabrheiten, die
ber gefunde Menfdpenvertand mit unliugbarer Si-
derheit exfennt, herleiten laflen.  Gerade diefed aber
fobnt ung mit jenen Worderfaten aus, und wadt,
baf wir fie ihm viel unbedentlidyer zugeben werden,
al8 wenn ev fie einzeln aufgeftelt, und unsg in Jwei-
fel gelaffen bitte, ob und in wie fern fie fic) mit allem
Uibrigen, wad fiix und Wabrheit ift, vertragen.
Gndlidy it wobl audy nidht 3u laugnen, daf {don
der blofe Anbli€ eined dicdleibigen Budyes,
bas ein volitdndiges Syitem bdiefer oder jener Wiffens
fyaft verfpridt , ung eine Art von Adytung einflife,
bevor wir es nod) gelefen haben. Entdecken wir nun
beym fcfen felbt einen gewiffen Sufummenhang in
oen Behauptungen deflelben ; Lat bas Gebiude bed

men{chs
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menjdhlichen BWiffend, das man ung bhier im Grunbd.
viffe darftelit, ecine gefdllige Form 5 iff alles angelegt
nad) Mag und Jabl und Symmetrie: fo wird unfer
Urtheil bejtodren; {o fangen wic felbft an zuwiinjden,
biev enblih mocdhytedodhjenesd einzig tidhtigeSy=
ftem, dad wir fo Yange fihon gefudyt, vorhanden feyn!
Und dag Geringjte, was erfolgt, ift, daf wir und
einbilden, um bes bemerften Sufammenhanges willen
ftebe uns bodyftens Gines won Beydem frey, entwes
der dag8 Gange anzunehmen, ober bad Gange zu ver=
wetfen; wdbhrend dod) in der That weder vaé Eine,
noch bad Anbdere gefdehen follte !

Dief obngefdhr waven die Griinde, aud wels
den id) fdhon im Jabre 1804 befdhlof, in Feiner Wifjen-
fdaft je mit der Herausgabe eineg vollftdindigen
Lehrbudd anzufangen; fondern in jeder meis
ne von den gewdhnlichen abrocichende Begriffe nur
erft in eingelnen Abhandlungen befannt ju maden.
Und, wenn diefe nadhy vielfiltiger Berichtigung bey
einem Zheile des Publicums Beyfall gefunden haben,
pann erft foll an die Ausfertigung ganzer Spfteme
gedacht werden, witd anders nidyt bdie lestere Ges
{hift ber Tob Anbdern u iiberlaflen gebieten.

Qb fing denn meine fdriftitelerifhe Laufbabn
mit ciner die Mathematif betreffenden Abband:
fung an, und trug unter dem Titel: Betradtun
gen iber einige Gegenftande der Cle

nmens
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mentargeomettie (Prag, bey C. Varth. 1804),
nebft mehreven andern Anjidhten, eine neue Theos
vie Dev Pavallelen vor*), Einige Jabre hiers
auf fafte id) den Cnt{dhlug, meine gefammten in
Dag Sebiet der Mathematif gehorigen Anjidyten
unter dem Jitel: Beytrige su einer begriin-
deteren Darfiellung der Mathematif,
lieferung@weife hevaugzugeben., Allein gleich die ers
fte diefer Lieferungen (Prag, bey €. Widtmann,
1810) hatte bey aller Widytigkeit ihres Inbaltes das
UnglicE, in einigen gelehrten Jeitfdrifien gav nicht,
in andetn nut felr oberflichlich angeseigt und bemr-
theilt zuwerden. Dief nothigte mich, die Fortfesung
diefer Veytrage auf eine fpitere Jeit zu verfdyichen,
und mittlerwweile evft zu verfuden, ob es miv nidt
vielleicht geldnge, mich durdh die Herauszabe einiger
Abhandlungen , meld)e durch) ibren Titel geeigneter
waven, AufmerEfambeit zu evvegen, dev gelehrten Welt
etwas beFannter ju maden,  Zu Ddiefem Jiwede ers

{hien

¥) Diefe Ibeovie diirfte wenigfiend bes doppelten
Umftanbdesd wegen AufmerEfamebeit verdienen: exits
Lidy, weil fie die einyige ift, der man dody Eeinen
offenbaren Fehler nadhzuweifen vermodpte; dann
weil der grifite jett lebende Geometer Franfreidhs,
Legenbre in ber zehnten Audgabe feiner
Elemens de Geometrie, DParis, 1513, gewifi gang
unabhingig von mir, auf eben biefelbeAnficht dev
Zi.ge verfallin ift.
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fjien im . 1816 der fhon vorhin etwihnte bino-
mifde Lehrias u, { w. (Prag, bey Cnbders).
8u diefem Swede fol, meinem Wunfche nad), audy die
gegemwartige Abhandlung bdienen, bderen Herausgabe
iiberbiep nody dbadurd) nithig wurde, weil ih midy
auf den Sab, den {ie beweifet, in jener friiheren fdhon
berufen hatte.  Ginige anbdre Abhandlungen, welde
fhon gleidhfallg druckfertig audgearbeitet find, 3. B.
cine, weldye den Titel filhren foll: Die drey Pro-
bleme der Rectification, dert Compla-
nation und der CGubirung, ohne Betrade
tung ded unendlid) RKleinen, ohne Ddie
Annabhmen des Ardhimedes, und obne
ivrgend eine nidht fireng erweidlidheBor-
audfepung geloft, ewarten nod) ibre Wer-
leger. —

@Soll ih nun ferner auf bdiefem Wege, bder
miv der ufrdglichfte fheint, fortfahren Eonnen: fo
beftebet die eingige G un ft des Publicums, um die ich
bitten muB, bdarin, Daf man diefe eingelne Ab-
handlungen ihred geringeren Umfanges wegen nidyt
iiberfche , fonbern fie vielmehr priife mit aller nue
mogliden Strenge, bdie Refultate diefer Priifung
aber Offentlich Bund madyen wolle, damit, wasd viel-
leiht unbeutlidy gefagt ift, beutlicher erflivet, voad
gany unridytig ift, widevrufen werde, bas Wabre
und Ridhtige aber je eher je liebev zur allgemeinen
Annabme gelange.
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§ 1.

%i(ltﬁrlid)er Saf. TWenn bey einer Reibe
von Grofen nidt etwa ber befondert Fall ob-
waltet, Daf anzufangen von einem gewiffen Gliede
vie folgenden alle, jeded fuv fihy, Null find, wie
diefed Legiteve 3. B, ‘bey der-Binomialtreiphe fii
jeden politiven und gang zdbligen Grponenten u, nach
bem (n+ rten) Gliee gefhieht: fo it ¢s offenbar,
vag” Der BWerth dDiefer Reibe, 0. h. die Grihe,
bie dburd) Summirung ifrver Glieder entfteht, nidht
immer einetlen verbleiben Ednne, wenn man die Men-
ge Der Glieder nady Belicben vermebret,  Infonders
beit muj fidy diefer Werth gewif jededmabl dnbdevn,
wenn man die Anzahl der Slieder nur um ein ein:
gelned, weldes nidt Null iff, vermehret. Dev
Merth eirer Meibe it daher nebit dem Gefese,
weldyes die Bildung ibrer eingeinen Glieder beftimmt,
auch noch von ilrer Angabhl abhingig s fo daf deve
{elbe aud) bey unverdnderter G ftalt und Grife
ber cinjelnen Glieder cine verdnbderlidye (Sjwﬁe
vorizellt.  Sn diefer Riickjicht begeichnen wiv eine
Function von x, welde aus einer beliebig su
vevmehrenden Reihe von Gliedern beftehet, und
Des
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beven Werth fonad) nebft x aud) noch von ihrer
)

Gliederzahl r abhangig ift, Qued) F(x), obder

T 2 4 T
Fx, ©oift 8. A+Bx+Cx +...+Rx =Fx;

dagegen
2 r+s (14-s)
At Bx+ Cx+...+ Rx +..+8x =Fx,

§. 2.

1. Sufap, Die Werthverdinderung,
d. b. die Bu- ober Abnabme ded Werthes, Ddie
c¢ine Meihe durdy die Wermehrung ibrer Gliederahl
um eine beflimmte Menge, 3 B. um eines,
afahet, fann nady Befdaffenheit der Umfiande bald
¢ine beftandige Groe (wenn nihmlid) die Glies
per der Reibe einandber alle gleid) {ind), bald aber
aud) eine vevdnbderlidye feyn; und in Ddiefem
Falle bald eine Grife, bdie sumweilen wadff zuwel-
len abnimmt, bald eine, die beflandig wddft, bald
¢ine , die'beftandig abnimmt. So ijt die Aenderung,
weldye die Reibe

1 t+I1r+I1414.,...
etfahrt, wenn fie um ein Glied permebret wird,
eine beftandige Grife; bdie %mberung, weldye
bie Reibe
a + ae + ae* + ae? + ...
durd) die Bermehrung um ein Glied erfabrt, eine
vet:
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perdnderlicdhe Grife, wenn anders nidt etwa
e = 1 ift, witd immer grifer, wenn e > 1 1,
und immer Eleiner, wenn e < 11,

§ 3

2. 3ufa. Wenp die Werthinbderung
(8u- oder Abnahme), die eine Reihe durdy BVere
mehrung ibter Gliedermenge um eine beflimmte
Angabl (3. B. um eines) erleidet, immer gleidy
grofp verbleibt, oder gar immer grofer wird; in
beyden Fallen aud) nod) einerley Borzeiden
bebhalt: fo iif e8 einleudhtend , daf dev Werth bdies
fec Reibe grofer als jedbe gegebene Grope
gu werden vermag, wenn man Ddiefelbe weit genug
fortfegen barf.  Denn gefest dev Suwad)s, den die
Reibe durch eine BVermelyrung von fe n Gliedern eve
fibet, fey = ober > d, und man begebre die Reibe
fo grof 3u maden, dap fie die gegebene Groge D
iiberfdhreitet: fo nehme man nur eine gange Sahl'r,

die = ober > ]()1, und vetldngere die Reibe um r. n

Glieder; fo bat Diefelbe hicdurd) einen Juwachs er=
Yalten, der

=ober > (1. d = ober > % d = D) ift.

§ 4
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§ 3.

3. Sufah. Dagegen giebt e8 audy Reihen,
deven Werth, fo weit man fie fortfegen mag, eine
gewiffe Srofe nie itber{dreitet. Bon dies
fer Art it gleich die Reibe:

a—a+a—a+.,..,
beven Werth, fo voeéit man fie fortfesen mag, immer
entweber 0 oder a ijt, aljo vie Grifie a nie uber:
{chreitet.

§ 5.

4. Sufag. Unter diefen ift:befonders merfs
toiitdig die Clafle berjenigen Heihen, welde die Gi=
genfdiaft bejisen, baf bdie Beranderung (Ju=
oder Abnabhme), welde ihr Werth dbuvrd) eine aud
nod) fo weit getriebene %ortfetgung ibrer
Glicder erleidet, immer Eleinetr verbleibt, alé eine
gewiffe Grofe, bie wicder felbft {o Elein, als
man nur immer will, angenommen werden
fann, wenn man die Reibe fhon vorher weit genug
fortgefest hat. Dap 8 dergleidien Keipen gebe,
beweifet: ung nicht nur dag Veyfpiel aller devjenigen,
deren Glieder, binter cinem’ gewiffen, alle der Null
gleih find, bie alfo eigentlich iibev dief Glied hins
aug gar Peiner Foitfesyng, nod) Werthverdanderung
mebr fibig find, wie die Binomialreibhe ded
§ 1: fondevn von diefer Art find audy alle HKeiben,

De=
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deren Glieder entroeder eben fo, ober nodh {tdtler qb-
nehmen, al8 die einer geometrifdhen Progrefe
fion, bderen Grponent ein edhter ﬁtﬁcb ifft. Denn
ber Werth der geometrifdhen Keipe

2 x
a+a +a +,,..,+ a0
t+l
. . -— e . . .
ift befanntlih = a ! ird aber diefe Reihe
I —e

nod) um s Glieder verlangert, fo ift der Suwad)s
41 42 4o s 1 I — ;
ae +ae + ae +,,,+ ae =a3e.

BWenn nun e < T 15 fo verbleibt diefer Jumwadys,
wenn man ecft r hinldnglich grof genommen hat, Elei-
ner als jede gegebene Grofe, wie grof aud) s hinger.

s
per anwadfen mag. Tenn weil ¢ immer < 11
8

141 —_—
perbleibt , fo ift ae. © offenbar immer 1 ¢l

1 -
Tl

ney alg ae . Lepteve Grife aqber fann

I — €
durdy Bermebrung von T Eleiner alg jede gegebene
werden s indem derjenige Werth, den fie fiir ein nddft
grifeves T annimmt, aus dem nddft vorhergehenden
burd) die Multiplication mit e, einem edyten unb
unverinderliden Bruche entfiehet. (S, ben bines
mifden Lebriap § 22.) G8 Lit fidh alfo jede
geometrifdhe Proguejlion, deren Crponens ein edyfer
(3 ' Biud)
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Brudy ift, erft fo roeit fortfesen , daf der Juwads,
Dev ihr bievauf durd) jede noch fernere Fortfepung zu
Sheil werden fann, Eleiner ald irgend eine gegebene
Grofe verbleiben muf, Um defto mehr mup diefes
von einer Feihe gelten, beren Glieder nody flarker
abnehymen , al8 die einer fallenden geometrifchen Pro-
greffion,

§ 6.

5. 3ufas. Fenn man den Werth, welden
bie Summe der eviten n, n+,, n+2, ..., ntr
Glieder einer wie §. 5 befhaffenen Reihe hat, der

n n41 n4-2 n-r
Ordnung nad) dburdy Fx, Fx, Fx, ..., Fx be=

geimet (§. 1): fo flellen die Grifen

3 2 > n n-}-r
Fx, Fx, Fx, ..., Fx,. ., Fx,

nun eine neue Reibe vor (die fummatorifde
der vorigen genannt), Diefe hat bder gemadten
LBovausfesung nad) die befondre Cigenfdaft, daf der

Unterfdhied, der ywifchen ilrem nten Gliede Fx, und

n-r
jebem {péiteven -Ex, e8 fey aud) nody fo weit von je-
nem nten entfernt, fleiner .alg jede gegebene Grofe
bleibt, wenn man erft n grof genug angenommen
bat.  Diefer Unter{chied ift nahmlidhy der Suwads,
den Die urfpriinglicde Reihe durd) eine Foutfes
ung iiber ihr ntes Glied hinaus erfibre; und diefer
3u-
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Burwads foll dev Borausfesung nad) fo Flein perblei-
ben Eonnen, als man nyr immer will, wenn man
¢rit v grof genug angepommen pat,

§ 7.

Cehrfas, TWenn eine Neibe ven Grofen
1 2 2 n n4-r
Fx, Ix, Fx, ..., Fx[ Y }le

pon der Befhaffenbeit ift, daf der Unterfhied jwi-

n n+4-I
fhen ihrem nten Gliede Fx und jedem fpateren i‘.:*(,
fey biefed von jenem aud) nod) fo weit entfernt, Flei-
et alé jede gegebene Grofe verbleibf, wenn man
n grof genug angenommen bat: fo gibt e8 jedesmall
cine gewiffe beftandige Geofie, und ywar nus
gine, bder fidy vie Glieder diefer Reihe immer mehr
nihern, und dev fie fo nabe fommen ¥onnen, alé
man nuv will, wenn man die Reibe weit genug

foctfest.

Beweis. Daf eine folde Reihe, wie fie bex
fehrfap befdhreibt, moglih fep, erbellet aus §. 6.
Die Annabhme aber, daf eine Grofe X vorhanden
ferr, bder fidy bie Glieber diefer Reihe ben immer weis
terey Fortfegung fo febr, ofg man nuv immer will,
ndbern, enthlt audy gewif nichts Unmiglides, weng
man nod) nid)t verausfest, daf diefe Grofe nuv eing
eingige umd unverdnderlide fop. Denn

G2 ' wens
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wenn e8 eine Grife, welde fidy dndern darf, feyn
foll; fo witd man fie freylidy jederzeit fo annehmen

n
Ponnen, daf fie dem Glicbe Ix, weldes man cben
jest mit igr vergleidyt , redyt mabe Fommt, ja mit
ihm vollig einerley ift. Daf aber die Vorausfesurg
auh einer unverdnderliden Grofe, bdie diefe
Gigenfhaft der Anndherung an die Glieder unfrer
Reibe bat, Eeine UnmiglidyPeit enthalte; folgt date
aud, weil ¢ bey diefer BVorausfesung miglidhy wird,
diefe Grofe fo genau, ald man nur immer will, zu
bejlimmen, Denn gefestt, man woilte X fo genau
beftimmen, daf der Unterfhied zwifdhen Dem angee
nommenen und dem wadhrén Werthe von X eine aud)
nod) fo Eleine gegebene Grofe d nidt iiber{dyveitet:
fo fudye man nur in dev gegebenen Reihe ein Glied

n rfr
Fx von der Befchaffenbeit qua, daf jebes folgende Fx
von ihm um weniger als t d verfdhicden fey.  Gin

foldes Fx muf e8 nad) der Borausfehung geben.

n
3 fage nun, ber Werth von Fx fey von dem wabs
ten Werthe der Grofe X hochtens um * & verfcyiee
ben.  Denn wenn man bep einetley n, r nad
Belieben  vergrifert, fo mup der Unterfchied

v n-fr
X —Fx=1% g fo BHein werden fonmen, ald man

L o

» n
nur immer will.  Dev Unterfchied Fx — Fx bleibt
aber
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aber jeberzeit, fo grof man aud) r nehme, < *d,
Alfo mup aud) Der un*ctfd)ieb
ndr
)&—Fx-—(k-—l‘x)—«(l‘x—[‘x)

federzeit < * (d + ) verbleiben. Da aber derfelbe
bey cinetley n eine beftdndige Grofe ift; w bages
gen dburch die Wergroferung von r fo Flein gemadt
werden fann, alé man nur immer will: fo -mup

n
X —Fx =ober < td fevn. Denn wire o8
grdfer und 3 B. =1 (d+ e); fo Eonnte une
moglih bag Berhiltnif d+e <«d+w, db.he<w
beteben, wenn man o immer mebr verleimert.
Der wabre Werth von X ift alfo von dem BWerthe,

ben bad Glied I'x hat, hHodftend um d verfdyicden ;
und (Bt fid) daher, ba man d nady Belieben Flein
annchmen fann, fo genau, al8 man nur immer
will, beftimmen. €8 gibt alfo eine veelle Gro-
Be, bder fidh die Glicder ber von uns befprodyenen
Reihe fo febr, al8 man nuv immer will, ndpers,
wenn man fie weit genug fortfest. Aber nur eine
eingige dergleiden Grofe gibt e, Denn ndhmen
wic an, daf e nebit X nod) eine andre beftdn:
dige Grofe Y gabe, der fich die Glieder der Reibe
jo febr, al8 man nur immer will, ndbern, wenn
man fie weitgenug fortfegts fo miiﬁten bie Unterfdyiede

n+r nefr
X — Fx=a, und ¥ — Fx = 4 fo Hein weden

fonnen, al8 man nut immer wifl, wenn man ¥ grof
gee
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genug toerden ficfe.  Daffelbe miifte alfo audy bon

ibrem eigenen Unterfchiede; b. f) on X—Y=p—gy
geltens weldyed wenn X und- Y beftdndige Gro:
fen feyn follen, unmoglidy ift, fallsé man nidht X =Y
borguéfegt:

8 3.

Atmecfung  Wenn man der Werth bet
Giofe X auf die Avt, twie e8 im vorigen §. gefdhe:
Pen, nihmlidy durdy irgend eines dev Glieder felbft,
aud welden die gegebene Reibe jufammengefest if,
ju beflimmen fudit: fo witd man, wenn anders die
Glieder diefer Reihe nidht; anzufangen von einem ge:
wiflen, einander alle gleid) find, X niemabhls gany
genau beftimmen.  Mon hiithe {id) abet, bievaus u
fbliefen, bag die Grofe X allemahl irvation al
feyn miiffe.  Denn wenn und j. B. die Reibe

oI5 ©O,1Ij O,III} O,T1LII}

(welde die fummatorifdhe der geometrifen
R S
__ o’ ;-55; Tooo’ 10000’
ift) vorgelegt vodve: fo waré die Grofe, der fich ihre
Glicbet 16 febr, ol man nur immer wil, nibern,

teinedoegs ivvational, fondern det Wrud) l Dat-
- i B B s L 9 .
aus ;iapmﬁcb., bag eine Groge fih auf einem
gewiffen B ege nidht genan beftimmen 1afe, fol-
. gef
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get. nod) nidht, daf fie auf Feinem anbdern vollig
bejtimmbar, und alfo itvational fey,

§ o

Sufa. Wenn alfo irgend eine gegebene Reibe
pon der Vefdhaffenbeit ift, daf jedes eingelne ibrer
®lieder endlid), bdie Berdnderung aber, bdie fie
burdy, eine aud) nodh fo weit getviebene Fortfesuny
efapre, Eleiner -als jede gegebene Grdfe ausfale,
fobald man nur die Anzahl ihrer BIGI)erlgen @[tebﬂ:
grof genug genommten bat: fo gibt e jeberaeit eme,
aber aud) nuc eine beftandige Gr oﬁe, me!cbﬂ:
dev Werth diefer Reihe fo nabe tritt, ald man nue
immer will, wenn wan fie weit genug fovtfest.
Denn eine foldye Reibe iff vor der Avt der §. 5 bé=
fchricbenen, und folglic) bilben die Werthe, welo
de die Summe ihret n, n+1, ... Gliever erfteigt,
gine Reihe, wie die der §§. 6 und 75 mithin fimmt
ihnen aud die §. 7 erwiefene Gigenfdhaft su.

§ 10.

Anmerfung. Man glaube ja nidt, daf in

‘bem obigen Gake §. g die Bevingung, ,daf die

sBevinderung (3u= ober Abnahme), weld?

,oie Reibe dburd jede Fortfepung er

Jfiprt, fleiner als jede gegebene Grife
miife
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gmiiffe bleibenPonnen, wenn man fievors
yhin fdonweit genug fortgefest hat,” —
iiberfliiffig fen ; und daf der Sap vieleicht mit einer gris=
feven Algemeinheit aud) fo ausgedriidt werden Fonns
te: ,Wenn die Glieder einer Reihe durdh
wibte Fortfepung ftets Eleiner und fo
Jflein 3u werden vermogen, alé man nur
simmer wWill; fo gibt ¢8 jedbedmabl audh
pstine beftindige Gridfe, dev fid Ddee
»Berth ber Reibe bey ihrevFortfepung
:,,fo febr, alé man nu¢ immer will, na-
wherts  Diefe Behauptung wiirde gleidy folgendes
Beofpiel widerlegen. Die Glieder der Reibe
'¢L+'§'+%+'§'+;.e.b

Ponnen fo Blein voeiden, ald. man nur imnter will 5
und dod) ift ¢5 eine aus den Cigenfhaften dev gleidh=
feitigen Hyperbel befannte (aber aud) aus vein
avithmetifhen Betradytungen Derleitbare) Wabrbheit,
baﬁ biefer Reihe Werth grofer; alg jeve gegebene
@rdﬁe ju werben vermag, wenn man fie weit genug
foutfest

§.' 11,

Borerinnetung. In Untecfudungen bee
angeroandten Mathematit eveignet fidy oftevs ver Falls
baf mar Yon einer veednberliden Grofe X
evfaet, o8 Bomme allen ihren Werthen, pie Eleie

net
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net als ein gewiffer m Ind, eine beftimmte Eigens
fhaft M zus ohne gu gleiher 3eit ju erfabren, baf
biefe Gigenfihaft Wevthen, die grofer find alé u,
nidt mehr gufomme. In folden Fillen fann e

|

vielleiyt nody) mandyes u, dag > u ift, geben, von
bem 8 gleidyer Weife wie von u gilt, daj alle untee
ihm ftehende Werthe von x bie Cigenfhaft M befien,
ja biefe Gigenfdhaft Tann vielleidt allen x obhne
Audnabhme zufommen, Wenn man dagegen nue
nod) bief Gine efifrt, Daf Mnidht allen x
fibethaupt eigen fey: fo witb man aus der
Qereinigung von diefen beyden Angaben nun fhon
beredytiget feyn su fdliefen, e8 gebe eine ges
wiffe Gtofe VU, welde die grifite derje
nigen ift, von denen ¢8 wabhr feyn fann,
baf alle tleineren x die Gigenfdaft M
befigen. Diefes beweifet der folgenve Lehrfag.

§. 12,

ehrfah, Wenn eine Gigenfdhaft M nidst
allen Wertben einev verdnbderlichen Grofe x, wohl
abet allen , bie Eleiner {ind, ald ein gewiffer u,
sutommt: fo gibt es allemall cine Grope U, nie!cb;
bie grofite Devienigen ift, von bdenen behauptet were
ben fann, baf alle Heineten x die Gigerifhaft M bes

ﬁbf“ '
Ve
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DBeweisd. 1. Weil die Gigefdyaft M von alx
len x, die Eleinet {ind als u, und gleihwobl nidyt
von allen iiberhaupt gilt; fo gibt ed fider ir-
gend eine Grofe V = u+D (obey D etwas poii-
tives vorftelt) von der {idy bebaupten lift, daf M
nidht allen x, die & V =u+D findr, zufomme.
Toenn idh baher die Frage aufwerfe, ob M wobhl

allen x, die u.+£ find, gutomme?
'2m

und et Grponenten m der Oidbnung nady, etft o,
vann 1, dann 2, dann 3, u. . w. bebeuten laffe:
fo bin iy gewifi, bdaf man die evfte meiner Fragen
fiv witd verneinen miiffen. Denn die Fra

ge, ob M wobl allen x, die < u + 42]30 fnd,  zue

omme, ift’ einetleh mit bet, ob M allen x, Dbie
< a+D find, jubomme; weldes nad) der Voraus-
fepurtg zu vevnicinen iff. €3 Eommt nur davauf an,
ob man mir aud) alle folgenden Fragen, welde
entftehen, indem id) m nad) und nad) immer groper
anfese, verneinen wird. Sollte diefed der Fall feyn
fo ift-einleudhtend) daf u felb{t ber grofte der Wet-
the ift, von welden bdie Behauptung gilt, dah alle
x, bie Pleiner ald et find, bdie Gigenfdhaft M befi-
(Ben.  Denn gibe e8 nody einen gropeven . B. u +d;
b. h. galte die Behauptung, bdaf aud) nodhy alle x,
bic « u+d find, die Gigenfhaft M haben: fo ift
dody offenbar, daf wenn id) m grof genug annehme,
u +
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1+ ;D; einmahl = pber < v+d witds und folylich
mﬁg‘t’e, wenn M allen x, die < u+d find, zu:
Bommt, daficlbe aud) allen, die < u+£; {ind, zus

Fommen; alfo hatte mis diefe Frage nidyt verneint,
fondern bejabet werden miiffen. €8 ift daber erwies
fen, Daf e3 in diefem Falle (wo man mic alle obi:
gea Fragen verneint) eine gewiflz Groe U (ndhmlid)
u felot) *aebe, weldhe die grofte derjenigen ijt, won
Denen die Behauptung gilt, bdaf aile unter ihr fler
hende x die Cigenfdaft M befigén,

2, Wird mir bagegen die obige Frage einmahl
bejabhet, und ift m der befiimmte Werth des Gr-
ponenten, bey dem man fie miv zuerft Gejahet (m
fann aud) 1 bedeuten; aber, wie wie gefeben, nicht
a): fo weif tcb nun, dap bdie Gigenfiaft 1\1 alfen %)

dle < u + — fmb abev fdhon nidyt mehr alIen, bie

<u+ EP_ find, ubomme.  Der Unterfchied

wifdhen u + -2- und u +P. it aber = %

=t 2
Wenn ich babet mit biefem mwbet, wie vorhin it
demn Unterfhicde D vecfabre; d. b, wenn id die
Frage aufwerfe, ob M wobl allen x, Ddie

<us
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D . ]
< W 2 + ——. find, zufonune; und hier den
om 2m-+n

Grponenten n erft o, dann 1, dann z, u. f. w. be:
deuten laffe: fo bin i) abermabl gewif, bdaj man
mit wenigftens die ev e diefer Fragen wird verneinen
miiffen.  Denn fragen, ob M allen x, bdie

D D _ _ ,
< u+ - + —r find, jufomme, Deift cben
o biel, alé fragen, o6 M allen x, bie << u4 2
* om-1

find, ecigen fen; was man f{don vorhin verneinet
hatte. Sollte man aber aud) alle meine folgenbden
‘Fragen verneinen, fo grof idy aud) n nad) und nadh
madye: fo wiirbe, wie vorhin, erhellen, u +.P_

om
fep jener grofte Werth, oder bag U, von weldyem
Dbie Behauptung gilt, daf alle unter ihm ftehende x
bie Cigenfdaft M befigen.

3. Wird mit Bagegen ¢ine diefer Fragen bejac
het, und gefdyieht dief guerft bey dem beftimmten
Berthe n: o weif i) nun, dap M allen x, die

D

w - F
< gm gm+-n

find, sufomme, aber {don

D, _D
nld)t md)t aUen, die <-u + 5; + 2m-n - ¢

find.
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find. Der Unterfdhicd zwifhen diefen beyden Grofen
ift =

D+ ; und id) verfahre mit ihm wiecder, wie

2m *

vorhin mit 29_ u. {. w.

4. Benn i) auf -b\iefe Art o lange fortfabre,
als man nur immer.will; fo fieht man, daf dag Ree
fultat, Daé idy zulegt ethalte, eines von Bepdem feyn
mug.

a. Gntweder idy finde cinen Werth von ber

D D D
Dl‘m u + —— + + * ¢ v + ettt
§ 2m 2mn gm+n..+r'

der {ich miv al der grofite darflelit, von weldem bdie
Behauptung gilt, daf alle unter itin fichende x die
Gigenfdhaft M befigen. Diep gefdhieht in dem Falle,
penn miv die Fragen, ob M qllen x, die

D D D
= —
< gm  gmfn gmtnt..frts

find, aubomme, fiir jeben Werth von s verncinet
werben.

b, Ober iy finde wenigftens, bdaf M joap
. D D D
all bie<u+_ + R i
e x em gmn gm+afe. . fx
find, sulomme, aber fdhon nidt mebhr allen, Dbie
<u




om oun 2m+n+,.+r;l
find.  Dicbey flebt es mir frey, die Anzahl der Glie-
der in diefen bepden Grofen durd) neue Fragen im-
mer nod) geifer ju madhen.

5. Sft nun ber evfte Fall vorhanden, fo ift
bie Wabhrheit de§ Lohrfabes beveits erwiefen. JIm
gwepten Falle laffet ing bemerfen, daf die Grope

D D D

. i .

gm g2mtn gm o at .. r
eine Reihe vovftelle, deren Gliederzahl idy nach Be-
licken vermehren fann, unbd bdie sur Claffe der §. 5
befdyriebenen gehovet 5 weil fie, je nadydemm,m,...r
entroeber alle == 1, ober jum Theile nodh qrifer find,
entweder eben o, ober ’nocb ftacker abnimmt, ald
eine geometrifhe Progreflion, beren Erponent bder
edyte Brud) L iff. Davaus ergibt fih, daf fie die
Gigenfchaft de& §. g habe; . h. daf es eine gewiffe
befpindige Grife gebe, der {ie fo nabe Fommen
Bann, al man nur immer will, enn man bdie Men-
ge ibrer Glieder binlanglich vermehret. Sey bdiefe
Grofe U; fo bepaupte iy, bdie Gigenfhaft M gelte
vop allen x, bdie < U findb. Denn galte {ie von
itgend einem x, da8 << Uijjt, 5 B. vonU— 9
nidyt; fo miifte die Grpe \

. D D D .
R D e D e
2m gmzj-q ' 2m+n+ vedr 4 i

fiie



47
fiiv alle x, bdie Eleiner al8 fie find, die Gigenfdhaft
M Statt finden foll, immer den Abftand & von U
behalten. Denn jedes x, das

D D D
— 14+ — + - B PN + e pp—— S (1]
P Pyseneans

ift, fo flein aud) w fey, befibt die Gigenfdhaft M3
dagegen dem x = U — & foll fie nidyt zufommen:
aljo muf

D D D
U—od>n+_ + .7 4, - ——
om om-n 2m+n$ orfer “

D_D
obetU—[u+'2._*m+2m+n+.,+m]>a @
feon.  Mithin Eonnte bder Unterfhicd zwifchen U und
der Reibhe nicht fo Elein werden, ald man nur immer
will 3 da ¢— w nidht fo Elein werden fann, gl man
nut, immer will, indem {idy J nidyt andert, wdibhrend
w Fleiner alé jede gegebene Grope ju werden ver-
mag. — Eben fo wenig fann aber M von allen x,
die < U + ¢ find, gelten. Denn weil der Ferth

. D D D
bermetbeu+—2;+2m+n+..+Qm+,"_i‘_.+r__—;
pem Werthe der Reibe

D D D
ut gm + gm+-n o gmen k. . or
.gebracht werben fann, ald man nur immer will, in-

fo nabe

. D A
ver Unterfhied beybder mur ——— ___ ift;
bem de i ) B e fts

weil ferner der Werth der lefiteren Reihe der Grofe
U fo nabe treten fann, als man nur immer will: fo
Ton-
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Tonnen audy dev Terth ber erfteren Reibe und U eine

anber fo nahe fommen, al8 man nur will, Al

7 D 1] D .

fann u + — + R L
om 2m~}n omen .o r—1

gewif <U-+¢ werden. Fun aber gilt dev BVorause

fesung nad) M nidht von alfen x, die

D D D
u ¥+ — + e et ——n
< em 2 arfn omtnt, o-r—i

find; um befto weniger alfovon allen x, die<< U+
find.  Ulfo it U der griofte Werth, von weldem die
Bebauptung gilt, . dag alle untey ihm ftehende x vie
Gigenjdyaft M bejigen,

§ 13.

1. Unmesfung. Borftehendber Lebrfay ift
von der groften Widytigeit, und wird in allen Jweis
gen ber Mathematif, in der Analyfis fowohl, als in
den angewandten Iheilen, in dev Geometrie, Chros
nometrie und Medyanit gebraudyt. Statt feiner hate
te man fich bisher nicht felten ded falfjchen Sahes be:
dient: ,Wenn eine Cigenfdaft M nidt
gsopn allen x, wohl aber von allen, die
JEleiner alg ein gewiffes find, gilt: fo
»Qibt e8 jedergeit ivgend ein griftes x,
soeldem die Gigenfdaft M gufsmmt.”
Dief, fage iy, ift juFolge des fo eben Grwiefenen
fal{d), Denn gibt ed ivgend eine Groge U, weldhe

bie
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die grofite unter denjenigen ift, von denen gefagt wer-
den fann, da§ alle unter ibhv {lehende x die Cigens
{haft M an fid) Daben: fo gibt es eben darum f{idjer
Pein groftes x, bdem diefe Cigenfdhaft sutsmmt,
wenn anderd x eine entweder frey oder
pody ftetig verdnderlide Grife ift. Denn
fiiv eine jede frewp ober nad) dem Gefese der Ste-
tigEeit verdnberlide Grofe gibt ed befanntlidy nie
cinen gro ften Werth, bder Fleiner als eine gewiffe
Grenge U ift; indem, fo nabe fie audy {dhon an diefer
®renge fiehen mag, fie ibr dody_immer nody ndber
gebradyt werden Lann. — Man denfe {i), um dief
durd) ein Beyipiel ju erlautern, eine red)twinfe:
lige Hyperbel, und nehme eine ihrer Afdympto-
ten zuc Ybfciffenlinie, und nidht den Mittelpunct ¢, fon=
dern was immer fir einen andern Punct a in bi‘efer
Afymptote, bder bdie Cntfernung D von ¢ bat,
sum Anfangdpuncte der Abfciffen an.  Erfliiven
wiv nun die Ridtung ac fiix die pofitive dex
Abfciffen, und die Ridtung ab, welde bdie
redytwinfelige Ordinate des Punctes a hat, fiiv die
pofitive det Ordinaten: fo with von jeder
Abjeiffe x, die Eleinev alé cine gewiffe 3. B. Eleia

ner alg b ift, bie Cigenfdaft gelten, dag ibhr
2

eine pofitive Ordinate entfpridht. Gleid.
wohl witd biefe Cigenfdhaft (M) nidht von wllen
pojitiven Abfeiffen gelten , nabmentlich nicht von fof-
den , die groper alsD find. @ibt e nun wobl bier
D ei=
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eine grofte Abfeiffe, einen groften Werth von x,
weldhem die Cigenfhaft M jutommt? RKeinedivegs ;
wohl aber gibt e8 ein U, b, h. eine Abfciffe, welde
bie gripte unter denjenigen ijt, von denen gefagt wers
den fann, bdap alle Eleineren alg fie pofitive Ordinas
ten baben, d. . die Gigenfdhaft M befigen. Diefe
Abfciffe nahmlid) ift + D.

§ 14.

2. Anmerfung. EB§ bdiirfte Jemand viels
leidht auf den Gedanten Fommen, dap der Beweis ded
Lehriates §. 12 gang Fury auf folgende Art hitte ge-
fapt werden fonnen: ,,Gabe ed fein grofted U, von
oweldem die Behauptung gilt, daf alle unter ihm
nitehende x bie Cigenfdaft M befigen: fo wiirde
pman u immer gvofer und grofer, und
»0l0 fo grof, al8 man nur fmmer will, nehmen
pEonnen, und folglid) miifte M von allen x ohne
sAusnabme gelten” — Allein dief rodre ein
febr feblerhafter Shluf, indem e {idy auf den fHill-
fweigend angenommenen- Oberfap fliigen wiirde:
Joaf eine Grdfe, dieimmer grofer und
ngrofier genommen werden fann, als
yman fie {dhon genommen hat, fo grof
yoetden £onne, ald8 man nur immer
o ill! — Bie falfdy diefes fey, beweifet 3. B. die
betannte Reibe ; + 1 + 3+ . ., Deren
Werth immer groper und grofer gemadyt werden

fann
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fann, al8 ev {dhon ift, und gleihmwobl immer < x
verbleibt! — Wiv wiirden eines fo leidht eingufehen=
ven-Jrrthumé gar nicht erwibhnen, wenn e nidyt
non Jeit zu Seit gefdyabe, " daf Mathematiber fid)
ibn su Sduld fommen lajfjen, wie evit Biirglid) Giner
in feiner ,oollitandigen Sheovie derParals
slelent

§. 15.

Lehrfaps, Wenn fidh zwey Functionen von
x, fx und ¢x, entweder fiir alle Rerthe von x,
obet dod) fiic alle, die ywifdhen x und g liegen, nad
bem Gefehe der Stetigfeit andetn; wenn
fetner fz < gu, und 3 > @B ift: fo gibt esjedes:
mabl einen gewiffen gwifdhen x und g liegenden Werth
von x, fiit weldyen fx = ox wird,

Beweis, Wit miifien evinnern, daf in dies
fem Lebrfase die Werthe Der Functionen fx und ox
blof ibrer abfoluten Grofe nady,- d. bh. ohne
SRiick{idyt auf ein Borgeichen, oder fo, alg ob fie gar
$eine Ded Gegenfaped fabige Grofen waren, mit ein-
ander verglidien wetben follen.  TWobl aber Eommt
ed an auf die Begeidnung, weldhe « und 3 haben.

I, SRan nehme etfil‘id) an, bdaf a und B
beybe pofitiv find, und daf (weil diefes dann
D2 gleidy
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gleichgiiltig ift) B die grofere von beyden, und
fomit 8 = & + 1 fep, wWo i eine pofitive Grofe an=
geigt.  Weil nun £ < ou ift; o ift aud, wemn o
eine pofitive Grofe angeigt, die fo Elein werden fann,
ald man nur imwer will , f(2 + @) <¢ (& +o).
Denn weil {id fx und ox fiiv alle x, die wifden
o und g liegen, ftetig verdnbdern jollen; und s+ o
swifhen o und & liegt, fo bald nur w < i genom:
men wird: fomiiffen f(a+ w) - f und o (v + ) - Q2
fo Elein werden tonnen, al8 man nur will, wenn
man @ Flein genug nimmt. G8 ift dbaber, wenn

audy £}, 0 Groen bebeuten, die fid) fo Elein ma-
den laflen, al6 man nue immer will, f (a+0) —fa =10},

und o (a+ow) — oz= O, Dabe:

ola+w) ~—{(a+0) = oo — fa+ ) — .
Allein @ @ — fo gleiht nady ber Worausjepung ir-
gend einer pojitiven Groge von unverdnderlidem FWers
the A.  Alfo ift

oo+ w) — f(a+w)=A+ﬂ—Q,

weldyes , wenn man (), ) Elein genug voerden laft,
b. b, wenn man dem w einen fehr Eleinen Werth ers
theilt, und dbann nod) um fo mebhr fiiv alle Eleineven
Lerthe, ftets pofitiv bleibt.  Alfo l6pt fich vonallen
w, die Eleiner ald ein gewiffed find, behaupten,
bag die ey Functionen f (¢ + w) und o (¢+w)
in dem Berhaltniffe dev Heineren Givfe ju einer gro:

fes
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feven ftehen.  Begeichnen wir Biefe Cigenfdyaft ver:
veranderlidyen Geope w durdy M fo Eonnen wir fa:
gen:; bap alle «, bie Pleinet alé it gewiffes find,
bie Gigenfhaft M befisen.  Daf-aber diefe Cigeéinz
fthaft geidymwobt nicht al fen Barthen von o ufomd
me, nabmentlid)y nidyt dem Werthe w = 1; ift dais
aug flar, weil f(a+1i) = {3 nady ber Bovausfe
gung nidt mebt <, fonbesn > @ (a+1) = op
iif. SBufolge ded Lehrfahes §. £d:imuftes daber einé
gewiffe Gioge U geben, weldhe die:gefite unter dens:
jenigen it, vor denen ‘fid) behmmptenapt, dap alle
w die << U {inb, die:Gigenfdhaft. M an fish tragen.

2, Und.diefed W muf innerhaldb o und i
liegen. Denn o8 fann et ftlidy niht =1 feyns
inbem dief. hieej “bap jedes (o + w) < v (e% @)
fep, fo oft nuv o <1iift, 8 mige iibrigens demr
Werthe 1 aud) .nod) fo nahe fommen.  Aflein
gang auf Ddiefelbe Art, wie wir fo- eben ermies
fen, bap die Borausfepung Lo <o die Folge
f(a+w) < gla+w) nad fid) 3icht; fo bald man
nut o Elein genug nimme, ¥apt.fid audy darthun;
baf ous bder -Borausfesung fle+1) > ¢ (e+1i)
piegolge f (e +i—~w) > @(a+i— w) flieft; fos
bald man nuv w Elein. genug nimmt.  Aljo ijt ¢3 nidhg
wabr, baf die ey Functionen fx und ox fiiv alle
Rerthe von x , -die < e+i find, in bem Berhalte
nifle der Eleineven Gudfe zu einer grofeven flehen, -
Nod) weniger fann ywentens T> i feyn,. meil

fonit
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fonft aud) i einev Der . Wevthe von « rodve, die
< U find, und bdaher aud) f(e+1) < o(e +i)
feyn. miipte , was bev Borausfehung ded Lebrfahesd
getadegu wiverfpridht,  Alfo legt U, ba.¢3 dod) po,
fitiv ift, fider swifdhen-o und 3, und jolglid) o4V
3wifhen & und £.

3. G3 fragt fid) nun, in weldpem Werbaltnifie
bie. Functionen: fx ugd ox: fiiv den Werth x =a+U
au einanber. fiehen 8. fanp-gyforvdecft nidt
£(a+U) < p(e+U)fepn; denn diefes gibe audy.
f(a+U+w) <ip(x+U+w), wenn man o Elein
genug anndbhme 5 und folglid) vodive & + U nidyt dev
grofpte Werth, von:dem behaupfef werden fann,
vap alle unter ihm ftebende x bdie Eigenfdaft M
haben. —- Gben f{o wenig Pamn, zweytens
E(e+ U) > @ufee + U) foyn; weil dief audh
f(a+U—0w) > @ (x+ U-— o) gibe, fobald
man o nuc Elein gegug nimmt; und alfo wire gegen:
die Borausfesuny. die Cigenfdyaft M nidyt von allen x,
vie unter ¢+ U flehen, wabr, &8 bleibt denn alfo
nid)ts andered. iibrig, alé daf f (¢+U) =¢ (¢+T)
jens und folglidy ift erroiefen, daf 8 einen gwifdhen
o und (3 liegenden .Werth von x, wibhmlid) ¢ +, U
gibt, fiie weldsen fx = @x wirds.

IL, Derfelbe Beweis ift aud) auf den Fall ane
wendbar, wenn « und B beyde negativ find;
fo bald man nuc untet w, iund U negativeGrofen

ver=
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verftehets indem o +w, a+i, e+ U, ¢+U—o0n
vann gleibfalls Grofen gwifden « und 2 vorftellen.

M. Sft ¢« =ound g pofitiv, fo nehme
man nut aud) i (=8), w, U pofitiv; undift 3
negativ, aud diefe negativ: fo witd fid) der Be=
weig L wortlid) anwenden laffen.

IV, Benn endblidy ¢ und 2 von entgegens
gefester Avet, und (weil dief gleidhgiiltig ift)
3 B. « negativ, und B pofitiv iff: o fagt dic Bor»
ausfepung des Lebhriabes in Betreff dev Stetigleit der
Sunctionen fx und o x, dap diefe Stetigteit ficy
auf alle Werthe von x erfivede, bdie, venn fie nes
gativ, < e, und wenn fie pofitiv, < 8 find.
Unter diefen ift denn aud) der Werth x = o begriffen.
Man unterfudpe alfo vag Werhaltnif, weldes fx
und ¢ x fiit x = o haven. Jft f(o)=0(0), fo
ift ber Lehrfap fhon von felbft erwiefen. It aber
£(0) > ¢(0);5 fo liegt, weil foe < oo feyn folf,
nad) IIL jwifdyen o und «; ift endlich £(0) < @ (0),
pwifhen o und 3 ein Berth, fiiv welden fx = o x
witd.  Alfo gibt: 8 in jedem Falle cinen wifden
und (3 liegenden Werth von x, der fx = ¢x
madt.

§ 16,

Anmerfung. Dap e8 nur einen ein=
gigen Werth von X gebe, ber fx = ox madt,
wird
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wird I;iemit ‘Beineroegs behauptet. Wenn nahmlid
fa < ou, md f(e+U)=0(2+U); fomuf pwar
allerdings f(a +U+w) > o U+ w) feyn, wenn
man w Elein genug nimmt 3 . h. die Function £x, bdie
vorhin Eleiner war, ald o x, muf bald davauf,
nachdem beyde einanbder gleid) gewordben {ind,
grofer ald @x werden. Alein bey immer gro-
fperer Bermehrung von o it e wobl moglidy, daf
man, bevov ¢ + U+ o nod) = 8 gemadyt worden
ift, auf Werthe fommt, die fx abermahls < ox
geben.  Sn einem folhen Falle muf es, wie un:
mittelbar aud unferm Lehrfage folgt, nebft Unod
gwey andere zwifhen x und (B liegende Werthe
von x geben, welde fx = o'x maden. Denn
6 Jy Fa+U+n < e+ U+2x); fo muf
8, weil vorhin {(a+U+ ) fhon> ¢ (¢+U+w)
war, zwifden ¢+U+w md ¢+ U +x, 0D
audy gwifhen @ und 2, einen Werth von x geben,
wofiit fx = @x ift; und eben'fo, weil wicder
f(e+1) oder f2> @ pift) audy gwifdyn e+ U+«
und 8 nod) einen Werth von x, der fx = ¢x
mad)t. Auf diefe Art erhellet, dap die Werthe von
x, welde fx = ¢ x maden, iberhaupt immer
nad)y einer ungevaden Sahl vorhanden fepn
miifjen.

§ 7

Ecbrfa@ Seve  Function von per Form

o
a+bx +¢x +...+px , in weldyer
m,
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m,n, ...r gange yofitive Grponenten begeich=
nen, ift fiiv alle Werthe von x eine nad) dem G-
fete bev Stetigleit verdnderlihe Grige,

Beweis, Denn wenn fih x in x+w vers
dnbert; fo ift bie Aendetung, welde die Function
erfabet, offenbar

i

=b [(x+§o)r?-xm]4-c[(x+wjn-; ]+...,+p [(x+¢.)r—x ]

eine Grife, von der fid) leidyt darthun 1aft, bdap fie
fo Elein werden fonne, als man nur fmmer will,
yenn man w Elein genug nimmt.  Denn ju Folge des
binomi{den Lehrfapes, beffen Giiltigheit fiic
gange pofitive Erponenten wir (§ 8 ves
binom. €ehrf) dnabhingis vom den Unterfus
dungen, mit denen fidh die gegenwdrtige Abhands
fung befaftigt, dargethan haben, ift diefe Grige:

me-1 m-1I ‘m-'l m-g
mbx «+ mT" bxo+ oo + 0

nel - n-~g o=t ne1
+ nex +ﬁ~—2—cx-w+...+w
=w$
%
+ . [ ]
Tl r-1 12 -1

+rpx # Y pPxXw+ o0 + @

Die Menge der Glieder, aus welden dev in den
Slammern enthaltene Factor beftehet, ift, wie man

weifi, immes nur endlid), und von bem Terthe
G oet
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per Grofien x und o unabhdngig; und da
diefe iiberall nur in pofitiver Potenyz ers
fheinens fo ift dev. Werth jeded einzelnen Gliedes,
folglidy aud) des ganzen Ausbruced fiir jeden Werth
von x und @, (aud) fiir x = o), immer nur
endlid. Wirtd aber bey ecinerley x, (o verkleis
nert; fo nehmen bdie Glicder, in bdenem o vors
Bommt, ab, waihrend bie iibrigen ungedndert blei:
ben. Begeidnen wir alfo durd) S die Grofe, bdie
herausfommt, wenn man die Werthe, bie alle eins
geinen Glieder des Ausdruced fiiv eim beflimmtes

:
o, 3 B. fir © annehmen, fo ju cinander adbict,
ald ob fie alle einerley Worseidhen batten: fo ift
bev wivklide Werth, den diefer Ausdrud fiic eben

1
baffelbe « bat, gewif nidt > S, derjenige aber,
ben ev fiif jedes Eleineve w annimme, fidher
< 8. QBerlangt man daher, daf bie BVevanderung,

m t

n
welde die Function a+ bx +cx +.. + px
efibprt, < D ausfalle; fo nehme man nuv ein

! D
w, dag gugleid < o, und aud =< S ift: fo
witd w. S, und um fo mehr Lad Probuct aus o
in cine Groge, die < S it, < D feyn miiffen.
§ 18.

Lehrfal, Wenn cine Function von der
Somm
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n nNel n-®
Jom x + ax + bx +. % px+ g
in weldher n eine gange pofitive 3abl bedeutet, fite
X = « ¢inen pofitiven, fit x = # abet ecinen
negativen Werth annimmt: fo hat die Gleidung

n -1 n-2

x + ax + bx + +px+qg=o0
wenigftens eine veelle Wurzel, die zwifden
und f# liegt.

Beweis, 1. Wenn « und # bevde einerey
Worzeichen baben (beybe entweder pojitiv ober nes
gativ find); fo ift es Plar, baf eben bdiefelben
Glicer ber Function, welde fir x = o pojitiv
oder negativ werben, Ddief 3eihen aud fiic x= 8,
und fiiv die f{immtliden LWerthe vom x, Ddie wic
{hen & und B liegen, bebalten. Wird nun ber
Werth der Function fiir x = e pofitiv, fir x=¢
aber negativ; fo Eann dief nuv baber tiihrem, weil
bie Summe Ddev pofitiven Glicder in ihr fiv x = o
grofer, fir x =7 qber Fleiner, alg bie ber
negativen ausfilt. Aber die Summe jener fowohl
alg Diefer ift von Dder Form

m n 4

a+bx *+ cx + + px
b3 § 17, 5. b eine fletige Function. Beseidye
nen wir alfo die eine dburdh gx, bdie andere durdy
fx; fo mup 8, weil fa < go, ud 8 > 98
ift, nady §. 15 itgend einen zwijden o und B
gelegenen Werth von x geben, fiiv welden fx =g¢x

wird
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with.  Fiic diefen Werth witd aber fx — ¢x,
d. b. bie gegebene Junction zu Null; alfo ift diefer
Werth eine Wurzel der Gleidyung

n nN=-¢ n-2

X+ax +bx +... +px+q=o.

2. Gind aber @ und g entgegengefent;
fo betradste man den Werth, ben Ddie gegebene
Kunction fiir x = o annimmt.  Jft diefer Null;
fo ift von felbfl evwiefen, baf bdie erwdihnte Gleic
dung eine reelle, wifden' & und B liegende Wur-
el babe; nibmlidh x = o. it aber diefer Werth
(bie Grifie q) pofitivs fo weif man jest, bdap
die gegebene Function fiiv x=o0 pofitiv, fir x=4¢
aber negativ werdes und weil diefelben Glicder, wel-
de fir x = B-pofitiv oder négativ werden, dief
Beihen audy” fiiv alle jwifdher 0 und g liegende
erthe von x bebalten: fo farm man gang durch
diefelben Schliiffe, wie-in ‘n°. 1 beweifen, daf jwvic
fihén o und £ ein Werth von x liegen miiffe, wele
der die Function zu Null madt. It endlid) g
negativ; fo- gilt daffelbe, was wir o eben ge-
fagt, wenn man nur « flatt £ fept. Da nun en
gwifden ‘o und £ ober ein wifdhen o und « lies
gender Werth aud) gwifdhen @ und B liegt, wenn
beyde entgegengefest find; fo ift die Toahrheit une
fers Lebrfages fiiv jeden Fall erwiefen.
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