Bemerkung tiber einen Satz des Hrn. B. Picard.
Von 0. Stolz.

In der Constructionsebene der complexen Variabeln
x==§ -+ 7l sel vom Nullpunkte aus mit einem Radius
pp<_1 ein Kreis C, verzeichnet. Fiir irgend einen Punkt
x, innerhalb desselben, der jedoch vom Nullpunkte ver-
schieden ist, sel ein Functionenelement P (x | x0) gegeben,
aus welchem sich auf jedem innerhalb G, verlanfendem Wege,
welcher den Anfangspunkt nicht berithrt, fiir den
Endpunkt ein neues Functionenelement ableiten lasse. Da-
durch wird fiir alle Punkte X innerhalb C, ausgenommen
X == o eine analytische Function f (x) definirt, die im All-
gemeinen vieldeutig sein wird, und in der Umgebung jeder
solchen Stelle (X, y) den Character einer ganzen Funotion
besitat.

Setat man

x=E(5) ¥=¢+11
— unter I (x) die Exponentialreihe verstanden — so ent-
spricht jedem Kreise O der x' — Ebene, der von einem
Punkte x’ == 1, o der & — Axe durch den Nullpunkt
x' == o gelegt ist, in der x — Kbene ein Kreis O, dessen
Mittelpunkt der Pankt x = o ist. Wird néimlich der Kreis
¢ dorch die Gleichung

L
o *=1Fi

dargestellt, wobei die reelle Verdnderliche ¢ von — 00 durch
alle Werthe bis zu © = -} oo Hbergeht, so ergiebt sich
als entsprechende Curve der x — Ehene
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d. i ein Kreis C, dessen Mittelpunkt des Punkt x = o und
dessen Radius p == E (—}) ist. Und man erkennt, dass

allen Punkten von (1), deren Paramenter ¢ sich um ganze
Vielfache von 2 & unterscheiden, ¢in und derselbe Punkt voun
(2) zugeordnet sei *). Ist in (1) o= 1: Ip,, worin der
Nenmner der reellen Logarithmus von p, bezelchnet, so folgt
p == py. Durchlénft o die reellen Zahlen von 1: 1p bis 0,
so nimmt p von py bis O ab. Den Punkten innerhalb des
Kreises (,, dessen Mittelpunkt x’ == 1:2lp, ist, entsprechen
somit die Punkte innerhalb C,. Dem Punkte x == o ent-
spricht kein Punkt der x’ -~ Ebene, ebenso wenig als dem
Punkte 3’ == o ein Punkt der x ~ Ebene zugeordnet ist. -
.Dem eben erwiihnten Punkte x = 1:2lp, entspricht
der Punkt x == py?, der innerhalb des Kreises CU liegt.
Die analytische Function f (x) kann somit durch das
Element P (x | py?) erzeugt werden. Diese nach ganzen
positiven Potenzen von x ~~ p,? fortschreitende Reihe ldsst

sich in eine nach ganzen positiven Potenzen von x' — ——

2lp,
fortschreitende Reihe verwandelu, In der That, bedeutet a

iiberhaupt eine endliche, von O verschiedene Zahl und a/
irgend einen der Werthe von 1:la, so léisst sich jede nach
ganzen positiven Potenzen von x — a fortschreitende Reihe

mit Hilfe der aus x — E () folgenden Bntwickelung

*) Bozeichnet la denjenigen natiirlichen Logarithmus der belie-
bigen Zahl a, dessen imagintirer Theil einen zwischen ~— =« und 4 =
golegenen Coefficienten hat, so dass der allgemeine Logarithmus la
dorch Ta 4 2kwi dargestellt wird, so liegen die & ©ntsprechenden
Punkie a’ der %’ — Ebene auf dem Kreise

dessen Mittelpunkt ebonfalls auf der & — Axe liegt,
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X'—'a’:a‘{ X ¥ +(];3 +2a/4)(x -a'l)z","—[
in eine solche nach Potenzen von x' — a/ fo1tsclne1tende Reihe
verwaudeln.

Auf diese Weise folgt aus P (x| py?) das Element
einer analytische Function F (x):

o8]
(9}) P (x/ 27_‘)0) =f, gPOZ) -+ n; An(xl____é_%;;)n’

worin unter f, (p,?) ein bestimmter der Werthe f (py?)
zu verstehen ist. Es ldsst sich nun leicht zeigen, dass der
Convergenzkreis der vorstehenden Reihe mit dem
Kreise (/) zusammen féllt.

Zunéichst bemerke man, dass sich aus dem Functionen-
element (3) auf allen Wegen innerhalb 'y, neue Funetio-
nenelemente ableiten lassen, dann jeder derselben entspricht
einem ‘Wege innerhalb C,, der nicht durch den Punkt x ==o0
geht. Die aus dem Elemente (3) entspringende Function ver-
liert somit den Charakter einer ganzen Funetion in keinem
Puokte innerhalb /), demnach kann nach einem Satze des
Herrn Weierstrass der Convergenzkreis der Reihe (3)
nicht innerhalb C', liegen.

Bevor man zur urspriinglichen Variabeln x zuriickkehrt,
wobei X’ == 1:1]x zu sefzen ist, muss untersucht werden,
welche Werthe die durch das Element (3) definirte Function
F (x) fiir solohe Punkte innerhalb ¢, liefert, die
einem und demselben Punkte a der x — Ebene
innerhalb C, entsprechen. Hierbei ergiebt sich der
Satz, dass F (x') fiir dieselben die verschiedenen
Werthe annimmt, welche f (x) fiir x = a erhélt.
Nach den Principien der Functionentheorie des Herrn Weier-
strass ldsst sich derselbe auf folgende Art beweisen.

Es seien a, = 1:la und a, ein davon verschiedener
Werth der Formel 1:la. Man verbinde a, mit dem Mittel-
punkt des Kreises (f, zuniichst drveh einen ganz innerbalb
C, vorlaufenden Weg .w;, der durch keinen Punkt x'==1:la
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fihrt, hierauf durch einen solchen w,, der durch a; geht,
ohne einen weiteren der Punkte x' =1:la zu berithren. Auf
beiden Wegen ergibt sich aus dem Elemente (3) dasselbe
Funtionenelement P/ (x' | a,). Der Theil a, a, von wy:V
entspricht aber einer in a geschlossenen Linie 1 der x — Ebene,
vollstiindig innerhalb C, gelegen.

Tst ay =1:(la -} 2kai), so betrfigt die Anzahl der
Windungen von 1 um den Punkt x==10%) genan k,

Diese Zohl wird nidmlich anpegeben durch das bestimmte
Integral

1 S dx 1 dx 11 1
—_— — == === ~ e —p =Kk,
2a1 ) x T om on \a, &
Y (1')
. . . 1 .
wie man durch die Substitution x = B (;7) unmittelbar

findet. Die aus dem erzeugenden Element P (x | py?) fol-
genden Functionenelemente P (x | a) von f (x) sind aber voll~
stindig durch die genannte Zahl bestimmt. Thnen entsprechend
unterscheiden sich somit die Functionenelements P’ (x| a,)
und P’ (x' | ay).

Man erhilt demnach aus (3) die Entwickelung

1 1
f(x) = f (po®) —I—DE; An ~2]p
0 ,

convergent fiir alle Punkte innerhalb des Kreises
C,, ausgenommen X == o0, und zwar liefern zu einem

*) Zicht man von einem Punkto O oinon Halbstrahl g in's Un-
endliche, nennt diejonige Soite dosselben, nach welchor der Halbstrahl
g == - 909 fulls, dio positive und schreibt fir joden der Schuittpunlkte
von | mit g, in welchen diese Linie, in einem bestimmten Sinne (wie
oben) beschrioben, von der negativen auf die positive Seite von g tritt,
-+ 1, fiir jeden der iibrigen — 1; so heisst nach Herrn Weierstrass
die Summe der so erhaltenon Zshlem, die von der Wahl von g nicht
abhiingt, die Anzahl der Windungen der geschlossenen
Linio 1 in Beziehung auf den Punkt 0,
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bestimmten Werthe von x die verschiedenen
Werthe von 1x die fiir f (x) unter den angegebe-
nen Bedingungen mdglichen Werthe.

Dieser Satz wurde von Herrn E. Picard gegeben (vgl.
Bulletin de la Soc. Math. de France VII p. 102 und Compt.
rend. LXXXVIIT p. 853). Es schien mir jedoch wiinschens-
werth darch eine genauere Untersuchung festzustellen, in
welcher Weise die verstehende Entwickelung die verschie-
denen Werthe der vieldeutigen Function f (x) darstellt.

Innsbruck 28, November 1880.
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