Die unendlich kleinen Grossen.
Von O. Stolz.

(Vortrag in der Sitzung vom 12. December 1883 mit einigen Zusétzen )

Bossut erzahlt in seinem Issal sur Ihistoire générale
des mathématiques, er habe Fontaine um Aufkidrung tiber
einige Sitze der Infinitesimalrechnung gebeten und von ihm
die Antwort erhalten: ,Nehmen Sie dic unendlich Kleinen
als eine Hypothese an, studiren Sie die Aunwendung der
Rechnung und der Glaube wird Ihnen komment)“. Manchen
wird es befremden, dass apch in der Mathematik die Kraft
des Glaubens angerufen wird. HKs muss das aber wirklich
ndthig sein; denn seit der Einfithrung der unendlich kleinen
Grossen durch Newton und Leibniz hat die Infinitesimal-
rechnung theils Anerkennung gefunden, theils Widerspruch
orregt. Gegenwdrtig scheint sich der Streit iber dieselbe mehr
und mehr zu ihrem Nachtheil zu wenden, ja bereits in diesem
Sinne entschieden zu sein. Denn wenn es ohme irgend eine
Schwierigkeit moglich ist, die hthere Analysis mit ihren An-
wendungen auf die Geometrie und Mechanik ohae Gebrauch _
des unendlich Kleinen vorzutragen, so muss diese Erfindung
vorldnfig als entbehrlich erscheinen. Lline solche Wahrnehmung

") Vgl. Bossut, Versuch einer allgemeinen Geschichte der
Mathematik, deutsch von Reimer 1804 II p. 272, Bertrand (Caleul
différentiel p. XX1I) schreibt die Aeusserung ' Alembert zu.
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enthebt uns jedoch nicht der Pflicht, iiber den wahren Sinn
der quantitates infinitesimae nachzudenken d. b. die Frage
uns vorzulegen, ob sie iiberhaupt in der Mathematik zulissig
seien, wenn ihnen auch eine fundamentale Bedeutung nicht
mehr beigelegt werden kann. Ja, wir konnen uus der ange-
regten Untersuchung gar nicht entschlagen gegenitber der That-
sache, dass seit zwei Jahrhunderten mit den unendlich kleinen
Grossen gerechnet wird und zwar so, wie mit den reellen
Zahlen. -

Bevor wir zu dieser Untersuchung iibergehen, wollen wir
kurz andeuten, wie man unter der Voraussetzung, dass die
LehrevondenreellenZahlenvélligabgesechlossen
sei, die Differentialrechnung ohne Hilfe des unendlich Kleinern
entwickelt, Wir folgen hierbei dem von Caunchy ange-
gebenen Verfahren. Es sei fiir alle Werthe von x im Inter-
valle (a-—d, a-d) eine Function f (x) eindeutig definirt
und stetig. In vielen Féllen wird es dann mdglich sein, den
Unterschied f(a 4 h) —f(a), so lange vur h dem absoluten
Betrage nach unter d liegt, auf die folgende Form zu bringen

f(a -+ b) — £(a) = [, +p (W],
worin a; eine von der Verénderlichen h unabhingige Zahl,
g (b) eine Function von h bedeutet, welche bei unbeschrinktem
Abnehmen von h dem Grenzwerthe Null sich nédhert, Die
der Function p(h) hier beigelegte Eigenschaft ist ein kurzer
Ausdruck fiir die folgende arithmetische Thatsache, die
wir jetzt ein fiir alle Male feststellen. ,Zu jeder gegebenen,
sonst willkiirlichen positiven Zahl e gehort eine positive Zahl 8,
so dass fiir alle Werthe von h, die absolut genommen kleiner
als & sind, der absolute Betrag von p(h) kleiner ist als e
— Nunmehr heisst a, der Differentialquotientund a; h
des Differential df(x) von f(x) fiir den Werth x=at).
Existirt fiir alle Werthe von x im Intervalle (a —d, a - d)
ein Differentialquotient von f(x), welcher die eindeutige Function

) Vgl. Moigno Lecons de calcul différentiel etc. d’aprés les
methodes de M, A, F. Cauchy L p. 7.



f'(x) bildet, und findet man die der obigen analoge Ent-
wickelung :
f'(a4+h)—a; =[a, 4+ p(h)]h,
so heisst a, der zweite Differentialquotient und a, L2
das zweite Differential d2f(x) von f(x) fiir den Werth
x=al), Auch die letztere Bezeichnung ldsst sich leicht recht-
fertigen; denn es besteht unter den angegebenen Voraus-
setzungen die Kutwickelung
f(a+b)—F(a) =2, b+ [3a, + p, (W)] b2,
worin bei lim h==o0 lim g, (h) = 0%). Daraus ergibt sich noch
A2f(a) = a, hz 4 hzg (h),
worin lim g, (h)y==0 bei lim h=0. U. s f Lndlich heisse
die der unabhingigen Verinderlichen x ertheilte Aenderung h,
als solche natiirlich von Null verschieden, das Differential dx
dieser selbst, so dass ihre hoheren Differentiale simmtlich Null
sind, — Umstiindlicher gestaltet sich die Definition der voll-
stindigen Differentiale von Functionen von zwei oder mehr
unabhiingigen Verdnderlichen?).

Mit den soeben entwickelten Begriffen reicht man in der
hoheren Analysis aus. Man bedarf neben den reellen Zahlen
keiner neuen Grdssenart. Wir wollen aber nun zeigen,
auf welche Weise man zu einer solchen im Sinne der Infi-
nitesimalrechnung gelangen kann.

) Moigno a. a, 0. I. p. 23.
2) Moigno a. u. 0. L p., 57.
%) Wenn fiir ein Wertsystem x ==a y =" endliche partielle Diffe~
df
rentialquotienten von f (x, y) nach x und y existiren: —Sd—f-, -
da’ db
wenn sich der Unterschied f (a - h, b -+ k) auf die Form bringen lasst
. df df ’
fadh bk —f(a4b) =1l (?a__+;,)+k (5 +9)
worin 5, ¢ Functionen von L, k bedeuten, geniigend der Bedingung

lim. =0, lim 5=—0:

h=o k=0 h=o0o k=0

und

df df
so neunt wan h T + k Tdns vollstiindige Differential von f (x, v)
d {an

far das Wertsystem x ==a, y=b., U, s f.
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Dass die quantitates infinitesimae von den extensiven
Grossen, beziehungsweise von den diese darstellenden reellen
Zahlen wesentlich verschieden seien, wird von allen ihren
Anhiéingern zugegeben. Sie gerathen aber in Verlegenheit,
wenn man von ihnen eine erschopfende, iiber jene negative
Bestimmung hinausgebende Definition der neuen Gréssen ver~
langt. Leibniz versteht unter dx elementum id est incre-
mentum vel decremes.tum (inomentaneum)ipsios quantitatis x
(continue) crescentis?), dx ist demnach identisch mit Newton's
dlterem ,momentum*® einer Verinderlichen (Fluent)?). Darauf
erwiderte Berkeley?): Die Einbildungskraft vermdge die
Momente in statu nascenti, ehe sie endliche Theilchen werden,
nicht zu begreifen, Ebenso wenig kinne sie eine unendlich
kleine Griisse d. h. eine, die unendlich kleiner wiire als irgend
eine sinnlich-wahrnehmbare Grosse, sich vorstellen. Eine solche
miisste aber das Moment sein, da es ein mittleres zwischen
endlicher Grdsse und Null nicht gebe. — Dieselben Einwiirte
bleiben in Kraft, wenn wir ,unendlich klein® durch ,kleiner
als jede angebbare Grosse (quovis dabili minor)* umschreiben.
'— Es ist somit nar folgerichtig, wenn Eulert) jede unendlich
kleine Grosse als Null erklart. Wenn er aber fortfihrt: ob-
gleich je zwel Nullen einander gleich seien, so kénne ihr geo-
metrisches Verhiltniss (d. h. ihr Quotient) von dem Verhilt-
nisse der Gleichheit verschieden sein; so verfillt er in einen
logischen Fehler. Denn er behauptet, dass es unter diesen
Grossen solche gebe, welche zugleich als gleich und als
ungleich zu betrachten seien. Die Differentiale dx, dy fiihrt
Euler in der folgenden Weise ein. Er ertheilt der unab-

) Leibnitz Werke hrsgeg. von Pertz. 3. Folge. VII, p. 222,

%) Ist x eine Function der Zeit, X die Geschwindigkeit zur Zeit t,
o die Aenderung der Zeit, so wird Xo als Moment bezeichnet. Das
Moment ist somit nicht die wirkliche Aenderung der Function in der Zeit o.

%) Berkeley im ,Analyst« nach Baumann, die Lehren von
Raum ete. II, p, 436 ff.

#) Euler Differentialrechnung deutsch von Michelsen I, § 83 ff.,
p. 310 und § 112 f,
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hiingigen Verinderlichen x die Aenderung , wodurch die
Function y den Werth
yi=y+Po4+ Qw2+ ......

bekomme; hierauf denkt er sich o unendlich klein und
nennt » das Differential von x, Pw das von y. — Wenn
wir jedoch dabei bleiben, unter » eine verdinderliche Zahl,
die beliebig kleiner Werthe fihig ist (ohne jedoch zu ver-
schwinden), zu verstehen; so gelangen wir im Wesentlichen
zu der friher erwihnten Darstellung der Differentialrechnung,
die nur insofern zu verbessern war, als y?! nicht immer die
soeben erwdhnte Entwickelung zuldsst,

Wollen wir aber ein neues Grossensystem aufstellen, so
miissen wir, da die vorstehenden Definitionen uns theils im
Unklaren lassen, theils in Widerspriiche verwickeln, zu einem
anderen Verfahren greifen. Schon die Griechen lehren uns
eine Methode, nach welcher neue Grossen in die Mathematik
eingefithrt werden konnen. Euclid hat sie uns im 5. Buche
seiner Elemente aufbewalhrt, welchem eine Schrift des Plato-
nikers Eudoxus zu Grunde liegen soll. Machen wir uns
in Kiirze klar, in welcher Weise dort der Begriff des Ver-
hidltnisses entwickelt und ausgebildet wird. Je zweien
gleichartigen Grissen (z. B. Strecken), die in eine bestimmte
Aufeinanderfolge A, B gebracht sind, wird ein neues Object
zugeordnet, welches das Verhiltniss von A zu B heisst und
mit (A:B) bezeichnet wird. Dieses Ding ist noch ohne
Eigenschaften, kann also erhalten und erhdlt solche zuerst
durch die Definitionen V B, 7, die festsetzen, welche Ver-
hiltnisse einander gleich und welches von zwei nichtgleichen
das grossere heissen soll. Die Definitionen sind an sich
willkiirlich, nur miissen sie so gewiblt sein, dass wenn
vermdge der ersten (A:B) = (C: D), (C: D)= (E:F) heissen,
zufolge eben derselben auch (A:B)=(E:F) sein muss;
und wenn unach ihnen zu sagen ist (A:B) > (C:D), (C:D)
= (I:F), immer zufolge der zweiten (A:B) > (E.F)
sein muss, Sind nun diese Bedingungen erfiillt, so ist
einc neue Art von Grossen gewonnen . h. als zulissig
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erklirt!). Es wiirde leicht sein, iiber Euclid hinausgehend,
den , Verhdltnissen“ weitere Eigenschaften in der Weise bei-
zulegen, dass man mit ihnen genau so rechnen kann, wie mit
den absoluten Zahlen?).

Wesentlich an diesem Verfahren, neue Begriffe zu bilden,
ist folgendes. Man setzt ein eigenschaftloses Ding, das zuerst
nichts anderes ist, als ein Name oder Zeichen fiir eine be-
stimmte Thatsache oder Vorstellung und legt demselben, was
bei seiner Unbestimmtheit keinem Anstande begegnet, in
logischer Ordnung verschiedene Priidicate bei, die fiir
bereits vorhandene Ideen eine Bedeutung haben und hinsichtlich
der neuen einander nicht widersprechen dirfen®). Damit sind
wir der Nothwendigkeit enthober, in der Spitze einer neuen
Theorie eine erschépfende Definition der von ihr betrachteten
Objecte zu stellen*). — In unserem Falle gehen wir von der
Thatsache aus, dass es Functionen f(x) einer reellen Veriu-
derlichen x giebt, die dadurch dass x einem bestimmten Werthe
sich ndhert, dem Werthe Null unbeschrinkt sich nidhern.
Wir sagen weiter, dass durch jede derselben ein neues Ding
gesetzt sei, ,das unendlich Kleine von f(x)% welches wir
mit 1 (f) bezeichven wollen, indem wir das Zeichen df(x) zu-
folge der Eingangs vorgefihrten Auseinandersetzung bereits
als vergriffen betrachten. Nuu handelt es sich darum, dem
neaen Dinge ordnungsmissig verstindliche Priidicate zu

1) Ich nenne die Euclid’sche Definition z, B. der gleichen Verhiiltnisse
willkiirlich, weil ihre Nothwendigkeit sich nicht erweisen lisst. Wie so
man dazu gelangt, ldsst sich leicht begreifiich machen, Mehr als die
Zulissigkeit der neuen Grissen soll auch nicht verlangt werden. Zur
Definition des grisseren Dinges ist die im Texte angegebene Bedingung
nicht immer hinreichend. Vgl Math. Ann. XXIL p. 505.

?) Man erklire als Summe der Verhiltnisse (A : M), (B:M) das
Verhiiltniss (A - B: M), als Product sweier Verhéltnisse das aus ibhnen
zusammengesetzte im Sinne von Enclid VI. Def, 5,

%) Vgl G. Cantor. Math. Annalen XXI. p. 589.

4) So kann man in der That in die Arithmetik einfilhren die
negativen rationalen Zahlen, die irrationalen Zahlen, die gemeinen com-
plexen Zahlen,
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geben, Dabei ist aber mit der gehorigen Vorsicht vorzugehen
und nawentlich zu vermeiden, dass irgend ein ilin beigelegtes
Pradicat erst durch ein nachtriglich hinzutretendes erklirt
werde. Wenn wir z. B. sagen wiirden, zwei unendlich Kleine
u (f), u (f,) sind einander gleich, wenn ihr geometrisches Ver-
héltniss im Sinne der Alten gleich dem Verhéltnisse der
Gleichheit ist, so wiirde das nicht logisch sein; denn die
Verhiltnisslehre der Alten ldsst sich nur anwenden auf
Grossen (und zwar lineare) d. i. auf solche Objecte, die man
schon untereinander vergleichen kannl). Ebensowenig wiirde
es angehen zu sagen u(f)=u(f;), wenn der Quotient
u():u(fy)=1 ist. Was heisst denn hier , dividiren*? Selbst
in der formalen Arithmethik geht der Division eine Multi-
plication voraus und den vier Species zusammengenomnen die
soeben erwihnte Voraussetzung der Vergleichbarkeit der neuen
Dinge untereinander.

Gestiitzt auf das Beispiel der Alten miissen wir fordern,
dass vor Allem bestimmte Regeln fiir die Vergleichung der
unendlich kleinen Grossen angegeben werden, Von diesem
Standpunkte aus scheint nun die folgende Theorie am nichsten
zu liegen,

Es sei fir die verdinderliche x ein bestimmter Bereich
(ay a+4d) in der Art festgesetzt, dass x vorgeschriebene
Werthe annimmt, die dem constanten Werthe a sich bestéindig
in demselben Sinne ndhern und ihm beliebig nabe kommen
konnen z. B, lim. x=a - 0 d. h. zu jeder positiven Zahl §
ldsst sich ein Werth von x angeben: x3, so dass a <" x'<”
a— 3. Ferner sei gegeben ein System von Functionen f(x),
deren jede bei dem in Rede stehenden Grenziibergang der
unabbéngigen Verinderlichen x den Grenzwerth ( hat (vgl.
p. 22), dabei aber bestdndig positiv ist. Wir nehmen
ferner an, dass jede rationale Function von beliebig,

) Diese Bemerkung wurde schon von Berkeley gemacht.
Vgl. Baumann L c. p. 444. — Ueber lineare Grossen. Vgl diese
Berichte XII. p. 86. Math, Ann. XXI. p. 506.
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aber endlich vielen Functionen unseres Systemes
beidem festgesetzten Grenziibergang lim. x=a -0
einen Grenzwerth besitze, der aber auch 4 oo oder
— oo sein kann, Diese letzte Voraussetzung ist wieder rein
arithmetischer Natur, indem die Formel
lim F(x)=B
x=a-}0
nur eine abgekiirzte Schreibweise bildet fiir die folgende Eigen-
schaft der Function F (x): ,Jeder positiven Zahl ¢ kaun eine
positive Zahl & zugeordnet werden, so dass wenn man unter
den der Veréinderlichen x zugetheilten Werthen irgend einen
herausgreift, welcher der Relation geniigt a<7x<Ta-} 38,
immer die Differenz F (x) — B ihrem absoluten Betrage nach
kleiner als ¢ ist¢. Dabei ist selbstverstindlich unter B eine
endliche Zahl gemeint. lim. F (x) = 4 oo bei lim. x =a -~ 0,
wiirde bedeuten, dass jeder positiven Zahl G ein positives &
entspricht, so dass fiir die hier in Betracht kommenden x,
wofiir a<”x< a8, F(x) >G istt). —
Nun treten die folgenden Definitionen ein,
Def, 1) Jeder Function f(x) unseres Systemes wird ein neues
Object zugeordnet: u (f).
Def. 2) Es sel u(f) =u(f,), wenn lim. (f:f,)=1.
Def, 3) Es sei n(f)>u(f;), wenn lim. (f:f;) grosser als 1
(+ oo eingeschlossen); und u(f) <7u(f), wenn
lim, (f:f,) kleiner als 1 (Null eingeschlossen)?).
Ein Blick auf die Gleichung
f f f,
PR
zeigt, dass die oben erwihnten formalen Bedingungen erfiillt sind.
Ist lim, f= lim. f;, = 0, so ist lim. (f 4 f;) == O und
f4+f >0

1) Tm Folgenden bedeute der Kiirze wegen das Zeichen lim. vor
einer Function von x, dass die Verinderliche x dem so eben festgesetzten
Grenziibergange unterworfen sei.

?) Die 2. und 3. Definition sind in #hnlichem Sinune von Hin.
P. du Bois-Reymond gebraucht worden (Borchardt J. LXX. p. 27),



Wir erkliiren

Def. 4) u(f+41,) als die Summe von n(f) und u(f,):
w(+f)=u(f) +u ()

Darin legt zunidichst kein Verstoss gegen die Gesetze
der Addition in der allgemeinen Arithmetik, denn es ist

D u{f)+uf)=u)+u).

2) [ () + u )]+ u®)=u () + () +u )

3) meben u(fy) = u (), u()+uf)=u®+u).

Die letzte Gleichung folgt aus der Formel

f4-f f f  f f, f,
f_—}!z—f:=(f_1+ ):(g+8)=(+1):(+3) @
welche zeigt, dass in jedem Falle
f4f
lim TR, =1.

Aus den Gleichungen 1—3 folgen bekanntlich alle Ad-
ditionsregeln mit Ausnahme der Ungleichungen. Hinsichtlich
der letzteren finden wir aber hier

4) ,u(f) 4+ u(fy) > oder = u(f), je nachdem lim. (f, :f)
nicht Null oder Null ist¥

5) , Wenn u(f;) >u(f;), soist u(f) 4 u(f) >u(f)+
u(fy). Das Zeichen = steht nur dann, wenn o
T=o0n )

Nim, -%— = lim,

Das zweite Glied der meel (a) zeigt ndmlich, dass

. 41
lim. f—_—+—f2> 1
wenn lim. (f:f;) nicht 4 oo, Dasselbe gilt auch noch, wie
aus dem dritten Gliede in (a) sich ergiebt, wenn lim. (f; :f)==0,
lim, (f:f) >>0. Nur wenn die Relation (b) besteht, so
findet man
f4f,
1,
Satz. ,Im Falle dass u(f) > u(f,), hat die Gleichung
w@) +Fr=u® ()
eine und nur eine Lisung y=u(f—f;) und zwar ist sie
kleiner als u(f)%.

lim. =1,
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Dass diese Grosse der Gleichung () geniigt, ist unmittel-
bar ersichtlich. Ist aber u(g) eine Grésse X u(f—f,), so
ist w (f,) 4+ 1 (2) XX u(f). Denn wiire 1t (f;) + 1t (g) =u(f,) -+
u(f—f), so wiisste sein

f—
1
was hier ausgeschlossen ist, da lim. (f:f;) >1 ist.

[

T ?

lim.

Nunmehr gelten fiir die neuen Grossen die Regeln der
allgemeinen Arithmetik iiber. das Rechnen mit Summen und
Differenzen, hinsichtlich der letzteren auch die Ungleichungen,
wie man leicht ableiten kann, Es ist also neben 1u(f) ~>
w(fy) >u(fy)

6) u(®) —u(f) >ulf) —u(k)

D ut)—ulf) >u) —uf).

Aus der Gleichung u (f) 4 u (f; ) = u (f), welche nur vor-
aussetzt lim. (f; :f)== 0, kénnte man fiir die Differenz u(f) —
u(f) den Werth u(f;) ableiten. Sie ist jedoch unbestimmt,
weil man auch u (f) — u (f) =u (f;) setzen kann, wenn wieder
lim. (f; :f)=0, und dabei keineswegs u(f,)==1u(f;) zu sein
braucht. Da die Resultate der vier Species eindeutig sein
miissen, so ist jede Differenz u (f)—u(f) unzuldssigl).

Sowie man u(f)+u{f)-+ ... n-mal d.i. u(nf) als

das n-fache von u(f) erklaren kann, so umgekehrt u (g) als

den n-ten Theil von wu(f). Dabei ergibt sich, dass wenn
u(f,) < u(f), nicht immer eine natiirliche Zahl p existiert,
so dass pu(f;) > u(t). Denn ist lim. (f, :f)==0, so ist lim,
(pfy :f)==0, was auch p sein mag.

Wenn lim, f==1m, f, ==0, so ist auch lim. fy =0 und
ff, >0.
Def, 5) Das unendlich kleine u(ff;) sei das Product von

u(f) mit w(f):u () =nu(f). u(f).

1) Aus demselben Grunde wird der Quotient O: O in der Arithmetik
verworfen,
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Dabei ist leicht nachzuweisen, dass simmtliche Regeln
iiber die Multiplication der absoluten Zahlen auch fiir die
unendlich kleinen Gréssen gelten. FEs bestehen nimlich die
Relationen

1) u{f). u(f)=u(f,). u).

2) Tu(®). u(,)) w(fy)=~u). [u(,). ulf)]

3) u(f). [u(f)Fu)l=u(). ulfy) 4+ uf). uf).

4) Aus u(f)=u(fy) folgt u(). u{y)=uf;) uf).

5) Aus u(f) >u(fy) folgt u(f). nf) >uf). u(f).

Die Gleichung u(f,). u(g)==u(f) bat eine (und dann
stets nur eine) Losung, bloss wenn lim. (f:f;) Null ist, denn
nun kann man setzen u(g)=u(f:f) .. .. (d)

Die Division der unendlich kleinen Grossen ist somit
nicht unbedingt mdéglich. Sowie man aber das System
der natiirlichen Zahlen durch die absoluten gebrochenen Zahlen
erweitert, damit die Division in dem neuen Gréssensysteme
ausnahmslos moglich sei; so kann man auch hier festsetzen,
dass in dem Falle, wo lim, (f:f;) eine positive Zahl oder
-+ oo ist, ein von den n-Grossen verschiedenes, sonst zuniichst
eigenschaftloses Ding u(f):u(f;) existire, das der Gleichung
w(fy). u@:ud)]=u(f) Geniige leistet. (Def. 6.)

Das Verfahren, nach welchem den neuen Quotienten
ordnungsméssig die zutreffenden Prédicate verlichen werden,
ist in dem folgenden Satze der formalen Arithmetik?)
enthalten, der auch bei Einfithvung der verschiedenen Zahlen-
arten in die allgemeine Arithmetik bentitzt werden kann.

»Es sei ein beliebiges Grossensystem (I) a, b. ¢, d .
gegeben?), Je zweien derselben a, b (sowie auch dem Paare
a, a) lasse sich eindeutig eine andere Grosse der Reihe ¢ zu-
ordnen, die wir als Resultat einer eindeutigen Verkniipfung
(Thesis) bezeichnen wollen: ¢c=a.b. Wir nehmen an: 1) dass

) Ein Theil des Satzes findet sich bei Hankel (Theorie der
complexen Zahlensysteme p, 27), welcher jedoch die Euclid’sche Strenge
nicht villig durchfohrte.

2) Ueber den Grossenbegriff vgl. diese Berichte XII. p. 79, Math,
Anmnalen XXII. p. 505.
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wenn a=a’ b=V, a.b=-a’. b’ und wenn c=¢, auch ¢’=a.b
sei; 2) dass die Thesis associativ und commutativ sei,
wozu bekanntlich hioreicht das Bestehen der Gleichungen
(a.b).c==a.(b.c), a.b=Db.a;
3) dass wenn der Gleichung x. b= b, x = a keine der Grdssen (I)
geniigt, stets ein und nur ein darunter nicht vorhandenes
Ding, das mit a:b bezeichnet werde, existire, wofiir
(a:b). b==b, (a:b)=a.
Um die neuen Objecte, welche die Reihe (II) bilden mdgen,
zu Grossen zn machen, werde 4) festgesetzt: es sei a:b—
a’:b’ dann und nur dann, wenn a. b’ =a’. b1). Endlich 5) werde
die Verkniipfung der neuen Grossen mit den urspriinglichen
und unter sich in folgender Art erklart
(a:b). c=c. (a:b)=a.c:b (a:b). (c:d)=a.c:b. 4,
wobei das Ergebniss auch durch jede ihm gleiche Grasse er-
setzt werden kann®
_ »Dieses vorausgesetzt, mogen o, B, v . . . irgend
welche Grossen des durch Vereinigung der Systeme (I) (II)
gebildeten neuen Systemes (II1) bezeichnen. Die Verkniipfung
ist nun ausnahmslos associativ und commutativ und es besteht
der Satz: ,Aus o=@ folgt a.y=p.7¢ Es existiert ferner
im Systeme (III) stets eine und nur eine Grosse § so
dass £ f=f.E=a"

Zusatz, ,Fiigt man unter Voraussetzung, dass unter
je zwel ungleichen Grossen des Systemes (I) eine als die
grissere erklirt sel und dass der Satz gelte: ,Neben a”>b
ist a.c >b.,c% hinzu, dass unter den Grdssen (II) a:by
a’:b’ sein soll, je nachdem a,b’ X a’.b und a:b Y ¢ zugleich
mit a X h.c; so folgt der allgemeine Satz: , Neben o > ist
a7 > B

Wenden wir diesen Satz auf unseren Fall an, so werden
wir zundchst festsetzen (Def. 7), dass die neuen Grissen

1 Diese Definition setzt voraus, dass die Gleichung a. b’ =a’, b gilt,
wenn a:b und a’:b gleiche Gréssen.der urspriinglichen Reibe sind, was
leicht 7zu zeigen ist Aechnliches gilt von den Definitionen im Zusatze,
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u(®):u(f), u(f):u(f;) dann und nur dann einander gleich
heissen, wenn

u(t).u(f)=u(k). u(f,) d. i lim. %:4- L
Ist aber der soeben erwihnte Grenzwerth > oder < 1, so
soll beziehentlich u(f):u(f;) > oder < u(f;):u(f;) sein. Hs
soll ferner die neue Grosse u(f):u(fy) grosser sein als jede
Grosse u(fy), was aus der allgemeinen Vorschrift folgt; denn
es ist u(f) >u(f)u(f;) wegen lim (f:f, f,)=-+4 co, —
Die Bedingung (e) kann falls lim (f:f;) weder O noch + oo
ist, in die Form lim (f: f;) = lim (f, : f;) gebracht werden. Wenn
lim (f: f;)=0 oder + oo, so muss auch lim(f, :f;) bez. 0O
oder 4 oo sein; allein das wiirde nicht hinreichen, damit
die Relation (e) besteht. Die neuen Producte sind zu bilden
nach den Regeln (Def. 8):

D) u()l u()=u(h):u(f)

[u(®):u (f)] [ulfz):u(l)]=u(ff):uf; f).

Es steht nichts im Wege, die Grosse u(f):u(f,), wenn
lim (£:f;) einen endlichen positiven Werth besitzt, mit dieser
absoluten Zahl zu identificiren: u (f): u (f;) =lim (f: f;). Nun-
mehr wird die Erweiterung des Systemes der Grossen u (f)
gebildet durch die absoluten Zahlen (selbstverstindlich
ohne Null) und die Grossen u(f):u(f,), worin lim (f:f,)
=} oo ist.

Damit ist im nenen Grissensysteme die Addition zum
Theil scnon gegeben. Was die Addition der absoluten Zahlen
und der Grossen u(f) betrifft, so erinnern wir uns an die
Formel

fw@:uE)]+u®G)=u{f+f ) uf)
welche nach Def. 4 und Gl (d) richtig ist im Falle, dass
lim (f:£;)=0, also u(f) :u(f;)=u(f:f) ist. Wir wollen nun
annehmen (Def. 9), dass die Formel auch gelte, Wennu(f):u(fl)
eine Grosse der neuen Art also lim (f:f,) >0 ist. Da nun

CPRE £ £
lim L A =lm 1435 ] =1,

so folgt u(f4f; f):u(f)=u():u(f,) und somit die Regel
Naturw.-med. Verein 1884, 3
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) u@N+ul)=u):u) O

Fiir die Addition zweler Grossen der neuen Art setzen wir
allgemein fest
[ F) £ (5 )] 4 [ () 2w ()] =1t (F 4 ) 1 ()
Lu(f):u(f)] 4+ [u () :u ()] =u(ffy + 1 &) :u(f §);
Formeln die gewiss Geltung haben, falls die darin vorkom-
menden Quotienten sich aaf Grossen der ersten Art zuriick-
filhren lassen.

Mit diesen Regeln erhilt man eine #hnliche Addition
wie die im Systeme der Grossen u (f); wovon man sich durch
eine besondere Untersuchung iiber die oben angefithrten Addi-
tionssitze 1)—b) zu iiberzeugen hat. Man wird auch leicht
finden, dass die Gleichung 8 4-&=0 — unter o, } Grossen
des erweiterten Systemes verstanden — stets eine und nur
eine Auflosung hat, wenn o >, Wie die Formel (f) zeigt,
s0 bat die Gleichung o - £ =0, wenn a eine Grisse der neuen
Art u(f):u(f,) bedeutet, unzihlige Aufldsungen; denn man
kano fiir § jede Grosse u(f) setzen. Demnach ist auch die
Differenz @ — o unzuliissig. Fiir die Differenzen o — B (2 > )
gelten wieder die Sitze 6) und 7) (p. 30).

Man kdnnte glauben, dass durch nochmalige Anwendung
des allgemeinen Satzes p. 31 das bisher erhaltene Grossen-
systemn eine neue, den negativen Zahlen analoge Erweiterung
erfabren werde. Das ist jedoch nicht der Fall. Sowie
die Differenzen o — o, mag o eine Griosse der ersten oder
zweiten Art bedeuten, wegen ihrer Unbestimmtheit als unzo-
lissig erklirt worden sind, so miissen auch alle jene Differenzen
ausgeschlossen werden, welche beim Gebrauche der Regeln
(@—B) +1=6+1) B (—B)+ (—8)=(a+1—(E+d

bereits als unmoglich erkannte Resultate liefern wiirden?),

1) Das ist der Grund, warum neben den reellen Zahlen der Quotient
a:0 auch dann unbrauchbar ist, wenn a nicht Null ist. Nach dem im
Texte p. 31 angefiihrten Satze miisste, wenn a: O eine neugesetate Grésse
sein soll, die Formel bestehen (a: 0). 0 =a. 0:0=0:0, die aber zu
verwerfen ist,
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Solche wiirden aber durch jede Differenz o — @, worin a. <8,
erzeugt vermdge der Formel
(a—B)+ (B —o)=(a+8)— (« +B)

Die vorstehende Untersuchung hat zu folgendem Ergebniss
gefiibrt: Unter Voraussetzung eines Systems von
Functionen f(x) kann man zwei Reihen von
Grossen definiren, mit denen man, abgesehen
von einigen Ungleichungen, gerade so rechnen
kann, wie mit den absoloten Zahlen, welche
selbst zu dem aus den beiden Reihen gebildeten
Grossensysteme gehdren. Dasselbe ist jedoch
nicht so bequem zu gebrauchen, wie etwa die
Kuclid’schen Verhédltnisse. Wéahrend man den Gréssen
eines jeden linearen Systemes Verhiltnisse heilegen kann,
so ldsst sich, wenigstens nach dem gegenwirtigen Stande der
Theorie der reellen Functionen, unser Functionensystem nicht
explicite definiren. Die in dem Intervalle (a, a--d)
monotonen Functionen bilden jedenfalls kein System von den
geforderten Kigenschaftent). ‘

Der soeben vorgefithrte Versuch, unendlich kleine Grissen
anfzustellen, ist natiirlich keineswegs der einzig mogliche. Im
Auschlusse an die von Hrn, P. du Bois-Reymond in
seinem Infinitdrcalenl gebrauchten Definitionen ergibt sich
vielmehr sofort eine zweite Theorie. Es sei gegeben ein
System von Functionen f(x), deren jede nur positive Werthe
und bei dem frither festgesetzten Grenziiiergange z. B.
lim x=a - 0O den Grenzwerth O hat. Ferner sei angenommen,
dass jede Function

E@M @%@,
worin die {4, . ... pn beliebige rationale Zahlen sein konnen,
bei lim x=a -~ 0 einen Grenzwerth besitze. Wir sagen dann,
1 (f) soll gleich, grosser oder kleiner als u(f;) sein, je nach-

1) Selbst der Quotient zweier monotonen Functionen von x, welche
bei einem bestimmten Greozitbergange von x beide den Grenzwerth O
haben, kann dabei ohne Grenzwerth sein; vgl. Math. Annalen XIV, p. 232,

3*
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dem lim (f:f;) eine positive endliche Zahl, 4 oo oder O ist.
Als die Summe u(f) 4-u(f;) betrachten wir jetzt u(ff,),
woraus sich leicht ergibt, dass im Systeme u(f) genan die-
selbe Addition und Subtraction besteht wie fiir die absoluten
Zahlen!), Eine Multiplication ist fiir dieses System von un-
endlich kleinen Grossen bisher nicht aufgestellt worden, —
Auch hinsichtlich des hier zu Grunde gelegten Functionen-
systemes gilt die Bemerkung, dass eine explicite Definition
desselben bisher nicht zu Stande gebracht worden ist,

Wie Eingangs erwihnt, bedarf man des unendlich Kleinen
in der Differential- und Integrairechnung gar nicht. Schon
bei Cauchy dient dieses Wort nur zur Abkiirzung — eine
unendlich kleine Grosse ist eine Verdnderliche, die sich dem
Grenzwerthe Null nidhert?) —— und konnte ohne eine Liicke
zu hinterlassen, vbllig unterdriickt werden. Cauchy's Dar-
stellung, die gegenwirtig fast iiberall angenommen ist, ist
zwar nicht unanfechtbar; allein die daran angebrachten Ver-
besserungen bilden nur eine genavere, zum Theil von ijhm
selbst anerkannte Formulirang seiner Ideen, In dieser Be-
zichung ist also von irgend welcher Art unendlich kleiner
Grossen nichts mehr zu erwarten. Ob die im Vorstehenden
entwickelten Theorien derselben dennoch eine Bedeutung fiir
die Mathematik haben, ist vorderhand nicht mit Sicherheit
zu entscheiden. Noch weniger ldsst sich angeben, ob nicht
etwa eine andere, mehr leistende Theorie an ihre Stelle ge-
setzt werden konne.

1) Das zweite System von unendlich kleinen Grissen ist durchaus
analog jemem Systeme von Unendlich, woriiber ich berichtete in diesen
Berichten XII, p. 85 und Math. Annalen XXIIL p. 506,

%) Vgl. Cauchy Cours &’ Analyse p. 26.



Die unendlich 'kléinen Grossen,

(Fortsetzung.)
Yon O. Stolz.

(Vorgelegt in der Sitzung vom 12, November 1884,)

Das in dem vorstehenden Artikel aufgestellte erste
System von unendlich kleinen Grissen u(f), welche mit Be-
nutzung einer von Newton eingefiihrten Bezeichnung?!) hin-
fort die Momente der Functionen f(x) heissen mogen, erregt
unser Interesse dadurch, dass das Rechnen mit ihnen in der
Hauptsache nach denselben Regeln vor sich geht, wie das
mit den absoluten Zahlen und nur an einigen Stellen davon
abweicht. Was die Addition der Momente betrifft, so
unterscheidet sie sich von der der absoluten Zahlen nur in
den Regeln 4) und 5) auf p, 29 2). Dagegen gilt der Satz:
» Wenn u(f) >u(g) u(f,) > u(g, ), soist u(f) 4~ u(f;) > u(g)+-
-+ u(g,)“ Er wiirde ndmlich nur dann nicht bestehen, wenn

u(f) -+ u(g) = ufy) 4 u(g) = ut,) + u(e,)
sein konnte, was aber die unmégliche Voraussetzung
lim (f; :g)=0 lim(g:f;)=0 einschliesst.

Die in den Subtractionsregeln vorkommenden Dif-
ferenzen miissen simmtlich méoglich sein, es darf also darin
nicht u(f)—u(f) erscheinen. Will man diese Sitze vollstin-

1) Vgl. Philosophiae mat. princ. math. Lib. II. Lemma 2,

?) Die beim Beweise des 5. Satzes gemachte Annahme: ,lim.
(f:f)==0, lim (f,:f)>0< ist iiberflissig, indem wenn u(f,)> u(f,), aus
der ersteren Gleichung nur lim. (f, : f)=0 folgen kann.



dig aussprechen, so ist in der angegebenen Beziehung noch
eine besondere Untersuchung nothig, welche wir jetzt vor-
nehmen wollen,

1) ,Neben u(f) = u(f, ), u(g)=u(g,) und u(f)> u(g) ist
u(f)—u(g) = u(fy)—ulg, ) “

2) o Aus uf) + ulg) — u(t,) + u(g) folgt 1) = u(t)).
falls nicht lim (f:g)=0. - Dann ist auch lim (f, :g)=0
und die Gleichung besagt nichts weiter als u(g)=u(g).* —
Setzt man fi+g

f+g

=w, so dass limw=—1,
s0 hat man

f, f

A=w{ —--1)—1,

= (g+1

woraus ersichtlich ist, dass je nachdem lim (f:g) positiv oder
Null, auch lim (f, :g) positiv oder Null ist.

3) » Aus u(f)—u(g) = ulf, }—u(g,) (u(f) > u(g), u(t;) >
u(gy)) folgt, wenn u(g) = u(g,) ist, u(f)==u(f;) und weun
u(f) =u(f,) ist, u(g)=1u(g;)“ — Um den zweiten Theil zu
erweisen, bemerke man, dass wegen u(f)=u(f,)

[u(®)—u(g)] + u(g) = [u(f ) —u(g )] + ulg,)-
. . f I

Da lim [g: (f—g)] = lim [1 : (g 1)] wegen lim (f: g)
™ 1 nicht Null sein kaun, so tritt der 2. Satz in Kraft<.

4) ,Je nachdem u(f) gleich, grosser oder kleiner als
u(g)—u(h) (u(g) > u(h)), ist u(f) 4u(h) gleich, grosser oder
kleiner als u(g) und umgekehrt. — Ist z. B. u(f) >
= u(g)—u(h), so muss u(f) 4 u(h) > u(g) sein, da

lim [(g—h):h] =lim (g:h)—1,
also wegen u(g) > u(h) nicht Null ist.

5) ,Je nachdem u(f)—u(g) (u(f) > u(g)) gleich, grosser
oder Kleiner als u(f)—u(g,) (u(t;) > (e, ist u(f) + u(e,)
gleich, grosser oder kleiner als u(f,) 4- u(g) und umgekehrt®.
— Ist z. B. u(f)—u(g) >u(f;)—u(g,) und man addirt bei-
derseits u(g) 4-u(gy), so handelt es sich um die Grenzwerthe
von
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Da lim (f:g) und lim (f, :g,) grosser als 1 sind, so
ist, wenn lim (g, :g) nicht 4 oo ist, lim u nicht Null, und
wenn lim (g:g;) =0, lim u; nicht Null.

6)und 7) Die schon auf p. 30 angefiihrten Ungleichungen
6) und 7), welche indirect zu beweisen sind. Aus ihnen folgt
sofort

8) » Wenn u(f) >u(f;) >u(g, ) > u(g), so ist u(f}—
—u(g) > u(f)—ule)

9) ,Esist [u(f) + u(g)l—u(g) = u(f), wenn lim (f:g)
nicht Null ist. — Ist lim (f:g)=0, so hat die Formel
keinen Sinn mehré — Denn es muss u(f) 4 u(g) > u(g)
sein, was nur unter der angegebenen Bedingung eintritt.

10) »u(f) —[u(f)—u(g)] = u(g), wenn nur u(f) > u(g)*.
— Denn es ist u(f) > u(f-—g), da f: (f—g) =1 :(l — %),
also lim [f:(f—g)] >1 ist.

11) 1 Bs s () 4+ (1)) — ) -+ u(8)] () - (5,
wenn u(f -+ h) >u(f, 4-h); dagegen umgekehrt u(f) —u(f;)
gleich der links stehenden Differenz, wenn neben u(f) >u(f;)
nicht lim (f:h) = lim (f; :h) =0, in welchem Falle die
letztere Differenz sinnlos wird.¢ — Wenn u(f) 4 u(h) >
() + u(W) (), so sei. [u(®)+u(h)] — [u(&) +uh)] = x,
so dass [x 4 u(f; )] 4+ u(h) = u(f) 4 u(h). Nun ist hier u(f) -}
u(h) > u(h), also nach dem 9. Satze x - u(f,)=u(f).
Es muss aber u(f) > u(f;) sein. Denn wenn u(f,) -+ u(h) >
u(h), so dass lim (f; :h) nicht O ist, so folgt das aus (a)
pach dem 6. Satze. Wenn aber lim (f, : h) = O ist, so kann
doch lim (f h) nicht O sein, somit folgt aus

f f fi
TR h
lim (f:f;) = + oo. Also ist x=u(f)—u(f;). — Die Um-



kebrung der Gleichung ergibt sich jetzt unmittelbar, da unter
der angegebenen Bedingung auch u(f) + u(h) > u(f; ) 4 u(h).

12) ,Bs st [u(f)— ()] ~ Fu(h) —(h)] = u)—u(s),
wenn u(f) = u(h) u(f;) > n(h) u(f)—u(h) > u(f, )—u(h) und
umgekebrt die rechte Seite der linken gleich, wenn u(f) >
>u(f;) >u(h)% — Der zweite Theil folgt unmittelbar aus
dem ersten des vorigen Satzes, wenn man u(f), u(f;) daselbst
bezw. durch u(f)—u(h), u(f;)—u(h) ersetzt. Der erste Theil
folgt aus dem zweiten dieses Satzes auf die n#mliche Art;

denn es ist nun lim [(f—h):h] =lim —fﬁ—— 1, also positiv.
13) , Wenn u(f) > u(g), so ist
[u()—u(@)] -+ u(k) = [u(f) 4~ u(b)]—u(g)
und umgekehrt ¢ 1),
14) , Wenn u(f)>u(g) und u(f)—u(g) >u(h), so hat

[u()—u(g)] —u(h) = u(f) — [u(g) +u(b)}
Umgekehrt gilt die Gleichung, wenn u(f) u(g)+ u(h) und
u(f) >u(g)“ Bezeichnet man die linke Seite der Gleichung
mit x, so hat man x-} [u(g) 4 u(h)] = u(f). '

Aus u(f)—u(g) > u(h) folgt u(f)>>u(g) + u(h), da
lim f——_gg = limé —1 nicht O sein kann, Somit ist x==
= u(f) — [u(g) + u(b)]. — Bei Umkehrung der Gleichung
muss sich aus den beiden Voraussetzungeu stets ergeben, dass
u(f)—u(g) > u(h). Das folgt aus u(f) > u(g) + u(h) ver-
moge des 6. Satzes, wenn nur u(g)-u(h)>u(g). Wem
aber u(g) 4-u(h) = u(g) d. i. lim (h:g) = 0, so schliesst
man hier aus der Gleichung

T3

dass lim [(f—g): h]= 400, also wieder u(f) —u(g) >u(h).

man

1) Bezeichnet man die linke Seite der Gleichung mit x, so folgt
x -+ u(g) = u(f) ++ nu(h), worin in der That u(f) + u(h) = u(f) > u(g).
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15) , Wenn u(g) > u(h) u(f) > u(g)—u(h), so hat man
u(f)—[u(g)—u(h)] = [u(f) + u(b)] — u(g).
Umgekehrt gilt die Gleichung, falls u(f)-}u(h) >u(g) und
u(g) >u(h)“. — Bezeichnet man die linke Seite der Glei-
chung mit x, so hat man x - [u(g) — u(h)] = u(f), x4 u(g)
= u(f) 4 u(b). Es ist aber vermdge u(f) > u(g)—u(h)
() 4 1(h) >u(g), da

Jim E8 g

— = lim S 1
nicht Null sein kann, Demnach folgt x = [u(f) + u(h)] —
u(g). — Beziiglich der Umkehrung braucht man nur auf die

Relationen

u(f) + u(h) >u(g) >u(h)
den 6. Satz anzuwenden,
16) » Wenn u(f) >u(z) u(f,) > u(g,), so hat man
[u(®)—u(g)] 4 () —u(g )] = [ +u(f,)] —
[u(g) 4 u(g, )1

Bezeichnet man die linke Seite der Gleichung mit x, so
hat man

x -+ [u(g) + ug, )1=u(t) 4 u(t;,)

und da zofolge eines Satzes auf p, 37 hier

u(f) + u(t) > v(g) +- ule,)

x=[u(f) 4+ u(f, )] —[n(g) + u(g,)]
17) »Wenu u(f) >u(g) u(fy) > u(g,) u(f) —u(g)>
u(f, ) —u(g;), so hat man
[u(f)—u(g)] — [u(f, ) —u(g, )] =[u(f) +-u(g)]—
— [u(fy) 4 u(g)l“
Es sei die linke Seite der Gleichung x, so findet man
x - [n(f)—u(g, )] = u()—u(g)
und hieraus durch beiderseitige Addition von u(g) -+ u(g,)
x+[u(fy) +u(@)l=u(f) + u(g,).
Da schon in ) gezeigt ist, dass hier u(f) <+ u(g,)>
u(f, )+ u(g) sein muss, so folgt
x = [u(f) 4 u(g, )] — [u(fy) 4~ u(g)l

ist,
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So hat sich denn ergeben, dass die Sitze 1)—17), auf
welchen das Rechnen mit Aggregaten beruht, auch fiir die
Momente gelten, gewisse Ausnabmen in 2), 9), 11)
abgerechnet.

Die Multiplication der Momente verlduft ganz so wie
bei den absoluten Zahlen, ebenso die Division, soweit die
Quotienten moglich sind. Um sie in allen Fillen ausfihrbar
erscheinen zu lassen, haben wir p. 33 neue Grissen einge-
fithrt, welche mit u(f) : u(f,) bezeichnet werden. Und zwar
ist es geschehen im Falle, dass lim (f: f;) eine positive Zahl
oder -}- oo sei. Bedeutet ¢ den Quotienten f:f,, so kann
die neue Grosse auch mit u(yp) bezeichnet werden, ohne dass
irgend eine Unsicherheit miglich ist. Wir finden sodana nach
e) p. 33, dass u(p)=u(p,), wenn lim. (p:g,)=1, s0
dass die Bedingung der Gleichheit zweier unter den neuen
Grossen dieselbe ist, wie im Systeme der Momente der Func-
tionen f(x). Analog ist u(p) X u(p,), je nachdem lim (p:¢p;)
grosser oder kleiner als 1 ist. ‘

Hinsichtlich der Multiplication und Division gelten im er-
weiterten Systeme der Momente dieselben Regeln wie fiir die
absoluten Zahlen. Bei der Addition und Subtraction treten
die oben erwdhnten Ausnahmen, aber auch keine anderen auf.
Dies Jdsst sich in Kiirze folgendermassen darthun.

Die Summe irgend zweier Grossen des erweiterten Sy-
stemes 1u(yp) -+ u(p, ) ldsst sich nach den p. 33 aufgestellten
Definitioren auf die Form u(p 4 ¢,) bringen. Man hat nun
zundchst, wenn lim (p: ) = 1, also u(p) = u(p;) ist,
e+ ) =ulp 4-¢) d i

, u(p) -+ u(g) = u(eps ) + u(¢).

Um die Grossen u(yp) 4+ u(p), u(p,) -+ u($p) zu ver-
gleichen, braucht man dem Gesagten zufolge nur zu be-

trachten den Quotienten

T DG

= (1) 41
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Hieraus folgt, mag lim ($:¢) endlich oder lim (p:¢) =0
(somit auch lim (¢, : §) =0) sein, stets lim F—=1. — Aus
der ndmlichen Gleichung sohliesst man, dass neben u(p) >u(¢p; )

u(ep) +u(¢) > u(p, ) +u(¢), worin das Zeichen = nur er-
scheint, wenn lim (p:¢)==1lim (p, :¢)=0. Denn den zu-

letzt erwithnten Fall ausgeschlossen, ist lim F>>1. — Aus
t+d_ + 4
\4 ?

folgt ferner auch hier, dass u(¢p) -+ u(d) =>u(p), je nachdem
lim (¢ :¢) ungleich oder gleich Null ist.

Nunmehr ergibt sich wie auf p. 30 der Satz: Die Gleichung

u(¢) +x=n(p)
hat die eine und nur die eine Losung x=u(p—¢), falls
u(e) >u(¢). Wenn u(p)<u(d), so hat sie keine Ldsung,
und wenn u(p)==u(p), so unzihlig viele¥. Man bhat hiebei
noch zu beachten, dass wenn ¢ =f:f,, ¢ =g:g,, im ersten
Falle lim (fg; —f,g) =+ 0, was aus
y o —fig—F g | B ]
fg,—fig=fig [f1 g 1

wegen lim (fg, : f; g) > 1 hervorgeht, Es existirt demnach im er-
weiterten Systeme die Grosse u(fg, — f,g): u(f, g, ), d.i. u(p—9).

Aus den angefithrten Sétzen folgen, wie im Vorstehenden
gezeigt wurde, die tbrigen Additions- und Subtractionregeln.

Mit den Grossen des aus den Momenten der
Functionen f(x), den absoluten Zahlen und den
Quotienten u(f):u(fy), worin lim (f:f,)=-+ o, be-
stehenden Systeme kann man abgesehen von
einigen Additions- und Subtractionsséitzen, na-
mentlich Ungleichungen, so rechnen, wie mit den
absoluten Zahlen?),

1) So ist die Angabe auf p. 35 zu berichtigen. Ausserdem wolle
man folgende Versehen' verbessern: p. 25 Z. 15 v. u. 1. gleichartigen
linearen Grissen; p. 26 Z. 13 st. in der 1. an die; p. 87 Z. 5 st.
11 0;p.36 Z. 1 st. + gpoder 0 1. 0 oder 4 gp. p. 32 Z. 5 ist
zu 3) noch zuzufiigen: Der Gleichung x.b = a geniigt entweder eine
und nur eine oder gar keine Grosse des Systemes (I).
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