Das letzte Axiom der Geometrie.
Yon
0. Stolsz.

(Vortrag in der Sitzung vom 11. November 1885 mit einem Anhang).

Die Aufstellung geometrischer Systeme, welche vom
Euclid’schen abweichen, hat gezeigt, dass die Geometrie eine
Erfakrungswissenschaft sei. Bis jetzt wenigstens hat die
Entscheidung dariiber, welches von diesen Systemen anzu-
nehmen sei, der Beobachtung anheimgestellt werden miissen.
Die Art und Weise, wie Euclid oder seine Gew#hrsminner
die zum Theil sicher auf empirischem Wege gefundenen geo-
metrischen Si#tze ableiten, verhiillt freilich den wahren Cha-
rakter der Geometrie, so dass man dariiber lange im Unklaren
geblieben ist. Wir wollen nun aber anseinandersetzen, wie
man bei Entwickelung der tblichen Geometrie vorgehen kann,
ohne das Gebiet der Thatsachen zu verlassen.

Die Geometrie bedarf nicht allein der Grundbegriffe:
Kirper, Fliche, Linie, Punkt, Raum von drei Dimeusjonen,
Stetigkeit und starre Beweglichkeit der geometrischen Gebilde;
sondern auch der Axiome der Geraden, der Ebene und des
Kreises. Damit ist aber das Euclid’sche System noch nicht
erreicht, hierzu ist vielmehr noch eine Anvahme nothwendig,
um deren richtige Formulirang es sich hauptsiichlich handeit,

Bei Entwickelung der Geometrie aus den Grundbegriffen
und Grundsitzen hat man sich zundichst auf die Figuren zu
beschrinken, welche in den uns vollstindig zugiinglichen
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Theilen des Raumes sich befinden, Um ihre Eigenschaften
handelt es sich ja eigentlich, sie allein kdnner auch Gegen-
stand der Beobachtung werden, Wir machen daber vor
Allem die Annahme, dass die Axiome der Geraden, der Ebene,
des Kreises d. h, die Sitze, dass durch zwei Punkte eine
Gerade, durch drei Punkte, die nicht in gerader Linie liegen,
eine Ebene und durch einen Mittelpunkt und eine von ihm
ausgehende gerade Strecke in der Ebene ein Kreis bestimmt
ist, nur in hinlinglich kleinen Theilen des Raumes Geltung
haben. Von einem solchen Raumtheile darf man auch be-
haupten, dass er durch jedes in ihm enthaltene Stiick einer
Ebene und dieses selbst wieder durch jede darin verzeichnete
Gerade, welche bis an seine Grenzen reicht, zerlegt werde,
Dagegen betrachten wir als unzalissig und nichtssagend eine
Aeusserung dariiber, ob ein Punkt, der sich von einer gege-
benen Anfangslage aus auf einer Geraden bestindig in einem
Sinne fortbewegt, in dieselbe zuriickkehren wird oder nicht,
d. h. ob die Gerade eine geschlossene Linie ist oder nieht.
Die Erfahrung ist ausser Stande, diese Frage zu entscheiden,
ebensoweniy kann das dariiber gefilite Urtheil Gegenstand
der geometrischen Anschanung sein. Dass die Gerade eine
nichtgeschlossenc oder eiue unendliche Linie sei, ist nichts
weiter als eine Redensart, an die man allerdings schon seit
Euclid gewthnt ist.

Sieht man also, wie man es thun muss, von der Un-
endlichkeit der Geraden ab, so bleiben die meisten der Sitze
1-—28 des ersten Buches der Kuclid’schen Elemente nur fir
hinlénglich kleine Figuren richtig. Vom 29, Satze dieses
Buches an fiibrt Euclid sein System mittelst des als Kreuz
der Gieometrie beriichtigten elften Axiomes weiter, welches
s0 lautet: , Werden zwei Gerade von einer dritten so ge-
schnitten, dass die beiden inneren, auf einer Seite der schnei-
denden Geraden liegenden Winkel zusammen kleiner als zwei
rechte sind, so treffen sie hinldnglich verlipgert auf eben der
Seite der Schoeidenden zusaminen ®.

Wir miissen auch diese Annahme als unzuldssig be-



— 97 —

zeichnen, O zwel Gerade, die sich in dem zur Verfigung
stehenden ebenen Zeichnenfelde nicht schneiden, bei fernerer
Verliingerung zusammentreffen oder nicht, kann ebenso wenig
durch Beobachtung eutschieden werden, als ob die Gerade in
sich zuriicklduft oder nicht.

Einen Fortschritt {iber die Juclid’sche Darstellung be-
deuten die Elemente der Geometrie des als Philosophen be-
kannten Ch. v. Wolf., Ihnen liegt, wenn auch der Verfasser
dariiber sich nicht klar geworden ist, die Voraussetzung zu
Grunde, dass die Punkte in der Ebene, welche von einer
gegebenen Geraden den nimlichen Abstand haben, eine Gerade
bilden. Diese Behauptung kann durch Versuche gepriift und
innerhalb der Grenzen der Beobachtungsfehler bestiitigt werden.

Zweckmissiger ist jedoch die folgende Formulirung des
letzten Axioms. ,Es gibt mindestens ein Dreieck ABC, in
welchem die Winkel zusammen 180° betragen, und zwar
brauchen seine Seiten eine gewisse Grenze nicht zu iiber-
schreiten, so dass das Dreieck Gegenstand der Beobachtung
werden kann“  Wir schliessen uns hiermit an Gauss an,
der einer Gidttinger Tradition zufolge erklirte, seine Ueber-
zeugung von der Richtigkeit der iiblichen Geometrie wurzle
darin, dass er die Summe der Winkel in dem Drejecke:
Inselsberg, Brocken, hohen Hagen gleich 180° gefunden habe,

Fiigen wir diese Annabme zu den fritheren, so erweisen
sich die beiden zuletzt erwéhnten Euclid'schen Voraussetzungen,
die Unendlichkeit der Geraden und das elfte Axiom als noth-
wendige Folgerungen, womit natiirlich sein ganzes Lehrgebiude
gewonnen ist. Wir wollen das etwas eingehender ausfiihren.

Zu diesem DBehufe ertheilt man zuniichst dem letzten
Axiom eine andere Fassung, welche, wenn auch experimentell
weniger brauchbar, doch an sich bemerkenswerth ist, ,HKs
gibt in der Ebene mindestens ein Rechteck, d. h. ein Vier-
eck, worin jeder Winkel ein rechter ist¢. Um ans dem
obigen Dreiecke ABC ein Rechteck EFGH abzuleiten, ziehe
man eine innerhalb des Dreieckes fallende Hohe — eine
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solche sei AD — construire die Dreiecke ABE = BAD
ACF =2 CAD und hierauf das Viereck BCGH = CBEF.

Nunmehr ergeben sich ohne Miihe die Sétze der Plani-
metrie:

1) In jedem Rechtecke sind je zwei gegeniiberliegende
Seiten einander gleich. Errichtet man im Mittelpunkte einer
Seite desselben eine Senkrechte, so schneidet sie die gegen-
tiberliegende Seite, steht auf ihr senkrecht und halbirt sie,

2) Sind in einem Vierecke drei Winkel rechte und zwel
gegeniiberliegende Seiten einander gleich, so ist es ein
Rechteck,

3) Errichtet man in einem Punkte M einer Seite AB
eines Rechteckes ABCD eine Senkrechte auf AB, so schnei-
det sie die gegeniiberliegende Seite CD — etwa in N —,
steht auf ihr senkrecht und es is MN = BC = AD.

4) In jedem rechtwinkligen Dreiecke von hinlinglich
kleinen Seiten betrigt die Summe der Winkel zwei rechte.

5) In jedem Dreiecke betrigt die Summe der
Winkel zwei rechte.

6) In jedem einfachen n-Eck betrigt die Summe der
Winkel (n-—2) 180°.

7) Liegt ein Punkt nicht auf einer Geraden, so gibt es
von ihm ein und nor ein Loth auf die Gerade.

8) Errichtet man in den Punkten einer Geraden Lothe
von gleicher Linge, so bilden die Endpunkte derselben eine
Gerade, welche aof jedem der Lothe senkrecht steht, Die
erste und zweite Gerade heissen zu einander
parallel; auch sagt man von jhnen, dass sie die ndmliche
Richtung haben,

9) Werden zwei Gerade von einer dritten so geschnitten,
dass die beiden inneren, auf einer Seite der schneidenden
Geraden liegenden Winkel znsammen 180° ausmachen, so
sind sie parallel, d. h, haben iberall denselben Abstand,
schneiden sich also nicht.

10) Werden zwei Gerade, g, h von einer dritten so ge-
schnitten, dass die beiden inneren auf einer Seite der schnei-
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denden Geraden liegenden Winkel zusammen kleiner als 180°
sind, so schneiden sie sich hinlinglich verlingert auf eben
der Seite der Schneidenden in einem Punkte und entfernen
sich nach dem Durchschneiden sowohl, als auf der anderen
Seite der Schneidenden unbegrenzt von einander,

Aus dem letzten Satze erfahren wir, dass, wenn wir
uns die Geraden g, h von ihrem Schnittpunkte aus beliebig
weit verlingert denken, sie sich immer mehr und in’s
Unendliche entfernen; die Gerade ist mithin keine geschlos-
sene Linie, da sonst die Entfernung je zweier Geraden eine
gewisse Grenze nicht iiberschreiten konnte. Aus der That-
sache, aus welcher wir die Euclid’sche Geometrie abgeleitet
haben, folgt mithin nothwendig, dass die Gerade unend-
lich ist. Nur als Corollar hat dieser Satz einen Sinn,
wibrend er als Axiom unzuldssig ist, Es ergibt sich ferner
der allgemeine d, i, auch ausserhalb des erreichbaren Raumes
geltende Satz, dass zwei Gerade hochstens einen Punkt ge-
mein haben,

Im Vorbeigehen sei bemerkt, dass aus der obenerwihnten
Annahme, die aequidistante Linie zu einer Geraden sei eine
Gerade, ebenfalls mit Leichtigkeit die Existenz eines Recht-
eckes gefolgert werden kann, so dass auch sie auf das geo-
metrische System des Euclid fihrt,

Die Zuléssigkeit der iiblichen Geometrie hingt somit
von dem experimentellen Nachweise eines Dreieckes mit der
Winkelsumme 180¢ ab. Da es aber unmoglich ist, einen

Zahlenwerth durch Beobachtungen genaun zu ermitteln — es
lisst sich durch die Ausgleichsrechnungen nur eine weiter und
weiter getriebene Annidherung an denselben erreichen — so

kann die Geometrie das Prddikat ,exact® nicht in Anspruch
nehmen, Es ist allerdings bisher keine Thatsache bekannt
geworden, welche mit der Euclid’schen Lehre im Widerspruche
steht. Ausserdem hat diese Geometrie den Vorzug, die ein-
fachste zu sein,

Ersetzen wir jetzt in der That das lezte Axiom der
Euclid’schen Geometrie durch eines des folgenden, ,Es gibt



mindestens ein Dreieck ABC, in welchem die Winkelsumme
grosser (bezw. kleiner) als 180 ist und zwar sollen seine
Seiten eine gewisse Grenze nicht fiberschreiten®. Daraus er-
gibt sich dann der Satz, dass in jedem Dreiecke die
Winkelsumme grésser (bezw. kleiner) als 1800 ist,

Wir brauchen ihn nur fiir Dreiecke, deren Seiten hin-
lioglich klein sind, und zwar fiir rechtwinklige zu beweisen.
Dazu leiten wir aus dem Dreiecke ABC dadurch, dass wir eine
in’s Innere desselben fallende Hohe AD zielen, ein recht-
winkliges Dreieck her, dessen. Winkelsumme grésser (bezw.
kleiner) als 180° ist. Das muss von einem der Drefecke
ABD, ACD gelten, denn sonst konnte es auch im Dreiecke
ABC nicht der Fall sein, Nunmehr ist lediglich zu zeigen,
dass, wenn wir aof der Kathete AB des rechtwinkligen Drei~
eckes ABC, worin die Summe der beiden spitzen Winkel B v
z. B. giisser als 900 ist, einen Punkt M annchmen, auch
die der beiden spitzen Winkel pv des rechtwinkligen Drei-
eckes ACM grosser als 90° ist. Es ist aber leicht einzu-
sehen, dass, weon M die Strecke AB von der Spitze A des
rechten Winkels aus beschreibt, die Summe p, 4-v bestéindig
n demselben Siune sich 4ndert. Wéire dem n#mlich nicht
50, 50 misste es auf AB zwel Punkte M M’ geben, wofir
die beziiglichen Summen p, v p/ v einander gleich sind.
Diese Annahme wiirde aber auf die Euclid'sche Geometrie
zuriickfithren (11). Folglich muss p. +v, da diese Summe
bei gehoriger Anndherung von M an A vom Grenzwerthe
90° beliebig wenig abweicht, von 90° bis zu B -}y be-
stindig wachsen, somit stets 900 tbersteigen.

Wenn wir annehmen wiirden, dass die Winkelsumme in
einem, also in jedem Dreiecke 180° tibersteigt, so wiirde daraus
mit Nothwendigkeit folgen, dass wir die Gerade als eine in
sich zuriicklaufende Linie zu betrachten baben. Denn es hat
bereits Legendre nachgewiesen, dass, wenn das nicht der
Fall ist, die Gerade also unendlich ist, die Winkelsumme im
Dreiecke unmdglich grosser als 180° sein kann.

Betrachten wir nun noch die letzte Moglichkeit, dass. die



Winkelsumme in einem, also in jedem Dreiecke unter 180°
ligt. Daraus ergibt sich unmittelbar die Einzigkeit des Lothes
von einem Punkte auf eine jede unicht durch ihn gehende
Gerade, Sind in einer Ebene zwei Gerade g, h gegeben und
ist von einem Punkte A der ersteren ein Loth AB auf die
letztere pefillt, so wichst, wihrend der Punkt M sich auf g
von A pach derjenigen Seite von AB entfernt, wo der Winkel
zwischen g und AB unicht unmter 900 betrdigt, sein Abstand
MP von h bestindig (12). Es gibt somit kein Maximum
des Abstandes MP. Ziehen wir von einem Punkte aus zwei
Gerade g, h, so kehren sie nicht mebr in ihren Ursprung
zuriick d. h. die Gerade ist unendlich. Vermittelst der Un-~
endlichkeit der Geraden gelangen wir jetzt zur Raumform
von Lobatschewsky. Denn es miissen durch einen Punkt
ausserhalb elner Geraden h mehr als eine Gerade laufen,
welche h nicht schneidet. Wiirden wir ndmlich pur eine
solche Gerade zulassen, so wiirden wir laut des frither ange-
filhrten elften Axiomes wieder zur Euclid’'schen Geometrie ge-
leitet. '

Der Aufbau des geometrischen Systemes bis zu den tri-
gonometrischen Formeln gestaltet sich in den Nichteuclid’schen
Raumformen schwieriger als in der Euclid’schen. Loba-
tschewsky und Bolyai losten die Aufgabe im Grunde
dadurch, dass sie in ihrem Raume eine Fliche, die Grenz-
fliche, nachzuweisen vermochten, auf welcher die Fuclid’sche
Planimetrie Geltung hat, Wie man in allen Nichteuclid'schen
Raumformen auf die pimliche Weise dieses Ziel erreichen
kann, hat neuerdings W. Killing in dem kiirzlich erschie-
nenen vortrefflichen Werke: ,Die nichteuclidischen Raum-
formen® gezeigt, welches an einigen Stellen dieses Vortrages
benutzt worden ist. Die Formeln der Nichteuaclid’schen Geo-
metrie weichen um so weniger von denen der iiblichen Geo-
metrie ab, je kleiner die betrachteten Figuren sind,



Anhang.

Beweise der mit Nummern versehenen Si#tze,

1) Das gegebene Rechteck sei ABCD. Errichtet man
im Mittelpunkte £ von AB eine Senkrechte auf AB, so kann
sie keine der beiden Seiten AD BC schneiden zufolge des
Satzes, dass, wenn zwei Lothe auf eine Gerade sich schneiden,
das in irgend einem Puunkte der Geraden auf diese errichtete
Loth durch ihren Schnittpunkt geht, Folglich schneidet das
Loth in E die AB gegeniiberliegende Seite OD. Findet das
im Punkte F statt, so sind die Vierecke AEFD und BEFC
vermpge des genannten Satees congruent, woraus der Satz
unmittelbar folgt.

2) Ist X A=B=C=90°, so sind die Dreiecke
ABD und CDB congraent, wag man ebenfalls mit Hilfe des
obenerwiihnten Satzes nachweist.

3) Zieht man wie in 1) die Gerade EF, so zerfillt das
Rechteck ABCD in zwei Rechtecke. Halbirt man ihre Seiten
AFE, EB neuerdings, so erhdlt man vier Rechtecke u, s, f.
Hiedurch gelingt es MN in ein Rechteck einzuschliessen, in
dem zwel Gegenseiten gleich AD, die beiden anderen so klein
sind, als man will. Daraus schliesst man, dass MN — AD
ist und somit auf CD senkrecht steht.

4) Man lege das rechtwinklige Dreieck so auf das ge-
gebene Rechteck ABCD, dass der Scheitel des rechten Win-
kels auf A, die zweite Ecke auf den Punkt M der Strecke
AB, die dritte auf den Punkt P von AD fallt, Zieht man
MN senkrecht auf AB, so ist nach dem 3. Satz AMND ein
Rechteck, desgleichen AMQP, wenn man PQ senkrecht auf
AD zieht. Die Dreiecke AMP und QPM sind congruent,
folglich betrigt in jedem die Winhelsumme 180°.

. b) Man zerlegt das gegebene Dreieck in solche, deren
keine Seite eine gewisse Grenze iiberschreitet und jedes dieser
kleinen Dreiecke durch eine Hohe in zwei rechtwinklige
Dreiecke.
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8) Errichtet man im Pupkte A der Geraden g das Loth
AB und in elnem anderen Punkte M derselben das Loth
MN — AB, so sind die Dreiecke AMN und MAB congruent,
somit ist AN =— BM, Also sind auch die Dreiecke ANB
und MBN congruent, demnach ist ¢ ABN == MNB, somit
ein jeder gleich 900

10) Es mbgen die Geraden AB, A’B’ durch eine dritte
CC’' geschnitten werden und es sei

<X BCC' 4 COUB’ < 1809,

Von diesen Winkeln sei der zweite spitz. Dann ziehe man
von C das Loth CIY auf A’B’ und von einem Punkte M von
CB ein Loth MP auf CD'. Es gibt pun eine ganze Zahl n,
so dass nCP > CD’ ist. Denkt man sich CD’ in n gleiche
Theile CE, = E\E;, = ....= En—1D’ getheilt, errichtet
in E; ein Loth aaf CDY, das die Strecke CM in F, trifft, und
trigt von ¥y aus n—1 der CF; gleiche Strecken CF; == F; F, ==
F,F; = ... auf, so hat F; von A’B’ den Abstand CD'—CE,,
F, den Abstand CD'—2CE, .. Fn—1den Abstand CDY —_n —1,CE,
- und Fn liegt auf A’B’. Zieht man némlich E,F, und von
F, das Perpendikel F,H, auf A’B’, das E,F, in G, trifft,
so sind die Dreiecke CE\F, und E,EF,, sowie E,;G,F; und
FyG,F; congruent, also ist auch F,F,G,E, ein Rechteck,
somit E 1, == F;G,, also hat der Puukt F, von A'B’ in
der That den Abstand CD'—CE,. Verldngert man F,;G,
uw das Stiick G,G; = F,G,, zieht G E; und G,F;, so ist
nicht allein E,G; senkrecht aunf F,G,, sondern nach dem
soeben Bemerkten auch G3F;, so dass die Punkte E;G,F,
eine Gerade bilden. Das Loth von F, auf A'B’ ist gleich
F,H, ~F,G, = CD'—2CE, u. s w.

11) In dem bei A rechtwinkligen Dreiecke AMC seien
p. v die spitzen Winhel und im Dreiecke AM'C, wo M’ auf
AM liegt, seien sie p’ . Angenommen, es sei p - v==
1/ 4. Constroirt man /\ CMN =2 MCA, A CM'N'22 M'CA,
so bilden CN'N eine Gerade. Verlidngert man N'M’ um das
Stiick M'P = N'M’, halbirt MM’ in Q, so sind congruent

die Drelecke MQN und M’QP, also bilden die Punkte NQP
Naturw.-med. Verein 1885, 3




— 34 —

eine Gerade. Die Winkel im Dreiecke PNN’ betragen zu-
sammen 180°,

12) Zuverst erinnern wir an den in allen Planimetrien
bestehenden Satz: ,Errichtet man in zwei Punkten einer Ge-
raden Lothe von gleichér Linge, so bilden sie (falls sie nicht
in demselben Punkte enden) mit der Verbindungslinie ihrer
Endpunkte gleiche Winkel“. Diese Winkel sind also im Falle,
dass die Winkelsumme im Dreiecke kleicer als 180°¢ ist,
beide spitz. Ziehen wir von dem Punkte M der Geraden g
ein Loth MP auf b, wihlen den Punkt M’ auf g so, dass
X M'MP > 900 ist, ziehen hierauf M'P’ senkrecht auf h und
bezeichnen mit M” einen Punkt auf der Verlingerung von
MM’ iiber M’ hinaus, so ist, da die Winkelsumme im Vierecke
MPP’M’ weniger als 3600 betrigt,

<X M'MP <~ M"M'P'.

Es ist ferner MP < M'P'. Triigt man ndmlich aunf
der Geraden P'M’ von P’ aus eine Strecke PPN = PM auf,
so muss ihr Endpankt N noch in die Strecke P'M’ fallen,
da der Winkel NMP spitz sein soll.
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