Ueber die Partialbruchzerlegung der Function
e : (e2—1)

0. Stolz.

Im 29. Bande der Schldmileh’schen Zeitschrift (8.45¢.)
hat Herr Worpitzky die obige Function fiir reelle Werthe
von a nach dem Cauchy’schen Verfahren in Partialbriiche
entwickelt, indem er den Grenzwerth des Integrales
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wo Kn den im positiven Sinne durchlaufenen Kreis
x=Rnep=utvi (2nx<Ro<nz+}27)

bedeutet, bei lim n = -} ~ bestimmte. Hierbei bezeichnet
Rn einen bestimmten Werth zwischen den angegebenen Gren-
zen z, B. Rn=2nn4-n. Dieses Verfahren, welches Herrn
Worpitzky rasch zu interessanten Resultaten fiihrt, bietet
fir mich noch eine Schwierigkeit, die bei Zhnlichen Gelegen-
heiten hiufig auftritt, dar. Bringen wir Ju aunf die Form

+ Yy v q Yom
_{ esudtavi ®
R PR
— o 1__; Yym

und lassen a einen positiven dchten Bruch sein,
so ist zunfchst zu zeigen, dass das erste Integral bei lim
n= - den Grenzwerth 0 hat. Da die Function bhinter
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fir alle Werthe vor ¢ ausser =17 bei lim n= -

zur O convergirt, so zerlegt man das Intervall in drei:
(—Yam, —Y%m+3), (—Yha+d, Yr—3) (*hn—3, Ym).
Dass bei constantem n das dem ersten und das dem dritten
Intervalle entsprechende zugleich mit § unendlich klein wer-
den, springt in die Augen; allein das geniigt nicht zum ange-
strebten Zwecke. Es miisste vielmehr gezeigt werden, dass
jedes der Integrale gleichmdéssig fiir alle Werthe des
Index n: n==1, 2 ... zogleich mit & unendlich klein wird.
Da der Nachweis dieses Satzes nicht einfach zu sein scheint,
s0 habe ich es vorgezogen, die Ergebnisse von Worpitzky
anf dem von Briot und Bouquet (Théorie des fonet. el-
lipt. p. 281) vorgeschlagenen Wege abzuleiten, was ohne
Schwierigkeit angeht. Derselbe benutzt den folgenden Satz:
»Es sei f(x) eine eindeutige analytische Function, im End-
lichen durchaus vom Charakter der rationalen Functionen,
und es seien K; K, ... Kn ... solche Curven, dass wenn
nur n gross genug ist, alle Punkte von Kn einen Abstand
vom Nullpunkte haben, der grisser als eine beliebig vorgegebene
Zahl A ist. Lassen sich diese Curven so wiihlen, dass |f(x)| in
jedem ihrer Punkte eine endliche Zahl nicht fibersteigt, so ist
NCITECHNRE IR
Im Falle der Funotion
f(x) = esx : (ex —1) (@)
kann man als Curve Kn betrachten ein Quadrat, dessen Seiten
parallel zu den Coordinatenaxen sind und durch die Punkte
+{2n-+1)r, +(20-4-1)xi geben. Die beiden zur reellen Axe
parallelen Seiten werden durch die Gleichung
x—t (204 i (—(@FDe<t< (21,  (3)
die zur imaginiiren Axe parallelen durch die Gleichung
x=+(n+1r4+yq  (—o+-Dr<n<(2u+41)7) (4)
dargestellt. Ersetzt man x in (2) durch die Ausdricke (3),
(4), so sieht man sofort, dass es eine solche Zahl y gibt,
dass [f(x)|<Cv ist, was n auch sein mag,
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Es ist nun leicht zu zeigen, dass

lim S esx  dx 0 ()
n=+® Y ex_1 " x
: Ka
ist, worans nach (1) die Formel
lim eax dx
D= ST-‘-T — 0

Kn
folgt, welche bekanntlich zur Zerlegung der Funktion (2) in
Partialbriiche, d. 1. zu der fir alle Werthe von z ausser den
von der Form z—=2nzi geltenden Gleichung

eaz 1 — 2zcos2nan—A4nrsin2nan  (6)
ez —1 “T+2n 722-|-4nig?2
1

filhrt. — Wenn das Integral () in die Integrale lings der
Seiten des Quadrates Kn getheilt wird, so erhiilt man vier
Integrale, deren jedes bei lim n=-4-c zur Null convergirt.
In der That ist der absolute Betrag des einer jeden der
Seiten (3) entsprechenden Integrales kleiner als

+(@2n+1)= +o
e g t g eddf
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Der absolute Betrag des zu derjenigen unter den Seiten
(4), welcher das obere Zeichen entspricht, gebdrigen Inte-
grales ist kleiner als
T-(20+1)r
e2n+1)wa g dn N
2nt-1)m — 7oL 102,21 8
e(ZaF 1) 1._(2n+1)n\/(2n+1)21t2-|—7]2
e(2n+1)ra l(\/2+1 .
e(en4Nr—1 \\/2—1.J"
endlich der absolute Betrag des zar anderen der Seiten (4)
gehorigen Integrales kleiner als :
e— (20 1)ra l(\/z-{—l
l—e—@nFNr  \\/2—1
Um die Funetion esz: (ez—1) nach dem von Herrn




Mittag-Leffler angegebenen Verfabhren (vgl. Hermite
Cours II. ed. p. 83) in eine Reihe nach rationalen Functionen

von z zun entwickeln, bemerke man, dass
eaz ezanmi

= . P (z—znwi)

ez —1 z—2n7i
ist und bei reellen Werthen von a die unendliche Reihe

e2anni .
(2nzi)2 absolut convergirt. Man erhélt demnech
—0
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= —— anmi
ez —1 z +2n ¢ 2n,m+ 2[”:1{ -+ x(z) ( )
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wo G (z) eine ganze rationale oder transcendente Function und

der Accent bei ¥ bedeutet, dass n den Werth O niocht er-

halten soll. Mit Hilfe der Gleichung (6) ergibt sich
Gz)=a—Y, (0<la<l).

Diese Formel gilt auch fiir a==0 und 1. Mittelst der
von Herrn Worpitzky entwickelten Formeln ldsst sich die
Function G(z) auch, falls a in (7) einen reellen Werth ausser-
halb des Intervalles (0, 1) erhilt, leicht bestimmen.

Hat a einen com plexen Werth, so convergirt die Reihe
N

D ot (22:3 )n+1

1
absolut, was C anch sein mag. Man darf daher setzen
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Die bestindig convergente Reihe G(z) lisst sich dadurch

ermitteln, dass man beide Seiten dieser Gleichung nach ganzen
Potenzen vou z entwickelt.
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