- Zur apalytischen Darstellung der Wurzeln
algebraischer Gleichungen.

"Es sei

F(x; vy, . .. g)=x"4uxa—14 ., . Hu=0 (1
die betrachtete Gleichung; uw,, ... u, bezeichnen n von
einander unabhéngige Verdnderliche, welche jeden beliebigen
reellen oder complexen Werth annehmen konnen. Die Ge-
sammtheit aller dieser Werthesysteme heisst eine 2nfache
Mannigfaltigkeit; ein spezielles Werthesystem

e R u,=4a,

wird als die Stelle a bezeichnet.

Nach dem Fundamentalsatze der Algebra hat die
Gleichung

x4a xo—14 |, Ja =0 (2

wenn a eine endliche Stelle ist, n endliche Wurzeln, die
1 n

mit x,, .. ... x, bezeichnet werden mdgen, Unter diesen

n Werthen kommen gleiche dann und nur -dann vor, wenn
die Discriminante D(u,, . . . . uy) der Gleichung (1 an der
Stelle a den Werth O erhilt.

Um nun die Wurzeln der Gleichung (1 in der Umge-
bung der Stelle a zu betrachten, setze ich

v
x=X,§ Uy =a, o, . . . U==a,4a,

v
und erbalte aus der Entwicklung von F(x,4-¢; a,+to,, ...
n+°‘n) uoch Potenzen von §, oy, . . . &, die Gleichung:

= )e+( o+ . +"’F)a+ ..... —o0, (3



. . . . oF oF F
in welcher die partiellen Ableitungen A 3o

mit Klammern versehen sind, um damit auszudriicken, dass
v

uach der Differentiation x=x,, uw;==a;. ... . u=a, zu
setzen ist.

Ist nun (%E—), der Coefficient von £, von Null ver-

v

schieden, oder mit anderen Worten, ist x, eine einfache
Waurzel der Gleichung (2, so gibt es eine nach ganzen posi-
tiven Potenzen der Veréinderlichen e, . .. o, fortschreitende
Potenzreihe Py (o, . . . a,), welche sicher convergiert, so
lange die absoluten Betrige [a |, . . . |o,| eine gewisse, von
Null verschiedene positive Zahl p nicht fiberschreiten und fiir
¢ in die Gleichung (3 eingefiihrt, dieselbe erfitllt.

Die Begriindung dafiir ist in dem , Vorbereitungssatze*
enthalten, welchen Weierstrass in den Abhandlungen ans der
Functionenlehre, Berlin 1886, p. 107 ff, mitgetheilt hat.

Ist somit |D(a;, , .. a,)]—>0, in welchem Falle die
Stelle a als eine reguliire bezeichnet wird, so gibt es n ver-
schiedene Polenzreihen

E'31(011'1 Og .« - a'n)’ '''' %n(alﬁ O - .. an)’ -
welche die n Wurzeln der Gleichung (1 in einer hinreichend
kleinen Umgebung der Stelle a darstellen,

Die Glieder der ersten Dimension der Reihe Py (ay, . . .
o,) werden aus (3 unmittelbar erbalten, indem man die linke
Seite nach Einfiihrung von

v
g = zg;“ YUUE W LT P R
M=012...00, XN=012...0,... X =012...0@
Mt - A0>0
auf die Glieder 1. Dimension beschrinkt.
Die Reihe hat somit die Form:

& &)
&G

B (- o) =
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Beschriinkt man sodann die linke Ssite von (3 auf die

Glieder 2. Dimension, so ergeben sich die Coefficienten
)
1 VR W

in welchem A+ ... A, =2 ist u. s. w.

Dabei ist wohl zu beachten, dass die Entwicklung dieser
Potenzreihen die Kenntnis der n Wurzeln der Gleichung (2
voraussetzt; man wird daher mit Recht die Frage aufwerfen,
was ist darch die vorangehende Betrachtung for die analy-
tische Darstellung der Wurzeln der Gleichung (1 an irgend
einer Stelle u gewonnen?

Die Beantwortung dieser Frage, welche der Zweck dieses
Aufsatzes ist, besteht in Folgendem:

Ist uy=b,, ... u~Db, eine von der Stelle a ver-
schiedene reguldre Stelle b, also |D(by, . . . by)| >0, so
werden, wie eben gezeigt worden ist, die Wurzeln der Glei-
chung (1 in einer hinreichend kleinen Umgebung der Stelle b
darch n Potenzzeichen
4 (u,—by, ug—by . . . u;—by),

oo Qpluy—by, u,—by, . .. u—b)
dargestellt.

Wenn sich nun zeigen ldsst, dass diese Potenzreihen
durch den bekannten Process der Fortsetzung auns den Potenz-
reihen P;, P,. . . . P, erhalten werden konnen, so lisst
sich darass in der That eine Methode ableiten (die allerdings
zundichst nur ein theoretisches Interesse bietet), um zu einer
analytischen Darstellung der Wurzeln der Gleichung (1 an
jeder reguldren Stelle u zu gelangen. Dieselbe besteht darin,

1 n
dass man fir die Wurzeln x,, ... X, irgend welche n von
einander verschiedene Zahlen ry, ry, . . . r, nimmt; alsdann

sind die Coefficienten a,, . .. a, der Gleichung (2 durch

die bekannten elementarsymmetrischen Functionen der Grossen

Ty, . . . I, bestimmt, es ist

ay=—(+n- . .. +1y) ag=ryrytrrgf ...+
+ro—1r, ... ‘

cosag=(—1pnr L.y
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An einer so gewihlten reguliren Stelle a sind somit

auch die n Potenzzeichen

B0y —ay, ug—ay, ... up—ay), ..

e oo Polug—ay, uy—ay, . .. u—a).
welche die Wurzeln der Gleichung (1 in der Umgebung der
Stelle a darstellen, vollkommen gegeben, und handelt es sich
somit nur daram, zu zeigen, dass aus diesen Potenzreihen die
Potenzreihen 9, . . . O, durch Fortsetzung erhalten werden
konnen. ‘

Hiezu ist zunichbst erforderlich, einen stetigen Uebergang
von der Stelle a zur Stelle b anzugeben, auf welchem keine
singuldre Stelle d. h. kein Punkt des Gebildes von 2n—2 Di-
mensionen D(u;, ug, . . . u,)=0 legt.

Von dem einfachsten Uebergange von a nach b, wie er
durch die Gleichungen:

uy==a, +(by - a;)t, . . . u,=a J-(b,—at
dargestellt wird, wenn die reelle Verinderliche t das Intervall
0=t<1 durchliuft, kann diess im Allgemeinen nicht behauptet
werden, dean es gibt offenbar von a verschiedene reguldre
Stellen b, fiir welche die Gleichung

D(ay +(by—a))t, . . . ap-F(b—a,)t)=0
eine reelle Wnarzel im Intervalle 0<t<1 hat.

Wohl aber ldsst sich zeigen, dass man der Verénder-
lichen A stets unendlich viele solche Werthe geben kann,
dass auf dem Wege

u=a,4¢t, ...
Un—1=an—1-ctn—1t, uy;=a, 4(c,+I)t—Art2 5]
o =by —av(v=12....n) 0=<t<t
keine singuldre Stelle liegt, d. h. die Gleichung
D(a;4ev t, . . . an—1-4-ca—1t, a,}(c,Fd)t—rt2)=0 (6
keine reelle Wurzel im Intervalle 0<t<1 hat,

Um diese Behauptung zu begriinden. denke ich mir die
linke Seite der Gleichung (6 nach Potenzen von t geordnet
in der Form:

Co(MtmC, () tm—=14 .. . +C,—0 (1
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Beriicksichtigt man die Glieder (—1)n—1(n—1)n—1
u;"up—1 und n?up—1! von D{u;, . ., u,), so ersicht man
leicht, dass m=—3n—4 ist (worauf es iibrigens hier nicht an-
kommt) und dass Cy(A), . . . Cm—1(A) ganze Functionen
von ) siad, deren Grad hoohstens n-—1 ist und deren Coef-
ficienten ganze ganzzahlige Functionen der Grossen a,, ag,

. a3 0, G, . . . € sind

Cy()) insbesondere ist vom Grade n—2, C,(\)4-C, (k)—}-

. +Cm—1(}) und C, sind von ) unabhingig.

Hitte nun die Gleichung (7 fiir jeben Werth von A
eine reelle Wurzel im Intervalle 0<t<1, so miissten die
beiden Gleichungen, die sich ergeben, wenn man die linke
Seite der Gleichung (6 nach Einfiihrung von

A=NFiN  ay=ay'J-iay”  cv=cy'+icv”

v=12....n
auf die Form
- GOV Y- THV, VL )

bringt (wobei G und H reelle ganze Functionen der reellen
Veréinderlichen %, 1", t sind), somit die beiden Gleichungen
GOX N )—Ag (M N)tmA-A, (M, Nem—14 . . +A,—0 (8
HOV, M, t)=B,(\, N")tm4-B, (W, N )tm—14-, . 4-B,=", (9
in welchen A und B, von X, A" unabhiing sind und nicht
beide zugleich verschwinden kounen, ebenso wie die Summen

AN, MDA (NN L AR -0V FA), und
By(W, M) B (N, M)+ . . . +Ba—1(),\")+4-By,
fir jedes reelle Werthepaar ), A" eine reelle Wurzel t im
Intervalle 0<t<1 gemeinsam haben.

Wenn ‘man daher den reellen Verdinderlichen A, A"
solche Werthe %7, %" geben kann, fiir welohe die beiden
Gleichungen (8 und (9 iiberbaupt keine gemeinsame Wurzel
haben, so hat fiir einen solchen Werth % ="0"4+1%" die
Gleichung (6 sicher keine reelle Wurzel im Intervalle 0<t<1
und wird somit durch die Gleichungen (5 fir A=7 ein
stetiger Uebergang von der Stelle a nach der Stelle b dar-
gestellt, auf dem keine singulire Stelle liegt. -
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Diess ist aber immer und zwar auf unendlich mannig-
faltige Art moglich, wenn nur die Resultante nach t der
beiden Functionen G(\,A”,t) und H(),)",t) nicht identisch
verschwindet, d, h, fiir alle Werthepaare 3/, A" den Werth
Null hat, .

. Dass dieser Umstand nicht eintritt, ldsst sich, wie folgt,
erkennen:

Zerlegt man die Functionen G(),A”,t) und H(N,\"t)
in ibre irreductiblen Factoren

G=GymGym, . .. Gmy

H=Hn Hyo, ... Hpng
in der Art, wie dies Herr Kronecker im 94. Bande, p. 344 f.,
des von-ihm und Herrn Weierstrass redigierten Journals ge-
zeigt hat, so kann keiner dieser Factoren von t unabhingig
sein, d. h, nur die Veridoderlichen A/ und A* enthalten, weil
die Grossen A, und B, von A’ und A“ unabhingig sind.

Die Resultante von G und H zerfillt dabei in Faotoren,
welche siimmtlich Resultanten irgend einer Function Gy und
einer Function Hg sind, und kann offenbar nicht identisch
verschwinden, wenn nicht wenigstens eine dieser letzteren Re-
sultanten identisch verschwindet.

Wenn aber die Resultante von Gy und Hy identisch
verschwindet, so folgt daraus nothwendig, dass die beiden
Functionen Gy und Hq bis auf einen von den Verinderlichen
A, A, t unabhingigen Factor selbst identisch sind, denn es
besteht dann eine Identitit von der Form: '

hg (N, M) Gp (VA D —gp (VM ) Hq (M, A 6)=0,
wobei, wenn py und vq die Grade der-Functionen Gy uvnd
Hy in t bezeichnen, der Grad von hq in t vq—1, der von
gy pp—1 ist, und gp und hq ganze Functionen von A, A%,
t sind.

Die Resultante nach t der Functionen G(A,X\*t) und
H(\,\“t) verschwindet somit nur dann identisch, wenn diese
beiden Funotionen einen gemeinsamen Factor 8(A,\“,t) haben,
der eine ganze Euncticn von M\, A“, t ist, von der wir wissen,
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dass sie nicht von t unabhingig sein kann, weil A und B
von ), A unabhéingig sind,

Es ldsst sich auch leicht zeigen, dass O()\',\%,t) moht
von A’ und A unabhingig sein kann.

Wiire ndmlich diess der Fall, so gibe es Werthe von t,
die Wurzeln der Gleichung =0, fiir welche

D(a;+ot, . . . an—1-4-cn—1t,a,~(c, - A)t—At2)
den Werth O erhilt, welchen Werth man auch dem A geben
mag. Betrachtet man aber die Entwicklung der vorstehenden
Discriminante nach Potenzen von A:

D(a, 4oty . . . an— 1—|—cn_.1t a, (e, t—rt2)= (10
(D)—}—M(l—t)(aD) TR e )+ .....

3“—“1D
-+ (_.__._n_l)! An—1 tn—-l(l—t)u—-l (Qunn—l) ,

wobei durch die Einklammerung von D . s. w. wieder

n

angedentet ist, dass in den Functionen D(u,,uz, .. ... u,),
aD(u,,u5, ... 1
Doy, Uy, - - - Uy) u s W ouy=a, et . ... u=a,fct
du,
zu setzen ist, so erkennt man, dass ein solcher Werth von
n—1D

t nur O oder 1 sein kann, da =(n—1)!n" ist. Die

aunn—-l
Werthe 0 und 1 von t sind aber ausgeschlossen durch die
Annahmen, dass a und b regulére Stellen sind, d. h.

[D(ay, . . . a,)[>>0 und |D(b;, . . . by)I>O0.
Ein gemeinsamer Factor B8(\,\,t) der Functionen G(\,A"t)
und H(A,)\",t) ist somit eine ganze Function von \,\',t,
deren Grad in ¢ und mindestens in einer der beiden Veréinder-
lichen A’ und A* von O verschieden ist. KEinen solchen ge-
meinsamen Faotor konnen aber die Functionen G und H
nicht haben,
Wiire nimlich
G()\l’ )\u’ t) ___g()\t, )\u’ t)@()\l, l“, t)
HOS N )=h(A, A", t)O(N, A, t),



wobel g und- h ganze Functionen von A\, A"t bezeichnen, so
wiirde daraus folgen:
Doy ity - .. an—1-Foa—1ta,-(eFNE—M)— (11
[g()\l’)\u’ t)_l_ i h()\' )\u’ t)]@()\l’ )\u, t)
und gibe es somit fir jeden speciellen Werth t, von t, fir
welchen nur @(AY, A", t,) nicht von A’ und A" unabhingig ist,
(und solche Werthe t, gibt es sicher beliebig viele, da
O(\, A“t) nicht von A\’ und A’ unabhingig ist) unendlich
viele Werthesysteme A’;, Ay und somit auch unendlich viele
Werthe ho==A‘q+ 1A, fir welche die Gleichung
D(a; e tys .« . an—1--ca—1tg,a,-(e Aty —At, 2)=0
deren Grad in A gleich n—1 ist, erfillt wire.

Offenbar gilt diess auch dann, wenn die Function
O(A, A ty) nur eine der beiden Verdnderlichen )\’ A ent-
balt, z. B. )\‘; dann gibt es allerdings nur eine endliche
Anzahl von Wurzeln der Gleichung @0\, )\ t,)=0, aber
jede derselben kann mit jedem beliebigen Werthe von A“:
combiniert werden.

Daraus wiirde folgen, dass fiir t="t, auf der rechten
Seite der Gleichung (10 die s#mmtlichen Coefficienten der
Potenzen von A verschwinden miissen; dass es aber solohe
Werthe t, nicht gibt, wurde bereits bemerkt,

Damit ist nun in der That, wie ich glaube, zur vélligen
Evidenz gebracht, dass es unendlich viele Werthe % von A
gibt, fiir welche die Resultante nach t der Functionen
G(\, )\ t) und H(\,A",t) einen von O verschiedenen Werth
erhilt, fiir welche somit sicher die Gleichung (6 keine reelle
Wurzel hat, so dass auf dem Wege von a nach b der fiir
A=1 durch die Gleichungen (5 dargestellt wird, keine sin-
guldre Stelle liegt.

Es hleibt jetzt noch zu zeigen, dass auf jedem solchen
Wege aus einer Potenzreihe Py (o, —ay, . . . u,—a}), welche
in einer gewissen Umgebung der Stelle a convergiert und eine
Wurzel der Gleichung (1 darstellt, durch Fortsetzung eine
Potenzreihe 9 (u,—by, . . . a,—Db,) abgeleitet werden kann,
welche in einer hinreichend kleinen Umgebung der Stelle b



oonvergiert und in derselben eine Wurzel der Gleichung (1
darstellt.

Dabei mige noch darauf aufmerksam gemacht werden,
dass der Uebergang von a nach b, der durch die Gleichungen

(5 dargestellt wird, wohl zu unterscheiden ist von der Ge-
sammtheit der Stellen, welche in den Formeln

y=a,-}¢t;, . . . tn—1=ap~—1-}Co—1tn—1
wy==ay (e, At —At,
enthalten sind, wenn t;, . .. t, von einander unabhingige
reelle Verdnderliche sind, deren jede das Intervall o, 1)
durchléoft,

Bei dem hier betrachteten Uebergange vonr a nach b
entspricht jedem Punkte einer der Strecken av by (v=1,2...n)
ein ganz bestimmter Punkt auf jeder der wbrigen Strecken
ay, by, wofern oy .und cy; von O verschieden sind.

Um nun die Moglichkeit der Fortsetzung festzustellen,
sei Folgendes bemerkt,

Ist t' eine Zahl im Intervalle 0<t'<1, so ist, wenn

o, '=a, }ot!, . . ., vn—1=an—1-+}ca—1t’
wy=a, (et —xt'®

gesetzt wird, |[D(u’y, . . . w/))|>0.

Sind by, . .. h, von einander unabhingige complexe
Verdnderliche, so wird durch die Formeln

u=u+hy, . . . s=u'y-+h,

eine Umgebung der Stelle u’ ,vom Radios r¢ dargestellt —
nach einem von H, Weierstrass in den Vorlesungen, S. S,
1872 gebrauchten Ausdrucke — wenn

by |[<Zr, . .. |by<Tr ist.

Es ldsst sich nun eine positive Zahl t so klein angeben,
dass in der Umgebung jeder Stélle v’ — d. h, fir alle
Werthe von t/ im Intervalle 0<t<1 ~— vom Radius r, keine
singuldre Stelle liegt.

In der Entwicklung

4 { ¢ 4 eD ‘
D(u-+hy, . . . v 4b)=D,, ... v')+h a_u;)+



( )+ ...{.xnlhlx"“hn"nv”
(2;;;, : Z“P ) oo g S20—2)

in welcher durch die accentuierten Klammern angedeutet wer-
den soll, dass in den betreffenden partiellen Ableitungen der
Function D(u,, . .. u,) u,==v’;, ... u;==0‘, zu setzen ist,
ist das Anfangsglied D(u’4, . .. u‘) eine ganze Function
von t’ und fiir alle in Betracht kommenden Werthe von t‘
von O verschieden. Es gibt daher far D(u', ... uv')| im
Intervalle O<t’<1 ein von Null verschiedenes Minimum m.
Ebenso gibt es fiir die absoluten Betriige der gauzen
1 (31‘1 «oo oDy

= von t' im In-
du e , .. 23U %n

Functionen

tervalle 0<t'<1 ein endhches Maximum I,

Beschrdnkt man somit die absoluten Betrige von hy,

]:2, . . . by so, dass

WESTRE(by |+ - - - (b - o i 3
1 m
A 0 Vifm
[hy|<lr,....|by}<r macht, so kann man in der That be-
haupten, dass in der Umgebung vom Radius v einer jeden
Stelle u’ keine singulire Stelle liegt.

Diess vorausgescbickt erkennt man die Mdglichkeit der
Fortsetzung durch folgende Ueberlegung.

Um auf dem betrachteten Wege von a nach b eine
Stelle u” so nahe an u’ zu bestimmen, dass w” in der Um-
gebung vom Radius v der Stelle u’ Vegt, bat man, wenn
u'y =a, ¢, (t'+-t), .

u“n 1=an—1-4-cn—1(t'4-t)
wp=ay (e, 1)t ) — % (t+-1)?
gesetzt wird, die positive Zahl t so klein anzunehmen, dass
oty fenmaf e, oy (L2t Tt
ist. Die letzte Forderimg ist fiir alle Werthe von t' sicher
erfiilllt, wenn [|ey|(14-t)[ % |Jt<r gemacht wird; fiir die-

was sicher erreicht ist, wenn man fiir r=



- 16 —

jenigen Grossen ¢y, welche gleich O sind, sind diese Bedin-
gungen von selbst erfiillt (v<Zn).

Nunmehr kaon man als erste vermittelnde Stelle fiir
die Transformation der Reihe PBv(u, —a,, ...n,—a,), welche
nach einem bekannten Satze sicher in der Umgebung vom
Radins v der Stelle a convergiert, die Stelle a‘, deren Coor-
dinanten

a’y=1a, }ot, . . . an—1=an—1-+}-on—1t,
8=ty +(e+ 1) t—%t?
sind, wihlen,

Setzt man dann in Py w—av=/_(w—a" )}+(a"—av)
v=1.2,...n, so lisst sich das Resultat in eine Potenzreihe
PDy (u; —a’y, u3—a‘y, . . . u;—a’y) verwandeln. von der man
weiss, dass sie sicher in der Umgebung der Stelle a‘ vom
Radius v convergiert und eine Wurzel der Gleichung

_ F(x;uy ... u)=0
darssellt.

Stellt man nidmlich F(P,;u;,...u,) als eine Potenz-
rethe Py(u; —a,, ... u,—a;) dar und wendet auf diese die-
selbe Transformation an, durch welche Py in Py @ iibergeht,
so erhilt man eine Potenzreihe Py ®(u; —a’j,...u,—a’),
welche in der Umgebung der Stelle a’ vom Radius v sicher
convergiert und den Werth O hat. Diese Reihe ist aber
nach dem Vorgange bei der Transformation identisch mit
derjenigen, welche sich ergibt, wenn man F(Pv®, uy, ... uy)
als Potenzreihe von uw,—a‘j, ... u,—a’; darstellt.

Liegt nun die Stelle b bereits in der Umgebung der
Stelle a’ vom Radius t, so ist das Ziel erreicht; ist diess
nicht der Fall, so wird man eine zweite vermittelnde Stelle
a’ mit den Coordinaten

a‘ =a' -+ t, ... a“n—1=an—14cn—1t, a¥ =a’
[ey-H(1—30) 7]t
wihlen.
Setzt man dann wiederam in Py ® uy —a'y =(uv—a‘y )+
-+(a* —a’), so ergibt sich eine Potenzreihe Py® (u, —a*,
... u,—a”)), welche sicher in der Umge bung der Stelle a®
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vom Radius v convergiert und eine Wurzel der Gleichung
F(x;u,...u,)=0 in derselben darstellt.
In dieser Art kann man nun offenbar fortfahren, bis

)
man zu einer vermittelnden Stelle ;,)mit den Coordinaten
™ (%)
a;=1a,+cxt, . . . . an—1=an—1-}cn—1nt

k3

ey T — T ) |
gelangt, von der man behaupten kann, dass die zu erreichende
Stelle b sicher in der Umgebung vom Radius r der Stelle

)
a liegt,

Diess tritt offenbar dann gewiss ein, wenn 0<l—ut<lt

geworden ist, oder —:~ ——1<11.;—1t— ist, also % die grisste

ganze Zahl erreicht hat, welche in 11— enthalten ist.

Es ist somit in der That. modglich, auf dem angegebenen

Wege von a nach b aus den Potenzreihen

Pt —aas - - oo Uy ag) oo Pyl —ay, . 1)
Potenzreihen

ﬁl(ul_bl* D un—bn)' Cre ﬁn(ul _bl» L un—bn)
abzuleiten, welche in der Umgebung der Stelle b vom Radius v
sicher convergieren und der Gleichung F(x; u,, . ... u)=0
in derselben geniigen.

Da aups diesen letzteren Reihen nmgekehrt auch wieder
die Reihen Py, .... P, abgeleitet werden konnen, so sind
die Rethen ,,....8, von einander verschieden, somit mit
den Reihen ), .... %, durch welche in der Umgebung der
Stelle b die n Wurzeln der Gleichung F(x; u, ... .u,)=0
dargestellt werden, in irgend einer Ordnung identisch.

Um von dem hier beniitzten Uebergange von a nach b
ein geometrisches Bild zu geben, stellt man jede der Verdin-
derlichen u,, . .. u, in einer eigenen Zahlenebene in ge-
wohnter Weise dar.

Dann werden die Wege der Verdinderlichen u,, . .. un—1

Natorw.-med. Verein 1887/88, 2
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durch die geradlinigen Strecken a, by, ... an—1bn—1 darge-
stellt; fallt der Punkt by mit ay zusammen, so reduciert sich
die Strecke ayby eben auf den Punkt ay.

Der Weg, den die Veriicderliche u, von a;, nach b

beschreibt, ist, wenn |a,—b |=>0 ist, ein parabolischer Bogen,

der durch die Punkte a, an—}——;l —|—-—i——, b, hindurchgeht; der

Puokt au+—‘;':+—;~ ist der Pol der Sehne ab,.

Ist a ==b,, so reduciert er sich auf die hin und zuriick
zu durchlanfende geradlinige Strecke vom Punkte a, nach

dem Punkte an—|-—2—,
Dass sich nooh manaigfaltig andere Wege mit denselben
wesentlichen Eigenschaften angeben lassen, bedarf wohl kaum

der Erwahnung.

Graz im December 1886.

Vietor Dantscher von Kollesberg.
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