Ueber die geometrische Bedeutung der
complexen Elemente der analytischen
Geometrie.

(Auszog aus dem Vortrage in der Sitzung v. 20. Februar 1890)
von Prof. Dr. O.S8tolz

(reniigen zweien algebraischen Gleichungen
Fxy=0 GEx»N=0

worin x y cartesianische Coordinaten bedeuten mogen,
die Werthe

x=a4Bi y=1+8i (i=vV—1), (@
g0 sagt man in der analytischen Geometrie, die Curven
F =0 G =0 haben den durch die Coordinaten (1) be-
stimmten complexen Punkt gemein. Zu den eigentlichen
Punkten der Ebene treten also neue Punkte, die complexen,
und zwar giebt es zu jedem derselben, wie (1), einen con-
jugirten, dessen Coordinaten

x=a — fB1i y=qy—2¢&i

sind. Bleibt man, wie es frither iiblich war, bei dieser
Annahme stehen, so ist der complexe Punkt mnicht geo-
metrisch definirt, er lebt bloss in den Formeln. Gegeniiber
- dem reellen Punkte hat er nur einen Schein von Wesen-
" heit, Trotz dieser gespensterhaften Natur ist den com-
pléxen Punkten allmilig eine wichtige Rolle in der ana-
Iytischen Geometrie zugefallen.

Pliicker brachte zuerst das Paar conjugirter Strahlen
mit einer bestimmten Involution in Verbindung durch die
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folgende Bemerkung™). DBedeuten t, w reelle lineare
Functionem von x y, so sind die conjugirten Ausdriicke
p=t—wi qg=1t + wi
Wurzeln einer quadratischen Gleichung mit reellen
Coufficienten, niimlich der Gleichung
22 — 2tz 4 (t2 4+ w?) = 0.
Dasselbe gilt von den ebenfalls complex - conjugirten Aus-
driicken o
—1——_?—0‘-;-—11 —vi T ——(—lai:u—{—Vi’
worin also auch u, v reelle lineare Fuanctionen bedeuten.
Aus den letzen Gleichungen ergiebt sich, dass

t=—=u-t+av W=V—oau
und somit
t—aw ot + w
i ﬂ o2 v 1—1 a2
ist. Die Gleichungen u==0 v =0 4. i
t—aw=0 at-+w=20 (1a)
stellen bei verinderlichem « die einander zugeordneten
Strahlen einer Involution dar. — Die vorstehende Be-

merkung Pliicker's erscheint, wie sie a. a. O. steht, kaum
als etwas anderes, als ein geistreicher Einfall; sie gewinnt
jedoch wie wir sehen werden, principielle Bedeutung,
wenn man sie zur geometrischen Deutung der
conjugirten complexen Geraden

t4+wi=0 t—wi=0 L (®)
verwerthet.

Pliicker hat sich die Frage nach der geometrischen
Bedeutung der complexen Elemente jedoch nicht vorgelegt,
sie wurde zuerst von v. Staudt in der synthetischen
Geometrie aufgeworfen und vollstindig gelost, indem es
1hm gelungen ist, die zwei conjugirten complexen Elemente
auf geometrischem Wege von einander zu trennen. Der
Vortragende iibertrug 1871 die Staudt’schen Definitionen

*) System der analytischen Geometric 1835 p. 19.
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der complexen Elemente in die analytische Geometrie und
zwar leistete er das durch ein einheitliches, iiber-
raschend einfaches Verfahren®).

Um eine geometrische Darstellung eines complexen
Punktes der Ebene zu finden, braucht man sich nur an
seinen Ausdruck durch die homogenen Coordinaten zu
halten. Fihrt man an Stelle von x y drel Zahlen x; x,
x, durch die Gleichungen

N

‘ X, X
ein, so erscheint jeder Punkt durch das Coordinatentripel
X, X, X, bestimmb, wobei die Zahlen x;, x, x; jedoch
nieht vollkommen bestimmt sind, vielmehr eine jede noch
mit einem und demselben Factor multiplicirt merden darf.
Durch die Tripel x,, x,, O erscheinen dann auch die un-
endlich fernen oder besser uneigentlichen Punkte der
Ebene dargestellt.

Legt man sich nun den complexen Punkt

0X; = ar - el @=123) (3)
vor, so wird er auch durch das Wertsystem
o' = (x + A1) (o + B 1) = (vor —A3) 4~ Qo - %By) 1
dargestellt; denn dieses geht aus (3) dadurch hervor, dass
jede der Coordinaten o, - B, 1 mit derselben Zahl » ++ A1
multiplicirt wird. Demnpach list sich der complexe Punkt
(8) nicht durch das Paar der reellen Punkte 2, g (d. i
der Punkte mit den Coordinaten oy a, @y und B, 8, 85)
darstellen, wol aber durch die Gesammtheit der Paare von
reellen Puunkten, welche durch die Coordinaten

pé = w0y — AB; (r=1,2, 3) “)
und

oM = Ao + %B: (r=1,23) )]
bei willkiirlichen Werthen von =x, A bestimmt sind. Die
aus je einem Punkte (4) und dem zu gehdrigen Punkte (5)
bestehenden Paare bilden bekanntlich eine Involution

Yy Vgl. Mathematische Annalen Bd. IV p. 416—441.
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aut der Geraden « B und zwar eine solche ohne reelle
Doppelpunkte. Sie gilt uns als die geometrische Definition
des complexen Punktes (3) und des ihm conjugirten.
Will man aber den ersteren von letzterem isoliren, so
muss man sich die Involution in dem durch die Aufein-
anderfolge der drei Punkte «, a - pf (2>0), B bestimmten
Sinne beschrieben denken. Hierbei verstehen wir unter
dem Punkte o -+ p@ denjenigen, dessen Coordinaten
a4 pBiy ap -+ pByy oy + pds sind.

Dem complexen Punkte der Ebene steht polar die
complexe Gerade derselben gegeniiber. Man braucht in
(3) — (5) nur die Punkteoordinaten x, durch die homogenen
Liniencoordinaten u, zu ersetzen, um als geometrische
Darstellung zweier conjugirten complexen Geraden einen
involutorischen Strahlbiischel ohne reelle Doppelstrahlen
zu erhalten. Denkt man sich diese complexen Geraden
durch die Gleichungen (2) gegeben, so dass t w jetzt
lineare homogene Functionen der x, x, x, bezeichnen,
5o erhiilt man die beide darstellende Involution einfach
dadurch, dass man eine der Gleichungen (2)
mit einer willkiirlichen Constanten » - X i
multiplicirt und dem Strahle, dessen Gleichung durch Null-
setzung des reellen Bestandtheiles des Productes erhalten
wird, denjenigen zuordnet, dessen Gleichung die Null-
setzung des Coefficienten von i liefert. Da

(42l E+wi))=@t—Aw) 4+ At4 xw)
ist, so besteht demnach die in Rede stehende Involution
aus den Strahlenpaaren

M—Aw=0 Mt 2w=20
bei willkiirlichen %, A. Sie ist, um insbesondere die Gerade
t |- wi = o darzustellen, in dem durch die Strahlen
t=20 t4pw=0 (1>9) w=20
definirten Sinne zu beschreiben.

Auf ein dem letzten Ergebnisse éihnliches kann auch
die o. mitgetheilte Bemerkung Pliickers fithren. Da
neben den Ausdriichen t — w i, t + w i auch
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t—wi t+wi

1+ ai 1—oai
complex-conjugirt sind, so wird man zur Deutung der
complexen Geraden (2) nicht allein das Paar der reellen
Strahlen t = 0 w = Q0 verwenden dirfen, sondern man
muss dazu die Gesammtheit aller durch die Gleichungen
u =0 v=0d. i (1a) dargestellten Strahlenpaare heran-
zichen, Dabei sei hervorgehoben, dass auch

G+w) QlFad)=0Ct—aw + (@t+ wi
ist.

Die im Vorstehenden entwickelte Deutung der com-
plexen Elemente ist nicht die allein mdgliche, wohl aber
die fruchtharste. Namentlich vermag die analytische Ver-
werthung derselben der synthetischen Geometrie, welcher
die complexen Elemente oft Schwierigkeiten verursachen,
niitzliche Dienste zu leisten. Ein ausgezeichnetes Beispiel
“hierzu bietet die lineale Construction von beliebig vielen
Punkten eines durch einen reellen und zwei Paare com-
plex-conjugirter Punkte bestimmten Kegelschnittes, welche
der Vortrugende auf analytischem Wege gefunden hat.
Sie wird von Hrn. F. Spath, welcher einen analytischen
und einen synthetischen Beweis zu ihr gegeben hat, in
-den ,Monatsheften fiir Mathematik und Physik¢ ver-
“offentlicht werden.*)

") Vgl. die inzwischen im 1. Jahrgange jener Zeitschrift er-
. schienene Abhandlung desselben: ,Lineale Construction von Kegel-
schnitten aus theilweise imagingren Elementen«.
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