
Zur Theorie der Elimination.

Von E. Netto.

Für die analytische Geometrie ist der Satz von g-rosser

Wiclitigkeit, dass, wenn ein k-facher Punkt einer Curve mit

einem 1-faclien einer anderen zusammenfällt, dieser Punkt als

(k.l)-facher Schnittpunkt beider Curven zu zählen ist; und ebenso,

dass, wenn ein k-facber Punkt einer Fläche, ein 1-facher einer

zweiten und ein m-facher einer dritten F'läche zusammenfallen,

dieser Punkt als (k .l.m)-facher Schnittpunkt der drei Gebilde zu

zählen ist. Ich will für den allgemeinen Satz, aus welcliem die

beiden angegebenen fliessen, einen strengen arithmetischen Beweis

geben, der als Voraussetzungen nur die einfachsten Begrift'e über

Resultantenbildung in Anspruch nimmt.

Ich bedarf dazu einiger Vorbereitungen.

Wir wollen annehmen, jedem Summanden einer Summe sei

ein beliebiges Gewicht beigelegt worden. Unter dem unteren
G r e n z g e w i c h t oder kürzer , (da wir mit anderen in der

Folge nicht zu thun haben), unter dem Grenzgewichte (G. G.)

wollen wir ein Gewicht verstehen, unter welches kein Gewicht

eines der Summanden sinken kann ; die genaueste Bestimmung

des G, G. beruht also in der Angabe des niedrigsten, wirklich

vorkommenden Gewichtes bei den Summanden. Der Einfachheit

halber beschränken wir uns von vorn herein auf nicht negative

Gewichte und G. G. Bezeichnen wir nun mit gj, g.,, . . . gn

die G. G. einer Reihe von einander unabhängiger Grössen Uj, u«,

. . . Un, wobei die u so angeordnet sind, dass kein folgendes g
grösser ist als ein vorhergehendes, dann haben

S(Uj), S(UjU,), . . . die G. G. g„ g, + g,, ....
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Dabei bedeuten die S symmetrisclie Functionen, deren Leitglied

durch das Argument gegeben ist. Es folgt, dass die Coefficienten von

(u — Uj) (u — Uo) . . . (u — Un ) = n° — au°-i + bu^-^ _ _ ^
der Reihe nach die G. G. Yi = gi? T- = 81 + g'-j' • • • baben.

Dieser Satz lässt sich umkehren. Hat a das G. G. Yi? so niuss,

da a = S(Uj) ist, Yi das kleinste G. G. eines der von einander

unabhängigen u sein; da b = S(UiU2) ist, muss, wenn b das

G. G.
Y-2

^i'^tj
(T-2
— Ti) ^^^ nächst grössere G. G. eines zweiten

der u sein, u. s. w. Wird somit eine sjiumetrische Function

S(Uik u.,1 u.°i
• • . nP) (k > 1 > m > . . . > p)

im Anschluss an die letzte Gleichung gebildet, so ist das G. G.

dieser Function gleich

l^- I, + 1-(T.2 — Ti) + in-(T:3 — T.) + • • • + P.(Vn — m-i).

Von diesen allgemeinen Sätzen wollen wir nun AuAvendungen

machen. Es seien die beiden Gleichungen

(1) f(x) = a,x'+ar-iX^-^-f ...+ a,,xr' + a^,_^xr-^ +...4_n„=0

(2) g(x)=b, x-'' + b,_iX-^ + ... + b, x^+b3_iX^-^ + ...+ b,.=0

gegeben. Wir erteilen den a^, . . . a. ; b^, . . . b^ die G. G. 0,

allen folgenden Coefficienten aj^, bj^ die G. G. k, so dass ins Be-

sondere ao das G. G. p, und b^ das G. G. o hat. Dann haben
p

der Wurzeln Xj, x„, . . . Xi- von (1) das G. G. 1, und die übrigen

das G. G. 0; und es hat ferner die symmetrische Function

(B) S(x,P^ x/^ . . . xD das G. G. (p.-, + i + Pr-, + . + • • • + P,).

Wir bilden nun die Resultante von (1) und (2)

(4) g(x,) g(x,) . . . g(x^.) = [b^x^ + b,_, x/-' + . . + b^ x^+..+bo]

und suclien für sie das G. G. zu bestimmen. Die einzelnen Sum-

manden des ausgeführten Produktes haben die Form

(5) b,br,b.^...S(x-X^xT...).

Die Summanden der einzelnen Factoren rechts in (4) zerlegen

wir in zwei Teile; die ersten erstrecken sich vom Anfangsgliede

bg Xi bis zu bg x^, die zweiten von da bis zu Ende. Diese Ein-

teilung sei in jedem Factor durchgeführt. Tritt nun in einen

Summanden von der Form (5) ein Glied der ersten Art ein (etwa

a > a), so wird sein G. G. sicher nicht vermehrt, wenn man dieses

Glied durch das entsprecliende b^x
^
ersetzt ; denn das alte wie das

neue b haben das G. G. Null, und der Exponent von Xj, der nach
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Wir wollen liier bemerken, dass wir für den Fall von zwei

Variablen das zu beweisende Tliurem bereits als richtig erkannt

haben, und zwar in der Form: Erteilt man in (6) und (7) den
Coefficienten solche G. G., dass bei den Gewichten 1

für X und y das G. G. von f gleich p und das von g
gleich a wird, dann haben die Coordinaten von pa der
Wurzeln des Systems f = 0, g = die G. G. 1,

Wir nehmen jetzt zu (6) und (7) noch eine dritte Gleichung

hinzu

(11) h(x, y) = Sc^. x-''y'- (x + >. = 0, 1, . . . t)

und geben den c.^-, (^- + ^^ > ^) ^^ie G. G. und den Cj,)^ (x -f- X < t)

die G. G. (x — x— X). Dann bilden wir wieder die Resultante

(12) h(x„y,).h(x,,y,) .... h(x^^,yj

und verfahren, um ihr G. G. zu berechnen, genau wie im vorigen

Falle bei zwei Gleichungen. Wir teilen also die Glieder von (11)

in zwei Teile, deren erster alle die enthält, bei denen x -|- X > x

ist. Tritt in einem Summanden
"

c,ßC.^,, . . . S(x/y,^ x,Ty.^^
)

von (12) ein Summand des ersten Teiles auf, so kann man ihn

ohne Erhöhung des G. G. durch einen solchen ersetzen, bei dem
X -|- X = X ist. Das Gleiche tritt, aus denselben Gründen wie

oben, bei einem Summanden des zweiten Teiles auf; so folgt, dass

c^^(x,x, . . . xj- (y,y, . . . yj (x + >^ = t)

das G. G. liefert. Dies ist also nach (9) und (10) pa(x -f- K) = pax.

Unsere allgemeinen Annahmen über die G. G. werden durch

die folgenden Festsetzungen nicht gestört. Wir nehmen

^A = ^vJß + '^/Xi^' + ^Ai^^^ + • • • + a^x, r-x-X 2
^~''"~

K. = Kl^ + b-/.7aZ + b,;/,,Z- -I- . . . + Kx^^^y.-iy'''-'^

schreiben statt f, g, h jetzt

f(x,y,z) = :i:a,;,,,x''y"^zi^ (x + X + j. = 0, 1, . . . r)

(12) g(x,y,z) = ^Iv^^^x-^-y'^z''^ (x + A. + [x =. 0, 1, . . . s)

h(x,y,z) - ^c^^^j^x'-'-y'-zl^ (x + k -f ji. = 0, 1, . . . t)

und geben den a^^a ^las G. G. p— (x -(- X -f jx) oder 0, je nachdem

die erste Differenz positiv oder nicht positiv ist; und ähnlich

verfahren wir mit den b.//,j, Cyj„ und a— (x -f- 'k -f- n) bezw.

6
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t— (x -j- 'k -\- [j.). Ferner soll z das G. G. 1 haben. Dann hat nach

unserem obigen Resultate die Eliminante E(z) das G. G. pat.

Dasselbe bleibt bestehen, wenn wir vermittels der Liouville-

schen Substitution

(0 = UjX -f u._,y -|- U.5Z

an Stelle Ton z in (12) <o einführen und dann die Eliminante

R(co) bilden. Daraus folgt dann wie oben, dass par der Wurzeln

des Systems (12) in allen drei Coordinateu die G. G. 1 besitzen.

Folglich gelten, entsprechend modificirt, die obigen Sätze über

symmetrische Functionen u. s. w.

In derselben Weise kiuinen wir zu mehr Variablen aufsteigen,

indem immer nur die verwendeten Schlüsse wiederholt werden.

Unsere Methode zeigt uns also die Gültigkeit des allgemeinen

Satzes: Geben wir den Variablen z^, z.,, . . . Zq in den
Gleichungen

(13) fx(zi,z,, ... z„) = (X = 1, 2, ...m)

die GeAvichte 1 und den Coeffi cienten solche G. G., dass

jedes f,^ das G. G. p^ erhält, dann haben (p,. p., ... pm) der

Wurzeln des Systems (13) in ihren m (U)ordinaten das

G. G. 1.

Von diesem allgemeinen Satze machen Avir eine Anwendung,

indem wir alle diejenigen Coefficienten in jedem f^ gleich Null

setzen, deren zugehörige Potenz-Produkte geringere Dimension

haben als py beträgt. Die übrigen Coefficienten nehmen wir als

constant mit dem Gewichte an. Tragen wir wieder statt Zm

03 = U^Zj + U._,Z.2 + . . . -f UmZm

ein und berechnen die Eliminante R(o)), so ist ihr G. G. auch

PaP-2 • • • prn; da aber alle hier vorkommenden Coefficienten ganze

Functionen unserer Constanten sind, so ist dies nur möglich, wenn

Glieder w'^, bei denen X < (p,p._, . . . p^) ist, überhaupt nicht auf-

treten. Das zeigt: Ist (0, 0, ... 0) eine p, -fache Wurzel
von i] = (>^ = 1, 2, ... m), dann ist (0, 0, ... 0) eine

(p]P.> . . . pm)-fache Wurzel des Gleichungs-Systems (13).

Durch diesen Satz haben wir nur eine untere Grenze für

die Multiplicität angegeben. Es lassen sich aber sofort Fälle

construiren, für welche diese Grenze auch nicht überschritten

wird. Dazu reicht es z. B. aus, jedes fy nur von der einen Variablen

Zx abhängig zu machen und dafür zu sorgen, dass z X = genau
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eine p, - fache Wurzel von 4 = o wird. In diesem Falle kann
offenbar keine höhere Multiplicität erreicht werden, als die oben
angegebene. Daraus schliessen wir: das obige Theorem giebt
im allgemeinen Falle die wahre Multiplicität.

Was von dem besonderen Punkte (0, 0, ... 0) bewiesen

wurde, gilt, wie man durch Coordinatenverschiebung erkennt, für

jeden beliebigen Punkt (q^, q.,, . . . q^i), so dass wir sagen können

:

Ist (q^, q.^, ... qm) eine
p/ -fache Wurzel der Gleichung

f/_ = (X = 1, 2, . . . m), dann ist (q^, qg, . . . q^) im all-

gemeinen Falle genau eine (o^ p.. . . . p )-fache Wurzel
des Systems (13).
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