Zur Kinematik hoher Geschwindigkeiten.
von

W KAUFMANNY)

I. Einleitung und Endergebnis

Das ,Relativititsprinzip der Mechanik“ (R.Pr.d. M.) besagt,
dafl durch keine, wie auch immer geartete Beobachtung mechani-
scher Vorginge eine gleichférmige Translationsbewegung des Be-
zugsystems festgestellt werden kann, in welchem der Beobachter
ruht. Mathematisch 1iafit sich das R. Pr. d. M. durch folgende Aus-
sage ausdriicken:

,Der Impulserhaltungssatz“ in der fiir ein abgeschlosse-
nes System giiltigen Form:

(1) d(23)/dt = d (Xma)/dt =

ist invariant fiir jede Transformation zwischen ,Inertialsystemen®,
das sind solche Systeme, die sich blofl durch eine gleichformige
relative Translationsbewegung voneinander unterscheiden. Beim
Ubergang von einem urspriinglichen System K zu einem hiergegen
mit der Geschwindigkeit q, bewegten System K’ transformiert

sich (1) also in:
(2) d(2F)/dt =d2 (m'®’) /dt =0

Dies folgt in der Tat sofort, wenn wir die klassische (Euklidisch-

") Dic hier verdffentlichte Arbeit war bereits im Frithjahr 1939 abgeschlossen. Die personliche
Lage des Verfassers seit 1933 machte ihm eine Verdffentlichung im Inland unméglich, doch
erfolgte Versand von Abschriften an cinige Fachgenossen. Der Kriegsausbruch verhinderte auch
die vorbereitete Verdffentlichung im Auslande. Erst nach Krlegsende konnte 1946 ein stark
sekiirzter Auszug der Arbeit unter dem Titel ,,Zur Mechanik hoher Geschwindigkeiten’* in den
Nachrichten der Akademie der Wissenschaften in Gértingen verdffentlich werden, dessen Er-
scheinen der Verfasser nicht mehr erlebte. Der Naturforschenden Gesellschaft in Freiburg i. Br.
erscheint es als eine: Ehrenpflicht gegen den um die Wissenschaft der Physik hochverdienten
Verfasser, dessen letzte wissenschaftliche Abhandlung ungekiirzt der Offentlichkeit iibergeben
zv diirfen, in der Uberzeugung, daf die spite Drucklegung immer noch hinreichendes Interesse
bei den Fachgenossen finden wird.
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Newton’sche) Raum-Zeit-Vorstellung, nach welcher sich die Koor-
dinanten und die Zeit gemif:

(32) r T+ qur@3b)t=c (meist ,,Galilei-
also Transformation®
(4) q -—=dt/dt==dt’/dv’ +a, 9+ q, | genannt)

transformieren, mit der frither fiir selbstverstindlich gehaltenen
Annahme kombinieren, dafl die ,,Masse“ m unabhingig von der
Geschwindigkeit und vom Bezugsystem, also

(5) m = m’
sei; denn dann wird nach (3b) und (4):

6  dEme)de=2(mdq’/de)=3(md/dt)=d(Zma)/dc
Wir sehen also, daff hier die Invarianz von (1) von drei Be
dingungen abhingt, nimlich von (3a), 3b) und (5). Die

Bedingung (5) pflegt in den ,,Klassischen“ Darstellungen als ,,selbst-
verstindlich® gar nicht besonders erwihnt zu werden.

Nun hat aber die experimentelle Forschung seit Beginn dieses
Jahrhunderts zwei fundamental neue Tatsachen
der Mechanik als richtig erwiesen, nachdem schon vorher
theoretische Erwigungen auf anderen Gebieten der Physik sie vor-
ausgesagt hatten, nimlich:

A) Die nichtlineare Abhingigkeit des Im
pulsvektors von der Geschwindigkeit, so dafl in

J=m4q (giiltig fiir einen einzelnen Massenpunkt) die
.-Masse“

) m = m(q)
eine Funktion von q ist.

B) Den Satz von der ,Trigheit der Energie“, wonach jeder
Energie E eine ,trige Masse®

(8) m=— E/c?

zugeordnet ist Hierbei ist ¢ eine Konstante von der Dimension
einer Geschwindigkeit. (Uber ihren Zahlenwert s. Abschnitt V.)
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Wir betrachten im Folgenden (7) und (8)als Ausdriicke
unbezweifelbarer experimenteller Ergebnisse,
wobei (8) an rein mechanischen Tatsachen, nimlich den Energie-
und Massen-Bilanzen der ,,Kernstofi“-Versuche gepriift ist. Ebenso
miissen wir das R.Pr.d.M,, also die Invarianz von (1)
als unbezweifelbare Tatsache betrachten. Beides
zusammen ist aber offenbar mit den Transforma
tionsgleichungen (3) und (4) nicht mehr ver-
traglich.

Die neuen Bezichungen (7) und (8) bedingen vielmehr auch
eine neue Kinematik, d. h. von (5) und (6) ab-
weichende Transformationsgleichungen. Die
Auffindung dieser Transformation bildet den Inhalt des Folgenden.
Wir nehmen das Resultat gleich voraus; es lautet:

Die Gleichungen (3) und (4) sind zu ersetzen durch die Glei-
chungen der sogenannten ,Lorentz-Transformation®
und das aus dieser folgende relativistische ,Addi-
tionsgesetz der Geschwindigkeiten®

Wir gelangen somit durch Betrachtungen, die der reinen
Mechanik angehoren, zu der gleichen Raum-Zeit-Auf-
tassung, wie sie in der ,Speciellen Relativitits-
theorie (Sp.R.Th.) unter Zugrundelegung optischer Tat-
sachen entwickelt worden ist').

II. Einige wohlbekannte Beziehungen mogen
zunichst abgeleitet werden: Ein ruhender Massenpunkt habe dic
Masse m(0) = m,, also die (innere) Energie E; myc%. In be-
wegtem Zustande habe er die Energie E = mc¢? Die Differenz
beider ist die ,kinetische Energie“

(9) Ekin  (m-m,)c?

Es wirke auf den Massenpunkt eine Kraft F in Richtung der schon

vorhandenen Bewegung, dann ist nach dem zweiten Newton’schen
') Von G. N. LEWIS und C. TOLMAN (Phil. Mag. 18, 510, 1909) sind dhnliche Betrachtungen an-

gestellr, die jedoch von der (optisch begriindeten) Lorentz-Transformation und den mechanischen
Erhaltungssitzen ausgehen und auf Grund rein mechanischer Betrachtungen zur Formel

mg ~ myVI—=8 — m, o (8)

gelangen.
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Axiom F=j und nach dem Energieerhaltungssatz die
sLeistung®:

(10) q- F—E=4 - dE/dq=q- J=q- d(mq)/dt=q- d(mq)/dq-q

oder, wegen (9):
(10a) dE/dq — c¢*dm/dq = qm + q*dmi/dq
Schreiben wir zur Abkiirzung: 9 = f, so erhalten wir aus (10a):

(10b) (1—8%) dm/df — mp
oder

(11)  (dm/dB)/m = —*' (—2/)/(1—F?)
oder integriert:

In(m} —'2 In (1—B* + In (m,)
oder: (12) mp — m,/VI—B" — m, ¢ ()

(die Gleichungen (7) und (8) sind also nicht unabhingig voneinander,
sondern aus (8) ergibt sich fiir (7) die ganz bestimmte Form (12)).
Das ist die am Elektron (Kathoden- und j-Strahlen) weitgehende
verifizierte Abhingigkeit. Eine direkte Verifikation an ungeladenen
Massenpunkten (Atomen oder Atomkernen) ist wegen ungentigen-
der Grofle der erreichbaren Geschwindigkeiten noch nicht moglich.
Fir den Impuls und die kinetische Energie eines Massenpunktes
von der , Ruhmasse m, und der Geschwindigkeit q erhalten wir
somit

(13) J m, ¢ VI—B* (13b) E. mect{ 1/V1—8 — 1]

IIl. Zum Beweise unserer am Schlusse von
Abschnitt I gemachten Behauptung betrachten wir
nun ein Geschoff, das sich in einem relativ zur Erde ruhenden
Bezugsystem K parallel zur X-Achse — die wir uns horizontal
denken mogen — geradlinig gleichférmig mit der Geschwindigkeit
u, bewege.

An irgend einer Stelle seiner Bahn explodiere das Geschof,
wobei den Sprengstiicken, welche getrennt die Gesamtruhmasse
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Y m, (einschlieflich der Pulvergase) haben, die vorher als potentielle
Energie gespeichert gewesene Energie A\ E als kinetische Energie
erteilt werde.

Es seien:
J= Vv W+t der Impuls nebst Komponenten
Vi@ ¥ Far die Geschwindigkeit nebst
q~ x y z

Komponenten

im System K ; J’ und q’ seien die entsprechenden Groflen in einem

mit der Geschofigeschwindigkeit u, sich bewegenden System K’.
Ferner sollen die Indices 1 und 2 die Zustandsgroflen vor,

bzw. nach der Eyplosion (z.B.: J’; die X-Komponente von J in K’

vor der Explosion) bezeichnen.

Wir schreiben im Folgenden zur Abkiirzung:

(14) (1 —uvcH =R, (1—q}c)—R,

1

(1 — q?ic)—R;

1

Dann erhalten wir gemiff (13a) und (13b) die folgenden Glei-
chungen?):

(152)  Jux= (2 m, + A Elct) u,VR,

(15b) Jl,y - O
(15¢) Ji,.=0
a X
(15%) b J{y=o0
(& z
(a X u
(16) b Livi=2m {v | 1VRK
C ¥4 W.

1

!} Daf auch in K’ geschrieben wird: ¢, und nicht ¢, ist durch die postulierte mechanische Rela-
tivitdit gerechtfertigt. Ein vom Bezugsystem abhingiges ¢ wiirde diesem Postulat widersprechen
und die prinzipielle Méglichkeit der Feststellung einer ,,absoluten Bewegung* mit sich fiihren.

AE

N. B.: Um diesen Betrag ist die Masse des Geschosses grofier als die seiner Bruchstiicke
2

und der Gase.
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X i

[a J u’ l TR}
(16)) l-b J;l.v Ym { v 1VE,
c z l

>

7

(17)  AE/¢* = Eukic? —2m; (1 VR, 1)
oder
(18)  (Xm; +AE/c) ¥m; VR (Erhaltung der Massen)

(NB: An den R; und R’; ist, da q; und q’; blofl nach der Explosion
ungleich Null, der Zahlenindex fortgelassen.)

Aus dem Impulserhaltungssatz (Gl. 1. und 2) folgt Glcichheit
der einzelnen Komponenten von | und J’ vor und nach der Ex-
plosion, also:

[2] [ ] [ x)
(19) by Ly Jooyyyp O
le] 2] 2]
und
[ 2] [ *)
(19%) : b } ];{ y } -0
[ ] 2]
oder: (nach 16a, 15a und 18)
(20a)  Xm u VR — u VR, m /VR’ - 0
(20b) Xm, v, VK 0
(20¢) Xm w, VK 0
[ 2] b’ .
@1 by Ym v | 1VR, o
[c] | w7

Die u, Vl{i usw. einerseits und die u’, \/R’i usw. andererseits sind

aber miteinander durch die zwischen K und K’ gegebenen
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Transformationsgleichungen

verbunden, welche die v, v, w’ in dieu, v, wiiberfiihren.
Da die Gl 19 bis 21 fiir q « c in diejenigen der klassischen Mechanik
iibergehen, so mufl das gleiche auch fiir die gesuchten Transfor-
mationsgleichungen gelten. Wir haben also zunichst nach der all-
gemeinsten Form der Funktion

(22) u = f (u, u)

zu suchen, welche dieser Bedingung und dazu den aus der Gleich-
wertigkeit aller K-Systeme und der Isotropie des Raumes (Gleich-
wertigkeit aller Richtungen) folgenden Beschrinkungen geniigt.

Dazu machen wir den Ort irgend eines Sprengstiickes m; (in-
dem i im Nichstfolgenden fortgelassen) zum Nullpunkt eines drit-
ten Bezugsystems K” und betrachten von K aus die Bewegung
des Nullpunktes von K. Dann erhalten wir:

23) w” — u f(— v, — up)

Ferner mufl blofle Richtungsumkehr von u, und u’ bei unver-
andertem Bezugsystem auch u bloff umkehren. Auf (23) angewandt.
ergibt dies

24) + u = f (0, uy)
Es gilt also, nach (22) und (24):

(25)  f (0, uy) — f (u,, u’) ,Vertauschungsrelation®
und nach (22), (23) und (25):

26) f (— u,, — u) — f (up, ) Umkehrungsrelation“
Wir entwickeln f in eine Potenzreihe:

27)  f (ug, u) — XX Apn (@™ u'™)

Da fiir uyy ==~ 0 und v — 0 auch u 0 werden muf}, so kom-
men bloff positive Exponenten in Betracht, also:

(27a) m =1, 2, 3, n=1,23
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Aus (26) folgt, daf} (m\i n) eine ungerade Zahl sein mufl.
Ferner mufl wegen (25) sein:

(27b) Amn - Anm

Wenn wir also die Glieder mit A__ und A _ paarweise zusam-
menfassen und noch zur Abkiirzung schreiben

(28) m—n=h (h=1,3,5 )
so erhalten wir Glieder von der Form

(282) Amn  (uy W)™ (u+ wh)
Nun ist aber

(29) ulh F+ uwh = (ugF WP — (@,  w) () (@t + wh?)

— (uy W) (121) (ue"=* + wh=h —
Fortsetzung des gleichen Verfahrens mit den Summengliedern der
rechten Seite ergibt schliefllich eine Reihe nach ungeraden

Potenzen von u, + u’), jeweils multipliziert mit einer Potenzreihe

von (u, U’). Sondert man nun aus dem Ganzen den gemeinsamen
Faktor (u, + w’)*! aus, so erhilt man schliefflich

(30)  u = f (u, W) = (e +w) k ((up +w), (w, w)),

wobei in der Funktion k die Grofle (u, + u’) bloff in positiven
geraden, (u, ') in beliebigen positiven Potenzen vorkommt und

30a) k (0,0) = 1 sein muf.

Fiir die y- und z-Komponenten folgt aus ihnlichen Betrachtungen:

>

(31) v Vieow (U U)W w e % (u,, U) 0,0) — 1.

Wir setzen (30) in (2Ca) ein und subtrahieren die mit einem will-
kiirlichen Faktci- A multiplizierte Gl. (21a); dann kommt:

32) ¥ m, | (k/VR — 1/VR, k) u,
+ (k/VR, — »/VR) w0
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Da » willkiirlich ist, so koénnen wir ihm den Wert 1/Vk, geben.
Wir multiplizieren mit VE, zichen v VR’ heraus und erhalten:

(33) = (m w/VR (k. VRR/R —1) (u, +u)'v)) 0
Schreibt man:
m, u//VR — v, und (k, VRR,/R, — 1) (u;+u))/u; 9
so wird aus (33) und 21a):

(34) X & v, 0
und

(35) 2y, O

Wir multiplizieren (35) mit einem von den y; und u’ unabhingigen,
aber sonst willkiirlichen Faktor « und subtrahieren von (34). Dann
wird:

(6) X (h—wy, =0

Betrachten wir die §; undy, als Funktionen deru, so hat 4, einen

stetigen Verlauf; dagegen ist v, das ja die ganz willkiirlich {iber die
u; verteilten Massen enthilt, vollig regellos, bis auf die Nullbedin-
gung (35). Die Gl. (36) ist also nur erfiillbar durch:

(37) % w w @) (& VRRJR — 1 (u, + u)hy

« soll fiir jeden beliebigen Wert von u; den gleichen Wert haben,

also auch fiir u; = — u,. Da nun, wie oben gezeigt, k; blof} positive
Potenzen enhilt, also fiir (u, + u;) = 0 endlich bleiben muf}, so
folgt:

38) wu=20

Hiermit ist aber (37) fiir beliebige Werte von uy und w bloff ver-
einbar, wenn die erste Klammer gleich Null, oder (unter Fort-
lassung der i-Indices im Folgenden)

39) k2 RIRR,
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Schreibt man nun die R wieder nach Gl (14) aus, setzt dort

Q2 — u? + v2 + w? und wegen (30) und (31)
q? k2 (W2 + w?) + 2 (v + w?)

und setzt dies in (39) ein, so wird schliefflich:
(40) (1 +uyw/c?)? — (v2+w?) (1 — ulic?—x2k?ict 1k

Nach (30) ist die Funktion k bloff von u, und u’ abhingig. Dies ist
mit (40) bloff vereinbar, wenn die mit (v’? + w’?) umtiplizierte
Klammer gleich Null ist, also:

(40a) »*k? — 1 — uy/c? und (40b) 1/k? (14 u, u’/cz)2

Da fiir u, =0 gilt: u = v, also k = 1 werden muf, so kommt fiir k
und ebenso fiir » blofl die positive Wurzel in Betracht; also wird:

(41)  k—1/(1+uuict) »=V1 — u2/c?/(1 +u, u'/c?)

Wie leicht zu sehen, sind hiermit auch die Gleichungen (20b) und
(20c) erfiillt. Es wird somit nach (30) und (31):

(432) u=(u, + w) / (1 + u,u/cH)
(43b,c) vivv — wiw' V1 — u, wicz/ (1 + u, u'/c?)

IV. In den Gleichungen (43) erkennen wir sofort dasrelati-
vistische Additionsgesetz der Geschwindig-
keiten wiees A. EINsTEIN ausder optisch begriindeten
,.Lorentz-Transformation® abgeleitet hat, wihrend es hier als Folge-
rung aus der reinen Mechanik angehdrigen Betrachtungen
erscheint. Wir suchen nunmehr nach derjenigen Transformation der
Raum-Zeit-Grofien, welche durch Differentiation zu den Gleichun-
gen (43) fiihrt. Dafl die Lorentz-Transformation diese Bedingung
erfiillt, ist bekannt: Es bleibt zu beweisen, dafl sie die einzige ist,
welche zugleich mit der Isotropie des Raumes vertriglich ist.

Es ist also die Form von vier Funktionen zu bestimmen:

44) x, — f (x/, x5 %, x.);

m 30

m:1b154; lex; XZ"*— v, XJ'T Z;X4::t
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Wir schreiben im Folgenden:

x;n 1 bis 45 also: x,=x,x, y,x,=2,x,=1t

n
(45) == ox_[ox,==dx_[bt;also u/=u; u, =v; u;=—w; u, =1
. . P H ) ’
und: u’ — ox’ 10X, X’ /ot
also u, —usu,= Vv;u,=w; u, =1
(46) a_ = dx_/ox
mn m n

Dann wird:

n=—+4
(47) dx, = x a_ dx’
n=1
Wir dividieren die ersten drei der Gleichungen (47) durch die vierte
und kiirzen rechts durch a,, dx’,. Dann wird:

Yu a /a
¢ n mn' 44
(48) u, == eI s
= “n 4n’ <44

Die a_  konnen, da nur von der Form der Transformations-
gleichungen abhingig, die u| nicht enthalten. Setzen wir also in (48)
links die Werte aus (43) ein, so miissen wegen der Unabhingigkeit
der w voneinander ihre Koefficienten auf beiden Seiten im Zihler
und im Nenner einzeln iibereinstimmen, und es wird:

(49)  ox,Ox’, =a,; . U,

blebx’z = ox,/0x', = 344/\/1 — /e

dX,/5%’ = a

ox, /0%’ ~ a, u

2 y o
44 o€ X, /0X, = a,,

Alle tibrgen a_  werden Null.
Somit:
a) dx/a, ~ dx’ + u, dv
b) dyla,, dy’/Vfi—qu/_CZ
c) dz/a,, = dz’/Vl—_—uOZTCZ
d) dt/a de’ + u, dx’/c?

(50)

44
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Wegen der Gleichwertigkeit der Systeme K und K’ (Isotropie des
Raumes) diirfen die Auflésungen der Gl. (50) nach den gestrichenen
Groflen sich von den urspriinglichen Gl. (50) blof} durch das um-
gekehrte Vorzeichen von u, unterscheiden. Dies fithrt zu:

(51)  a, = V] — uic?

Es ist also a,, eine von den Koordinaten unabhingige Konstante,
und die Gleichungen (50) sind lineare Gleichungen mit konstanten
Koefficienten, deren Integration ergibt:

Q) X = (X F o OV - u?e?

’

(520 by y oy o z=z

)

d) t (¢ ou, XA VT — u2ic?
(Die Integrationskonstanten sind gleich Null gesetzt und dadurch
die Systeme K und K’ fiir t = 0 zur Deckung gebracht.)

Das sind in der Tat die Gleichungen der Lorentz - Trans-
tformation, die wir hier aus rein der Mechanik angehérigen
Betrachtungen erhalten haben, nimlich Erweiterung der bekannten
Axiome der klassischen Mechanik durch die Energie-Masse Beziechung
E = mc? (an Stelle der klassischen Beziehung: E =E  + m, q* 2)

V Optik Durch (52) wird bekanntlich die Gleichung
(x2+ y?2 + ¥ — 2 t?) =0, das ist die kugelférmige Ausbreitung
eines Geschehnisses mit der Geschwindigkeit ¢, in die ganz gleiche
Form (x2 + y? + 2’2 — ¢? v%) =0 transformiert.

Da nun ¢ sich numerisch gleich der Licht-
geschwindigkeit ergibt (z. B. aus Messungen an raschen
Elektronen und Kernstofiversuchen), so erhalten wir als Folge -
rung unserer rein mechanischen Betrachtungen die Konstanz
und Isotropie der Lichtgeschwindigkeit in
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Inertialsystemen, d. h. denjenigen Satz, der in der ,Spe-
ziellen Relativititstheorie“ das Ausgangs-
postulat bildet. Alle weiteren Konsequenzen ergeben sich
natiirlich ganz entsprechend den Aussagen dieser Theorie.

Ich danke den Herren Fachgenossen, welche mich bei der end-
giiltigen Formung dieser Arbeit mit wertvollen Ratschligen unter-
stiitzt haben.

Freiburg 1.Br., im Mai 1939.
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