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Eine Methode zur Berechnung
des optimalen Kreisradius ringférmiger Molekiile

Von Friedrich Schréoder und Ludwig Engelhard
mit 4 Tabellen und 1 Abbildung

Zusammenfassung

Es wird ein Niherungsverfahren angegeben, welches es gestattet, fiir
planare ringformige Molekiile einen optimal beschreibenden Kreisradius
(ebener molekularer Wirkungsradius) auszurechnen. Damit ist es
moglich, schnell eine ziemlich genaue Aussage tiber die angeniherte Raum-
erfullung dieser Ringe in Kristallstrukturen machen zu koénnen. Es ist
ebenfalls noch sinnvoll, Ringe mit kleinen Substituentengruppen (—CH,,
—NH, usw.) auf diese Weise zu beschreiben.

1. Einleitung

Im Zusammenhang mit Packungsbetrachtungen an ringférmige orga-
nische Molekiile enthaltenden Kristallstrukturen ergab sich ein Interesse
an einer moglichst schnellen Abschitzung der GroBe dieser Ringe. Die
zu entwickelnde Methode sollte grundsitzlich jedoch auch eine gréBere
Genauigkeit in der Berechnung zulassen.

Als sinnvolles Verfahten zur Losung dieser Frage bot sich eine Be-
schreibung der Molekiile durch einen Kreis an. Um zu vereinfachten
Aussagen iiber die Raumerfillung dieser Ringmolekiile zu gelangen, wur-
den sie durch Kreise mit endlicher Dicke, also durch Zylinder angenihert.

Es wurden zunichst nur ebene oder nahezu ebene Ringe betrachtet.
Mit der Bestimmung des gesuchten Kreisradius () beschiftigt sich die
vorliegende Arbeit.

Die Raumerfiillung senkrecht zur Ringebene kann dann zusitzlich
meist recht genau abgeschitzt werden. So ergibt sich z. B. fiir das Tetra-
hydrofuran (THF) unter Verwendung der Werte fiir den C-H-Bindungs-
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abstand und den intermolekulaten H-Radius von Kirraicoropskir, die
Mittelwerte von aus Kristallstrukturbestimmungen erhaltenen Abstinde

o
sind, eine ,,Ringdicke” von 4,5 A. Bei Verwendung der Werte von
o
Pavring? errechnen sich 4,0 A.

Fir das gleiche Molekiil wurde nach dem hier angegebenen Verfahren
fiir den den Ring optimal beschreibenden Kreis ein Radius von 3,40 4 ca.

0,02 A errechnet. Diese beiden Werte vermitteln eine fiir viele Fille
geniigende Kenntnis von der Raumerfillung des Molekiils.

Unschwer kann auch bei nicht ebenen Ringen eine gréBere Abwei-
chung von der Planaritit in die Errechnung der ,Ringdicke* mit einbe-
zogen werden.

2. Die Beschreibung der Methode und der Verlauf
der allgemeinen Rechnung

Das Molekiil stelle ein Vieleck mit beliebig vielen, auch verschiedenar-
tigen Ecken dar. Die allgemeine und strenge Behandlung des Problemes,
einen das Vieleck optimal beschreibenden Kreis zu finden, fiihrt zu kom-
plizierten algebraischen Gleichungen. Im folgenden wird ein einfaches
Niherungsverfahren angegeben, dessen 1. Niherung im allgemeinen fiir
die meisten Zwecke genau genug ist.

Ein spezieller Ansatz fiir das THF-Molekil wurde geometrisch dadurch
gewonnen®, daf3 fir das c-Pentan ein Mittelpunkt errechnet wurde, der dann
bei einer ,,Abwandlung* dieses Molekiils in dasjenige des THF entsprechend
verschoben wurde. Durch Beriicksichtigung der Verinderung der Abstinde
Kreismittelpunkt — Atommittelpunkt konnte ein Ansatz fiir die Berechnung
des optimalen Kreisradius gewonnen werden, dessen zahlenmiBiges Ergebnis
mit demjenigen, nach dem votliegenden allgemeinen Verfahren gewonnenen
identisch ist.

Der allgemeine Ansatz beruht darauf, dafl das Molekil in der (Ring)-
Ebene als ein (geschlossener) Polygonzug betrachtet und mathematisch
so behandelt witd.

Zur Rechnung werden benotigt:

1. Die Bindungsabstinde (dy) der das Ringgeriist bildenden Atome.

2. Die Entfernungen (sy), tiber die sich das Molekiil iber diese Atom-

mittelpunkte nach auBlen erstreckt.
(Im folgenden mit ,,AuBlensphiren® bezeichnet.)

1 A. J. Kitaigorodskii, Organic Chemical Crystallography, New York, 1961, Seite 5 ff.
2 L. Pauling, Die Natur der chemischen Bindung, Weinheim, 1962, Seite 245.
3 F. Schroder und H. Puhl, unveréffentlicht.



BERECHNUNG DES KREISRADIUS RINGFORMIGER MOLEXULE 87

Im Falle des THF treten z. B. die folgenden AuBensphiren auf: a) C-H-Va-
enzabstand plus intermolekularer H-Radius; b) intermolekularer O-Radius.

3. Die Valenzwinkel (8).

Im Idealfall sollte bei einem ringférmigen Molekiil, das aus n Geriist-
atomen besteht, die Lage des 1. Atomes mit derjenigen des (n + 1)-ten
Atomes identisch sein. Die tatsichlich votliegenden Verhiltnisse am THF
werden in Punkt 6 diskutiert.

Zur Berechnung wird ein cartesisches Koordinatensystem eingefiihrt,
in dessen Ursprung eines der Eckatome des Molekiilgeriistes gelegt wird.
Dieses Atom erhilt den Wert 1 der Laufzahl k. Das Molekil wird gegen
den Uhrzeigersinn (mathematisch positiv) bis n durchgezihlt. Es erweist
sich als praktisch, die Valenzrichtung des n-ten zum 1. Atom auf die
x-Achse zu legen.

dq

dng \—h %
dn / )

n 1 X

Fig. 1: Die Lage des Polygonzuges im Koordinatensystem nach Vereinbarung

Dann gilt fiir die Koordinaten des k-ten Atommittelpunktes

k—1
X = d; cos oy + dy cos oy + dg, cos o, = > dj cos g ¢))
i=1

und

) k—1
yk = d,; sin oy + d, sin «, + dgsinep, = ¥ djsin g 2

i=1
wobeli definiert wurden: ¢ = 180° — 9y
und
0 = @15 0g = @1 + Pp; Az =

also

= 2 @i ©)
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Dann ist die Entfernung vom Mittelpunkt des gesuchten Kreises zum
Ende der AuBensphire am k-ten Atom

Ry = V(xk — X%+ Pk — ym? + sk 4)

wobei x und y, die Koordinaten des Kreismittelpunktes sind und s
der Radius der AuBensphire am k-ten Atom. Wenn p der gesuchte Radius
des optimal beschreibenden Kreises ist, dann gilt

Z (p — Ry)? —— Minimum.

Diese Bedingung ist nach den Variablen xpf, yum und p zu differenzieren.
Dieses ergibt

%1 (p—Rp)2E=0 (5) und daraus mit Gl. (4)
1 n
P = 2 R W
bzw.
Efi kzl (e—Rp2=0 (6) und daraus mit Gl (4)
M
Xg — Xy
—Ry) ——— =0 1I
k§=:1 \ o Ric — sk) D
bzw.
F kZl (p—RK2E=0 (7 und daraus mit Gl (4)
M
Z (e —Ry) (Rin) =0 (III)

Die exakte Losung dieser Gleichungen diirfte einigermaflen kompliziert
sein. Daher erscheint es sinnvoller, die Losung mit Hilfe einer Niherung
durchzufiihren.

3. Der allgemeine Verlauf der niherungsweisen Berechnung

Zur Berechnung der GréBen xy, y,; und p werden Schitzwerte (o
und y,) fir x,; und yy (z. B. aus einer maBstiblichen Skizze) ermittelt
detgestalt, dal3
Xy =X%X0 +6x (8a) und yy =yo + 0y (8b).

Es sind éx und 6y die Korrekturen der angeniherten Koordinaten x,
und y, beziiglich der wahren Mittelpunktskoordinaten x,; und y,. Dabei
sei zunichst angenommen, daBl éx und dy klein sind gegen xo und y,.
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Das Einsetzen der Gleichungen (8a) und (8b) in (4) ergibt

Ry = V(i — %0 — 6%)® + (i — yo — 8Y)? + Sk ®
Durch Ausmultiplizieren, Umformen und Vernachlissigen der Glieder
(6x)? und (dy)? wegen ihres geringen Betrages gegeniiber den linearen
Gliedern wird erhalten

Ry =~ V(xe — x0)? + (yk — v0)?
Vl_ 2x(xk—%0) 2y (k—1Yo)
Gk — %0 + (Jk —vo)*  (xk —%0)* + (Yk — ¥0)®

Durch Entwicklung in eine Taylorteihe und Vernachlissigung der Glieder
zweiter und hoherer Potenz wird erhalten

(% — X0)0% + (Y — Y0)9y L. (1)
V(xie — %0)? + (Yic — Vo)?

+ s (10)

Ry =~ /(xk —%0)? + (yk — yo)? —

Dieser Ausdruck ist jetzt an Stelle des Ausdruckes (4) zu verwenden, da
er als Unbekannte nur noch 6x und 8y enthilt. Wird die Gleichung (11)

in (IT) und (IIT) eingesetzt und verwendet, daB &; = 1 4 « ist fur

a«1, so ergibt sich unter Vernachlissigung quadratischer GroBen in
ox und dy:

n Xk — Xo

> (9 — Vxk —%0)% + (yk — yo0)? — sk
k=1 V(Xk — X0)? + (Y — Vo)?

4 Gk —x0)0% + (k—yo)dy ) ,(1 _x
V(i — %02 + (7 — V0)? *¥o

(X — %0)0X + (i — Yo)5Y) —0 (I1a)
Vi, — x0)2 + (k — yo)2*
und entsprechend
| Yk —Yo (9— V(xe —%0)® + (7 — V0)® — sk
=1 Y (x — %0)® + (Yk — y0)?
" —X0)0x + (Y — Yo)dy ) (1 ¥y
Vxk—%0)® + (i — ¥0)? T e
(X — X0) 0% + (Vi — }’o)5Y): 0 (111a)
Vi(xk — X0)2 + (yk — yo)2
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Das Ausmultiplizieren der Klammern liefert aus Gleichung (IIa):

2 X — Xg

2.
k=1 Y (xc — %0)? + (yk — y0)?
4 (Xx — X0)9x + (yk — Y0)dy
V(&®k —%0)2 + (yk — yo)?
(_ ox 4 (X — X0)0x + (yix — Yo)éY)] 0—

[— V(e — %o)® + (Y — yo)? — sk

+ (P — V(xk —%0)? + (yk — y0)? — Sk)

(ITb)

M X Yl — %0 + (k— o)t
und eine entsprechende Gleichung (IIIb).

Sofern die Wahl von x¢ und y, iiberhaupt sinnvoll erfolgte, ist das
zweite Produkt der Gleichung (IIb) und ein entsprechendes der Gleichung
(IIIb) sehr klein und kann im Rahmen einer Niherung vernachlissigt
werden.

Das Einsetzen von Gleichung (I) in den Restausdruck sowie Ordnen
nach 6x und 6y ergibt

1 i X — Xo )2
x|——{ 2
[ n (“_1 V(xie —%0)® + (yk — ¥0)?

+ i ( X —Xo )2 ]
=1\ Y xe—%0)? + (Y — Yo)?
+ oy [—li L 5 e
Pl (e —%0)2 4+ 7k — yo)2 "= V(x — %0)® + (yk — o)?

4 i (xk — %0) (Yk — Yo) - ]
k=1 )/ (x)c — X0)? + (yk — Yo)®

k=1

= _IH i (sk + Vx —%0)? + (yk — YO)Z)

Xk — Xp

'Yl — 0+ (k — o

I ™M=

k
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— Xpo

T él (Sk + V(xe —%0)? + (yi — YO)z)( -

) I <)
Vxie —x0)? + (yk — y0)?

Analog ergibt Gleichung (IIIb) mit Gleichung (I)

ax[_l_g Xk — X0 . Vi — Yo
=1 Y — %0 4+ (rk—y0)? <=1 V(e — x0)2 + (Y — yo)?
5 (*x — Xo0) (Yk — ¥o) }
=1 ) (xi — %0)2 + (YK — yo)?

1 a Yk — Yo :
+ oy [— —( 2 )
DA K=t /(e — %0)? + (Yk — 0)?

+ % (_ Yk — Yo )2 ]
=1\ V(x — %0)% + (Y& — ¥0)?

1 n
=—=2 (Sk + V(xe —x0)? + (yk — v0)? )
k=1
n Yk — Yo + i (Sk + l/(xk — %)% + (yx — yo)z)
=1 Y —x0)® + Tk — Yot <!
Yk — Yo
111
(V(Xk —%0)* + (yk — Yo)z) o

Die Gleichungen (IIc) und (IIIc) enthalten zwei Unbekannte und kénnen
numerisch gelost werden.

Wenn xq und yo nicht allzu ungiinstig gewihlt wurden, konvergiert
eine iterative Anwendung von Gleichung (IIc) und (IIIc). Die vorge-
nommenen Vernachlissigungen wirken sich dann nur auf die Schnel-
ligkeit der Konvergenz aus.

4. Die Durchfiihrung der numerischen Rechnung

Die rechnerische Durchfithrung erfolgt am besten in der Weise, daf} in
tabellarischer Form (s. Tab. 1) die Werte fiir ¢y, ay, cos ay, sin ay, di cos ay,
dy sin a; dargestellt werden.
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Tab. 1: Koordinaten der Geriistatome des THF

E 3 () o) a(®) dx(A) di cosay dy sing, Xk Vi

1 110 70 70 1,43 0,48909 1,34376 0 0

2 107,5 72,5 1425 1,54 —1,22176 0,93749 0,48910 1,3438
3 107,5 72,5 215 1,54 —1,26149 —0,88331 —0,73267 2,3813
4 107,5 72,5 2875 1,54 0,46309 —1,46873 —1,99416 1,4979
5 107,5 72,5 360 1,43 1,43 0 —1,53107 0

1 —0,10107 0,029

Daraus werden die x,- und y,-Werte fiir alle Atome des Molekiils ermittelt.
Einer maBstiblichen Skizze werden die Werte der Koordinaten fiir xo und y,
entnommen. Damit kénnen die notwendigen Ausdriicke errechnet werden, von
denen die folgenden als Summenglieder iiber alle Geriistatome bei der Berech-
nung von 0x und dy erscheinen®.

XL — Xp ’ X — Xp 2
V(xic —%0)® + (yk — v0)® ( V(i — %0)? + (yk — v0)? )
) Yk — Yo , Yk — Yo 2
V(e —%0)* + (v — y0)® ( V(e — %0)® + (yk — ¥0)?
(X — Xo) (Yk — ¥o)
Xk —%0)? + (Y — ¥0)?

s sk + V(e —x0)2 + (yk — yo)? >

( sk + (X — X0)? + (Vi — Vo)? ) L ,
V(xk —x0)% + (yk — ¥0)?
Yk — Yo

( sk + V(= — %0)2 + (Y& — yo)? )
V(xik — %0)% + (yk — Vo)?

Die Darstellung dieser Werte erfolgt ebenfalls am besten in tabellarischer Form.

Damit kénnen die dx und 8y entsprechend den Gleichungen (IIc) und (IIIc)
berechnet werden und nach den Gleichungen (8a) und (8b) die Werte fir xy;
und yy. Daraus kann dann mit Hilfe der Gleichung (11) und (I) der gesuchte
Kreisradius p zahlenmiBig ermittelt werden. Soll sich ein zweiter Iterationsschritt
anschlielen, so werden die berechneten Werte x); und yy; als neue Schitzwerte
%o’ und yo" angenommen und damit die Rechnung erneut durchgefiihrt.

¢ Diese Rechnungen konnen mit einem Rechenstab auf 3 geltende Ziffern fiir die meisten
Belange geniigend genau durchgefithrt werden. Sie wurden jedoch auch fiir die OLI-
VETTI ,,Programma 101° programmiert. Dabei werden nur die oben angegebenen
Ausdriicke von der Maschine ausgegeben, da nur diese Wetrte fiir die weitere Berech-
nung zahlenmaBig benotigt werden. Die Bearbeitungszeit fiir einen Niherungsschritt
bei einem Fiinfring betrug ca. 20 Minuten.



BERECHNUNG DES KREISRADIUS RINGFORMIGER MOLEKULE 93

5. Die Durchfithrung der Berechnung fiir das Tetrahydrofuran-
molekiil und einige andere Fiinf-, Sechs- und Vierringe

Zur Betechnung wurde allen Ringgeriisten Planaritit zugrunde gelegt.
Die Bindungsabstinde und -winkel, wie sie zur Rechnung verwendet
wurden, sind in Tabelle 2 zusammengestelit. Die intermolekularen (v. d.
Waavrsschen) Radien (zuztiglich gegebenenfalls zu addierender Bindungs-
abstinde) ergeben die Grofle der AuBensphiren an den einzelnen Geriist-
atomen. Die Werte dieser AuBlensphiren sind ebenfalls angegeben.

Tab. 2: Die verwendeten molekiil-geometrischen Werte nach Krraicoropskir*
und SuTTON °

Bindungsabstinde Bindungswinkel AuBlensphiren
A (A) &)
Tetrahydrofuran C—O 1,43 C—0—C 110 O 1,36
c—C 1,54 C—C—-C 107,5 C 2,25
c-Pentadien Cc—C 1,46 CH—CH,—CH 102 C 2,25
C=C 1,35 CH=CH—CH, 109
CH,—CH 1,53 CH—CH=CH 110
Furan Cc—O 1,37 C—0—C 106 O 1,36
Cc=C 1,354 O—C—C 1109 C 2,25
c—C 1,440 C—C—C : 106,1
Pyrazolidin c—C 1,51 Cc—C—C 107 C 2,25
C—N 1,47 C—C—N 107,5 N 2,19
N—N 1,47 C—N—N : 109
Pyrazin c—C 1,378 C—N—C 1152 C 2,25
C—N 1,334 C—C—N 1224 N 1,57
Melamin C—N 1,345 N—C—N 116 C 3,563
~ C—N—C 124 N 1,57
c-Buten Cc—C 1,54 CH,—CH=CH 9% C 2,25
C=C 1,33 CH—CH,—CH, 86
1-Methyl-c- c—C 1,54 CH,—C=CH .93~ CH 1. 595
Buten CH,—CH=C | 77 CH,| ™
C=C 1,34 CH—CH,—CH,|. g4 3 C— 3,79
C—CH,—CH, |'
Methylen-c- c—C 1,555 C—C—C 90 C= 3,59
Butan CH, 2,25

Fiir das THF-Molekill wurden eciner einfachen malstiblichen Skizze auf
Millimeterpapier ohne Schwierigkeiten die geniherten Koordinaten des Mittel-
punktes entnommen zu: xg = —0,94; yo = +1,25. Diese Werte wurden bei
allen Funfringen zur 1. Niherung verwendet. Fiir die Vierringe wurden abge-
lesen: xg = —0,75, yo = 40,75 und fiir die Sechsringe: xg = — 1,1, yo = +0,8.

3 L. E. SUTTON, Tables of Interatomic Distances, London, 1958, sowie dazu Supplement,
London, 1965.
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Die Tabelle 3 zeigt die mit diesen x¢- und yo-Werten erhaltenen Ergeb-
nisse. Zur Priifung der Methode wurden alle Werte mit 5 Dezimalstellen
gerechnet, von denen natiirlich fiit die GréBe p nur die beiden ersten
sinnvoll sind.

Tab. 3: Die Werte fiir die Mittelpunktskoordinaten, ihre Korrekturen, sowie die
zugehorigen p-Werte fiir den Fall des THF

X0 Yo ox Oy p (A)
—0,94 +1,25

1. Naherung

|

—0,01546 0,06966  3,39913 J

—0,95546  +1,31966 | 2. Naherung

0,00743 —0,00272 3,40156 J

Die Tabelle 4 enthilt die Radien auch derjenigen anderen Ringmole-

kiile, fiir die Rechnungen durchgefihrt worden sind. Es wurden die

Werte fiir alle berechneten Niherungen mitangegeben. Zum Vergleich

wurden die, streng geometrisch berechneten, Radienwerte fiir das c-Pen-
tan und das Benzol miteingesetzt.

Tab. 4: Optimale Kreisradien (ebene molekulare Wirkungsradien) in A

1. Nidhe- 2. Nihe- 3. Nihe- 4. Nahe- Ap
rung rung rung rung

c-Pentan 3,55,

c-Pentadien 3,45, 3,47, 0,00,
Tetrahydrofuran 3,39, 3,40, 0,01,
Furan 3,264 3,27, 0,00,
Pyrazolidin 3,51, 3,49, 0,004
Benzol 3,64,

Pyrazin 3,31, 3,364 0,004
Melamin 3,91, 0,00,
c-Buten 3,33, 0,03,
1-Methyl-c-Buten 3,79, 3,83, 3,814 3,83, 0,03,
Methylen-c-Butan 3,67, 3,80, 3,80, 3,80, 0,00,

Wie eine Betrachtung der in Tabelle 4 enthaltenen Werte zeigt, ist die
Gr6Be p gut geeignet, ringférmige Molekiile zu beschreiben. Dieses wird
besonders deutlich beim Vergleich so dhnlicher Molekile wie c-Pentan
und c-Pentadien bzw. 1-Methyl-c-Buten und Methylen-c-Butan. Vor allem
bei den beiden letzten Molekiilen zeigt sich, daB die Anderung von p
empfindlich genug ist, geringfiigige Verinderungen im Molekiil entspre-
chend wiederzugebens.

8 Der beim 1-Methyl-c-Buten auftretende, zufillig relativ groBe Fehler diirfte an diesem
grundsitzlichen Ergebnis nichts dndern.



BERECHNUNG DES KREISRADIUS RINGFORMIGER MOLEKULE 95

6. Zur Genauigkeit der Methode

Ist ein ringférmiges Molekiil in allen seinen Bindungsabstinden und
-winkeln genau vermessen, so ergibt sich bei seiner Darstellung als Poly-
gonzug (s. Fig. 1), daB der (n + 1)-te Atommittelpunkt in seiner Lage
mit dem 1. Atommittelpunkt identisch ist. Im Falle des THF ergab sich
eine Abweichung davon, die in Tabelle 1, Spalte 9, angegeben ist. Die
Abweichung in der x-Richtung sei mit Ax, diejenige in y-Richtung mit
A4y bezeichnet. Dann gilt fiir den Differenzabstand (Ende des Polygon-

zuges — Anfang des Polygonzuges) + /(4%)% + (4y)2. Fiir den Fall des

THF ergibt sich so 4+ }/(—0,101)2 + (0,029)? statt des Wertes Null.
Ferner sei das Vieleck als Kreis betrachtet, fiir den gilt: U = 27p. Hat

der Kreisumfang U eine Ungenauigkeit 44U, so gilt
U 4+ 4U=2x (p 4 4p), wobei Ap die Ungenauigkeit des Radius p sei.

Das ergibt: 4p = ZL AU = 0,159  AU. Zur Abschitzung wird
7

AU = 4 ]/(Ax)2 + (4y)? (Gl 12) gesetzt. Fiir den Fall des THF ergibt

sich so fiir 4p =~ 0,017 A. Dieses stellt eine untere Grenze des auftretenden
Fehlers dar, da die Annahme der Gleichung (12) um so genauer erfiillt
ist, je kleiner Ax und 4y sind.

Der tatsichlich auftretende Fehler in der Genauigkeit dirfte (absolut)
nicht wesentlich gréBer sein und ist durch die Genauigkeit der experi-
mentell ermittelten Bindungslingen und -winkel bestimmt.

Zur Prifung der Konvergenz des Ergebnisses fiir p in Abhingigkeit
von der Genauigkeit von x¢ und yo wurden fiir den Fall des THF weit-
gehend willkiirliche Schitzwerte eingegeben. Die Verwendung der Mittel-
punktskoordinaten xo = +0,15 und yo = 40,7 ergab z.B. nach dem
4. Niherungsschritt einen praktisch iibereinstimmenden Wert fiir p. Es
kann angenommen werden, daB das System solange noch geniigend
schnell konvergiert, solange die Schitzwerte der Mittelpunktskoordinaten
innerhalb des Bereiches der Geriistatome liegen.

E.S. dankt der Deutschen Forschungsgemeinschaft fiir ein Stipendium.
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