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Die pflaüzlichen Variationscurven und die

ö a u s s'sche Wahrscheinlichkeitscurve.

Von

Prof. Dr. F. Ludwig
in Greiz.

Mit 1 Doppeltafel.**)

Die Curven, welche für die Variation pflanzlicher Merkmale
auf dem statistischen Weg bisher gewonnen wurden, sind alle zu-

rückführbar auf die Binomial- oder Gauss'schen Wahrscheinlich-

keitscurven. Sie lassen sich in folgender Weise eintheilen:

*) Für den Inhalt der Originalartikel sind die HeiTen Verfasser allein

verantwortlich. Red.

**) Die Tafel liegt einer der nächsten Nummern bei.

Botan. CentraH.l. Tifl. LXXIH. 1898. 16
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242 Ludwig, Die pflanzlichen Variationscurven etc.

A. Monomorphe Curven.

a. Bilaterale (zweiästige Curven).

ci. Symmetrische

1. (normale) Binomialcurven.

2. Hyperbinomialcnrven.

ß. Asymmetrische

3. ParaLinomialcurven.

b. Unilaterale.

, TT 11 /-i 1 i binomiale.
4. Halbe Galtoncurven

^ hype^binomiale.

B. Pleomorphe Curven.

5. Combinationscurven (Summationscurven).

(Lage der ]\Iaxima konstant, Frequenzverhält-

nisse Avechselncl.)

6. Constante polymorphe Curven.

(Lage der Maxima und deren Frequenzver-
hältnisse constant.)

Einige dieser Curven sollen im Folgenden etwas eingehender,

als dies bisher von botanischer Seite geschehen ist, behandelt werden.

Dabei sollen einmal die Methoden der Anthropologen und Zoologen,

die in der Anwendung der Statistik den Botanikern weit voraus-

geeilt sind, den letzteren nutzbar gemacht werden. Sodann soll

dargethan werden, wie die Gauss'schen Formeln für den wahr-

scheinlichen Fehler und die Gauss'sche Wahrscheinlichkeitscurve,

1

welche sich durch Berechnung des Integrals

gibt und nur eine präcisere Form der aus dem Binom (p -|- q)»

gewonnenen „Binomialcurve" darstellt, ein wichtiges Kriterium für

die Zugehörigkeit der Variationscurven zu einer der obigen Curven
ist, wie sich auch für die letzteren mathematische Formeln ergeben,

die gestatten, aus verhältnissmässig wenigen Beobachtungen die

mittlere Eigenschaft eines Merkmals und das Gesetz seiner Variation

zahlenmässig festzustellen, wozu sonst nur eine sehr grosse Zahl

von Beobachtungen führt.

Kapitel L

N o r m a 1 e B i n o m i a 1 c u r v e n.

Sie sind wohl die am häufigsten vorkommcMide Form der

Variationscurven. Die Uebereinstimmung der durch Beobachtung
gewonnenen Variationscurve mit einer normalen Binomialcurve lässt

sich auf dem Weg der Construction oder auf analytischem Wege
darthun. Der erstere Wes: ist hinreichend von de Vries,Ver-
schaffelt u. A *) gekennzeichnet worden. Die Darstellung der

*) Vergl. Ludwij:!^: „lieber Variationscurven und VariationsHäolien'

(Botanisches Centralbhitt. Bd. LXIV. 1895. .31 p. und 2 Tafeln).
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Ludwlpf, Die iitlniizlichen Variationscurven etc. 243

Wahrscheiuliclikcitscurve auf analytischem Weg beruht auf dem
Gauss'schen Fehlergesetz. Die Statistiker, welche die analytische

Methode gewählt haben, beziehen sich in ihren Schriften meist

nicht auf diese Quelle, sondern auf Schriften ausländischer Mathe-
matiker (so Gal ton, Brcwsteru. A. auf M. Merriman A Text-
book on tlie method of least Squares New-York 1884, Id. On the

method of least Squares London Macmillan 1885, Qu^telet Lettres

sur la theorie des probabilites etc. Brüssel 1886 etc.).

Da, Avie ich meine, eine Anwendung der Gauss'schen Formeln
für die Wahrseheinlichkeitscurve nicht recht ohne Kenntniss von
deren Ableitung geschehen kann, der Botaniker sich auch bei Be-
hauptung der Uebereinstimmung der durch Entwicklung des
Binoms_(p -j- q)" abgeleiteten Curve und der mittels des Integrals

e ^-^dx gewonneneu Wahrseheinlichkeitscurve nicht be-
n °

ruhigen, sondern nach einem Warum fragen wird, so glaube ich

im Folgenden diese Ableitung voranschicken zu sollen. Ich folge

dabei den Deductionen eines deutschen Mathematikers:

Durch sehr einfache Betrachtungen gelangt G. Hagen (Grund-
züge der Wahrscheinlichkeitsrechnung, Berlin 1867) zu dem zuerst

von Gauss (1809), später von Thomas Young und Bessel
auf Grund anderer Hypothesen abgeleiteten Ausdruck für die
Wahrscheinlichkeit des Eintretens der Fehler von
verschiedener Grösse, der nach den späteren Untersuchungen
zunächst der Anthropologen und Zoologen und den neueren Be-
obachtungen der Botaniker auch bei der gewöhnlichsten
Variation eines Merkmals einer naturhistorischen
Speciesfür die Häufigkeit der vom Mittel ab-
weichenden Werte volle Geltung hat. Hagen geht

dabei von der Hypothese aus, dass der Beobachtungsfehler die

algebraische Summe einer unendHch grossen Anzahl elementarer

Fehler ist, die alle gleichen Werth haben und ebenso leicht posi-

tiv, wie negativ sein können. Das Verhältniss ist dasselbe, wie

bei den Combinationen der Züge weisser und schwarzer Kugeln,

die in gleicher Zahl in einer Urne liegen, wenn man wiederholt

eine Kugel herauszieht, die man dann, nachdem man sie gesehen,

wieder in die Urne wirft. Denkt man sich die sämmthchen Com-
binationen der schwarzen und weissen Kugeln, die bei v Zügen
möglich sind, der Reihe nach als Abscissen auf eine Gerade abge-

traii;en, so dass die Abscisse 1 eine weisse und r— 1 schAvarze,

die Abscisse 2 zwei weisse und v— 2 schwarze Kugeln bezeichnet,

und giebt man den zugehörigen Ordinalen solche Längen, dass sie

in beliebigem Massstab der Wahrscheinlichkeit der betreffenden

Combinationen entsprechen, so geben die Verbindungslinien der

Endpunkte die bekannte, früher von uns (1. c.) erörterte Binomial-

curve, die einzelnen Ordinatenlängen entsprechen den aufeinander-

folgenden Koeffizienten des Binoms (p -\- q)"- In der Mitte ist die

16*
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244 Ludwig, Die pflanzlichen Variiitionscurven etc.

Auzahl der schwarzen und weissen Kugeln gleich gross, der Fehler

gleich Null. Ist V eine grade Zahl = 2n, so ist die mittlere Or-
dinate (die Wahrscheinlichkeit dieser Combination E = 2"^". (2n)n )

,o ^ ^ «• •

11 «- 2n (2n-l) (2n-2) . . . (n + 1)
wo (2n)n den Bmomialkoeff. —7^—

^

~

bezeichnet. Da im Anfang v Züge vorausgesetzt wurden, wobei
die Abscissen immer um eine Einheit wuchsen, wird man bei Ein-

führung von n unter Beibehaltung derselben Einheit die letzteren

um ^'2 wachsen lassen, was bezeichnet, dass eine halbe weisse

Kugel fortgenommen und eine halbe schwarze hinzugekommen ist,

dass die Differenz beider um eine ganze Kugel oder der durch
diese Differenz symbolisirte Beobachtungsfehler sich um einen

elementaren Fehler vergrössert hat. Hagen drückt nunmehr die

vorhergehenden und folgenden Binomialkoeffizienteu durch den
mittleren E aus, d. h. durch die Wahrsch., dass der Fehler =
ist und ebenso die Wahrscheinlichkeiten für Fehler die 1, 2, 3 . . .

elementaren Fehlern gleich sind. Es ist für den Fehler

allgemein für den Fehler = m

_^
d(ii— 1) (n— m-f- I)

y (n+l)(n + 2)...(n+ m)
"

für die nächstfolgende Ordinate = m -j- 1

n(n— l)...(n

(n+l)(n + 2)...(n-f m + 1)

^ . . , .
2m + 1

Es ist daher y' — y = —
^\^_^i 'T

v' — " ^" '^
'

•

'
^" '- E = v

J Ct. _L n /'r. _L 9^ Cr. J- m _J- n „ I m J- 1 ' «^
•

Da sich nach der anfänglichen Voraussetzung der Fehler m
aus unendlich vielen elementaren Fehlern zusammensetzt, so vers

schwindet dieser einzelne Fehler im Zähler und Nenner. Es it-

ferner jeder wirkliche vorkommende Fehler, dessen Wahrscheinlich-

keit grösser als Null ist, unendlich klein gegen den grössten denk-

baren Fehler. Auch die Zahl der elementaren Fehler n, mithin

auch die Anzahl der Binomialkoeffizienten oder der Ordinaten ist

unendlich gross (die Curve setzt sich auf beiden Seiten asymp-

totisch zur Abscissenaxe ins Unendliche fort). Daher ist der grössto

denkbare Fehler unendlich gross gegen jeden noch zu erwartenden

Fehler m= x und dieser wieder gegen den letzten elementaren

Fehler (der bisher= 1 gesetzt wurde). Mithin ist

2x

Wachsen die Fehler nicht mehr stufenfünnig um die unendlich

kleinen Einheiten der elementaren Fehler, wird die Curve con-
tinuirlich, so wird diese Einheit =dx und y' — y= dy. Die
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Ludwig-, Die pflanzlichen Vaiintionscurven etc, 245

Curve iiiufasst tlann alle möglichen Fehler von -{-oo bis — oo.

Die Wahrscheinlichkeit, dass irgend einer derselben vorkommt,

d. h. die Summe der Ordinaten, oder die Fläche der Curve
wird gleich 1. Die Wahrscheinlichkeit, dass der Fehler zwischen

zwei bekannten Werten a und b liegt, ist gleich der Fläche zwischen

den zu x= a und x= b gelegenen Ordinaten. y ist die Wahr-
scheinlichkeit, dass der Fehler zwischen x und x -|- dx fallen wird.

Es wird mithin

-.y.d

-fco
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246 Ludwig, Die pflanzlichen Vaiiationscurven etc.

Gründen, als Einheits-Mass der Beobachtungsfeliler einen gewissen
charakteristischen Fehler zu wählen, der unmittelbar die

Schärfe der Messung kennzeichnet und zwar ersclieint am ge-

eignetsten der sogen, wahrscheinliche Fehler oder die

wahrscheinliche Abweichung, die auch in der anthro-

pologischen und zoologischen Statistik die meiste Anwendung ge-

funden hat. Führt man die wahrscheinliche AbAveichung als

Längenmass für die Abscissen der Wahrscheinlichkeits- bezüglich

Variationscurven ein, so lassen sich auch die Ordinaten in be-

stimmten Zahlenwerten ausdrücken und die durch sie begrenzten
Flächen. Letzteres ist darum besonders wichtig, weil diese Flächen
unmittelbar die Frequenz der Abweichungen vom Mittel angeben,
die gewisse Vielfache oder Teile des wahrscheinlichen Fehlers sind.

Ausserdem in Betracht kommen könnte der mittlere Fehler
oder die mittlere Abweichung, oder noch besser das mittlere

Fehlerquadrat, die jedoch zu dem wahrscheinlichen Fehler in ein-

facher Beziehung stehen.

Der mittlere Fehler ist gleich der Summe der einzelnen Fehler
(Abweichungen) dividirt durch ihre Anzahl. Ist die Anzahl der

Beobachtungen unendlicn gross, so ergiebt sich die Summe der

Fehler (Summe der Produkte der Wahrscheinlichkeit der Fehler
in die Wahrscheinlichkeiten ihres Vorkommens), nämlich:

+ 00 /» XX _ XX

/
-00

(cf. Hagen, p. 57)

— Kn
für X= gleich ^- , für x^ 00 gleich Null, also

Vn . . Vn
bis 00 gleich —^:= , von — 00 bis -|- 00 gleich -7=-

2V ^ f^ ^

IDie Anzahl der Fehler / ydx von — oc bis -|- oc ist = 1
;

mithin der mittlere Fehler

m= It:^ _, 0,56420 KTi oder (vergl oben) ni = -^.
y 71

^^

Ist nur eine beschränkte Anzahl von Fehlern ge-

geben, die aber nach Massgabe ihrer W^ah r schein-

lich keit verthe il t sind, so ergibt sich der s e Ib e We rth

für m. Bei sehr zahlreichen Beobachtungen ist der mittlere Fehler

brauchbar. Vorthcilhafter ist jedoch das mittlere Fehler-

quadrat d. h. die Summe der Quadrate der einzelnen Fehler,

dividirt durch ihre Anzahl.
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-|- oo -j- oo

q2= I yxMx : / ydx.

-j-oo — oo

Da der Nenner gleich 1 ist wird

und durcli partielle Integration

Das erste Glied in der Klammer wird gleich innerhalb x =r o

und X= oo, daher

q2=|n Tydx^^n mithin q = |/^= 0,70711 Vn

— oo

Der Fehler x= qbe zeichnet in derCurve die Stelle,

wo die abwärtsgekehrteKrümmung in dieentgegen-
gesetzte übergeht oder wo die Neigung am grössten
i s t. Der wahrscheinlichsteFehler schliesslich ist derjenige

Fehler, von dem es ebenso Avahrscheinlich ist, dass er überschritten

wird, wie, dass er nicht erreicht wird. Nennt man ihn w, so

W 00

muss also /ydx= /ydx sein. Da die beiden Aeste der Curve

symmetrisch sind, so muss / ydx = — sein.
4

o

Setzt man tt== t also x = tKn und dx^Kndt, so wird
V n

-ttdt; et^=l-T +
t^ , t^ ,

t^

1 ^ 1.2 ' 1.2.3 '

also nach Ausführung der Integration in den angegebenen Grenzen

]/^^0,4431135 = t-At3 + it^-J^t^+ ^t^-j^t-
. 1 .,..

9360
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248 Ludwig, Die pflanzlichen Variationscurven etc.

Durch Probiren der verscliiedenen Werthe von t (oder auf dem
von Bessel in der Abhandlung über den Olbers'schen Kometen
angegebenen direkten Weg) erhält man t = 0,4769364 (Galton 's

Variations „Modulus").

Hiernach ergibt sich w = 0,4769364 V^n oder
w= 0,845332 m (s. oben)

oder w= 0,674486q.

Führt man diese wahrscheinliche Abweichung w als Längen-
mass der Abscissen ein, so lassen sich die Flächen nach der Methode
der mechanischen Quadratur berechnen, w^elche die Frequenz der

einzelnen Abweichungen bestimmen (Vergl. Fig. 1). Zuvor sind

aber die Ordinaten in geringen Abständen zu berechnen.

/—
XX

e ^
, dagegen w = 0,476936 Vn

und da w als Einheit dienen soll 1 = 0,476936 Vn n = 4,396218.
Es lässt sich mithin für jedes x die zugehörige Ordinate y finden.

Es wird

log y =— K^ Kn — — löge =— 0,5701 1 5 — 0,099788 x^.

Bestimmt man für Intervalle von <^= 0,1 der x die zugehörigen

j, so ergeben sich hieraus die zugehörigen Flächenräume.

/ydx = ^(J^ y') '^~i2 (di ~d^')
'^' °'^°^' ^^^ Doppelte für

Werthe oder d.
dy 2xy dy' 2x'y

/yd
dy n dx n

X = 0, 1 (y — yO + 0,00075825 (y'x' — yx) (Hagen, p. 64).

Die so ermittelten Flächenwerthe werden zu der Summe der
vorhergehenden bis zu x ^. o addirt und geben so die zur Be-
rechnung der Variationscurven nöthigen Werthe der folgenden
Tabelle*):

f ydx
X /ydx

0,314298 1,2 0,581707

0,363176 1,3 0,619424
0,410522 1,4 0,654976
0,456176 1,5 0,688335
0,500000 1.6 0,719494
0,541875 1.7 0,748466

X
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250 Weberbaner, Beiträge zur Anatomie der KapselfrUchte.

Noch hat auch der Ausdruck ^- (wo n die Zahl der Beob-^
V n

achtungen ist) eine besondere Bedeutung bei der Beurtheilung der

Sicherheit für d i e j\I e s s u n g d e s M i 1 1 e 1 w e r t h e s. Es gibt

w
nämhch R =^ r-F= (S t i e d a setzt für w r) die Schwankung des-

V n

Medianwerthes M. d. h. die Grenzen an, zwischen denen sich das

Mittel bewegt (M + R) (vgl. Stieda, Ueber die Anwendung
der Wahrscheinlichkeitsrechnung in der anthropologischen Stati-

stik (I. Aufl. 1882, II. Auflage, Braunschweig 1892).

= m ist die mittlere Abweichung, der mittlere Fehler.

V
- d^ = q das mittlere Fchlerquadrat. Mith
n

w = 0,8453 I / -^ ^
, wenn n ni

w = 0,6745 I / - ^
, odrr

licht zu klein ist.

Um zunächst mich selbst zu überzeugen, Avelche Zuverlässig-

keit die Anwendung des Gauss'schen Wahrscheinlichkeitsgesetzes

verdient, wählte ich ein Beispiel nach dem Vorgang von Hagen,
die Feststellung der Häuflgkeit eines Buchstabens in der Zeile

eines gleichmässig gedruckten Buches. Ich wählte, da sich hier

kurze Zeilen fanden, die Frequenz des Buchstaben e in der vollen

Spaltzeile der Frankfurter Bibelausgabe.
(Fortsetzung folgt.)

Beiträge zur ADatomie der Kapselfrüchte.

V„u

A. Weberbauer
in Breslau.

Mit '_> Tafeln.

(Fortsetzung.)

Isolirt stehen Corricjiola und Paronychia da. Bei der erstereu

sind die 3—4 obersten Schichten mit derben, wellig verbogeneu

nicht deutlich verholzten Wänden versehen, das übrige Gewebe
zart und unvcrliolzt. Eine sehr eigenartig gebaute Frucht besitzt

Paronychia : Derbe und verholzte Wände sind nur der zweit-

obersten Schicht, deren Elemente zu eigenthiimlichon Krystall-

behältern ausgebildet sind, eigen.
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