
Harold Ililton, Heber die Gapillaritätsconstanten etc. 753

Schoenflies

1

scheint in seinem Buche vom Jahre 1891 die

Gruppen 23<i
7 und 23d 8 nicht ganz richtig zu beschreiben. Er bringt

die Ebene der Operationen ©<i (xd), 6<i Om + x z ) in dieselbe Lage

wie die Operationen @ d und @d (tz) der Gruppen und Aber

in jenem Falle würden die genannten Ebenen die Axen von SS6 nicht

mit sich zur Deckung bringen, wie es nothwendig ist. Barlow2

giebt die Lage der Ebene richtig an und dies stimmt überein mit

der früher (1889) von Schoenflies3 selbst gegebenen Beschreibung

dieser Gruppen.

Fedorow’s Vergleich seiner Gruppen 36 h, 37 h, 55 a, 57 a,

60 a, 61 a, 65 a, 66 a mit Barlow’s Typen scheint nach seinen

graphischen Darstellungen unrichtig zu sein4 . Dasselbe gilt von

seiner Vergleichung der Gruppen 36 a, 37 a, 38 a, 64 a, 65 a, 66 a mit

den entsprechenden Gruppen von Schoenflies.

Fedorow5 vergleicht seine Gruppen 72 s und 73 s mit den

Gruppen £)9 und C 5 von Schoenflies
;
hier ist zu lesen : £)£ und OJ

Fedorow’s Bemerkung6 über den Typus 9 ai von Barlow
scheint nicht zutreffend zu sein. Die Angabe von Barlow über die

Lage des Inversionscentrums stimmt vollständig überein mit der

Angabe von Schoenflies und involvirt Symmetrieebenen parallel

den Diagonalflächen des Hexaeders, aber nicht Symmetrieebenen

parallel zu den Flächen des Hexaeders.

Ueber die Capillaritätsconstanten der Kryst allflächen.

Von Harold Hilton.

Mit 1 Figur.

Oxford, Magdalen College, October 1901.

»In der Abhandlung: »Zur Frage der Geschwindigkeit des

Wachsthums und der Auflösung der Krystallflächen« (Zeitschr. f.

Kryst. etc., 34, 520, 1901) stellt Herr G. Wulff das folgende sehr

interessante Theorem auf:

Nehmen wir an, dass wir ein Polyeder mit gegebenen Flächen-

richtungen, welche durch die Normalen nj, n2 ,
n3 ,

.... bestimmt

werden, gefunden haben, welches der Bedingung des Minimums

1 Krystalisysteme und Krystallstructur. 1891. 497.
2 Zeitschr. f. Kryst. etc. 23, 54.
3 Math. Ann. 34.
4 Zeitschr. f. Kryst. etc. 24. Taf. V, VI.
5 Zeitschr. f. Kryst. etc. 20, 60.
6 Zeitschr. f. Kryst. 24. 244. Fussnote *).

Ceatralblatt f. Mineralogie etc. 1901. 48
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754 Harold Ililton

der Oberflächenenergie bei gegebenem Volumen Genüge leistet. Es

ist einleuchtend, dass alle Polyeder, welche dem letzteren ähnlich

sind und nur durch ihre Volumen sich von einander unterscheiden,

ebenfalls dieser Bedingung Genüge leisten werden. Alle diese

Polyeder werden einen Krystall in verschiedenen Wachtumsstadien

vorstellen, wobei es klar ist, dass der Wachsthumsanfang mit dem
Gentrum der Aehnlichkeit der ganzen erhaltenen Polyederreihe zu-

sammenfallen muss. Auf solche Weise kann man die Oberfläche

eines dieser Polyeder folgendermaassen ausdrücken:

P (ni
2 + n2

2 n32 + ...)»

wo p eine Gonstante ist, und die Oberflächenenergie E bei den

Capillaritätsconstanten kx ,
k2 ,

k3 . . . auf den verschiedenen Flächen

E — p (ki ni2 + k2 n2
2 + k3 n3

2

sein wird.

Das Volumen dieses Polyeders kann in folgender Form ge-

schrieben werden

:

V - q (n x
3 + n2

3 + n3
3

• • •)»

wobei q eine Gonstante ist.

Da das Polyeder ein Minimum der Oberflächenenergie bei

constantem Volumen besitzen muss, so müssen folgende Bedingungen

erfüllt werden:

d E — 2 p (ki iii dnx + k2 n 2 dn2 + k3 n3 dn3 + ....) = 0,

dV — 3 q (n! 2 dnx + n2
2 dn 2 + n3

2 dn3 + ••••) = 0,

dieses ist aber nur dann möglich, wenn
lq : k2 : k3 . . . . = nx : n2 : n3 . . . .«

Allein dieser Beweis ist falsch, denn G. Wulff nimmt an,

dass in den Ausdrücken für E und V, welche lauten sollten:

E — lq pi n^ + k2 p2 n2
2

-f- . . .

V
3 (Pi ni

3 “h P2 n2
3 +•••)?

— worin px , p2 ,
. • . Gonstanten sind, was indessen für jenen Beweis

nicht in Betracht kommt, — die Verhältnisse

n x : n2 : n3 : . . .

constant seien, so dass in den Ausdrücken für dE und dV
dn x : dn2 : dn3 : . . .

constant sein werden. Aber indem G. Wulff aus

dE = dV = 0

folgert :

kx : k2 : k3 : . . .
=; nx : H2 : n3 : . . .,

setzt er stillschweigend voraus, dass dnx ,
dn2 ,

dn3 ,
. • • unabhängig

von einander sind.

Gleichwohl ist das Erg ebniss richtig, wie aus dem folgenden

Beweise hervorgeht.

Es seien sx ,
s2 ,

s3,
. . . die Inhalte der Flächen a

x ,
c2 ,

c3 ,
. -

deren Normalen die Längen n x ,
n2 ,

n3 ,
. . . besitzen. Dann ist das

Volumen des Krystallpolyeders

:
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Ueber die Capillaritätsconstanten der Krystallflächen. 755

und

V

1

n s

dV : - (n ds + s dn).

Wenn das Polyeder eine kleine Deformation erfährt, bei der

die Normalen seiner Flächen ihre Richtungen behalten, so wird:

d V 2 s dn.

Um dies nachzuweisen, nehmen wir an, das Polyeder sei in

eine gewichtslose incompressible Flüssigkeit getaucht', die in einem
verticalen Gylinder mit dem Querschnitt A enthalten ist. Der Cylinder

sei oben geschlossen durch einen beweglichen Kolben mit dem
Gewichte w. Dann hat der Druck an irgend einer Stelle der Flüssig-

keit den Werth w/A. Erfährt jetzt das Polyeder eine kleine De-

formation der angegebenen Art, so liegt der Werth der Arbeit, die

von irgend einer Oberfläche geleistet wird, zwischen:

w
Ä (s + ds) dn und ^ s dn,

sie beträgt daher mit Vernachlässigung von kleinen Grössen zweiter

Ordnung

:

w
X s dn.

Wächst das Volumen des Polyeders um dV, so wird der Kolben

gehoben um dV/A. Die dabei von den Flächen des Polyeders ge-

leistete Arbeit ist:

d V
w

• A-
Folglich ist:

d V w
w X - x s dn

’

also : dY =-2s dn.

Demnach wird:

dV = i 1

- (n ds) + d V

so dass:

I n ds 2 . d V.

Dazu treten Beziehungen zwischen den Flächeninhalten

Si, s2 ,
s3 , . . ., die darauf beruhen, dass sie Polyederflächen ange-

gehören, deren Normalen feste Richtungen besitzen. Um dies nach-

zuweisen nehmen wir einen festen Punkt 0 und legen durch ihn die

Ebenen P1? P2 ,
P3 ,

. . . parallel zu den Flächen aj5 c2 ,
a3 ,

. . . . Wir

bezeichnen die Normalen von 0 auf die Flächen des Polyeders mit

«i, n 2 ,
n3 ,

. . ., die Normalen von einem beliebigen Punkt A auf

dieselben Flächen mit ni a ,
n2

a
,
n3

a
,

. . . und die Normalen von A
auf die Ebenen Px ,

P2 ,
P3 ,

. . . mit al5 a>, a3 ,
. . . ;

dabei rechnen wir

ab a2 >
a3 • . . positiv oder negativ, je nachdem der Punkt A und die

entsprechende Polyederfläche <3 auf derselben Seite oder auf ver-

schiedenen Seiten der zugehörigen Ebene P liegen. Alsdann ist:

48*
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756 Harold Hilton,

2ns == 2 na s,

denn jede dieser Summen ist = 3 V. Folglich ist:

2 (n — n a
) s = 0.

Daher ist mit Rücksicht auf:

m — m a = ai, . . .

auch 2 a . s = 0.

Wir beachten nun, dass die drei Normalen a4 ,
a2 ,

a3 ausreichen,

um die Lage des Punktes A gegen den festen Punkt 0 vollständig

zu bestimmen und dass die übrigen Normalen a4 ,
a5 ,

. . . mit a4 ,
a2 ,

a3 durch lineare Beziehungen von der Form:

a4 = p4 a4 + q4 a2 + r4 a3

^5 = Pö + ^5 a2 + r5 a3

verbunden sind. Nehmen wir an Stelle des Punktes A beliebige

andere Punkte B, G, D, . . . und bezeichnen wir die den Normalen
a entsprechenden Normalen mit b, c, d, . . ., so erhalten wir:

2 b.s = 0, 2 c . s = 0, 2 d . s = 0,

d. i. eine unbegrenzte Zahl von Relationen, die aber nur drei in d e-

pendenten Relationen äquivalent sind. Denn wählen wir X, jx,

v so, dass:

X a4 + [x b4 + v Cl = d4

X a2 ~f* p. b2 ~j~ v c2 = d 2

X a3 + [x b3 v c3 = d3

wird, so haben wir:

d4 = P4 d4 + q4 d2 -j- r4 d3

= p4 (X aj + [i b] 4“ v Ci) + q4 (X a2 + p. b2 -f- v C2) ~f*

r4 (X a3 + [x b3 + v c3)= ^ (Pi a4 + q4 a2 + r4 a3) -j-
H- (P4 b4 + q4 b2 -f r4 b3)

4-

* (p* Ci + q4 c2 + r4 cs)

= X a4 -j- p. b4 -j- v c4 .

In analoger Weise wird:

dö = X a5 4" F b3 -j- v c5

folglich ist:

2 d.s lE=X2a.s + !

JL -b.s-f'v2c.s.
Wir haben also die Relationen:

2 n d s = 2 . d Y.

2 k d s = d E.

v a d s = v ^ C| S _ 2 c d s = 0.

Ist das Volumen V constant und die Obe rfläche n-

energie E ein Minimum, so werden hiernach die
Flächeninhalte s durch die folgenden fünf Gleich-

ungen und nur durch diese verbunden:
0 = 2nds=-=2kds = 2ads = 2bds = 2cds.
Bezeichnen wir jetzt mit a, ß, y, c unbekannte Gonstanten, so

muss

:
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Ueber die Capillaritätsconstanten der Krystallflächen. 757

lij — a ax — ß — y Cj — c ki = 0

n 2
~ o. a2 — ß b2 — Y ^2 — c k 2 0

n 3 — a a3 — ß b3 — y c3 — c k3 = 0

sein.

Nun kann immer ein Punkt Oi gefunden werden, dessen Ab-

stände von den Ebenen Px ,
P2 ,

P3 die Werthe:

m + ß bi -}- y Oj, d a2 -f ß b2 + j c2 ,
a a3 -f- ß b3 —{— y c3

haben. Der Abstand dieses Punktes Oi von der Ebene P4 ist:

P4 (
a ai + ß bi + Y ci) + <54 (a a2 + ß b2 + Y c2) +

r4 (a a3 -}- ß b3 -(- y c3)
a (p4 a! + q4 u2 -j- r4 a3) + ß (P4 bi + <54 b2 -j- r4 b3) +

Y (P4 c i + <54 c2 -f- r4 c3)= a a4 + ß b4 -f- y C4-

A

In analoger Weise finden wir für den Abstand des Punktes

Oi von den Ebenen P5 ,
. . . die Werthe:
a a5 —{— ß br, + Y c5

Bezeichnen wir jetzt die Normalen vom Punkte 04 auf die Flächen

ci, s2 , 03, . . . mit n 1
!, n*2 ,

n*3 ,
. . ., so folgt:

n 1
!
= Ui *— a a4 — ß bi — y ci = c ki

n J
2 = n2 — a a2 — ß b2 — y c2 = c k2

n J
3 = n3 — a a3 — ß b3 — y c3 = = k3

Demnach existirt ein Punkt Oi, für welchen:
n 1

! : n J
2 : n*3 : . . . = ki : k2 : k3 : . . .

ist. Und hierin besteht das Theorem von G. Wulff.

Es ist nicht immer leicht, dieses Theorem auf einen concreten

Fall anzuwenden. Daher wird es nützlich sein, ein Beispiel zu

geben, das in vielen Fällen angewendet werden kann.
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Es mögen die drei von dem Eckpunkt 0 ausgehenden Ebenen
OBC, OGA, OAB mit den Kanten 0 A, OB, OG von den beiden

Ebenen A B G und A' B' G' in der Weise geschnitten werden, dass

0 A == x a
,

OB = xb, OG = xc,
OA' = ya', 0 B' = y b'

, 0 G' = y c'

ist, worin a, b, c, a', b', c' als bekannt vorausgesetzt werden. Be-

zeichnen wir die Winkel:

BOG - -- a, G 0 A . 3, A 0 B

so ist das Volumen von OABG:

7 1 + 2 cos a cos ß cos y — cos2 a — cos2
ß — cos2

y
\l

und das Volumen von OA' B'G':

xd a b c

6

y
3 a' b' c'

6
/ 1 + 2 cos a cos ß cos y — cos2 a — cos2

ß — cos2
y*

Der Flächeninhalt von ABG ist:

- (b2 c2 sin2 a — b c (b2 + c2) cos a -f 2 a2 bc cos ß cos y)»

Ferner sind die Flächeninhalte von 0 B G und 0 B' C' gegeben

durch :

x2
y2

~n~ b c sin a und -p- b c sin a.

Analoge Ausdrücke gelten für die Flächeninhalte yon A' B' G'r

OGA, OG' A', OAB, 0 A'

Wir setzen nun voraus, dass das Polyeder ABG A' B' G' ein

Krystallpolyeder von der Beschaffenheit repräsentirt, dass seine

Oberflächenenergie für ein gegebenes Volumen ein Minimum ist.

Die Capillaritätsconstanten seiner Flächen BGB' G', GA G' A', A B
A' B', ABG und A' B' C' seien bezeichnet mit kl5 k2 ,

k3 ,
k und k\

Dann ist das Volumen des Krystalls

ß
— cos2 y).M(1 + 2 cos a cos ß cos y ~ cos 2 a COS"

worin : M = (x3 a b c — y
3 a' b' c')

ist, und seine Oberflächenenergie

Sßi x2 - $2 y
2
,

worin

:
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\y j
b c ki sin a -f- cak2 sin ß -f- abk3 sin y

+ k |^/s (b2 c2 sin2 a - b c (c2 -f a2) cos a-f 2a2 bc cos ß cos y)

\ I b' c' ki sin a -{- c' a' k2 sin ß 4~ a' b' k3 sin y

k' 1/2 (b' 2 c' 2 sin2 a— b' c' (c' 2
-f- a' 2

) cos a -j- 2 a' 2 b' c' cos ß cos y).

Wir erhalten für ein constantes Volumen und ein Minimum

der Oberflächenenergie

k $i_a'bV_

y a b c

mit der Bedingung

W a' 2 b' 2 c^

$2
3 a2 b2 c2

> 0.
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