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BRECHUNG UNI) REFLEXION 

DES  LICHTS AN ZWILLINGSFLACHEN 
OPTISCH EINAXIGEB VOLLKOMMEN DURCHSICHTIGER MEDIEN. 

VON 

DK. JOSEPB  GRAILICH, 
PHIVAT-DOCEN'JMiN AN PER K. HOOHSOHULE ZU WI1N. 

(SCHLUS8   DER  AllIIANDIAINO IM IX. BANDTC DIESER  IIKNKSCIIRI KTKN.) 

VI.KUTKR ABSCIINITT. 
DISCUSSION DER ALLGEMEINEN INTENSITATSFORMELN. 

§•  1- 

Wenn man die Schlussgleichungen des dritten und sechsten Paragraphen des drittenAbschnittes 
dicscr Ohtersuchung ins Auge fasst, so fallt sogleich, vor allem n'aheren Eingeben in den Ban 
dieser Kelationen, der Umstand auf, dass die Forme! fiir 9l'„, die Amplitude des rcflcetirten 
ordentlichen Strahles, er rtihre mm von einer einfallenden ordentlichen, oder ausserordent- 
lichen Lichtwelle ber, im Allgemeinen der Nulle nicht glcich ist. 

Da der ordentliche einfallende Strahl sich olme Unterbrechung von dem einen Krystall- 
individuo in das andero fortpflanzt, so gelangen wir demnach zu folgendem cinfachen Gesetze: 

Der einfallende ordentliche Strahl wird an der Zwillingsfiaehe zwar 
nicht gebrochen, aber doch reflectirt" 

Betrachtet man die Bilder einer Kerzenflammo, die an einer Zwillingsfiaehe sich spiegelt, 
so findet man im Allgemeinen deren vicr: der von aussen in den Krystali tretende Strahl "wird 
doppelt gebrochen und jeder der also getrenntcn Strahl.cn orleidet an der Zwillingsfiaehe 
doppelte Reflexion. Da fiir jeden einfallenden Strah] auch vier Strahlen austreten, so ist nach- 
gewiesen, dass der ordentliche Strah] bei seinem Durchgange durch die Zwillingsfiaehe durch 
Reflexion geschw'acht wird. - - Was fiir einfachbrechende Mittel und in gewissen Lagen der 
brechenden Ebene fiir Krystalle und einfachbrechende Mittel nur fiir die senkrechtc Incidenz 
gilt, dass n'anilich der Strahl ungebrochen, aber durch Reflexion in seiner Inten- 
sity t geschw'acht  ins zweite Mittel tritt, findet bier im Allgemeinen fiir jede Incidenz des 

Denkschriften dor mathem.-naturw. 01.  XL   Bd, Adhandl. v. Nlol MM. f 
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42 ,/ o 8 e p h G r a i I i c h. 

ordentlichen Strahles Statt. Es erinnert dies an cin 'alinliches Vorhalten in den liiohtungen der 

einfallenden und. gebrocheneri Strahlcn; w'ahrcnd bci isotropen Medien nur fiir den einzigen 

Fall der scnkrechten [ncidenz Einfalls-, Reflexions- und Brechungswinkel gleieh werden, findon 

wir diese Gleichheit ganz allgemein fiir jeden Incidenzwinkel der ordentlichen Stfahlen an 

der Zwillingsflache. 

§.  2. 

Untersuchen wir nun zuvorderst die Verh'altnisse im optischen Eauptschnitte. Setzen wir 

o) = 0 oder a> = 180°, so erhalten wir 
1. fiir die einfallendc ordentliche Welle aus 13 und 15 

j  — cos p sin a ± sin <p cos a = sin (a ± p ) 
J    ::.:"  COS  if sift,  (J.   Lf-   S'ill  (f COS  (J.   r.z.shl  ( (J.   +   (f ) 

j" — cos <p"sin a + sin <p"cos a - - sin, (a + <p"\ 

cos 0 -~77Z 

• it. r ' „.   |   , „., v 

— 4- I 
cos ("•   :   9) 

CDS ff 
sin V sin a + cos (p cos a 

==• + 1 
cos (a   |   <p) 

COS 0" = 
sin 'P sin a ± cos <p" cos a 

= :t 1 
cos (a   !   <p) 

welche Werthe in 87, 39, 4.1 substituirt, folgende Ausdriicke liefern 

a," == + sin (p + <p") cos (a + p) [(sin p2— cos o?) -f cos (a ± p) cos (a f <p)\ = 0 

bt" = +  cos (a T- <p") [cos "(a + <p) sin (<p  j- <p") — {sin p'2 -    cos '/.'') (sin (p — -p") | = 
+ 2 cos 2(a T <p") cos (a + <p) sin <p cos ip. 

e." = 0. 

<t' \-   sin, (q -f") cos (a + p) cos (a ~\- p") [cos (a -F p) cos (a + p) -J- (sinp2 -   cos a2)\ = (.). 

b(' == +  cos (a + p) cos (a + p") | cos 2(«   f- <p) sin (p •)   <p") — (sin <p% -    cos <t) sin (<p — p")j = 
-f 2 cos "(a -\- <p"\ cos (a + p) cos (a ± p) sin p cos p. 

c,: =0. 

a„" = +  cos (a + p) [sin (<p -|- p") sin a-— cos p" cos (a ± p)\. 

(>,'/ =  -l   cos (a :f p) [sin (p p"~) sin, a- cos p" cos (a   F p)\- 

c,," =   f-  sin, (p   ;   p") cos (a + p) sin a -j   cos p" (sin p~- — sin a:'). 

Substituiren wir diese Werthe in die Gleichungen 88,  si), 90, so linden wir fiir di<5 Arn- 

plituden unbestimintc Ausdriieke von der Form l•; wir miissen demnach I'iir diesen speciellen 

Pall auf die Gruhdgleicl gen zuriickgehen, welche dureh die Einfiihrung des Azimuths 0° 
und ISO" folgende Eelationen liefern 

Zf= COS 0 
T 

V^ o. 

± sin <p sin a — cos cp cos a 

Y\ 
COS 

rz <P 

Tjr . + cos <p cos a — sin tp sin u 
W= sm a - = + sin w 
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Brechung und Heflexion des Ldchts an Zw tiling sflachen. 

± sin <p sin a + cos <p cos a 

43 

U = COS (f 

P=0. 
fi- 

— cos r 

,, „ . ± cos co cos a + s'» c> sin a 
w =—sin a -     = = + sin w 

U"= 0. 
,-r,, + sin <p" sin a — cos <p" cos « 

Yi- 
= + 1. 

W'= 0. 

Setzt man die bier erhaltenen Werthe zunachst in 18, so findet man nach dem Princip der 
Aquivalenz der Seliwinguugen 

31 cos <p 4- 31,/ CM j? = 2l0" «>.? f 
21/       = %: 

± 21 sm j? + 21/ sin <p = ± 2I„" «m $?. 

Die zweite dieser Q-leichungen ist nur mbglich, wenn 

21/= 0    91," = 0 

und die erste und dritte gibt durch Addition 

31 ~ %," 
folglich 

91/=0. 

Substituirt man dieso Werthe in 46, so reducirt sieh diese CHeichung auf Null. 
Es zeigt sick demnacli, dass die im Hauptschnitte einfallende ordentliche 

Welle weder cine reflectirte noch gebrochene ausserordentliche Welle 
erzeugt; und dass im Eauptscb.ni.tte die ordentliche Welle ohne Anderung 
ihrer Oscillationsintensitat durcb den Z w i llingskrystal 1 sich fortpfl-anzt; 
dass also lu'r den ordentlicben Strahl in der Ebene des Eauptschnittes der Zwillingskrystall 
ein einziges ununterbrochenes Individuum darstellt, die ZwillingsfiSche bier fur denselben 
gar nicht existirt. Der Strahl geht ungebrochen, mit ungeschw&chter Intensii'ai in das zweite 
Individuum uber. 

2. Fiir die einfallende ausserordentliche Welle substituiren wir auch bier o>=0, a>=180°, 
so linden wir in 66, 68 

y = ± sin <p cos a \ cos <p sin a = sin (a ± <p ) 
f = + sin f cos a -f- cos <p sin a —- sin (a + <p) 
'/'-=   + sin w" cos a -[• cos tp' sin a =sin (a + <p") 

sin <p sin <i. 
COS 0 : 

COS 0 - 

COS 0 : 

cos 0 cos a 

cos ( '   1   ?   " 
S/'ll <?' sin a ±  <"os tp' COS a 

cos (a + <p') 

sin <?' sin a ± cos <p" COS a 

cos (a + tp") 

+ 1 

+ 1 

+   1 
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44 Joseph  Grailich. 

wodurch sich die Ausdriiekc in 88, 89, 90 folgendermassen gestalten: 

<K   = 0 

h',' = +  cos (a ± <p) cos (a + <p") [sin (cp -4- <p") cosi(a + w) — (sin <pn -— cos a") sin (f  <p") | 

ce" = 0 

< — <> 

h't   = +  cos (a + <p) cos (a -f <p") \sin (cp -f (p") cos 2(a + <p) - - (sin (pri-   cos a3) sin (<p'—<p") | 

cj = 0 

«,," = 0 

60" = -- cos (a± <p) [cos <p" (cos <)} — sin (pri) + sin (<p -j- <f") cos (a + <p') sin a\ 

c" =  +  cos (a ± <p) cos (a + <p) [sin (<p—(p")sin a ± cos <p" cos (a + <p') | 

Auch hier gelangen wir durcli Substitution in 100, 101, 102 zu unbestimmten Ausdriickcn, 
wir miissen dahcr auf die (Irundgleiehungen zuriickgchen und fiiliren zu dcm Ende das Azi- 

muth Null und 180° im vierten Paragrapben des vorigcn Abschnittes ein.  Dies gibt 

U = 0 
„ + sin a sin tp — cos a cos ip 

cos (a + <p) 

w = o 
•J.J, + sin a sin <p' — cos a cos <p' 

cos (a + <p') 
COS 9 cos <p 

V = 0 

W-. 
-t- cos <p cos a — sin <p sin a 

cos [a + <p') 
sin (p = — sin <p 

U"= 0 
„,, ^ sin <p" sin a — cos <p" cos a 

cos (a + <p") 

W'= 0. 

Substituiren wir dies in 69, so erhaltcn wir folgcnde Ilclationen 

%' cos (p  = 2l„" cos <p' 

%    %: cos   = %;' 

— 5t0' sin <p  --= 51,," cos <p 

Aus dcr ersten und dritten Glcichung folgt 

%; = o     %;' = o 

d. i. die im Hauptschnitte einfallcnde ausseror dentliche Welle erregt gar 
keine, weder cine reflectirtc nocli cine gcbrocliene ordentliche Welle. 1 m 

Hauptschnitte ist also ein Zwillingskrystall bcziiglieh der Zwillingseltenon durehaus cinfach 
brechend. 

Zur Bestimmung der Intcnsifat des rcflcctirten und gebrochenen Straldes dient zun'achst 

die Glcichung 

M J % = %; + 5i;' 
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Brechung und Reflexion des Lickts an Zwilling sflaelien. 

zu welcher dann nodi nach §. 6 des vorigen Ahschnittes die zweite Bestimmungsgleichung 
gefunden wird. Ftthren wir dort in 91 die eben gefundenen Werthe von 91'0 und 2t"0 ein, so 
haben wir 

r .sin <p cos co [ 1  + -    ? -  >""- - J ] = («,'« + 5l/'2) rii p co, f" . 11 I e* + („ss _ 8a) r"2 

/'I 
co.s ip I 

auf und multipliciren dann mit cos co einerseits, cos to" andereraeits hinem, so linden wir: 

3t2 sin to 
e2 cos ip + (o2—e2) r sin a  1 ,-, ,.,      -y „aN      .        ,.    r ea cos y>" -(- (o2 — e2) r" sin a   i 

Nun ist abcr (siehe Sitzungsberichtc der k. Akadelnie der Wissenschaften, naturw. Classe 
XI, 820) 

sin ip' 

sin ip' '2 

<- I- (o» - «») ra 

ea + (o2 — sa) ;-'-'" 

folglich wenn wir beiderseits die Briiche wegschaffen und die letzte Relation beriicksichtigen 

s}(2 sin co" [e9 cos ^ + (o9 — e2)r sm a] = (3I/2 -\  51,,""') stn p [e2 cos co" -f- (o2— e") f' s'u a\ 

d. i. 

3t9 .v« js" |crj- ,v« a  |  e9 (cos <p — ysina)"\ = (5le'
2 + 9HJ'2)sinco. [o*f sina -f <"2 (cos<p"—;f sina)']. 

Es ist aber 
(305 p> — j' S2W « = cos a (cos co cos a — sin <p cos co sin a) 

cos to" - - y" sin a = cos a (cos co" cos a -\- sin to" cos co sin a) 

folglich unscre Gleichung 

5l2 sin co" [o9 sin a (cos <p sin a-\~ sin co cos to cos a) -f- c' cos a (cos to cos a —sin co cos «> sin «)] = 

(9t,.'2 + 5l(."
2) sin co [o9 sin a (cos to" sin a — sin co" cos to cos a) + & (;os a (cos <p" cos a —sin <p" cos co sin a)]. 

Setzen wir liier nun o> = 0 , co = 180°, so erhalten wir 

2l2 sin co" [o9 sin a sin (a ± co) + c2 cos a cos (a. ± <pj\ = 

(5t/2 -f 2le"
2) sin co \o2 sin a sin (a + co") -f e2 cos a con (a + co")]. 

Es ist aber nach den (Heichungen, welche in dem oben citirten Aufsatze in den Sitzungs- 
berichten ttber den Zusammenhang der Richtungen der Wellennormalen diesseits und jenseits 
der Zwillmgsebene mitgetheilt wurden, filr das Azimuth 0 

/' tin (a — <p) + '2 Q sin a sin <p 

[2] 

mid ini Azimuth TT 

sin (a — co") 

cos (a — co") 

sin (a -f co") 

V\ Q sin (f (Q sin <p + 1' cos <p) 4  I'2 

I' cos (a — if)   |   2 Q sin a sin, if 

Y& Q sin ip (Q sin ip + P cos ip) + P3 

P sin (a + ip) — 2 Q sin a sin ip 

70S (a + to") — 

V~4~Q sin if ((,> sin <p    - P cos if)   I   /'-' 

P cos (a + ip) — 2 Q sin a sin <p 

Yi Q sin ip (V sin <p — P cos ip) -f /'- 

Dies gibt, da im ganzen Hauptschnitte 

sin co 
YiQ sin ip {Q sin <p ± P cos if) + P'2 
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46 Joseph  Gr a iIioh• 

ist, folgende veranderte Gleichung statt [2] 

2t2 P [o2 sin a sin (a + <p) -f ^ oos (>- cos (a ± <p)~\ = 

(%J2jr %"*) [o2 sin a (P sin (a + <p) ± 2 Q sin <p sin a) -j e2 cos a [Pcos (« + <p) + 2Q sin <p cos a)\ 

odd-, wenn man nach /' und Q im zweiten Gliede ordnet 

3t2 P[o2 sin a sin (a ± <p) -\- ea cos a cos {a ± (f)\ = 

(2lc'
2 + 2(„"2) | /'(V2 sm « sm (a + <p) -)- e2 r;o.v a cos (« + <p)) + 2 (,) sm <p (o2 saw «2 -f- e2 eo.s- «2)| 

o2 ,v« a2 + e2 cr« a2 —= e2 -f- (°2 — e~) sin a' = P es 

2l2 [o2 -vwi a sin (a ± <p\ -f e2 COS a cm' (a ± ^)j = 

(2(,,'2 -\~ 2t,,"2) | o2 «w a sin [a + <p) -\- <r cos a cos (a -\- <p) ± 2 Q <'~ sin <p\. 

Dividiren wir beiderseits durch e2, und sckreiben wir indem wir -~ = q setzen fiir Q 

seinen Werth (//-    1) sin a cos a, so hat man als den Cogfficienten von 2lc
2 + 2l„"2 

q sin, a sin (a + <p) -\- cos a cos (a + <pj + 2 (J sin <p = ± (y—L) sin a cos a sin cp 

-f- cos <p (</ sin a2 -4" c08 a*) 

= <j sin a (sin a cos <p ± cos a sin <p\ -[- cos o. (cos a cos <p + sin. a sin <p) 

— ij sin, </. sin (a + <p) -f cos a. cos (a ± ^) 

das ist aber gerade der Coefficienl von 2P; wir haben somit, wenn wir beiderseits die gleichen 
Factoren weglassen 

[ 3 ] 2t2 = 2t;2 -|  2l,;"
a 

welclie Gleichung mit [1J zur Bestimmung der Werthe von 21,/ und 21,," hinreicht. Quadrirl 

man [1 | und subtrahirt man es von [3], so findet man 

[ 4 ] %( %" = 0. 
Die Gleichung [3] hatte audi auf cinem  andern Wege erlangt werden konnen. Gehen 

wir 7M dem En-de zu der ursprttnglichen Construction zuriick. 

Es sei TUT'Hi die Ebene desHauptschnittes. [st TS die Trace einer einfallenden Wellen- 

ebene auf dem Eauptschnitte, 8 der Bertihrungspunkt an der Eauptschnittsellipse des Wellen 
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Br&chung und Reflexion des Lichts an ZwillingsflUchen. 47 

ellipsoid.es, so wird 80 der einfallende Strahl. Macht man T'0 — TO, Legt durch 7* erne 
Beriihrende an die untere und obere Ellipse, und riennt man die Beriihrungspunkte respective 
<7 mid 8', so ist 08' der gebrochene, und Orr der refleetirte ausserordentliche Strahl. Da nacb 
[1] 5l„' = 0, 21/'==0 ist, so sind bios die zu den Osoillationen der ausserordentlicben Bewe- 
gung gehbrigen Volumina zu sucben. Das Volum, welches zur einfallenden Bewegung gehort. 
ist proportiona] demProducte T8:< OB; die Volumina, welcbe zur reflectirten undgebrochenen 
Bewegung gehbren, sind proportional den Producten T'ax Op und T 8' x OR, wo E, p, E' 
die Fusspunkte der Wellennormalen sind. Aber bekanntlicb ist 

7" 8' = 7" CT 05 O/; 

folglicb wiirde die Gleichung, welche die Erbaltung der lebendigen Kraft ausspricbt, 

SI'-' . 7'£ . OB = (3t/a + ?(„";) 7" £' . 05' 

werden. Es ist somit uur noch nachzuweisen, dass TS . OB — T' 8' . OB1 um die Gleicbung 
|,') | zu erbalten. Aber dies ist uach den bekannten Eigenscbaften der Ellipse Leieht auszu- 
I'iihreii. Erganzt man uamlich die obere Ellipse und zieht aus Teine zweite Beriihrende, 
welcbe die Ellipse in S" trifft, so ist offenbar 

A 0T8" =   A OT'8' = 
77/SY" 7"AS"    = 

05" = o//' — 
In I 

A on 

Op 
li'lieli 

'/'tf" . 05"= T'S' . OB, 

Aber die Producte T8 . OB, T8" . OB'' sind proportional dem Flacheninbalte der Dreiecke 
T8 0, TS"0. Legt man durch irgend einen Punkt ausserbalb eines Kreises Tangenten an 
diesen, so werden die beiden recbtwinkeligen Dreiecke, deren Eypotenusen die beiden Tangen- 
ten, deren Katheten die von dem gegebenen Punkte durcb den Kreismittelpunkt gelegte 
Gerade und die aus dem Mittelpunkte auf die Tangenten gefallten Normalen (Badien) sind. 
unter einander gleich sein. Die Ellipse ist eine Projection (\rs Kreises; Legt man aus einem 
beliebigen Punkte T ausser der Ellipse Beriihrende an dieselbe, so sind die beiden Dreiecke 
T80, T8"0 Proiectionen zweier congruenter Dreiecke uu\w demselben Neigung'swinkel: 
folglicb isi 

T80=i TS"0; ') 

•') Wc n ii in .-HI v on c i nc in beliebigen Punkte ausserhalb der Ellipse Tangenten an dieselbe zieht, und aus 
1 ioin Mittelpunkte Normalen auf die Tangenten errichtet, so verhalten sioh die Distanzen zwischen 
dem gegebenen  Punkte und den  Beriihrungs pun kt e n unlink oh rt wie die LSngen der Normalen. 

1st -r"1 b'1 {• if1 a1 - II.'
1
 Ii1 Gleicbung der Ellipse and y -Ax Gleicbung einer Geraden durcb den Mittelpunkt derselben; 

iiininil: innii in dieser Geraden irgend einen Punkt T an, (lessen A.bscisse x' ist, so isi die Gleicbung der beiden Tangenten 
.)•' (i: Ifi + y o.* A) = a? b^ ; folglicb sind die Coordinaten der Beriihrungspunkte 

Ii1 ± .1 V.i-1 (.!- >fi  i   /•-)      a11,1 \ b-   / An1  i  /<- V.i-'1 [A-a-   !   6~*)      II
1
 h"    , 

r-„- j /,-• J'   "'' ~     .,-• v .!-'„-• | /,-• J 

die  Lange TS oder TS' isi sonaob gleiob  der Quadratwurzel  yon 

[»'»(»«   |   .1- a-) — aa(Ja   I    A V.r'1 [A1,,'   \   W)       a1 />-)\-   I   \ A.i-"1 (h1   |   A'1 a'1       //- (A1 a'1   \   h1 VV- 1 .1- n'1   i   W)     -»-/,'-']- 

die  Lange   der   Normalen  OH ist TO sin  0T8; nun  isi  aber, werin  8 die trigonometrische Tangente des  Winkels ist, den 
eine der Tangenten mit der  A.bsoissenaxe einsebjiesst 

wr'ow.(l   ;   .1-') (I   i   01)      (A       0,r-'.    .i,',,.'1 (ITS" (\   ;   ,l-)(l   :   Sa)2       (.1-   0.,)- 
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48 

folfflich 

Joseph  0raiIiCh. 

?p --= 51;2 -i- %'\ 

Die Gleiehung [4] I'asst es unbestimmt, ob 9te' oder 3le" glcich Null. wird. Wenn nun aber 
audi nicbt die Analogie tnit dem ordentlichen Strahle, so wie die unverandertc Lage der Pola- 
risationsebene zu beiden Seitcn des Hauptscbnittes leiten wiirdo, so werd.cn es die sp'atcr mit~ 
zutheilenden Tafeln, welche zeigen, wie die Amplituden der reflectirten Strahlen gegen den 
Hauptschnitt bin sebr rasch abnehmen, genugsam anzeigen, dass im Hauptschnitte die Enten- 
sitat der reflectirten Wellen null, sei; so dass wir hier zu dem merkwiirdigen Gesetze 
gclangcn, dass der aus scrordentliche Strah 1 im Hauptschnitte ungeschwacht, 
obschon nicht ungebrocben, in das zweite In. d i v i d uum ii b crgeh. t. Die Wirkung 
der Zwillingsebene verschwindet daher I'iirdiesen Strahl nicht ganz und gar wie bei dem brdent- 
lichen ; aber der Einfluss dersel ben crstreckt sicli nuraufdie lii cli tung , nicht 
auf die Grosse der 0 s cilia t ion en. Die isophanen Mittel, welche durch Reflexion voll- 
standig oder doch nahezu vollstandig polarisiren, zeigen eine Ercheinung, welche an die hier 
gefundene erinnert; der unter der Eauptincidenz einfallende Lichtstrah] wird namlich sobald 
er senkreclit zur Einfallsebene polari'sirt ist, ganzlich oder nahezu ganzlich in das zweite 
Medium dringen und dabei zwar seine Rkhtung, aber nicht oder doch kaum seine Entensitf&t 
andern. Was nun bei isophanen Mitteln fiir den Polarisationswinkel, das gilt im Hauptschnitte 
optisch einaxiger Zwillingskrystalle fur jeden Encidenzwinkel des extraordin'aren Strahles; dort 
haben wir eineii Winkel, hier eine Ebene der totalen Brechung. 

§• 3. 

Wir betrachten nun die Verhaltnisse im optischen Querschnitte, in der Ebene, welche auf 
dem Hauptschnitte und der Zwillingsflache senkreclit steht. 

Die Gleichungen der beiden Wellenflachen im ersten und zweiten Endividuo sind beziehlich 
(s. Sitzungsberichte t\cv mathem.-naturw. CL XI, HIT II'.) 

- (ar -f- y'1 -\- ,-r) -j- (— —] (x cos a +• z sin of = 1 

(cca ; if -j- ,r) A  { ' -] (x cos a     z sin of = 1 

der Querschnitt hat cc = 0; es ist somit der Schnitt dor beiden Ellipsoide gleichm'assig 

(I. i. die Wellenfl'achen t\cv zwei Ehdividuen haben im Querschnitt eine Ellipse gemeinschaftlich, 
deren Axon nach den C.oordinatenrichtungen Y und ifsicb wie ye* -\ (o2 e) cos a: : o verhal- 
feen; dabei ist die Axe, welche in die Zwillingsebene entfallt, gleicb dem Aquatorialdurchmesser 
der Wellenflache, somit die grossere Axe; bei negativen, die kleinere bei positiven  Krystallen. 

il. i. (wean wir ip einen der beiden Winkel OTS,  OTS" nennen) 

sin <p2 = 
[4» (A a* =F J2 Yx?' (A* a2 + J")      a* b*)     A a2 (i» ± A Vx'* {A* a2 H   ¥)•    a2&2)J2 

(l+i>)[(j!'«^ + .«)-cfl{b*±AVj?*(A*a*-\ //')    a2*2))2 ! (,1..;'-(//' I 42a»)-52(4a2?A2 Vx** (42a2+J2)— a2J2))8] 

iiiisiiiuiri   I.:II   die«e Werthe in die Qleiohung 

tm v.<t- o /;"-' 2\S2 

tin 02
2 ry/,'-J 2'S"2 

so lini.lot man  riaoh alien  Reduotionen <» .= l , wodurch der Satz bewiesen ist. 
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lirechung und Reflexion des Lichts cm Zwi.Uingsflachen. 49 

Die [ntensit'atsverh'altnisse leiten wir wieder aus den Grundgleichungen her, da sich 

dabei interessante Vereinfachungen herausstellcn, welche in den allgemcinen Glcichungen 
verborgen  bleiben.  Wir beginnen mit dem Falle wo die einfallenden Wellen ordentiiche sind. 

Wir baben, wenn wir o> = 90° setzen in 13, 15 des erstcn Paragraphes des vorigen 
Abschnittes 

somit 

U = 
Vl 

V = 

cos <p'* sin a* 

sin, <p cos <p sin a 

V\ 

w= 
— cos cp*  sin a'1 

— sin, <p~ sin a 

VT^ cos 

y = cos (f sin a ens 0 = 

y' = cos to sin a CON 0' = 

y" = cos (p" sin a cos 0" = 

U = 

V' = 

W = 

sin cp sin a 

Vl   COS (f'~ sin  «'-' 

sin <p sin a 

Vl — COS (f* sin a~ 

sin (p" sin a 

Vi 

— cos a 

V 1  --  COS ^ sill, 

sin <f cos <p s/'n 

a* 

a 

Vi — cos <pt sin 

sin ip~ sin, a 

a's 

:in.   iL 

folglich 
V I — cos if* sin «'J 

U—U',    V=—V,    w=w\ 

U" — 
sin tp   sin a 

V\ — cos <?"'* sin a' 

V" — cos <p" cos a 

Vl COS jf"2 xili  ii ' 

W" — 
sill ip" COB it 

Vl — cos p"a sin aa 

Setzen wir diese Werthe, so erhalten wir fiir 18 folgcndes System von Gleichungen 

A  \   (f%,"+ U" 8 = 0 

B |   r9l„" — V" 8 = 0 

c   w%:'— w"D=o 
wo 

A = - - (21 H 51,/) U       ll == (91  -31/) V       C— — (51 + 51,/) W 

£=31/ +91/'        D = 3I/ 91." 

bedeutet. Aus diesen Gleichungen linden wir 

- U V" + U" V 
31/' = 91 

9i; =9i 

31." = 91 

I    V" — V" V 

V V 

V V" + U" V 

V V 

H v1 

91/ 

( V" W \ w 

v V W" ) W"      " V w 

V" w a v t v" w x 

"' + if" v   V     "I     Vw77') 

Wir werden im nachsten der Kiii-ze balber 

II V" — I'"   V 
= m 

i  vv V v" 
n 

w 
w 

----- 91' 

w w 
(1 -^ = p 

m 

m 

[9.1 

[10] 

D V -I Ii" V U V" H   II" V (V V"   i    U" V) W" '    II 

9(„" = 51 m  ;  51,,' 51/ = 9( (n — q) — 9l„' j> 5l„" = 5t (n + q) 4 91,,' j> 

setzen. A Is vierte Bestimmungsgleichung dient die Relation 46 (III. Abstehn., §. 3) 

(o- —e-)r   I  - y") I 

11 

(3l8 — St/8 — %,"*) sin to cos to = (5l„,;i + 5(„"a) am f cos f [ 1 

Ms Lst 
e2 + (02 _ ,,-, ;,»- 

> ^> sin (p* o'- 

«8» p"a «'- + (o'2 — o2) y""        sin f"- 8a + (oa -     9a) ;-"- 

Denkaohriften der mathem.-naturw. CI. XI. Bd. Ahhaudi. v.   Niolitinltgl. 

ga + (o'J — ea) J»"a sin <p'* — sin <p"'* 

sin <pi  ""'     "'-    -      (   1 •'• 
8a + (0a _ fl3) r»2 V / 
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Joseph  Orailich. 

i 

50 

folglich 

,0. _ J, r"   (j^-   _ f. ) 
-i      , V «o> <P" J      

A- + o>i — R-))'"'-' t — y *   i SJM y- 

Substituirt man in die letzte eckige Ivlammcr den Werth von j 

sin <p'Z — sin (p"'J y" 

cos <p 

sin (f"'2) sin or = 

-[(i-n+ • sin cp 
  (sin a — r" cos <p")\ 
ros <p      K ' '    ' I 

(i- -• - n + - 
— cos p"2 sit 

aber cos <p sin a = 7*, folglich 

tin <p- 

1 —cos <p"'~ sin a~ -\- (sin (p* 

cos <p" sin a, so wird 

- (sin a — y" cos f) = 

sin or cos a2 

1 
02 — s») r    I y" I 

V. oo» <f" y 1 — Y
1 

„2 + (02 _ e2) r»: 

[12] 

and 46 wird 

[13 J (IV — %!' - - %:') (1   - r"a) sin <p cos if = (3i;8 + 5l„"2) (1 - j'"j sin (p <P 

Substituiren wir hier die Werthe aus [llj und setzen wir 

(1 —;'""') sin <p cox (p = k 

(1 —/-'"' ) sin <p" cos cp" — Id' 

so erhalten wir 
km + 2 }>q k" — N 

[14] 

[15 

wo 

SI/ 4-*[— /c  + //' ffi 1 
JV* = (/m H   2 p y /,;")2 -| - [& (1 — mr) — '2 As" (ra2 + g*)] (A -|  &" f) 

und wenn wir hier aus | 111 die Werthe von m, n, p, q einftlhren 

N* W* = ¥ W"* \(U V" + U" Vf + 4 UU" V V"\ 

— iW UV(U" V" W— UVW") — 4:/c" U2 V2 W 

und wenn wir hier aus [7] die Werthe von U, V, W, U", V", W", und aus [14] die Werthe 
von /,:, /,.-" substituiren, aaeh alien Reductionen 

Ar'-' 
am <p 1 - y* 

tin <P" cos < 
— = (sin <p" cos tp" cos tr -[• sin <p cos <p sin (tf- 

Nach dieser Forme! sind die Werthe der folgenden Tafel gerechnet. Sie soil dazu dienen 
eine ungefahre Vorstellung liber den Einfluss dcr Zwillingsflache in bestimmten speciellen 
Fallen zu ermSglichen. Da mir die Instrumente fehlen die hier mitgetheilten Zahlen selbsl 
u'aher zu priifen, so stelle ich sie her wie sie die Rechnung ergab; es ist aber kein Zweifel, 
dass sie <\n- Wirklichkeit entsprechen, aachdem die Verhaltnisse im Hauptschnitte voile Uber- 
einstimmung zwischen Rechnung und Beobachtung zeigen, und, so weit es die Schatzung mit 
der dichroskopischen Lupe zul'asst, die Intensitaten auch im Querschnitte den hier mitgetheilten 
Zahlen gemass sind. — Obselnm die Nairn- nur wenige bestimmte Zwillinge bietet, so habe 
ieh die Tafeln doeh. von 10 zu L0 Grad I'iir alle Neigungen der optischen A.xen zwischen 0° 
und dem Winkel der einfaehen Reflexion und. Brechung (S. Sitzb. XII, 236) gerechnet, urn cine 
niilicre Einsicht in den Gang der Verhaltnisse zu gcwinncn; die Conslanlcn sind die dcs 

Kalkspathes. 
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Brechung und Reflexion des Lichts an Zwittingsflachen. 51 

In den folgenden Tafeln ist 
<p der Einfallswinke] der cbenen Welle, d. i. der Winkei, den sie mit der Zwillingsebene 

einschliesst; 
y dcr Cosinus desWinkels, den die Normalc der einfallenden Welle mit der optischen Axe 

des ersten Individuums einschliesst; 
<p" dcr Brech-ungswinkel der aussorordentliclien ebenen Wellen, d. i. dcr Winkei, den die 

aussorordcntlicli gebrochene Welle mit dem Ilauptschnitte einschliesst; 
Y" dcr Cosinus des Winkcls, den die Normalc dcr ausserordeiitlich gcbrochenen Welle mit 

der optischen Axe des zweiten Individuums einschliesst; 
21/, 21/, 21/', 21/' die Amplitude der ordentlieli und ausserordentlicli refleetirten, und der 

ordentlieh und ausscrordcntlich gcbrochenen Welle; 

1. l()u .21 = 1 

a. 
L0? so- 9/2 U? 9/8 80?ll/5 O-Ooo is 0 99830 0-00324 0-05817 
•20" 80°86/6 22°24/5 80°45/7 0-00090 0 99270 0-007 1-2 0-11503 
80° 8l°21/l S8°53/4 81° 12/7 0-00197 0 98363 0'01295 0-17373 
40" 82° 21.'3 15049/8 88° 3/0 0-01291 0 98181 0-01575 0-18718 
50" 88°85/5 58°48/0 84°50/8 o-oi ic,;, 0 96285 0-0411-2 0-28345 
CO" 85" 1/2 76°22/5 87°29/2 0-08862 0 94052 0-1527 1 0-42400 

io- 
20" 
80° 
10" 
50" 

a = 20°   .21=1. 

<p      arc. cos y 

70U9/0 
71"15/2 
72°46/2 
7 I" IS/7 
77°18/0 

ll? 3/7 
22°14/0 
33"3'.)/I 
45°34/7 
58°84/2 

70928/2 
71°82/6 
73°27/G 
70" 8/9 
79°34/6 

0-00064 
0-00349 
0-00887 
0-01933 
0-04286 

0-99181 
0-96920 
0-'.13529 
0-8945J 
0-84997 

at: 

0-00015 
0-01.3-21 

0-02286 
0-03862 
0-07428 

0-12018 
0--235(50 
0-34823 
0- I I 1-25 
0-5.V2 IS 

00"    80"  9/2    75"I5/1     S5"  0/3    0-18160    0-7737G    0-22925    0-79867 

= 20°   15 21 1. 

<f      arc. cos y 

10? 

20° 
30" 
40° 
50" 

64910/5 
65°26/8 
07°28/2 
70"11/0 
73°28/8 

t0?58/5 
22" 4/3 
38°.26/7 
45°20/8 
58"22/2 

arc. cos y 

64?15/7 
66°47/9 
68°20/8 
71°58/2 
7C."35/-2 

%: 

0-00185 
0-0058] 
0-01010 
0-0-235 7 
0-06797 

0-98684 
0-94485 
0-88C03 
0-82253 
0-74288 

St.' 

0-00704 
0-0 I 0 1-2 

0-08006 
0-04687 
0-14051 

St." 

o- 16295 
0-81642 
0-45151 
0-58113 
0-64611 

60°    77"13/3    75" 8/2    88°29/l    0-20681    0-03870    0-24748    0-96688 

a 26° 52'-S  . 21 = 1. 

10* 
-20" 
30° 
40" 
50° 
00" 

G3v33/3 
0 1 "51/5 

66°57/0 
69°44/2 
73" 6/8 
76°56/l 

IO-5S/1 

22" 3/2 
88°25/2 
45°19/2 
58°20/8 
75° 7/5 

arc. cos y 

68?89/0 
05"13/0 

67°49/8 
71 "27/8 
70"10/5 

83°20/l 

at: 

0-00185 
0-000 IS 

0-OI5IS 
0-03247 
0-070 11 
0-21377 

%," 

6-98497 
0-94145 
0-87839 
0-80501 
0-73012 
0-02340 

si; 

0-00774 
0-01638 
0-02782 
O-ol l Is 

0-08101 
0-24598 

0-107 10 
0-82482 
0-46678 
0-59105 
0-71979 
0-98282 
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Joseph Grailich. 

a = 30° • 51 = 1 

<p    arc. cos y 

10° 
20° 
30° 
40° 
50° 
60° 

60°29/9 
61°58/5 
64°20/5 
67°28/7 
71"15/2 
75° 31.'3 

9 

10-54/8 
21' 
88' 
15' 
58' 
75' 

57/3 
17/7 
11/0 
13/5 
8/4 

60°35/7 
(J2°22/3 
05° 17/8 
69°21/9 
7 l"l 1/7 
82°85/5 

st: 

0-00282 
0-01)731 
0-01882 
0-08877 
0-08094 
0-24788 

I)-98 I 09 
0-92 15 1 
0-81511 
0-75522 
0-GO 199 
0-51512 

VI,.' 

0-00226 
0-01629 
0-02844 
0 • 04510 
0-08098 
0-23297 

St." 

o-L9081 
0-30768 
0-52225 
0-05929 
0-78866 
1-05589 

40°  • 5! 1. 

<p 

10" 
20° 
30° 
10" 

arc. ens y 

50°48/6 
52"50/5 
56°10/4 
69°30/l 

t0°4B/8 
21°86/9 
82°50/8 
44°41/1 

50"50/i 
53"IS/2 
57"18/7 
02"58/3 

St.' 

0-00401 
o-oi is-_> 
0-0278 1 
0-07229 

St," 

0-95989 
0-84708 
0*69897 
0-50150 

st: 
0-00939 
0-01866 
0-02698 
0-03066 

St." 

0-27663 
0-5 1756 
0-70520 
0-85888 

50"  65°35/7 57°46/6 69"57/3 0-11086 0-48028 0-057-13 0-97396 
60"  7l"15/2  71"'l8/3 80°18/1 0-32990 0-27214 0-13611  1 -22:101 

a = 45°28'-4 • 21 = 1. 

tp      arc. cos y 

10" 
20" 
30" 
40° 
50" 
60" 

45°29/l 
48" 0/7 
51°56/2 
56"57/l. 
62°46/0 
69"  8/9 

io":>,7/i 
2 I"21/8 

32°40/4 
44°23/4 
57°30/6 
74"39/1 

arc. cos y 

45"35/8 
48°29/3 
53"11/0 
59"25/3 
67*81/1 
79"  8/6 

51' 

0-00217 
0-0158 1 
0-08489 
0-06444 
0-12871 
0-35836 

St" 

0-93976 
0-78646 
0-59011 
0-40191 
0-24816 
0- 12118 

9t.' 

0-00990 
0-01728 

0-02488 
0-02892 
0-03528 
0-05208 

St." 

0 55251 
0-00700 
0-79919 
0-93069 
I-01095 
1-27793 

<p    arc. 

2t - 1. 

arc. cos st: st: St" 

60°  • 31 = 1. 

st" 

10" 41" 1/6 10°31/8 •11" 8/2 0-00416 0-01008 0-91776 0-38748 
20" 43"57/5 21°1 I / l 1 l"20/3 0-0 1053 0-01080 0-70759 0-70109 
30" 48"26/4 82°20/3 49°40/0 0-03515 0-01950 0-47465 0-87620 

•10" 54° 1/1 -11" 8/1 56°38/8 0-00759 0-01763 0-25909 0-98539 
50" 00"30/l 57" 10/7 05"52/3 0-15209 0-01321 0-09035 1-07403 
60" 67°28/7 74°31/5 78"12/1 0-5,5 1.49 —0-01429 —0-02767 1-28677 

9 

10" 
20" 
30" 
40° 
50" 
60" 

arc. cos r <p" tire.   COS r 
81°28/5 
85°81/9 
41°24/6 
48°26/4 
56"10/4 
64°20/5 

10"19/9 
20"52/8 
51"..1/5 
48°86/fl 
56°47/3 
7l"l4/8 

81°84/3 
35"59/2 
l2°88/0 
51" 9/5 
0 1" W/9 
7 0"2I/I 

St.' 

0-00498 
o-o li809 
0-05597 
0-06248 
0-09012 
0-29793 

st: 
0-00760 
0-00979 
0-00522 
-0-00693 
-0-02270 
-0-16182 

St." 

0-88888 
0-48031 
()• 11207 

-0-105 13 
•0-28962 
-0-34525 

St." 

0-74459 
0-87108 
0-99638 
I-02507 
1-02634 
0-22472 

a = 63°44'-8  • 21= 1 

<p     arc.  cos y 

10" 
20" 
30° 
40" 
50" 
60° 

27°58/l 
32°34/l 
39" 2/5 
t6°86/3 
54°47/8 
63°2l/5 

9 

10"I 6/5 
20° 15/5 
51" 1 1/5 
43°24/9 
56"37/l 
74"   9/0 

arc.  cos y 

28° 5/0 
25" 0/3 
40°15/7 
49°20/9 
00"25/9 
75"19/5 

st: 
0-00510 
0-01779 
0-03342 
0-05590 
o- 10956 
0-25990 

St.' 

0-00002 
0-00662 
0-00029 

—0-02667 
— 0-00 125 

—0-20188 

St." 

0-779 12 

0-35048 
-0-01509 

—0-25810 
—0-89924 
—0-46497 

St." 

0 02O22 

0-98810 
0-00917 
0-98885 

1 -01297 
0- 101 II 
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Brechung und Reflexion des Tjichts an Zwillingsfl&chen. .).) 

« = 70? . 21 = 1. 

tp     arc.  cos Y 

10° 
•20" 
80° 
40° 
50° 
CO" 

22° 10 .'2 
27".V.)/I 

85°31/9 
43°57. '5 
52°50/5 
61°58/8 

9 

10"10/8 
20°24/2 
:;i"27/i 
18°  8/7 
50°22/3 
74"   0/5 

arc. cos y 

22°20/8 
28° 10/I 
86°42/8 
40°42/9 
58°88.'4 
74°59/8 

0-00528 
0-01816 
0-0:101 3 
0-04007 
0-00989 
0-18283 

0-00455 

—0-01518 
—0-00857 
—0-02528 
—0-0025 1 

0-23408 

St." 

0-02890 
0-064 17 
-0-30703 
-0-51828 
0-61655 
0-65694 

0-77307 
I-00033 
0-96520 
0-89265 
0-857 07 
I•1964 I 

80° . 31= 1. 

9 

10" 
20" 
30" 
40" 
50" 
00" 

urc.  ens y 

II" 6/4 
22"10/1 
31"28/4 
4 1" 1/0 
50°48/6 
00"30/I 

arc. cos T 

lo"  4/5 
20°22/8 
31"10/8 
42°50/5 
50" 5/1 
73°50/8 

II" 0/1 
22°36/5 
82°85.'4 
1:'." 1/ I 
50" 10/1 
74"   5/0 

St.' 

0-00891 
0-00070 
0-00925 
0-01803 
0-02181 
0•00080 

St; 

—0-00003 
—0-00487 
—o-oi llil 

0-02138 
—0-04853 
—0-19848 

St." 

0-015 1 I 
0-58002 
0-77801 
0-86029 
0-89725 

•0-89846 

91." 

0-99689 
0-82019 
0-03978 
0-53384 
0-48847 
0-59591 

Kiii- die Amplituden stellen sich sonach im Querschnitte sehr mannigfache Verh'altnisse 
beraus. Em Allgemeinen zeigen die vorliegenden Berechnungen: 

I. dass die Amplituden der reflectirten Welle immernur einen sehrgeringen Betraggegen 
(iber der Amplitude der gebrochenen Wellen besitzen. Dabei hat fiir Zwillingscombinationen, 
deren a unter 30° betr&gt, die ausserordentlich reflectirte Welle die grSssefe Amplitude; hei 

a = 30° iibei-holt fiir ein.cn Incidenzwinkel ^ = 50° 5t'„ bcrcits 31',, und je mehr nun a zunimmt, 
desto triiher tritt dies em, so dass bei « = 60" scbon fiir j'ede lucidenz 2l'0>9C'0 ansf&llt. Dies 
Verhaltniss nimmt dann wieder ab, uud bei a=80-° ist wieder fiir die hohere Encidenzwinke] 
2t'„>21'0; 

2. dass die Amplitude der ordcntlich gebrochenen Wellen inn so grosser ist gegeniiber 
den Amplituden der ausserordentlicb geln-ochenen Wellon, je weniger Neigung die optische 
Axe gegen die Zwillingsflache besitzt; 

,). < lass bei zunehmendem Einfallswinkel das Verhaltniss 5("-\, fortwahrend abnimmt, so 
lange die Neiguifg der optisehen Axe 50" nicht erreicht; bei «=50" geht es bei eincrlncidenz 
(p von etwa 57" durch die Nulle und nimmt von da an wieder zu; je grosser a wird, fiir desto 
geringere Encidenzwinke] tritl der Nullwerth dieses Verlialtnisses ein, so dass dies l'iira = 80" 
schon bei der Incidenz j?==10° stattfindet. DerCurve .I,,' entspricht dabei immer eincAnderung 
in (lei- Etichtung und dem Zeichen ihres Kriimmungshalbmessers. 

Die Zahlenwerthe dieser Tafeln  linden sich anschaulich dargestellt auf der Curventafel 
am Schlusse dieses Aufsatz.e». 

§•  4. 

EJm die Verh'altnisse im Querschnitte vollstandig darzustellen, eriibrigt noch die Betracb 
tung der ausserordentlichen einfallenden Welle. Da allgemein 

u. u. 

u\. = — 

Yi Qu, (Qu, + I'w.) + V2 

V 

Y\ Qu, (V,   I    !'"•,)    I    '" 

Vw,   \   2 Qu, 

Yi Qu. (Qu. + Pw.)   i   /'• 
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54 Joseph  Grailich. 

(Sitzb. XI, pag. 838) ist, und fur co = 90° (s. Denkschr. [X, pag.  If. 

0 

[17] 

ue = 0 
Vt = sin <p 

cos <p w 

u 

v' -      - sin (p 

w' = COS <p' 

u" = 0 

v" = - - sin <p" 

w" = — cos <p" 

(wo  die  einfach gestrichelten Buchstaben sich auf die  ordentlich   reflectirte, 
gestrichelten auf die ausserordentlich gebrochene Welle beziehon); so hat man 

Lie  doppelt- 

[18] 
sin <p  = sm <p 

cos a" = sin <f 

d. i. die Welle geht ungebrochen (lurch denKrystall; anders verh'alt es sich mit 

den Strahlen. Set/en wir in (15) SitzungsberichtXI, 832, fiir \, ",,, '",,, die dem Querschnitte 

entsprechenden Werthe und substituiren wir die also erhaltenen Grb'sscn £, rj,, C ftlr $t C, y in 
die Formelri, welche die Richtung dor gcbrochencn Strahlen angeben (Denkschr. IX, 61), so 

finden wir fiir den eihfallenden Strahl 

5"e 

7/e = 

c«= - 

Q cos <p 

Vi + (r — 1) cos 

sin <p 

ffl2 sin a* 

Vl + ('/'-' — 1)   cos 

1' cos tf 

f" sin a* 

V \   -r (172— 1)   COS 'p'1   sin. il'.'- 

Q cos <p 

Vl + (<72 - 1) 

sin <p 

f 

V\ + (?2 - 1) 

P cos <p 

f 

Vi + (?
2- i)f 

und fiir den in sbrochenen Strah 

Q cos 

v; 

Vl + (<? - -  1) cos <p"" sin a* 

— sin (f" 

Y + (?2- - 1) cos <p"2 

- 1' cos <p" 

sin a* 

Vl -j- (<73 — 1) cos (p"2 sin a? 

Q cos <p 

Yi •(2a-i)ra 

— sin if 

YT~ _(22_l)r2 

— P cos <p 

es isl somit 

?« $. rJ, 

Yl-{a* -l)r* 

? 

d. i. dec gebrochene Strahl Liegt nicht nur mit dem einfallenden und der Axe 
der X (der Projection der optischen Axon) in dcrsclben Ebene, sondern er 
schliesst mit der Axe X auch dense I ben Wink el oin, wie der einfall ende Strahl; 

der Querschnitt verh'alt sich somit fiir dicse Strahlen vollig wie cine reflectirende Ebene und 

die Projection d^v optischen Axon wie em Einfallsloth. 

Die Kichtunar des reflectirten ausserordentlichen Strahles ist bestimmt durch 

[19] 
c, = C„ rj, = t)t C = — C 

£«' = £«       Vi' = — V   C = C- 

Urn die [ntensit'at des reflectirten und gebrochenen Lichtes zu bestimmen, bedienen wir 

uns wieder der Gleichungen, welche §.5 und 6 des letzten Abschnittes abgeleitet wurden. 
Wir erhalten so 
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Brechung una1 Iieflexion des Lie his cm ZwilUngsflcichen. f>r> 

sin <p sin a      TTl 

V 

Y i — f 
cos cp cos a 

V i — y2 ' 

cos a TTll sin cp   nil a 

V = — 

Y 1 - f2 

sin cp' cos cp' sin a 

YT^V*~ 
V" = 

rTr                 sin <p cos a      rTTV                     sin cp - sin a TT7.,, 
\¥= z==     W=—     —      W   = — 

Y~T^\ V x — f* 

cos cp" cos a 

V i - r"2 

sin cp" cos a 

V i - r"2 

[21 

folglich,  da f = f,  J — Y" 

U=U"        V=F'        W——W". [25 

[23] 

[24] 

Fiiiiren wir diese Werthe in  (>'.> dcs vorigefi  AJbschnittes ein,  so ergibt sich folgendes 
(l-leichungssysterti 

A + I) zr — 21/' JJ = 0 

/,' + I) V — 21/' V — 0 

C +8W + 31," >F= o 

WO 

A = (91 — 21/) Z7 7? = (21 — 21/) V C = — (51 + 21/) FT 

D = 3i;—2i0"      s=«;+*,". 

Aus dieson Gleichungen finden wir 

21," =  21 — 21/ 
w 

«.' = ^ «.' 

31/' = 31/. 

Als vierte Bestimmungsgleichung dient die Relation 91 (UT. Absch., §. 6) 

(° — n r •—— 

[25] 

3Ia -vw jp co.v (p M 

s »"    L -! = VM!.   ...    7 5= (3t/a + 2t„"2) m <p" cos 9" (1 -I - ) 
Es ist 

folglicb 

«3 + (os — c') y~ 
Sm cp- 

sin cf'1 e* + (o~ — e3) ;-3 

+ (»3 - «3) r"3 

ia cp'2 — sin cp2 (o2 — e2) (1 — j'3) 

sin cp~ e3 -f (o2 — <•") f 

i •' ->\      C '"'" " A 
cp'2 — sin cp2) y (sin a — f cos cp') 

ir + (o2 — e2) j- sin e:' ens <p i I  — y°) 

(i + ^.j-^y 1 \ a _r2) = i _ f 
l        ' a* + (o2 — «2) r2 J   l '   -; ' 

,sv» c> * — sm — sm tj>* 

e* + (»2 -   «•) ;- em <f- 

y 

(sin a — r cos <p) 
cos cp      x ' ' ' ros cp 

fiir don Querscbnitt (a = 90° wird ;-= cos <p sin a; substituirt man dies, so ergibt sich each 
wcnijj'cii Ivcductioncn 

J  + e2 -h (o2 — e2) )'2 1 — ^2 
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56 

und da <p = <p\ audi 

1 

Joseph  Grailich. 

i-r'2 

 •        «3 + (o3 — e2) j'"2 1 — j<a 

folglich die G-leiehung der Lebendigen Kr'afte 

(3is —5i;8—3c;,s) (i — r'2) «>» p «» ? = (3C + 2t/'*) (l — r) «» ?' <*« <p. 

Quadrirt man die erste GHeichung in 25 und fiihrt man 3t„' und.31,," als Functionen von SK,' 
ein, so verwandelt sich 26 in 

31/ 3le" (1—f1) cos <p sin <p = 3l,,'2 —- (1 —f) sin <p' cos <p. 

Diese Gleichung l'asst sich in beiden 

31,,' = 0 
ws 

31,," (1 — f ) co* ^ .s'-w, j? = 2te" _-_ (J —j*3) sm jp' cos <p' 

zerlegen, und es ist zu untersuchen, welche von beiden die Liisung ertheilt. Wenn cine Licht- 
welle den Zwillingskrystall parallel mit dem Eauptschnitte durchschreitet, so wird, da a>=0, 
<p — 90° ist y = 0 und 

sin <p ., T = -ye'-o' 

Z7 = — -s'w « Z7 

r = o V 

PF"=:   OO.V  '/ w 

Ye* WAS «2 + o3 sm aa 

-f-fV3 
o* . sin a 

y? cos a3 + o2 «M <j.- 

VI?   COS   II.'1   -f  O2  SOT  ft* 

CT" = 

V" = 0 

.S7/M a 

cos a. 

J& /     .A 

Pande nun wirklicb eine Brechung und Reflexion Statt, so mttsste ein einfallender ausser- 
ordentlicher Strati, der in diesemFalle mit der Wellennormale coincidirt, folgendeWirkungen 
aussern : 

1-  l';i er einem  parallelen   Biindel angehbrt (wir betrachtfcn die ganze Welle und diese 
sehreitet in   dem einen  tndividuum sowohl als in  dem anderen fort),   so wird er von einem 

zweiten Strahle begleitet sein, der jenseits der ZwillingsfTache parallel 
mil; dieser sich fortpflanzt. Es sei a der Strahl im ersten, a" im zweiten 
Med iu in, JZ'die Projection dor optischen A.xen aA, a' A" anddieEbene 
dr.v Zeichnung die Eauptschnittsebene. Nimmt man an, die Schwin- 
gungen dev ausserordentlichen Welle geschehen in der Polarisations- 
ebene, so vverden die Oscillationen des Strahles a in der Richtung aB 
(senkrecht auf aA), die des Strahles a" in der Richtung d'B" (senk- 
recht auf a" A") enlfalleu: nimmt man dagegen an, die Schwingungen 

der ausserordentlichen Welle geschehen  senkrecht zur  Polarisationsebene,  so   worden  die 
Oscillationen des Strahles a in die Richtung  aA, die des Strahles a" in die Richtung a"A" 
cillnllen. 

Da die hier abzuleitenden Folgerungen unter der einen Eypothese sowohl als unter der 
anderen bestehen, 80 werde ieh mieh. auf die Darstellung nach der ersten besehr'anken. 

ixr 
• X' 
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Brechung und, Reflexion des Lie/its an Zwillingsfl'dchen. 

Wir fanden (III. Absehn. S. 101) 

0 i 

U = — sin a U,'  = sin a 

W =       cos a W! = — cos v. 
U',' = — sin a 

W." = — COS a 

d. i. wcmi die einfallende Welle nach a/? schwingt, so gibt sie an der Trennungsebcnc Vcran- 
lassung zu einer Bewegung nach  der Richtung aft und a,B":  die lotztere ist im zweitcn Indi- 

viduum cine mbgliohe und wird dalier, da sie in die Oscillations- 
richtung des parallclen Strahles a" cntfalit, die Amplitude desselben 

um die Grbsse 31," verst&rken; die erstere Bewegung ist im zweiten 

Individuum cine unmbgliehe, und. ist zugleich der im ersten Indi- 

viduum entgegengesetzt, ihre Wirkung wird sich somit als cine Ver- 
ringerung der Amplitude des Strahles a auf die Grbsse 31/ "aussern. 

Somit ware das Resultat, sobald man cinen einfaehen Strahl fiir sich 

allein betrachtet, Vermehrung der Intensifat des benachbarten Strahles 
(Brechung) und Verminderung der Intensitat des einfallendcn Strahles (Reflexion). Nun findet 

aber e-cnau dasselbe auch fiir den benachbarten Strahl a" im nachsten Individuum Statt: cr 
veranlasste eine Bewegung in der Richtung B"j3" und B"ft] die lotztere ist cine im ersten Indi- 

viduum m&gliche und verst'arkt die Amplitude des Strahles a um die Grbsse 31/', die erstere 

aber ist cine im ersten Individuum unmb'gliche und ist gerade entgegengesetzt der Bewegung 
im zweiten Individuum, vermindert daher die Amplitude der Ictzteren auf 31/. Das Rcsuitat ist 

somit, (hiss die Amplitude sowohl des Strahles a, als auch die des Strahles a" gleich der 
Differenz 31/'—31/ gcwonlen ist. Die ( \miponente 21,, kaim nicht vorsch winden. Denn denkt 

man sich cine Reihe elastischcr Kugeln in Ba, eine andere in B"a, welche beide nur nach 

den gegebenen Richtungen bin vcrschoben werden kbnnen, und wird von der ersten Reihe in 
a cin Stoss auf a" geiibt, so cntsteht in a cin Bestrebcn nach aft" zu rcflectiren, in a" cin 

Bestreben nach a"ft vorzudringen: von beiden Bewegungen werden nur die Componenten 

wirklich in die Erscheinung treten, welche in die Richtung der mbglichen Bewegung entfallen. 
2. Da somit in der ausserordentiichen Welle nicht die Gesanimtarbeit, welche in dcr ein- 

fallendcn cnthaltcn gewesen, aufgenommen werden fcann, so muss die Arbeitsdifferenz auf 

irgend eine andere Weise wirksam werden. Dies geschieht, indem die fiir die extraordinare 
Bewegung unwirksame Componente zur Erregung zweier ordinaren AVellen Veranlassung 

wird.   Die Amplituden dersclben (reficctirtcn und  gebrochenen)  skid   unter  einander gleich 

= ootg a    - 1/ (•"• cos or -f- cr sin a: . 31/ und da auch hicr diezwei benachbarten Strahleri a und 

a!' sich gegenseitig verstfarken, so wird die [ntensit'at t\cv von dcr Zwillingsebene zuruckstrah- 
Icndcn ordentlichen Strahlen dcr doppelten Amplitude 31/ entsprechen. 

Schleifen wir daher aus einem Zwillinge senkrecht gegen seine Zwillingsflache parallel dem 

I tauptschnitte cine Platte und lassen wir das senkrecht einfallende Licht so polarisirt sein, dass 
die Schwingungsrichtung den auf das erste Individuum fallenden Strahlen parallel a IK und dcr 
auf das zweite Individuum fallenden Strahlen parallel a"l>" ist,  so wird in dcr uninittel- 

bare n N ii I a, he (I c r z w I i n i>-si i acne < he das extraordinarschwinffende Licht in ce- 
ringerer IntensitSt durchgehen als im iibrigen Krystalle, wogegen von der 

Zwillingsflache aus gespiegeltes, aber ofdentlich polarisirtes Licht nach 

beiden Seiten hin sich verbreitet. 

Denies chrlften der mathem.-naturw. 01.  \i.  Bd, M)handl. v. Nichtmltgl, 
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58 Josejph   0railich. 

mdglichkeit Diesem Experimente durften sich abcr untibersteigHche llindernisse in der ID 
Lichl von dera erforderliehen Polarisationszustande einfallen zu lassen, entgegenstellen. 
Dagegen ist es immer moglich, wenigstens dcm cincn Individuum Licht der entsprechenden 
Qualitat zuzufuhren. Da abcr diesc Form des Vcrsuchcs die Frage fiber die Totalreflexion und 
Totalbrechung als erledigt voraussetzt, so kann bier noch nicht darauf eingegangeu werden. 
Soviel jedoch ist aus den einfachen Betrachtungcn, die ich hier anstcllte, einzusehen, dass die 
erste der Lbsungen 27 nicht statthaben kb'nne, folglich als vierte Gleichung zu 25 

%,!' (1 cos <p sin <p •'){ 
, w 

sin V cos 

zn treten habe ueraus Leiten wir nun ab 

run <p Uj tp   if) a 

%: = %, 

1 -r8 

Bin f cos <p Q 

1  + -        am <p tg <i- 
tin Y ma j0' 

tin tp* not c 

a; = —- in <p COB (f- 
— sin <p 2 i(j a- 

ain <p' cos tp 

am <p cos if-' 

%',' — % 
a%n tp1 cos if 
  am <p - tg <'- 

H1% V COS Y 

§. 

Fur die im Eauptschnitte stattfindenderi Verh'altnisse I'asst sich der Nachweis leichl ftihren. 
ImDoppelspath findet sich haufig ein einziges Individuum von zahlreichen, hb'chst leinen 

Zwillingsplatten durchzogen, deren Stellung dem Zwillingsgesetz 
a=45°23'.4 entspricht. IstAJ3CDEFA die Theilungsgestalt des Kalk- 

so liegen die eingebettefcen Zwillingsschichten parallel abed, 
I'b'dd', (I. i. sie stumpfen die Axenkante gerade ab.    Die Zwillings- 

fl'ache gehbrt somit dem aachst stumpfen Rhomboeder an. 
Ich w'ahlte cincn Krystall, in welchem cuesec Schichten ziemlich 

weit aus einander 

V 

iegen ^\\\d schnitt ein Stu'ck desselben paralle] a'b'dd' ab. Die Ecken .Bund /> 
wurdennundurchSchnitte entfernt, so dass hci fg cine sehr stumpfeKante 
entstand, die nun senkrecht gegen den Bauptschnitt gerichtet war. Die 
Schnittfl'ache a'b'dd' wurde matt gelassen, wahrend die Seitenflachen a'c'fg, 
b'd'fg, d'b'f, c'd'g einen mbglichst vollkommenen Schliff erhielten. 

Sieht man nun (lurch einc der I'Tachcn </'/(/', dd'g in den Krystall, 
wahrend gegenttber in passender Hbhe und Entfernung cine brennende 
ELerze gehalten wird, so gewahrt man vier Bilder derselben, zwei dieser 

Bilder liegen gen'ahert in der Mitte, zwei sind naehr nach oben und unten abgelenkt. Mit dcm 
Nicol'scheri Prisma untersucht, erweist sich das oberste als extraordinar, das erste der mittleren 
als ordinal-,  das zweite als extraordinar,  das unterste als ordin'ar.  Die beiden crsten  Bilder 

gMHHj 
i   " !•       niiMa --- 

iHHBi^HBM 
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Brechung und Reflexion des Lichts an Zwillingsfl&chen. 59 

denzwinke]  wird, wain-end 

werden daher von deru stiirker gebrochenen Strahl se die beidcn anderen von dem schwacher 
gebrochenen Strahl  so durch seine Reflexion an der Zwillingsebene geliefert.  Die grosste 

Entensitat besitzen dieseBilder dann, worn die Einfallsebene 
in die Kantojfy tritt, d. i. im Querschnitte; dreht man den 
Krystall vor dem Auge so, dass die Einfallsebene mit^ 
einen Winkel einschliesst, so nimint ihre Lntcnsitat ab und 
zwar in einem sehr rasch steigenden Verhiiltnissc, ohne 
dass jedoch ein volliges Auslbschen zu erreichen ware. 
Dabei nimmt man audi deutlich wahr, wie von den zwei 
Bildern, welche der ordinare Strahl liofert, das ordin'are 
in seiner lntcnsitat um so mclir vcrliort. je grb'sser derInci- 

eichzeitig die Lichtst'arke des extraordinaren Bildes zunimmt*. 
Dies stehtin voller Ubereinstimmung mit der Berechnung des §. 3. 

Siehtmanaber durch die Flache a'c'fg, b'd'jg, so erblickt man bei schiefer Lage vonfg vier 
Bilder, von denenje zweieinander geniihert stehen; die Analyse mittelst desNicols wcist nach, 
dass die beidcn oberen dem ordin&ren, die beiden tmteren (\cn extraordinarenStrahle ihreEnt- 
stehung verdanken. Alle vier Bilder sind verglichen mit jenen, welche das Prisma in der erten 
Stellung zeigte, schwach und matt. Dreht man nun das Prisma, vor dem Auge so, dass die Ein- 
fallsebene immer mehr rechtwinkelig gegen^ gestellt wird, so nimmt die Lichtst&rke der vier 
Bilder rasch ab, und wenn die rechtwinkelige Stellung nahezu erreicht ist, so verschwindet sic 
ganz, zuerst die beiden extraordinaren, dann audi die ordinaren. lm Hauptschnitte findet dem- 
nacb gar koine Reflexion Statt. Bei fortgesetzter Drehung stellen sicb wieder zuerst die beiden 
ordinaren, dann die beiden extraordinaren Bilder ein und ihre [ntensitat nimmt zu, je kleiner 
(\cv Winkel zwischen den Eihfallsebenen und der Kanie /// wird. Somit ist der Nachweis auch 
fdr die Ergebnisse des §. 2 hergestellt. 
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ERRATA   IM ERSTEN   THEILE   DIESER   AHIIANDUING. 

Seite 73, Zcilc I 1 von obcn nach sPliasenverschiet>ungB : innerhalb dor Grenze partieller UoHcxioi 
112, 9 von unton statt ad 

8 n » 77 cd 77 ah. 
6 n n JJ aA 77 A.JL,  statt „cd bis CD" lie 
5 V 77 !7 cddc' (IDna- JJ aa'hh'   AA'BF. 
4 f) ,, » il A /I'A! hah'a n hzcc'h3' A.AJ1LIL. 
3 n n 7> CDC/y n aha h'. 
2 n !7 77 (ID' ft ah', statt C lies a. 
1 n ft 17 CDC'D1 

ft abdV, statt DOE bos hall 
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GrailicR,   BrecKung' mid Reflexion dcs Lichtesan Zwillingsflachea, 
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