
AUFLOSUNGSMETIIODE 

ALGEBRAISCHE BUCHSTABENGLEICHUNGEN 
MIT EINEK EINZIGEN UNABHANGIGEN BTJCHSTABENGBOSSE. 

VON 

DR. IGNAZ HE GEE, 

JlUt   H   EafeC. 

VORGELEGT IN DEK SITZUNG DER MATHBMATISCH-NATURWJSSEXSOIIAFTLICHEN CLASSE AM 26. JUNI 1856. 

Untersuchungen liber die Unstatigkeit der G-emige leistenden Functionen. 

I. Bestimmung  jencr   speciellen   Wertlie   a,   fur  welche   die Entwickelung dcr Wurzeln 
in   Form   einer  nacli   Potcnzcn   von  a—a   aufstcigend  geordneten Reihe vcrmittelst   der 

Mac-Laurin's clicn Formel niclit bo werkstelligt werden kann. 

Jjekanntlich l'asst sieh jede Function einer   einzigen Variablcn a in eine Reihe entwickeln 
von der folffenden Gestalt: 

(1) f(a) =/(«) +/' (a) . (<*_«) + y>> (a) . {a-of + 

Diese Reihe ist unter dem Namen der Mac-Laurin'schen bekannt. Sie bildet ein selir 
wirksames Mittel, um beliebige explicite oder implicite Functionen darzustellen. Sie kann 
auch dazu verwendet werden , die Wurzeln einer hoheren algebraischen Buchstabengleichung 
zu entwickeln. Der hierbei einzusclilagende Weg ware folgender: 

P=0 

sei die gegebene Glcicliung, in dcr die zwei Buclistabengrossen x und a crscheinen, also P 
eine Function dieser zwei Grossen. Man denke sich nun anstatt x die Geniige leistende Func- 
tion f{a) substituirt und dadurch Pin cine Function der einzigen Grosse a verwandelt, die 
jedoch identisch Null ist; so ist es verstattet, P belicbig oft nach der Grosse a zu diffe- 
rentiiren und auf solche Weise cine beliebige Anzahl neuer. gleichfalls identischer Gleichungen 
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144 Jgnaz Ileger. 

daraus   abzuleiten.    Man   erh'alt,   von   folgender  bequemeren Bezeichnungsweise Gebrauch 

machend: 

(2) 

(3) 

dx da 

dP p       d2P 

'  '    dx2 ' 
P", 

dx 

da 
= X 

d*-P 

dxda 

d"x . 
—- =X 
da1 

P! 
d'tp 

da2 :P 
dr+sP 

dxr das /' w 
drx 

dar 
(r) 

die Reihe identischer Gleichungen: 

0 = P 

0 =P'cd  +P 
0 = P' x" + P"x'2 -|- 2P>' + P„ 

0 = 2" a"' 4 3 (PV 4- P/) a" + P'".x'3 + 3P>'2 -j- 3P >•' + P,„ 

0 = P' xIV + 4(P'V + P/) o"'-f-3P"x"2 + C (P"4'2 + 2P>' + P,;)x" + 

+ PIV x'1 4 4P/"x'3 + 6 P,>'2 + 4P„>' + PIV 

(4) 

wobei aber stets unter x, x', x",... die Geniige leistende Function <p(a) und ihre successiven 
Differentialquotienten zu verstehen sind. 

Will man die Entwickelung von x vornebmen, aufsteigend geordnet nach Potenzen der 

Grosse a — a, unter a. einen ganz beliebigen Zahlwertb verstanden, so konnen diese Gleichun- 
gen zur Bestimmung der Coefficienten dienen, die darin erscbeinen. Bezeichnet man n'amlich 

mit x, x', x",... P, P', P;, P", P;', P/;,... dasjenige, was durch. die Substitution a = a aus 
x, x, x",...P} P', P;, P", P'n Pn hervorgeht, wo also x, x', x",..., P, P, P,,--- bestimmte 
Zalilen bedeutcn, weil a eine solcbe ist; so bat man einerseits zufolge der Mac-Laurin'schen 
Form el: 

(5) 
andererseits aber: 

x x + x' (a — a) -\- - x" (a — a)2 + 

(6) 

0 
0 
0 
0 
0 

p 

Px'  -UP, 

Px" -l-P"x'2 + 2P;x' + P/; 

P x'" + 3(P" x' + P/) x" + P" x'3 + 3P/'x'2 4 3P„' x' + P,„ 

PxIY + 4(P"x'4- P;)x'" + 3 P" x"2 + 6(P"x'242P,"x' 4P/)x" 4 

4 PIvx'4 4 4P/" x'3 4 6P„" x'2 4 4P///X' 4 Prv 

denn die Gleicbungen (4) sind fur jedes a, also audi fiir a —a erfullt. Diese letzteren 
Gleicbungen (4) sind identiscb erfiillt, wenn man sich anstatt x die Geniige leistende Func- 

tion (f{a) gesetzt denkt. Sic konnen aber auch als Bestimmungsgleicbungen fiir die in den- 
selben und in der (5) erscheinenden Grossen x, x', x", x'",... beniitzt werden, wenn man 
x unberiihrt l'asst und die an ibr vorzunehmende Substitution a =• a nur anzeigt, durcb Ver- 

wandeln von x, x', x",... in x, x', x",... Die erste derseiben, die P = 0 n'amlich., enthalt 
dann eine einzige Unbekannte x und liefert fiir dieselbe entsprecbende Zahlwerthe, und zwar 
deren mebrerc, well sie von holierem Grade ist. Jedcn dieser Werthe kann man als erstes 
Glied von x erw'ahlcn und dazu die Folgeglieder suchen. Diese Folgeglieder ergeben sich aus 

den iibrigen Gleicbungen, indem diese die Grossen x', x",... bcstimmen. Da der Zahlwerth 
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Auflosungsviethode fiir algebraische Buchstabengleichungen etc. 145 

von x dureh die erste Gleichung bestimmt ist, so kann man sicli (lurch Substitution dieses 
Werthes anstatt x die Grossen P', P/7 P", P', P,,,... in Zahlcn verwandelt denken. Die 

zweite Gleicliung dient nun zur Bcstimmung von x' und liefert einen einzigen Worth fiir diese 

Grosse. Diesen Werth kann man nun in die dritte Gleicliung sctzen und verwandelt sie 
dadurch in eine Gleichung des erstcn Grades nach x" mit vollkommen bestimmten Coeffieienten. 
Sie liefert daher einen und zwar einen einzigen Werth fiir x". Auf gleicho Weise erhalt man 
aus der vierten Gleichung den Werth von x'", aus der fiinften jenen von xIV u.s.w. Substituirt 
man diese gefundenen und zusammengeho'rigen Werthe von x, x', x",... in die Formel (5), so 
ergibt sich x in dor verlangten Gestalt. Weil nur die erste der Gleichungen (6) von hoherem 

Grade ist und fiir x mehrere von einander verschiedene Werthe liefert, w'alirend die folgenden 
Gleichungen, alio dem ersten Grade angehb'rig, zu einem bestimmten x nur eine cinzige Reihe 
zugehoriger Werthe fiir x', x", x"',... liefern, so ist es ersichtlich, dass diese Entwickelungs- 
weise zu alien Wurzeln der Gleicliung fiihren konne, wenn man der Reihe nach alle verschie- 
denen Werthe von x erschopft und zu jedem derselben die zugehorigen x', x", x'", . . . suoht. 

Dieser Entwickelungsgang findet meistentheils in soldier Weise Statt. Es gibt jedoch 

Falle, d. h. specielle Werthe von «, fiir welche diese Entwickelung zu eigenthiimlichen 

Erscheinungen ftihrt: 
Erstens kann es sich treffen, dass die Gleichung P=0 nicht die geniigende Anzahl 

von Werthen fiir x liefert, sondern deren wenigcr. Die unmittelbare Folge hievon ist, dass 

nicht alle, sondern nur einige der Geniige leistenden Functionen <p (a) erhalten wei'den. 

Zweitens. Es kann sich ereignen, dass irgend cine der darauffolgenden Gleichungen 

in (6), welche zur Bestimmung der Grossen x', x", . . . dicnen sollen, diesen Zweck nicht 
erfiillt, sondern im Gegentheile einen Widerspruch aufweist, wodurch gleichfalls die Anzahl. 

der brauchbaren Werthe x und mit diesen die Anzahl der Wurzeln verringert wird. 
Diesem Yerluste einer oder mehrercr Wurzeln lasst sich zwar stcts (lurch cine geeignete 

Wahl von a vorbeugen, weil die erwahnten Erscheinungen nur fiir ganz bestimmte und 

specielle Zahlwerthe eintreten konncn: aliein fiir unseren Zweck haben vorzugsweise eben 

nur diese speciellen Werthe a praktische Bedeutung,   weil sie iiber wichtige Eigenschaften 

der Geniige leistenden Functionen Aufschluss  geben, w'alirend  die  aufsteigende Rcihenent- 

wickelung fiir alle anderen Werthe von a von uns niemals eingeleitet wird, da sie keine 
Durchsichtigkeit gew'ahrt. Es ist demnach jene bekannte aufsteigende Reihenentwickeluug, wie 
sic vermittelst derMac-Laurin'schenFormel bewerkstelligt werden kann, vollkommen unbrauch- 

bar fiir unsere Zwecke, und sie gewinnt erst dann eine praktische Bedeutung, wenn die .Alac- 
Laurin'sche Formel ilire AVirksamkeit verlicrt. Dies ist auch der Grund, warum wir die 
aufsteigende Reihenentwickeluug von einem viel allgemeineren Gesichtspunktc aus abgeleitet, 

die Exponenten von a — a in den einzelnen Entwiekelungsgliedern nicht auf die ganzen 
positiven Werthe: 0, 1, 2, 3, -i, . . . . beschr'ankt, wie dies bei der Mac-Laurin'schen Formel 
in der That geschieht, sondern, oline iiber ilire moglichen Werthe irgend eine Annahme zu 

machen, dieselben vielmehr erst gesucht haben. 
Die vermittelst der Mac-Laurin'schen Formel eingeleitetc Entwickelung haben wir hier 

nur desshalb in ihren Grundziigen angedeutet, weil wir dadurch Gelegenheit linden werden, 
jene fiir uns wichtigen speciellen Werthe a zu ermitteln. Wir wollen daher den Entwicke- 

lungsgang iiochmals aufmcrksam durchgehen und die Bedingungen erortern, unter welchen 

auf die eine oder andere Weise eine odej' melirere Wurzeln verloren gehen. 
t DezUcschrifteD der matliem.-niiturw. CI. XIII. lid. Abhandl. v. Nichtmitgl. 
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146 Tgn a a,: Hi ger. 

§•  2. 

Pichten wir zuvorderst unsere Aufmerksamkeit auf die erste der Gleichungen (6), auf 

die P=0 namlich. Piir die bisher untersuclite Gattung algebraischer Gleichungen, die in der 

Form: 
8[Ha*x*]=0 

oder in der: 

(7) Amx
m + Am^ x•-1 + + A a; + 4, = 0 

erscheinen, besitzt diese Gleicliung die specielle Gestalt: 

8 [Ha" x*] = Am x'" + Am__, x— + ....+ K x + A0 = 0. 

Wir wollen nun die Frage aufwerfen: In welclicn Fallen, d. h. fiir welche speciellen 
Werthe a liefert diese Gleicliung weniger als m von einander verscliiedene und cndliche 

Werthe fiir x. Diese Frage beantwortet sicli mit Leichtigkeit. Die Anzahl m der Auflosungen x 
kann auf eine zweifaclie Weise vermindert werden: 

Erstens dadurch, dass A,„ und viclleicht auch A,„_n Am_2,.... namlich die Coeffici- 
enten der liochsten Potenzcn von x zufallig den Werth Null bekommen, und 

Zweitens dadurch, dass unter den Wurzelwerthen x zwei oder mehrere gleiche 
vorkommen. 

Die Werthe a, welche eine Verminderung der Anzahl m der von einander verschiedenen 

x hcrbeifiihrcn, lassen sich demnach in zwei Classen theilen. Die ersteren veranlassen das 
Nullwerden von A,„ nnd vielleicht auch von einigen der unmittelbar nachfolgenden Coeffieien- 
ten A, A, und vermindern auf diese Weise die Gradzahl der Gleichunff und mit 

ihr die Anzahl der Wurzeln x. Die andern aber belasscn zwar die Gradzahl m der Gleichuny 
unberiihrt, vermindern aber die Anzahl der von einander verschiedenen Werthe von x (lurch 

das Herbeifiihren wiederholter Wurzeln. Ausser den erwahnten zwei Gattungen specieller 
Werthe a bestehen keine mehr, die cine Verminderung der Anzahl der Werthe x herbei- 

fiihren konnten. Wir werden nun jcde dieser beiden Gattungen einer genaueren Priifung 
unterzielicn in Bezug auf ihren Einfiuss auf die aufsteigende Eeihenentwickelung vermittelst 

der Mac-Laurin'schen Formel. 
A.m und 

Auflosung der so crhaltenen Zahlengleichung: 
Die zur ersten Gattunff ffehoriffen Werthe a findct man durcli Nullsctzeii von O     o o 

(8) Am = 0. 

1st der Coefficient Am der liochsten Potenz von x ein a enthaltender Ausdruck, so kann 

man dieser Gleichung Geniige leisten und die derseiben entsprechenden Wurzeln sind die 
gesuchten Werthe a der ersten Gattung. Nur wenn Am eine bestimmte Zahl ist und gar kein 

a enthalt, so ist es nicht moglich ihr Geniige zu leisten, und dann bestehen auch gar keine 

Werthe a der ersten Gattung. 
Die auf solche Weise gewonnenen speciellen Werthe von a denke man sich nun in die 

Coefficicnten Am, Am_j, .... At, A0 substituirt. Sic verwandeln sich dadurch in bestimmte 
Zahlen:  0, A.,„__,, .... An A(). In der Kegel wird A,„_j von Null verschieden sein: es kann 

sich jedoch auch ereignen, dass mit A„ aucn A„ i wolil noch einiere der nachstfolcenden una wo 
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Auflosungsmeihode filr algebraische Buchstabengleichungen etc. 147 

Coefficienten fur a = a vers ch win den.   Durch diese Substitution gewinnt man die Gleichuno- 
P=0 in der Gestalt: 

(9) 

oder in der 

(10) 

A     x• 

A. 

A ,,x" 

A,. 4- 

+ AlX+A0: 

+ A1x + A0 = (). 

0 

Diese Gleichungen liefern die Wertlie von x. Da sie abcr niclit vom Grade m, sondern von 
niedrigerem : TO—1, oder r sind, so erhalt man aus ilmen anstatt m, nur TO—1, oder r 

Wertlie filr x. Es sind also dadureh, dass eben jener speciello Wertli a erwahlt wurde, ein 
oder mehrere Wertlie x verloren gegangen. Wendet man sich nun zu den folgenden Gleiehun- 
gen der (6), die zur Bestimmung von x', x", .... dienen, so sieht man, dass sic zu einem 

jeden Werthe x nur eine einzige Reihe zugehoriger x', x", .... liefern, und cs unterliegt 
nun wohl keinem Zweifel mebr, dass die vermittelst der Mac-Laurin'sclien Formel einge- 

leitete aufsteigende Entwiekelung von x in diesem Falle niclit alle TO Wurzeln, sondern nur 

einige von ilmen zu liefern geeignet sei. Leitet man hingegen diese Entwiekelung nacb der 
allgem eineren Metliode ein, die in einer friiheren Abliandlung exponirt wurde, so findet 

man alle in Wurzeln. Unter diesen finden sich. jene, welclic die Mac-Laurin'scbe Formel 
lieferte, in genau derselben Gestalt wieder, aber audi die iibrigen die sie verweigerte. Es 

zeigt sich, dass diese Wurzeln niclit mit einem von a—a freien Anfangsgliede x, sondern 

init einem Gliede beginnen, welches einen negativen Exponenten tragt, also mit einem Gliede 

von dei' Form h0(a—«)_i und nun 1st der eigentliclie Grund, warum die Mac-Laurin'scbe 

Formel dieselben niclit liefern konnte, unmittelbar ersiclitlicli. Die verlorenen Wurzeln x 
besitzen namlicb [a — a)k im Neniier und lassen sich demnacb niclit mittelst der Mac- 
Laurin'sclien Formel aufsteigend in der Form (5) entwickeln, wenn man niclit zu unendlichen 

Werthen der Grossen x,  x', x", . . . . seine Zufluclit nelmien wollte. 

Wir scbliessen liieraus,  dass die Auflosung der Gleicbung 

die1 Nenner der Geniige leistenden Functioncn <p (a) zu liefern geeignet sei, und zwar durch 
ein sehr einfaclies Verfabren. Hat man namlicli alle Wurzeln a dieser Gleicbung ermittelt, so 
braucbt man nur fur jeden solcben Werth a die aufsteigend naeh Potenzen von a='a—« 
geordnete EeibenentAvickelung und namfentlicb nur die Bestimmung der mit negativen Expo- 

nenten f0 verselienen Anfangsglieder einzuleiten, um alsogleieh Aufschluss zu erhalten iiber 
die Art und Weise des Vorkommens eines solchen Nenners. Es wird sicb dabei zeigen, oh die 
Gro'sse a—a. oder eine Potenz derselben als Nenner von JJ> (a) erscheint, ferner, ob dieser 

Nenner nur in einer oder in mebreren Wurzeln vorkommt. 

§.  3. 

Schreiten wir nun zur Untersuchung der Werthe a, welche der zweiten Gattung ange- 
horen, d. h. welche gleiche Wurzeln x in der (7) herbeifiihren. Die Bedingung gleicber 

Wurzeln ist analytisch ausgedruckt, wenn man zur (7) noch die durch einmaliges Differentiiren 

nach x abe-eleitete Gleicbung: 

(11) P == in Am x
m~l 4- (m—1) A„ x" , + A=o 

t* 
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148 Jgnaz  Heger. 

hinzufugt. Duron diese Bedingung ist gleichfalls meistentheils der Wertb von a bcstimmt, 
denn es licgen nun zur Bestimmung der zwei Grb'ssen x und a zwei Gleichungen vor. Die 

aus diesem Systeme von zwei Gleiebungen gezogenen Werthe von a sind eben die Wertbe a. 
der zweiten Gattung. Ausnahmsweise kann es sicb wobl treffen, dass diese zwei Gleichungen 
den Wertb von a nicht als erne bestimmte Zabl feststellen, weil es gesehehen kann, dass ein 

a und x enthaltender Factor in beiden gemeinschaftlich erscheint. Es wiirde dann geniigen, 
diesen gemeinscbaftlichen Factor der Nulle gleichzusetzen, um beide Gleichungen zu erfiillen, 

und es g'abc dann unendlich viele Werthe a, welcbe gleiche Wurzeln herbeifiihren. Zufolge 
der Ableitungsweise der zweiten Gleichung jedoch kann ein solcher gemeinschaftlicher Factor 

nur dann erscheinen, wcnn derselbe in der (7) zwcimal existirt, also nur dann, wenn die 
gegebene Gleichung P = 0 gleiche Wurzeln x besitzt, und es darf daher nicht Wunder neh- 

men, dass gelegentlich fiir ganz beliebigc AVerthe a gleiche Wurzeln x bestehen. Nach- 
dem nun gezeigt wurde, wie die Werthe a der zweiten Gattung durch Auflb'sung eines 

Systems von zwei Zahlengleichungen gewonnen werden, wollen wir jetzt den Gang der 
Rechnung verfoigen, wie cr sicb bei der aufsteigenden Entwickelung nach einer solchen 

Grosse n = a—a  vcrmittelst  der Mac-Laurin'schen  Formel  erffibt. 
Die Ermittelung von x aus der P = 0 bietet nichts Anstbssiges, denn wenn gleich 

nicht m von einanderverschiedene Werthe dafiir gefunden werden, so sind den- 
noch gewissermassen alle m Auflbsungen x reprasentirt und es ist bis jetzt wenigstens noch 
immer mbglich, dass wirklich m aufsteigend geordnete Reihen fiir x erhalten werden. 

Wenden wir uns nun zu den nachfolgenden Gleichungen der (G),  die sonst der Reihe nacb 

: 0 ver- die zu x gehorigen Werthe von x', x geliefert habcn. Zufolge der Relation: P' 

wandeln sie sich in folgende neue Gleichungen: 

12) 

0 = P, 

O:.-:.  P"X'2   +   2P>'   +  P„ 

o = 3 [P"x' + P;J x" 4~ P'"x'3 + 3 P,v2 + 3 p; x' + :PW 

O = 4 f P" x' + P/j x'" + 3 P" x"a + 6 [F" x'2 4- 2 P;" x' + P,/] x" 4- 

+ pv x/4 + 4 p;« s's + 6 Y» x« + 4 p j x' + piv 

Wir bemcrken, dass alle diese Gleichungen ihre Rollen wechseln, indem jede derselben 

nun nicht mehr diesclbe Grosse bestinimt, wie friiher, sondern dieses Amt an die n'acbstfolgende 
iibertr'agt. So z. B. bcstimmt die zweite der (6) nun nicht mehr den Worth von x', wie dies 
friiher der Fall war, sondern die darauffolgende dritte. Diese wieder hat aufgehbrt, x" zu liefern, 

und dasselbe ist nunmehr aus der nlichstfolgenden zu Ziehen u. s. w. Man bemerkt ferner, 

dass die zweite der (12) nunmehr nach x' vom zweiten Grade ist, w'ahrend die dritte nach 
x" schon wieder dcm ersten Grade angehbrt. Glciches gilt von den darauffolgenden, die x'", 
xIV, ... zu bestimmen haben. Auch diese neue Erscheinung hat nichts Befremdendes, denn da 

zwei gleiche Werthe x bestehen, so stent zu crwarten, dass hiezu zwei Werthe x' gehbren, die 

wohl meistentheils verschieden sein werden. Zu einem jcden solchen Werthe x' wird daher 

nur eine einzige Reihe x", x"' ... gehbren. Dies wiirde also ganz gut zusammenpassen, wenn 

nur die erste der Gleichungen (12) nicht noch iibrig ware, und die keine w'ahlbare Grosse 

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



Auflosungsmethode filr algebraische Buchstabengleichungen etc. 149 

mehr enthalt, wenn man sich x und a schon ilirem Zahlwertlie nach durch die (7) und (11) 
bestimmt denkt. Diese Gleiehung kann daher nur entweder zufalligerweise erfiillt sein 

oder niclit. Ist sie niclit erfiillt, so besteht ein Widersprucli, der durcli keine im endliclien 
Bereiche getroffene Walil von x', x", x'", ... melir bchoben werden kann, und der besagt, dass 

keine Reihe von der angenommenen Form (5) bestehe, welehe eben dieses erwahlte An- 
fangsglied x besitzt. Man wird dahcr auf dieselbe Verzicht leisten miissen und dadurch 
so viele Wurzeln x einbiissen, als gleiche Wurzeln x vorhanden waren. 1st liingegen die 

Gleiehung: 

P, = 0 

zufalligerweise erfiillt, so unterliegt die wirkliche Entwiekelung in der Kegel keiner 

Schwierigkeit. 
Man ersieht hieraus, dass die durch Auflosung der zwei Gleichungen (7) und (11) 

gewonnenen Werthe a nicht nothwendigerweise eine Storung in der vermittelst der Mac- 

Laurin'schen Formel eingeleiteten Peihenentwiekelung herbeifiihren werden, sondern dass 
zur Entscheidung der Frage, ob eine solche Storung eintreten wird oder nicht, der Zahlwerth 

P, beriicksielitigt werden miisse. Ist P, von Null verschieden, so ist der Widersprucli und mit 
ihm die Storung der Peihenentwiekelung offen dargethan. Ist aber P,= 0, so bleibt die Frage 

vor der Hand noch unbeantwortet. Fragt man nach dem eigentlichen Grunde dieser Storung, 
welehe durch das Nichtnullsein von P; herbeigefiihrt wird, so mass man sich zu der von einem 

allgemeineren Gesichtspunkte ausgehenden und stets zum Ziele fiihrenden Peihenentwiekelung 
wenden, wie sie friiher gezeigt wurde. Dieselbe liefert nun audi die hier verloren gegan- 

genen Wurzeln x und es zeigt sich, dass sie wirklich mit jenem Anfangsgliede x beginnen, 

welches als wiederholte Wurzel der (7) auftrat; das unnhttelbar darauffolgende Glied ent- 

h'alt jedoch a—a. erhoben zu einem gebrochenen Exponenten T> T> T> • • • -^s ^s* auch nunmehr 
klar, dass die Mac-Laurin'sche Formel diese Werthe x zu verschweigen geiiothigt war, weil 
sie in dieser Form mit endliclien Werthen von x', x" ... nicht darstellbar sind. 

Wenden wir mis nun zu dem anderen Falle, wo P/ = 0 ist, wo es also noch unentschieden 
bleibt, ob alle in-Wurzeln erhalten werden oder niclit, und richten wir zuvorderst die Aufmerk- 
samkeit auf die zweitc der Gleichungen (12), auf die: 

(13) P" x- + 2P; o. 

Eiese Gleiehung wird in derEegel zwei endliche und von einander verschiedene Werthe x' 
liefern und zu jedem dieser Werthe wird dann eine zugehb'rige Peihe von x", x'", x1 

den nachfolffcndcn Gleichungen des ersten Grades g-ewonnen word 
aus 

en, so zwar, dass dann d as 
Auftreten von zwei gleichen Wurzeln x keinen Verlust an Geniige leistenden Peihen ver- 
anlassen wird. Sobald aber diese Gleiehung des zweiten Grades weniger als zwei endliche 

und von einander verschiedene Wurzeln fur x' liefert, ist ein soldier Verlust eine nothwendige 
oder doch wenigstens moglichc Folge. 

Die Gleiehung (13) kann in diesen Ausnahmsfall auf zweierlei Art gerathen: 
Erstens: wenn sie vom niedrigeren Grade als vom zweiten ist, 

Zweitcns: wenn sie gleiche Wurzeln besitzt. 

Das Erstere findet Start: 
a) wenn P" = 0, P/ aber von Null verschieden ist. 
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150 Ignaz  Ileger. 

b) wenn P" = 0 und P/ = 0, P„ aber von Null vcrschieclen ist: 

c) wenn P" = 0, P/ = 0 und P„ = 0 ist. 

Das Zweite, wenn: 
d) T"x -f P; = 0 ist. 

Wir wollen diese vier Falle nun der Reihe nacb beriicksiehtigen. 
a) Es sei P" = 0, P' aber von Null verscbieden. 

Die Gleichung (7) bat in einem solchen Falle mindestens drei gleiche Wurzeln x. Die 
aufsteigende Entwickelung vermittelst der Mac-Laurin'schen Formel wiirde daher nur dann 

keiner Storung unterliegen, wenn sie dazu wirklicb. drei verscbiedene Reiben lieferte. Die 
Gleicbungen (6) sind in diesem Falle folgende: 

0 = 2P/x' + P// 

(14)    0 = 3 P; x" + P" x'3 + 3 P/' x'2 + 3P'„ x' + P,„ 

0 = 4 P; x'" + 6 (P" x'2 + 2 P," x' + P;/') + P1 v x'4 4- 4 P/" x'8 -f 6 P" „ x'2 + 4 P ,„x' 4- PIV 

und man ersieht aus ibnen unmittclbar, dass nur einc einzige Reihe von Werthen x', x", x'",. .. 

gewonnen werden konne. Die Mac-Laurin'scbe Formel liefert demnacb stattdreier Wurzeln x 

nur eine einzige. Es unterliegt in diesem Falle die Entwickelung stets einer Storung, und alle 
tibrigen Wurzeln, welche durch das Anfangsglied x bezeiehnet sind, entbalten eine Irrational- 

p,— 
grosse Va, welche denselben die Entwickelbarkeit vermittelst der Mac-Laurin'schen Formel 

benimmt. 
b) 1st P" = 0, P;' = 0 und P„ von Null vcrschieden, so liegt der Widerspruch in der dritten 

der Gleichungcn (6) unmittclbar am Tage. Es ist dann keine der durch x bezeichneten 

Wurzeln in der bier supponirten Weise entwickelbar. 

c) Ist P" =0, P/ = 0, P// = 0, so verwandeln sich die Gleichungcn (6) in:. 

0 =P"x'3 + 3 P/' x'2 + 3P>' + P//; 
(15) 

0 = 6 [P" x'2 + 2 P," x' + P/;'] x" 4- PIYx'4 + 4 P/" x':! 4- 6 P„" x'2 4- 4 PJ x' + Pn 

Die erste derselben ist meistentheils vom dritten Grade, liefert daher drei Werthe ffir x'; 
die folgenden sind alle dem ersten Grade angehorig; man gewinnt daher zu jedem Werthe x' 

eine Reihe von Werthen x", x'", ... So oft daher die erste dicser Gleicbungen wirklicb drei 
verschiedene und endliche Werthe fiir x' liefert, unterliegt die Reihenentwickelung keinerlei 
Storung. Gehen aber von diesen drei Werthen einigc verloren, entwcder durch Yerminderung 

der Gradzahl der Gleichung oder durch Auftreten gleicherWurzeln, so kann eine Storung der 
Reihenentwickelung eintreten. Die Untersuchung der hiebei moglichen F'alle zersplittert sich 

in mebrere Theile. Sie lasst sich jedoch ohne Schwierigkeit durcbfiihren, wenn man die eben 

gefiihrten Untersuchungen als Muster beniitzt. 
d) Besitzt die Gleichung   (13) gleiche Wurzeln x',   ist  also P"x' -)- P' = (b   so   gestalten 

sich die Gleichungen (6) folgendermassen: 

o=p" x'3 + 3 p; x'2 + 3 p;; x' + vw 

(16) 0 = 3 P" x"2 + 6 (P'" x'2 + 2 P/' x' + P,/) x" 4- 

+ pivx-i + 4p;x-3 + 6P"//X'2 + 4P///x' + PT 
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Von diesen Gleicliungen ist die erste keine Bestinimungsgleichung mehr, denn sie enth'alt 
nur Grossen, die bereits ilirem Werthe naeli bestimmt sind. Sie spriclit eine Bedingung aus 
der niclit mehr durch schickliche Wahl gewisser Grossen entsproclien werden kann, und sie 
kann daher nur zufalligerweise, wird aber in der Kegel jedoch niclit erfiillt scin. Das zufallige 

Erfiillt- oder Nichterfiilltsein derselben wird dariiber entscheiden, ob die aus den Gleicliungen 
(7) und (13) gewonnenen Werthe x und x' brauchbar sind oder nicbt. Ist sie niclit erfiillt, 

so ist der Widersprueli often am Tage und die Mac-Laurin'sche Formel versagt ihre Wirk- 
samkeit bei der Entwickelung dieser zwei Wurzeln. Sucbt man sicli durch die andere allge- 

meine aufsteigende Entwickelung fiir diesen speciellen Werth a die Wurzeln x zu verschaffen, 

so p-ewinnt man durch dieselbe wieder alle Wurzeln und zwei derselben besitzen die zwei 

welclie die Gleichungen (7) und (13) geliefert Anfangsglieder x 4- x'(a—a) gemeinschaftlicli, 
haben, aber die darauffolgenden Glieder der Entwickelung passen niclit mehr in die Form (5), 

denn sie weisen ein Glied von der Form feat auf. Es ist nun audi klar, warum die Mac- 

Laurin'sche Formel diese zwei Wurzeln zu liefern ausser Stande ist und warum gerade vom 
dritten Entwickelungsgliede angefangen ein Widersprueli in den Gleichungen (C) auftritt. 

Man gewinnt zugleich die Uberzeugung, dass der specielle Werth «, der aus den zwei Glei- 

chungen fliesst, unter diesen Bedingungen auf eine in zwei Wurzeln erscheinende Irrational- 

grosse Va = Ya—a den vollkommen strengen Sehluss verstattet. 
1st aber die erste der Gleichungen (16) zufalligerweise erfullt, so werden die iibrigen 

Gleichungen in der Begel Werthe fiir x", x'", . . . liefern, und zwar deren zwei. Die zweite 

Gleichung in (16) ist namlich nacb x" dem zweiten Grade angehorig und liefert zwei in der 
Regcl verschiedene Werthe fiir diese Grosse. Die ii'achstfolgenclen Gleichungen dienen dann 

wirklich zur Bestimmung der Grossen x'", xIV, . . . und sind alle dem ersten Grade angehorig. 
Nur wenn die zweite der Gleichungen (16) fiir x" weniger als zwei endliche und verschiedene 

Werthe liefert, findet wieder eine Ver'anderung Start, die auf die Zu- oder Unzul'assigkeit der 
Reihenentwickelung Einfluss hat. 

Wir erachten es niclit fiir noting, den Gang dieser Untersuchungen weiter fortzuspinnen; 

den Charakter  derselben  und  den eigenthumlichen das  bier Gesagte  erweist  zur Geniige 

Zusammenhang zwischen den Gleichungen 16). 

§• 4. 

Fassen wir das Ergebniss dieser Untersuchungen kurz zusammen, so gewinnenwir folgende 
wichtige Lehrsatze: 

1. Die Wurzeln einer algebraischen Gleichung besitzen, wie jede andere Function, die 

Eigenschaft, sich vermittelst der Mac-Laurin'schen Formel nach einer Grosse a = a — a in 
eine aufsteigende Reihe: 

x + x   a- "«) (a — a)2 + 

entwickeln zu lassen, und verlieren diese Eigenschaft nur fiir ganz specielle Werthe a, indem 

weniger als m Wurzeln der Gleichung erhalten werden. 
2.  Diese speciellen Werthe von a sind von zweierlei Gattung und werden audi durch 

zwei getrennte Untersuchungen gewonnen.   Die der  ersten Gattung  beigezahlten Werthe a 
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152 Ignaz Ileger. 

liefern weniger als mWertlie x, indem die dazu dienende Bestimmungsgleichung von niedri- 

gerem Grade ist. Man gewinnt sie durch Nulisetzen des Coefficienten der hochsten Potenz von 

x und durcli Auflosung der so erlialtenen Gleichung: 

Am — 0. 

Auf diese Weise konnen Wertlie x und mit ilinen audi die Wurzein x sowohl einzeln als audi 

gruppenweise verloren gehen. Der Grund dieses Verlustes ist die Airwesenlieit eines Divisors a 
oder a* in den verloren gegangenen Wurzein, so zwar, dass die Bestimniung der Wertlie a der 

ersten Gattung den Schltissel bietet zur Auffindung aller in den Wurzein erscheinenden Nenner. 
Die speciellen Wertlie a der zweiten Gattung bedingen den Verlust an Wurzein x 

nicht bei der Bestimmung des Anfangsgliedes x, sondern erst bei einem gewissen Folgegliede. 

Sie bieten zur Bestimmung des Werthes von x eine Glcichung des mUm Grades, aber versehen 
mit gleiehen Wurzein. Dieselben veranlassen niemals den Verlust einer einzigen Wurzel, 

sondern immer einer Gruppe von zweien oder mehreren solclien. Die zu einer solchen Gruppe 

gehorigen Wurzein stimmen in einer Anzabl von Anfangsgliedern vollkommen uberein bis zu 
jenem Gliede, bei dessen Bestimmung der Widerspruch auftauclit, ausgesproehen durch eine 
iibersehiissigc, niclit crfullbareBedingungsgleichung. Diese Wertlie a. haben nebst der Bedingung 

gleicher Wurzein x nocli andere Bedingungen zu erfiillen. Man erh'alt sie durcli Auflosung 

eines Systems zweier Gleichungen: 

P 0 
dp 

dx 
= 0: 

allein nicht alle auf solche Weise gewonnenen Wertlie von a sind wirklicli Wertlie a der 
zweiten Gattung, sondern man hat noch eine bald langere, bald kurzere Untersuchung nach- 

folgen zu lassen, die die Bestimmung der Folge-Coefficienten x', x",... zum Gegenstande hat, 
eine Untersuchung, die mit der Ermittelung der mohrfachen Punkte bei einer cbenen Curve 

und der Bestimmung' der dort statthndenden Beruhrungsordnung zwischen den verschiedenen 
Curven'asten congruent ist.   Die Ursache des fur solche Wertlie o. eintretenden Verlustes an 

Wurzein x ist das Vorhandensein gewisser Irrationalgrossen Va =V(a — a) in denselben. Die 
Bestimmung der Wertlie a der zweiten Gattung bilclet den Schliissel zur Ermittelung aller in 

den Wurzein der Gieichung erscheinenden Irrationalgrossen. 

Wir haben im Vorhergehendcn nicht bios von don Storungen gesprochen, auf welche man 
bei der aufsteigenden Entwicfcelung der Wurzein einer algebraischen Glcichung mit rationalen 

Coefficienten stossen kann, wenn man hierzu die Mac - Laurin'sche Formel verwendet, also 
eine Methode gebraucht, welche bisher die einzige bekannte war; sondern wir haben aucli an 
den beziiglichen Stellen die Erwahnung gethan, dass die von uns angegebene und von einem 

allgemeineren Gesiclitspunkte abgeleitete aufsteigende Entwickelungsmetliodc keincn solchen 

le Zufalligkeiten und Storungen unterworfen sci, ja dass sie eben jeneBestandtheileliefere, welcl 
die Unzulassigkcit der Mac-Laurin'schen Entwickelungsweise bedingen. Es wurde zwar 
bisher diese Entwicfcelung niclit wirklicli vollfiihrt, sondern nur das Besultat derselben ange- 

geben und dieselbe auf spater verschoben , wo von der Bestimmung der in den Wurzein 

erscheinenden Nenncr und Irrationalgrossen gehandelt werden soil. Der eigentliche Grund, 

warum die von uns angegebene aufsteigende Entwickelungsweise stets zu alien Wurzein (lev 
Gleicliung und in Form von Iieihen mit endlichen Coefficienten in den Gliedern fiihrt, wahrend 
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die Mac-Laurin'sclie Formed fur gewisse Werthe a dies nicht thut, sondern entweder gewisse 
Wurzeln gar nicht liefert, oder, falls man dieselben sicli erzwingen wollte, zu unendlichen Coeffi- 
cienten fiihrt, liegt darin, dass der Mac-Laurin'schen Formel die Voraussetzung der Form (5) 
zu Grande liegt, mit lauter positiven und ganzen Exponentcn von a in den Gliedern, wahrend 

unsere Entwickelungsweise auf keiner solchen Voraussetzung berulit, sondern im Gegentheile 
die Bestimmung der Exponentcn in sich begreift. Da wir also von einer viel allgemeineren 

Form ausgehen, in der die (5) als ein sehr specieller Fall enthalten ist, so besitzt diese 
Methods allgemeine Giltigkeit und fiihrt selbst dann noch zu brauchbaren Formen, wenn 
die Mac-Laurin'sche Formel ungiltig wircl. Gerade diese allgemeine Giltigkeit unserer 

Methode fur ganz beliebigc a verschafft ihr den hohen praktischen Werth, weil sic dadurch 
Aufschluss zu ertheilen befahigt ist liber gewissewichtige Eigenschaften derWurzeln, wahrend 

die auf die Grenzen der Stetigkeit beschrankte Entwickelung vermittelst der Mac-Laurin'schen 

Formel fast ganz ohne Werth bleibt. 

II. Bestimmung dor in den Wurzeln der Gleichung- erscheinenden Nenner. 

S.  5. 

Im Vorhergehcnden wurde bemerkt, dass die speciellen Werthe a der erst en Gattung 

den Schliissel abg-eben zur Ermittluno- aller in den Wurzeln erscheinenden Nenner. 

Es wurde daselbst gezeigt, dass man durch Auflosung einer Zahlcngleichung, die dureh Null- 
setzen des Coefficienten der hoehsten im Glcichungspolynome erscheinenden Potenz von x 

hervorgeht, jene speciellen Werthe a finde, welche eine kSto'rung der vermittelst der Mac- 
Laurin'schen Formel eingeleiteten aufsteigenden Eeihenentwickelung bedingen, indem sie fur 

das Anfangsglicd x weniger Werthe liefert, als zufolge der Gradzahl m zu erwarten stehen. 
Es wurde dort auch die Bemerkung hinzugefiigt, dass die von uns gelehrtc aufsteigende 
Keihenentwickelung diesem Ubelstande nicht unterliege, sondern alio on Auflosungen durch m 

Anfangsglicder markire. Untcr dicscn Anfangsgliedern erscheinen n'amlich genau dieselben x, 
welche die Mac-Laurin'sche Entwickelungsweise liefert, aber (iberdies noch jene anderen, die 

dabei verloren gingen. Diese Letztercn besitzen die Gestalt h0sTk, enthalten also a, erhoben zu 
einer Potenz mit einein negativen Exponentcn, und es ist nunmehr vollkommcn klar, warum 
die Mac-Laurin'sche Formel diese Auflosungen verschweigen musstc. Da n'amlich der Mac- 
Laurin'schen Formel die Voraussetzung zu Griinde liegt, dass die Reihe nur Glieder mit posi- 
tiven Exponentcn von a enthalt, so konnten vermittelst dcrselben offenbar nur jene Auflosungen 

gewonnen werden, bei denen diese Voraussetzung wirklich erfullt Avar; hingegen alio iibrigen 

musstcn verloren gehen, bei welchen Glieder mit negativen Exponentcn vorkommen. Die von 
uns gelehrte Entwickelungsmethode, der keinc solche beschr'ankende Voraussetzung zu Grunde 

liegt, ist daher geeignet, eben jene verlorenen Auflosungen zu liefcrn und dadurch filter die 
Ursache, warum die Mac-Laurin'sche Formel zu einem Verluste von Auflosungen fiihrt, Indies 
Licht zu verbreiten. Diese Eigenschaften unserer allgemeinen Entwickelungsmethode wurden 

dort ohne alle Bea'riindunff anffefuhrt, weil wir schon damals die Absicht hatten. dieselbe 

folgen zu lassen. 
Hier soil nun die Entwickelung nach unserer Methode fur die speciellen Werthe  a der 

ersten Gattung wirklich  eimjeleitet werden.    Wir werden aber nicht nur Gelegenlieit haben 

Denksohriften der mathem.-naturw. CI. Abhandl. v. Niohtrnitgl.  XIII- Bd 
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154 Ignaz Reger. 

die friiher gemachten Bemerkungen ausser Zweifel zu stellen und darzuthun, dass diese 
Methode wirklich vor der Mac-Laurin'sehen den Vorzug verdiene, weil sie alle Wurzeln der 

Gieicliung liefert, sondern werden auch aus der Form der neu gewonnenen Anfangsglieder 
einerseits Aufschluss erhalten iiber den wahren Grund, warum die Mac-Laurin'sche Formel zu 
einem mangelliaften Besultate fiihrt, andererseits aber aueh die fur uns viel wichtigere Kenntniss 
aller in den Wurzeln erscheinenden Nenner erreichen. 

Wir werden zuerst die Coeffieienten A der gegebenen Gleichung: 

f .... + Atx 
a entwiekeln w 

(17) P = Amx 

aufsteigend. nach Potenzen der Grosse a = a- 

gleichung 

(18) Am = 0 

bedeutet.   Dies bewerkstelligt man durch die Substitution: 

(19) a — a -f- a 

in den einzelnen Coeffieienten. Das Resultat dieser Substitution sei 

An = 0 

obei a eine Wurzel der Zahlen- 

Am    = Ama + A"raa
2+A"' 

A        A -A-m-1   a A m_j a" -J- A „ 

(20) 

= A, + A, a + k'\ a2 + A'"j a3 + 

, a8 -\ 

At 

A0    = A0 + Ac' a + A"0 a- + A'"0. 

Die hier aufgestellte Form der Coeffieienten A ist unter alien die h'aufigste; es entspricbt 

rfamlicb meistentheils dem ersten Coeffieienten nur ein cinziger Factor a, w'ahrend alle iibrigen 
keinen solchen besitzen. So langc also der gewohnliche Fall stattfindet, a nur cine einfache 
Wurzel der Gleichung (18) ist und ftir diesen speciellen Werth a==a alle iibrigen Coeffiei- 

enten -4m_i, -4m_2; . • • A2, At, A0 von Null verschieden ausfallen, sind die Gleichungen (20) 
am Platze. Es kann sich jedoch treffen, dass cntweder a eine wiederholte Wurzel der Glei- 

chung Am = 0 und demnach das erstc von Null verschiedene Glied von Am in (20) A"ma2 

oder noch ein spatercs ist, oder dass fiir a = a gleichzeitig mit Am aueh Am_i7 und vielleicbt 
auch Am^2, .... verschwinden. Alle diese verschiedenen Falle werden Einfluss nehmen auf 

die Gestalt der Anfangsglieder der nach a geordneten Coeffieienten (20) und Wurzeln x. 
Es kann aber ferner noch sich ereignen, dass einzelne der Coeffieienten A iiberliaupt nicht 

mchr in der Form (20) nach aufsteigenden Potenzen von a mit ganzen und positiven Expo- 
nenten entwickelbar sind, da sie wold auch Irrationalgrossen oder Nenner bergen, iiberliaupt 

fiir a = a unstetig werden konnen. Daher ist es noting, alle diese verschiedenen Falle geson- 

dert der n'ahcren Betrachtung zu unterwerfen, und fiir einen jeden einzelnen unter ihnen die 

Form der Anfangsglieder von x zu bestimmen. Diese im Anfange vielleieht minutios erschei- 
nende Untersuchung wird zu einer allgemeinen und sehr einfachen Kegel fiihren, welche in 

Betreff der in den Wurzeln erscheinenden Nenner die gewiinschten Aufschliisse ertheilt. 

§.  6. 

1. Beginnen wir mit dem gewbhnliehsten Falle,   wo A'm und A7„_[ in den Ausdriicken 

(20) von Null verschiedene Werthe besitzen und entwiekeln wir unter dieser Voraussetzung 
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Auflosungsmethode filr algebraische Buchstabengleichungen etc. 155 

x aufsteigend nach a. Die mit der niedrigsten Potenz von a versehenen Glieder der sueeessiven 
Coefficienten weisen die Exponenten: 1, 0 .... 0 auf. Die dabei in Betracht kommenden 
Quotienten sind demnach: 

1 i 1 

r ' %   ' 3 

0 0 

1 2     ' m 

und wir erhalten daher zwei Werthe von £0 namlich: 

(21) $> = — lund£0 = 0. 

Die zur Bestimmung der Coefficienten h0 dienenden Gleichungen sind: 

(22) fur ft == — 1   , A.' \m + K-xK"1 = 0 

(23) fiir ft = 0 A        7) m~1 4- \       h m~'2 +A1Ao + Ao = 0. 

Die erste liefert cinen einzigen von Null verschiedenen Werth von h(n die zweite aber 
deren m—1 an der Zahl, so lange A0 von Null verschieden ist. Wir gewinnen also m Anfangs- 

glieder: eines von der Form: 

(24) ha a l = 
Am—1 

welches a = a—a im Nenner besitzt, und m—1 andere die kein a enthalten. 
Hatte man vermittelst der Mac-Laurin'schen Formel diese Entwickelung einzuleiten vcr- 

sucht, so ware die Gleiehung: 

P=0 

aufzulosen gewesen.   Dieselbe besitzt in dem hier vorausgesetzten Falle die Gestalt: 

P = Am_1x
m-1 4- A„,„2 x•-2 + .... + A, x -f- A0 = 0 

und ist daher von der (23) nicht verschieden, welche die zu ft = 0 gehorigen Coefficienten- 

werthe h0 zu geben bestimmt ist. 
Vergleicht man diese beiden Resultate, so zeigt sich, dass die Mac-Laurin'sche Formel 

nur m—1 Aufiosungen, die vollkommenere Entwickelungsmethode aber alle m Wurzeln 
liefert. In den m—1 Anfangsgliedern, die dem a0 proportional sind, stimmen beide Methoden 

vollkommen iiberein, und der Unterschied besteht nur in dem einzigen Anfangsgliede (24) 
welches dem a~] proportional ausfallt. Man bemerkt ferner, dass in diesem Falle eine einzige 
Wurzel mit dem Nenner a = a — a versehen erscheint. Die Anwesenheit dieses Nenners 

bildet den eigentlichen Grund, warum die fur diesen speciellen Werth von a mittelst der Mac- 
Laurin'schen Formel eingeleitete Reihenentwiekelung einen Yerlust einer Wurzel x und somit 

auch den einer Auflosung x aufweist, so lange man sich auf endliche Werthe von x beschr'ankt; 
denn diese Wurzel x, so wie alle ihre Differentialquotienten werden fur a = a unendlich und 
sind demnach vermittelst der Mac-Laurin'schen Formel nicht entwickelbar. 

Man ffelanfft also zu dem Schlusse, dass bei dem Vorhandensein eines 

einzigen Factors a = a — a im ersten   Coefficienten Am des Gleichungspoly- 

n o m e s und dem Fehlen desselben im zweiton Coefficienten Am_x eine ein- 

zige Wurzel mit dem Nenner a = a— a versehen sei. Dies gilt auch dann noch. 
wenn einige der nachfolgenden   Coefficienten  Am_i,...A0, den zwciten  Am_x ausgenommen 
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156 Ignaz II ecier. 

einen oder wiederholte solche Faetoren aufweisen wiirden, denn dadurch konnten hochstens zu 

dem sonst bestehenden zweiten Werthe c0 = 0 noch positive und von Null verscliiedene 
Werthe von c0 treten; aber die diescn entspreebenden Auflosungen sind mittelst der Mac- 

Laurin'schen Formel ohne Anstand entwickelbar. 
2. Es sei a eine wiederholte Wurzel der Gleiehung Am = 0, also a =a — a zwei- oder 

mehrmal z. B. r—mal Factor von Am, hingegen Am_t ohne einen solcben Factor. Die Form 
der aufsteigend nach a geordneten Coefficienten des Gleichungspolynomes ist dann wegen: 

(25) 

foJg-ende 

(26) 

A   = A ' = . = A ('~1) 

Am   =Am«a'4-A/+1>a^ 

Am—\ — AOT_j -)- A m_1 a -f- Am 

0 

Dieselben weisen die niedrigsten Exponenten von a: 

0 0 

auf und liefern fur £0 die zwei Werthe: 

(27) ?o = — r  und £0=0. 

Die Bestimmungsgleicbungen fur h0 sind: 

(28) fur e0 = —r, A£? K + K>-iK^ = 0 
(29) ffir £, = 0       , K-Xn-' + K-A^ + • • + A/A0 + A0 = 0. 

Man ersieht hieraus,  dass wieder nur eine cinzige Wurzel den Nenner  aufweist.    Ibr 
Anfangsglied ist: 

(30) 
AmW a'' 

Alle iibrigcn Wurzeln m—1 an der Zahl beginnen mit einem von a vollig freien Gliede. 

Selbst wenn zufalligerweise A0 gleicb Null ausfallen, also A0 einen Factor a = a— a ein- oder 
mehrere Male aufweisen oder sogar eine Gruppe der letzten Coefficienten mit Faetoren a ver- 
sehen sein sollte, wiirde dies nur insoferne eine Anderung bewirken, dass eine oder mebrere 
derjenigen Auflosungen, die hier mit einem von a freien Gliede beginnen, dann ein Anfangs- 

glied mit einem positiven und von Null verscbiedenen £0 erhalten wiirden. Der Nenner a 

erschcint aber stets nur in einer einzigen Wurzel und zwar zur rlMU Potenz erhoben. 
Wollte man die Mac-Laurin'scbe Formel bier anwenclen, so wiirde man zur Bestimmung 

von x die Gleiebung: 

A. X" + + A1X + Ao = 0 

aufzulosen haben, die mit dcr (29) vollkommen ubereinstimmt. Diese Entwickelungsweise 

wiirde also nur m—1 Wurzeln durch ibrc Anfangsglieder markircn; die unter alien wichtigste, 

mit dem Nenner ar versehene jedocli ganzlich verschweigen. Der Grund hievon liegt klar am 
Tage, denn die der Mac-Laurin'schen Formel zu Grunde liegende Voraussetzung schliesst sie 

aus dem Bereiche der Entwickelung, so lange von cndlichen Werthen von x gesprochen wird. 
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Auflosungsmethode fur algebraische Buclistabengleichungen etc. 157 

Ersclieint also a = a — a. im ersten Coeffici enten Am als Factor r Mai, im 

zweiten Am_x aber gar nicht, so gelit daraus hervor, dass eine einzige Wurzel 
denNenncr a'' b esi tzt, alle iibrigen aber keinen solchenNenner aufweisen. 

3. Es sei a = «— a niclit bios im ersten Coefficienten Am, sondern auch in den unmit- 
telbar nachstfolgenden Coefficienten: Am_i7 Am_2, . . . Am_s+1 als Factor enthalten, so zwar, 
dass Am_s der erste, von diesem Factor freie Coefficient des Gleichungspolynomes ist; es sei 

ferner bezuglich: 

t\ , r, , r, , . . . . r,  ,0 

die Anzahl der Factoren a, wie sie in den Coefficienten: 

•Am    ,    -»,»—1    1    •"• 

vorkommen.   Die Gestalt der aufsteigend nacli a entwickelten Coefficienten ist dann folgende: 

Am      =A,WaHA.w,,a^+  

Am_1   = K-i•*' + KJr^^+1 +  

A A 

A     A Mo's    I     A ('•; CM-Da>vH   i 

(»+!)„ r.+l 

Zur Bestimmung der Wertlie von £0 liegen folgende Reihen von Quotienten vor: 

;si) ^3—r2 

1 

rs—r 

s—1 

s—1 

rs—r«_j 

Man hat aus jeder solclien Reihe den kleinsten Quotienten zu bestimmen, und es ist unmit- 

telbar ersiclitlicli, dass diese Wertlie von c0 sammtlicli negativ sein werden, weil in jeder Reihe 
wenigstens Ein negativer Quotient unmittelbar ersiclitlicli ist. Diese Wertlie von c(l und fiber- 
haupt die dadureli bestimmten Anfangsglieder sind genau dieselben, welche aus der Gleichung : 

(3 2)      A„/"'»a- x" + km _ ^ a" Xs-1 + A_,W a"* -fA       ("'a'-x+A^^O 

hervorgehen wiirden. Diese Gleichung ist vom sten Grade und wird daher s Auflosungen, also 
auch * Anfangsglieder besitzen. Es ist also ausser allem Zweifel, dass s Anfangsglieder mit 
negativen Exponentcn c0, also s Auflosungen mit Nennern a versehen sein werden. Gesetzt 

die Wertlie von £0 in diesen Anfangsgliedern w'aren: 

 AJj       J      — rCv   ..... tCg 
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158 Ignaz Heger. 

so geht daraus hervor, dass diese Auflosungen, s an der ZaM, die Nenner: 

(a—a)*1    ,    (a— a)h , . . . .  (a — af' 
besitzen. 

Geht man in der Bcstimmung der Werthe von £0 weiter, so bat man so zu verfahren, als 

ob die Gleichung: 

(33) Am_.xm~s + Am_,_1 x"'—1 +    . . . + A, x + A0 = 0 

vorliegen wiirde. Es wird sicli nur der Worth £0 = 0 ergeben, der m—s Auflosungen ange- 

hort. Selbst das Nullwerden von A0 oder einer Gruppe der letzten Coefficienten kann 
keine andere Ver'anderung herbeifiihren, als dass nebst dem Werthe f0 = 0 noch positive 
und von Null verschiedene Werthe von £0 auftauchen. Die Anzahl der vom Nenner a 
freien Auflosungen ist stets gleich m — s. Unter den hier vorausgesetzten Umstanden 

erh'alt man also s Auflosungen mit Nennern, die bestimmte Potenzen von a sind, versehen 
und m—s Auflosungen, die keine solchen Nenner besitzen. 

Die Mac-Laurin'sche Entwickelungsweise fiihrt in diesem Falle zur Gleichung: 

:A. A. 0 

und liefert daher nur m—s Werthe x, also genau dieselben Anfangsglieder, wie die allgemein 
giltige Entwickolungsmethode, aber nur fiir jene Wurzeln, die keinen Nenner a besitzen. Die 

iibrigen mit Nennern a versehenen Wurzeln s an der Zahl verschweigt sie ganzlich aus dem 

bekannten Grunde. 
Wenn daher im Gleichungspolynome eine lieihe von Coefficienten der 

hcichsten Potenzen von x einen Factor a gemeinschaftlich besitzen, so gibt 

die  Anzahl derselben  zujyleich   die  Zahl der Wurzeln  an in welch en a, zu 
wissen Potenzen erhoben, als Nenner vorkommt. Die Exponenten k dieser ge 

als  Nenner  fungirenden   Potenzen  von  a  ergeben  sich   aus   den  Zahlen: 
rs, 0, welche angeben, wie oft a in den Coefficienten Am, An • A. r8,.. 

Am_3 als Factor enthalten ist, wenn man auf dieselben die bekannte, zur 
Ermittelung von f0 fiir die aufsteigende Entwickelung dienende Kegel in 
Anwendung bringt. 

§•   7. 

Aus diesen Untersuehungen ergibt sich eine sehr einfache Pegel, um bci einer gegebenen 

Buchstabengleichung die in ihren Wurzeln erscheinenden einfachen Nenner und die Art ihres 

Vorkommens zu erfahrcn: 
Man betrachte den Coefficienten Am der hochsten Potenzvonx. Ist der- 

selbe ein a enth altend er Ausdruck; so kann man hieraus mit Gewissheit auf 

die Existenz von Nennern schliess en. Ist derselbe hing e gen eine bestimmte 
Zahl und von a vollig unabh'angig, so bestehen gar keine Nenner in den 

Wurzeln der Gleichung. Nun setzte man Am (vorausgesetzt, dass es a in sich 

enth'alt) der Nulle gleich und verschaffe sich alle Wurzeln dieser Zahlenglei- 
chung: Am = 0. Man gewinnt so alle Werthe a der ersten Gattung. Einemjeden 
solchen Werthe a entspricht   eine Gro'sse   a- •a = a, die in Am ein- oder mehrere 
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Auflosungsmethodefiir algebraisclie Buclistabengleichungen etc. 159 

Male als Factor, in Einer oder mehreren der Geniige leistenden Funetionen 
der Buchstabengleichung aber als Nenner erscheint. Der nachste Schritt 
bezweekt nun, genaueren Aufschluss zu ertheilen iiber die Art des Vorkommens 
dieser Nenner. Man hat desshalb jeden durch Auflosung der Zahlengleichung 
Am = 0 gewonnenen einfaclien Factor a = a—a einer eigenen Untersucbung zu 

unterwerfen und folgende zwei Fragen zu beantworten: Erstens, in wie vielen 
Wurzeln x erscheint die Grosse a als Nenner? Zweitens, zu welcher Potenz 

ist sie in diesem Nenner erboben? 
Eigentlicb erheischt die Beantwortung dieser beiden Fragen die Einleitung der aufsteigend 

nach Potenzen einer solchen Grosse n = a—a geordneten Reihenentwickehmg von x, und 

es wiirden dann namentlich jene Anfangsglieder, welche negative Werthe des Exponenten 

c0 aufweisen, die gewiinschten Aufschliisse geben. Die aufsteigende Reihenentwickelung 
aber erfordert im Grunde immer, dass das Gleichungspolynom durch eine vorhergehende 
Transformation nach Potenzen der Grosse a = a—a geordnet werde. In jenen Fallen aber, 
wo nur das Vorkommen der Nenner genauer untersucht werden soil, reicht es bin, die Werthe 

von c"0 zu ermitteln, und hiezu kann man die Transformation der Gleichung umgehen und 

nach der nachfolgenden Regel verfahrcn: 
Dm die erste dieser beiden Fragen zu beantworten,   untersucht man, 

in wie   vielen der Anfan ffSCO efficienten der   Gleichung   der Factor 
erscheint. Die Anzahl dieser Anfangscoefficienten ist zugleich die gesucbtc 

Anzahl der Wurzeln, welche die sen Nenner besitzen. Sind s Anfangscoefficienten: 

Am -^-m-i > An-i, • • • • Aa-s+i 1Xut dem Factor (a—a) verseben, hingegen der niichstfolgende 
Am_s davon frei: so erscheint in s Wurzeln der Gleichung ein Nenner von der Form (a—a)k. 

Die Beantwortung der zweiten Frage besteht in der Angabe des Werthes von 

k in diesen s Wurzeln. Man hat zu diesem Ende die Anzahlen der Factoren 
a—a in der Gruppe von Anfangscoefficienten: 

A      A A A A 

der Beihe nach aufzuschreib en — sie rnogen folgende sein: 

r, , 0 

Dekannte  Begel  in   Anwendung  zu 
im Anfangsgliede der nach auf- 

—   und  auf diese  Reihe  von   Zalilen   die   b 
bringen, welche den Werth  des Exponenten 

steigenden   Potenzen   von   a- -a   geordneten   Entwickelung  von  x   liefert.    Man 

gewinnt  aus ibnen eine Reihe von negativen Werthen fur c0! unci diese mit ent- 
gegengesetzten   Vorzeicben   genommen.   stellen   die   Werthe   von   k  ftir   diese  s 

Wurzeln vor. 
Wir wollen   nun an  einem Beispiele  die Anwendung dieser Regel zeigen: 

[4 a* + 9 a? + o2 — 9 a— 5] x* + [— 12 a'1 — 4 7 a3 — 84 a8 — 47 a + 10] x3 + 

4- [—2oe —2a8-|-2a* 4- 5 aA -f 51a2 + 89 a 4- 37jx'2 + 

+ [6 a° + 1 6 a5 4- 22 a4 — 13 a!' — 24 a2 — 33 a + 6]: 

+ [—24a4—16a3 + 36a 4- 24] =0 
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160 Ignaz IIeg er. 

sei die gegebene Gleicliung.   Man setze den ersten Coefficienten derselben gleich Null  und 

lose die so erhaltene Gleicliung 

4a4 4- 9 a3 + a2 — 9 a — 5 = 0 

nacli a auf.   Diese Gleicliung liefert nur drei verschiedene Werthe: 

1  ,   a-= — 1  ,   a: 

und der zweite dieser Wertne ist eine doppclte Auflosung, denn er erfiillt audi die derivirte 

Gleicliung 16a3 -j- 27a2 + 2a—9 = 0. Diosen drei Werthen cntsprechen die drei einfachen 
Factoren: 

a— 1  , a-fl  , 4a+ 5. 

Um nun fiber die Nenner der Gcniige leistenden Functionen Aufscliluss zu erhalten, muss 

fiir ieden dieser Factoren eine Untersuehung eing-eleitet werden: J 
Erste Untersuehung betreffend den Factor a — 1: 

In den fiinf Coefficienten der gegebenen Gleicliung erscheinen folgende Anzalilen von 
Factoren a — 1: 

1,0,0,0,0 

folglicli ist eine einzige Wurzel x mit a — 1  im Nenner versehen und zwar mit der ersten 

Potenz dieser Grosse, denn diese Eeilie von Zalilen liefert die Quotientenreihe: 

l I 

von denen der erste =—1 den kleinsten Wertli besitzt. Das Anfangsglied von x ist dem- 

nach von der Form Jin (a—1) "J = ——. v ' a—1 

Zweite Untersuehung betreffend den Factor a 4- 1- 
Die Anzalil der Factoren a4-1 in den fiinf Coefficienten der Gleichung ist beziehungsweise: 

2,0,0,0,0 

somit eine einzige Wurzel mit a4-1 im Nenner versehen. Die Quotientenreihe, abgeleitet aus 
diesen Anzahlen , ist: 

2 

1 ' 

und unter ihnen der erste am kleinsten und gleich: —2.   Folglich ist (a-\- l)a der Nenner einer 

einzigen Wurzel. 

Dritte Unters uchung be treffend den Factor 4a4-5. 
Die Anzahl der Factoren 4 a -\- 5 in den fiinf Coefficienten der Gleichung ist: 

1,1,0,0,0. 

Da hicr zwei Anfangscoefficienten den Factor 4a + 5 besitzen, so erscheint audi in zwei 
Wurzeln ein Nenner (4a 4- 5)/c. Die Quotientenreihe ist: 

0 —1 —1 —1 

1 '       2      '        3      '       4 

und unter ihnen  der zweite: am   kleinsten.    Es   erscheinen  somit  zwei  Wurzeln  mit 
2 

(4 a -j- b)i   im Nenner. 
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Auflosimgsmeihodeflir algebraische Buchstabengleicliungen etc. 101 

In diesem Beispiele gelingt mit Hilfe dieser Untersucliimg der Nenner sogar die eomplete 
Auflosung der Gleicliung in gescMossener Form. Bcginnen wir mit dcr aufsteigenden Ent- 

wickelung, gcordnct nacli Potenzen von a—1, derjenigen Wurzel, welche dicse Gro'sse im 
Nenner besitzt. Man muss zu diesem Ende die Gleicliung umformen mid ihrc Coefficienten 
nach Potenzen der Grosse a—1 aufsteigend ordncn. Dies erreiclit man vermittelst dcr Sub- 
stitution: a = a+ 1 und erlialt so die transformirte Gleicliung: 

[36a + 52a2 + 25as+ 4ai]x1 + [—180 — 404a — 297a2 —95a3 — 12 a1] a;3 + 

[ _|_ 180 + 192 a + 28 a2 — 47 a8 58 a4 14 a5 — 2aG]x2 -f 

+ [— 20 + 84a + 319 a2 + 355 a3 + 192 a1 + 52 a8 + 6a6] x -f 

+ [+ 20—108a—192a2—112a3 —24a4] = 0. 

Diese liefert fiir x einen gesclilossenen Werth: 

x = f- 3 
3 a + 2 

und die iibrieren drei Wurzeln in Form von unendlichcn Reihen. 

Man erlialt nocli einen zweiten Geniige leistenden Werth von x, wenn man die aufstei- 
gende Reihenentwickelung nacli Potenzen von a -j- 1 ordnet. Es ist aber hiezu nothwendig 
friiher durcli die Substitution a = u—1 die transformirte Gleicbung: 

[—2a2— 7 a3 + 4 a!]x4 + [ + 8 + 28 a— 15 a2 + a3— 12 a4]«3 J 

_|_ [— 4__4a + 38a2 4- 17a3— 18a4 + 10a6—2&6]x* + 

+ [+40 — 68a*+ 77a2 —61a3 + 32 a4 — 20 a5 + 6&e]x + 

+ [— 20 -4- 84a — 96 a2 + 80 a3 — 24 a4] = 0 

abzuleiten, deren Coefficienten nach Potenzen von a = o+ 1 aufsteigend geordnet sind.   Der 

geschlossene Werth von x bei dieser Gleicliung ist ein einziger: 

az + 2a + l 

Es unterliegt nun keiner Scliwierigkeit mebr, audi die beiden anderen Wurzeln in gesclilos- 
sener Form zu finden. Dividirt man namlich das Gleichungspolynom der urspriinglieb gege- 
benen Gleicliung durcli das Product der beiden gefundenen Wurzelfaetoren: 

(a — 1) x — 3 a — 2 und (a2 + 2 a + 1) x~ 4, 

so gebt die quadratisclie Gleicliung: 

(4a + b)x2 — 2a3+3 = 0 

/2 a3—3 

hervor, deren Wurzeln sind: 

x = 4- \ 4a + 5 
und   £C = 

Man gelangt  also bier ohne Scliwierigkc.it und auf einem geregelten Wegc zu den vier 

Geniige leistenden Functionen der vorgelegten Gleicbung in gesclilossener Form: 

3a + 2 
1 

Denkschriften der mathenL-natarw. CI. XIII. Bd. Abhandl.  v. Nlchtmitgl. 

V 2a3—3 

4 a + 6 

V2os—8 

4 a 4- 6 
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162 lgnaz Heger. 

Hier findet man Gelcgcnhoit, sieh durch den unmittelbaren Anblick von der Wahrheit der 

friiheren Ergebnisse zu iiberzeugen; ja noch mehr, man sieht mit leichter Millie ein, dass bier 

gerade die Untersuehung der Nenner aucli fur das Auffinden geschlossener Formen von 
Nutzen war, indem nur die nach Potenzen der Grossen a—1 und a-\-l geordneten Entwicke- 

lungen gescblossene Formen fiir je eine Wurzel zu liefern im Stande sind. In unserer Absicht 

liegt es jedoeh hier nieht, diesen Punkt vollkommen zu erledigen und die Begeln vollst'andig 
zu entwickeln, um gescblossene Formen der Wurzeln iiberall, wo es nur moglich ist, zu erhal- 

ten; nur so viel wollen wir bemerken, dass die hier eingeleiteten Untersuchungen dazu unent- 
behrlieh waren. Aucli die von Lagrange gelehrte Entwickelungsweise der Geniige leistenden 

Functionen in Form von Kettenbriichen ware ein geeignetes Mittel, um die in Form eines 

algebraischen Bruches mit geschlossenen Polynomcn im Zahler und Nenner erscheinenden 

Geniige leistenden Functionen darzustellen. Mehr ins Detail dieser Aufgabe einzugehen, liegt 
hier nicht in unserem Plane. 

Bei der Untersuehung der Nenner kann aber noch eine andere Frage auftauchen, n'am- 
lich: ob zwei verschiedenc Nenner (a—aj*1, (a—a^k- in einer und derselben oder in verschie- 

denen Wurzeln x erscheinen; mit anderen Worten: ob eine Wurzel in der Form: 
?i(°)     ,-.J„„    ^(«) 

') 

o der zwei Wurzeln in der Form: oder 
(a— a-j)h(a — a^)h 

bestehen. Diese Frage hat allerdings eine 
(a — ctjPi   " (a — a2)*2 

vollkommen bestimmte Bedeutung und lasst sich auch stets beantworten, allein die hier gege- 

benen Begeln, welche nur die Anfangsgliodcr der aufsteigenden Entwickelung in Bcriicksich- 

tigung ziehen, reichen dazu nicht hin. Man muss dazu die sammtlichen Wurzeln in melireren 

Gliedern entwickeln und falls nicht die Form von <p(a) oder cpt («), <p., (a) zuftillig eine geschlos- 

sene ist, das Erganzungsglied der unendlichcn Eeihe mit in Betrachtung ziehen, wie am 
Schlusse dieser Abhandhmg gezeigt wird. In jedem Falle namlieh muss man, geometrisch 
gesprochen, den Curvenast, dem der Nenner (a—a^'H angehort, so weit verfolgen, bis man in 

den Bereich des Werthes a=«2gelangt, wo sich dann die Frage ohne Schwierigkeit entscheid.et. 

Anhang. 

Einen nicht unwichtigen Aufschluss gew'ahrt es, die in den Geniige leistenden Functionen 
erscheinenden einfachen Factoren kennen zu lernen. Dazu ist gleichfalls die aufsteigende Ent- 
wickelung dienlich, wenn man die Grosse a—a, nach deren Potenzen die Eeihe geordnet 

wird, entsprechend wahit. Man gelangt n'amlich dann zu Anfangsgliedern von der Form 

h0(a — «)f", wo f0 einen positiven Werth besitzt, und gewinnt dadurch die IJberzeugung, dass 
(a—6c)Jo ein Factor der Geniige leistenden Function ist. Dies ereignet sich immer dann, wenn 
fiir a— a der Coefficient A0 der niedrigsten Potenz von x verschwindet, d. h. wenn a eine 

Wurzel der Zahlengleichung A0 = 0 ist. Die vermittelst der Mac-Laurin'schen Formel einge- 
leitete Entwickelung wiirdc in der Gleichung P—0 eine oder mehrere Wurzeln Null liefern, 

weil A0 identisch gleich Null ist. Fiir das Aufsuchen der einfachen Factoren der Geniige 

leistenden Functionen einer Buchstabengleichung lasst sich eine ahnliche Eegel aufstellen, 
wie zur Bestimmung der Nenner: 

Man zerlcgc den letzten Coefficienten A0, der mit der niedrigsten Potenz von x multipli- 

cirt ist, in seine einfachen Factoren a—a vermittelst Aufiosuug der Gleichung ^(,=0 und leite 
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Aiiflosungsmetliorfe fur algebraische Buchstabengleickungen etc. 1C3 

nun furjeden solchen Factor a—a, die aufsteigend nach Potenzen desselben geordnete Reihen- 
entwickelungr x ein nacla der bekannten Regel. 

III. Bestinilining der Irrationalgrossen,   welche   in den Wurzeln der Gleichung- vorkoru- 
men und eine Untorb reel) u n »• der Stctigkeit h erbei fuhren. 

§. 8. 

In §. 4 geschah Erwahnung gewisser specieller Werthe von a, fiir welche die nach der 

Grosse a = a—a aufsteigend geordnete Reihenentwickelung einer eigenthiimliehen Storung 
unterliegt, wenn man liiezu die Mac-Laurin'sche Formel beniitzen will. Es geschieht namlich, 

dass bei der Bestimmung eines gewissen spateren Entwickelungsgliedes ein Widersprueh in 
den Bedingungsgleicliungen auftritt, wodurch man bemiissigt wird, zwei oder melirere Wur- 

zeln ganz und gar aufzugeben, weil es unmoglich ist, durch cndliche Werthe der Coeffici- 

enten Geniige zu leisten. 
Dieser Widersprueh tritt nicht bei dem Anfangsgliede der Entwickelung, sondem erst 

bei einem Folgegliede auf, gibt sieh also nicht anfangs, sondern erst im weiteren Verlaufe 

der Entwickelung kund. Diese Storung kann aber nur dann Platz greifen, wenn zwei oder 
mehrere verschiedene Wurzeln in den Anfangsgliedern iibereinstimmen und ist an specielle 
Werthe von a gebunden, die wir clort der zweiten Gattung zugezahlt haben. Es wurde audi 

dort gesagt, wiewohl nicht erwiesen, dass die von uns gezeigte Reihenentwickelung keinem 

solchen Ubelstande unterliegen konne ] dass sie vielmehr Aufschluss ertheile iiber den eigent- 
lichen Grund dieser Storung, indem sie anfangs genau dieselben Entwickelungsglieder wie 

• lie Mac-Laurin'sche Formel liefert, aber dort, wo eben die Storung eintritt, ein Glied folgen 
lasst, welches a zu eiuer Potenz mit gebrochenem Exponenten erhoben aufweist, so zwar, dass 

man cine solche Storung stets einer Irrationalgrosse zu verdanken hat, welche unter dem 

Wurzelzeichen den Factor n = a — a besitzt. Sie gibt nicht nur daruber Aufschluss, sondern 

bezeichnet auch eine Anzahl Wurzeln, in wclchen diese Irrationalgrosse je in ihren verschie- 

denen Bedeutungen erscheint. 
In diesem Paragraphe soil einerseits diese friiher gemachte Behauptung erwiesen und 

ferner noch das Wichtigsto iiber die Bestimmung der in den Wurzeln der Gleichung erschei- 

nenden Irrationalgrossen abgehandelt werden. 
Wir erwahlen daher einen Werth a der zweiten Gattung, d. h, eine Auflosung a der zwei 

Gleichungen: 

(36) V = {) unci  '-- = () v      / , ax 

und bewerkstelligen nun die aufsteigende Entwickelung nach der Grosse a = «—a vermittelst 
der von uns gelehrten Entwickelungsmethode. Zu diesem Zwecke sind die Coefficienten der 

Gleichung': 

(37) P=Amx
m + Am_i x"-1 +....+ A x -i- A0 = 0 

aufsteigend nach der Grosse a zu ordnen.   Dieselben seien in dieser Gestalt folgende: 

Am   = K + Am' a -f- Am" a2 4-  

(38) Am_1 = K-i 4- K-i a + A,,,.," a2 4-  
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164 Ignaz Heger. 

An    = A, 

A/ a -f A/' a2 -f 

A0' a + A0" a2 4- 

Es ist hier stillschweigend die Voi-aussetzung gemaclit, dass A,„, Am_i, . . . . A19 A„ von 

Null verschieden sind, eine Voraussetzung, die wohl in der Regel erfiillt soin wird. Nichts 

desto weniger gelten unscre unter dieser Voraussetzung gezogenen Folgerungen mit den 

betreffenden Anderungen auch. fur jene Falle, wo einige dieser Grossen gleich Null ausfallen. 
Wir gehen vor der Hand fiber diese Falle hinaus, und wollen sie sp'ater zur Sprache bringen. 

Da in alien Goefficienten die niedrigste Gradzahl von a Null ist, so wird ein einziger Werth, 

n'amlich: c„ = 0 gefolgert werden. Diesem Werthe entspriclit die Bestimmungsgleicliung: 

(39) KXr + K,-r kr1 + • • • • 4- A, h0 + A0=0. 

Die Anfangsglieder sammtlicher Wurzeln x sind demnacli von a frei und constante 
Zahlen, n'amlich die fur k0 hervorgehenden Werthe. 

Unter diesen werden hier zwei oder mehrere gleiche erscheinen, weil, der getroffenen 
Wahl des Werthes a entsprechend, die beiden Gleichungen (36) erfiillt sind. Die Auflrisung 

dieser beiden Gleichungen besteht n'amlicli, wic bekannt, im Grunde darin, zuvorderst a der- 

massen zu wahlen, dass  fiir den speciellcn Zahlwerth a = a die beiden Polvnome P und — 
dx 

einen a; enthaltenden Factor gemeinschaftlich besitzen,   der daher fiir einen entsprechenden 
dP 

Werth von x Null werden kann, wobei dann P und — gleichzeitig verschwinden. Dieser 

gemeinsehaftliche Factor ist nun wohl in der Regel nur vom ersten Grade, so zwar, dass man 

beim Nullsetzen desselben nur eine einzige Wurzel x gewinnt.   Dann erscheint aber dieser 
dP 

Factor in —— nur einmal, in P hingegen zweimal, und der gewonnene Werth von x ist daher 

eine doppelte Wurzel der Gleichung (37) fiir a = a oder, was dasselbe ist, der Gleichung (39). 
dP 

Geleijentlich aber kann dieser fiir a = a in P imd - - gemeinschaftlich erscheinende Factor 

nach x einem hoheren Grade angehoren und wird sich dann in mehrere einfache Wurzel- 

factoren zerlegen lassen, entweder in lauter von einander verschiedene, oder in gleiche. Jeder 

solche Wurzelfactor x — k0 wird aber dann stets in P um einmal ofter erscheinen, als in 
dP 

dx 
Aus dem Gesagtcn geht daher hervor, dass man im Allgemeinen nur zwei gleiche AVurzeln k0 

mit Sicherheit erwarten konne, sich aber gelegentlich treffen wird, dass in Folge zufallig statt- 

findender Relationen drei und noch mehrere gleiche Wurzeln hu. wohl auch mehrere verschiedene 
Gruppen von solchen auftreten. Alio diese verschicdenen Falle nehmen Einfluss auf die gegen- 
wartige Untersuchung und wir werden desshalb all' diese verschiedenen Falle gesondert zu 
untersuchen haben. 

§• 9- 

1. Der gewohnlichste von alien ist derjenige, wo die Gleichung (39) zwei gleiche Wurzeln 
h0 aufweist, wo also fiir diesen speciellen Werth h0 

(39) A,„ V" + A,„___, k^-1 + .... 4- A, K 4- A0 = 0 

und 

(40) m A.m h- "' 4- (m—1) Am. , h''"'2 +....+ A, = 0 

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



Aiiflosungsmethode fur algebraische Buchstabengleicliungen etc. 165 

ist, aber 

(41) m(m— 1) AA""2 + (m—l)(m—2) A,,^ V!~3 +....+ 2 A2 

von Null versehieden ausfallt. 

Schreiten wir zur Bestimmung der Folgeglieder, die zu diesem Anfangsgliede h0 gehoren. 
Das auf h0 folgende Glied wird hier, wie bekannt, nicht aus einer Gleiehung des ersten, son- 
dern aus einer des zweiten Grades gewonnen.   Diese Gleiehung ist folffende: 

(42) 

wo 

Poa % 

£>o a31" + £><>' av», + ~ £>0" a
21"". xf = 0, 

' [A.m'h0
m 4- KJK1-' +••••+ K'K + A0']a 

[mAjh<T
1 + (m—l)A,„Jh0

m-2 +....+ A/ja |)o'a^ 

^f)o"aa»" = = x-[m{7n—l)kmhr -l)(m--2)Am_1A0 + 2Aa] 

ausfallt, so lange 

'43) AJV + A^/V'-M- A/A04-A0' 

von Null versehieden bleibt. Wendet man auf diese Gleiehung die bekannte Kegel zur Bestim- 
mung der Anfangsglieder von xJ an, so findet man dieselben in der doppelten Gestalt: 

(44) 
J0„x —as V- air 

Vergleichen wir dieses Ergebniss mit demjenigen, welches die Mac-Laurin'sche Formel 

geliefert hatte, so seben wir, dass dort die Gleiehung 

P = 0 

mit der (39) identiseh ist und daber die Anfangsglieder x mit den h0 vollkommen iiberein- 

stimmen, die zweite der Gleiebungen (6). die: 

(45) F.x' + P,=0 oderP1 = 0 

spricht einen Widerspruch aus, wenn man unter x eben jenen speciellen hier betrachteten 
Werth h0 versteht, der als doppelte Wurzel der (39) erscheint, und zwingt daber, auf diese 

zwei Auflb'sungen x Verzicht zu leisten, w'ahrend unsere Methode ohne alleSehwierigkeit zu den 

Folgegliedern fiihrt. In denselben erscheint aber die Irrationalgrosse Va = Va — a und es ist 
auf dieseWeise unmittclbar ersichtlich, dass die Mac-Laurin'sche Entwickelung hier auf einen 

Widerspruch stossen musste, da sic nur ganze Werthe der Exponcnten von a voraussetzt. 
Es ist auch uberflussig, die Entwickelung weiter fortzufiihrcn, um iiber das Vorkommen der 

Irrationalgrossen, die a—a. unter dem Wurzelzeichen besitzen, Aufschluss zu erhalten; 
denn da mit der Bestimmung der zweiten Entwickelungsglieder (44) die mit dem gemein- 
schaftlichen Anfangsgliede h() versehenen zwei Wurzeln x isolirt sind, so ergeben sich die 
iibriffen Glieder (lurch eine blosse Division und es kann daber keine neue lrrationali>Tosse 

mehr in ihnen auftauchen. 
2.  Es sei h0 eine doppelte Wurzel dor (39), also auch die (40) erfiillt, der Ausdruck (41) 

aber von Null versehieden; ferner sei 

(46) KKm + KJK + A/A0 + Ao' = o. 
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166 Ignaz Heger. 

In diesem Falle gcht die Bestimmung der zweiten Entwickelungsglieder in einer anderen 

Weise vor sieh.   Es ist namlich dann: 

(47) $0a*°=[Am"h0
m + KW Km~" +••••+ K% + A0"K, 

w'ahrend f)0«'21|) und S)0«","M°" die friiheren Wertlie fortbelialten. Die Gleichung (42) liefert nun 
fiir xl Anfangsglieder von der Form :  hi a. 

Die zur Bestimmung von h/ dienende Gleichung 

K'K + K-i'k*-1 +••••+ KK + A0" + 
(48)        + [mAJhT1 + (w—1) Aro_/A0•-

a -(-....+ A/] A, + 

+ \{m{m—lJAJi,,—•+(«»—V)(m—2)Ara_1V~s + • • • • + 2AJV =0 

ist vom zweiten Grade. Sie liefert in der Kegel zwei verscliiedene Wertlie dafiir, kann jedoch 

auch gleiche Wurzeln aufweisen. Findet das Erstere Statt, so erfolgt mit der Bestimmung des 
zweiten Entwickelungsgliedes die Trennung der noeh nicht getrennten zwei Wurzeln und die 

weitere Entwickelung kann zu keinen Irrationalgrosscn meJbr fiibren, weil alle Folgeglieder 

durch Auflosung von Gleichungen des crsten Grades, also durch Division hervorgehen. Sind 

aber zwei gleiche Wertlie von kt erhalten worden, also die zwei Wurzeln x in den zwei 
ersten Entwickelungsgliedern vollkommen iibereinstimmend, so ist weder die Trennung der 

Wurzeln erfolgt, nocli der Bcweis geliefert, dass sie keine Irrationalgrosse beherbergen. Man 

wird daher zur Bestimmung dcr dritten Entwickelungsglieder h.,a?~ schreiten. Da dieselben 

gleichfalls aus einer quadratischen Gleichung gezogen werden, dercn Goefficienten meisten- 
theils die Factoren a0, a2, a3 aufweisen, so wird gewohnlich der Wertli: 

;49.) £ —1- 

V/aT= Vc a in den beiden Wurzeln hervorgehen, womit das Erscheinen der Irrationalgrb'sse V a 
x erwiesen ist. Die dritten Entwickelungsglieder unterscheiden sieh in einem solchen Falle 

nur durch das Zeichen von einander. Da dann gleichfalls die Trennung der Wurzeln erfolgt 
ist, so erscheint eine weitere Entwickelung fiir den hier beabsiehtigten Zweck unniitz. Bis- 
weilen ist aber die Anordnung der Cocfficienten der quadratischen Gleichung eine andere, und 

es erscheinen in ihren Coefficienten die Factoren a0, a2, a1, woraus der Worth: 

c, = 2 

hervorgeht.   Dann ist aber eine gewisse Belationsgleichung erfiillt und tritt wieder die Form: 

x = h0 4- ht a 4- ^2 a3 ~f-  

in Giltigkcit. In der Kegel gewinnt man zwei verscliiedene Werthe von h2, womit dann die 

Trennung der Wurzeln bewerkstelligt und der Beweis geliefert ist, dass keine solche Irrational- 

grosse Va -r- a in den beiden Wurzeln erscheint. Bisweilen aber stimmen die beiden Wur- 
zeln auch in diesem dritten Entwickelungsgliede iiberein. Es ist dann dies als Beweis anzu- 

sehen, dass die Entwickelung noch nicht weit genug gefiihrt ist, ran zu cntscheiden, ob eine 

Irrationalgrosse Va-— a wirklich vorhanden ist odor nicht. Man wird in derselben Weise, 
wie bisher, vorgehen und Glied fiir Glied entwickeln, so lange, bis die Trennung der Wurzeln 
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Aufldsungsmethode filr algebraiscke Bitchstabengleicliungen etc. 167 

erfolgt. Sobald diese eintritt, licgt die Irrationalgrosse am Tage; wo niclit, so ist ihre Nicht- 
existenz ausser Zweifel gestellt. 

Wenn der Leser gleichlaufend mit der liier eingeleiteten Untersuchung, jene andere auf 
die Mac-Laurin'sehe Formel gestutzte Entwickelungsweise, wie sie in §. 3 gezeigt wurde, ver- 
folgt, so wird er sicli mit leichter Muhe uberzeugen, dass, so lange die Entwickelungsglieder 
die Form: 

he -|- ht a + h2 a
2 -j-  

einhalten, beide Methoden Tollkommen iibereinstimmen, und dass sie erst bei dem Auftreten 

der Irrationalgrosse Va — a von einander differiren. Unsere Metbode liefert dieses Glied 
ohne Anstand, die Mac-Laurin'sehe aber zeigt nur durch cine widersprecbende Bedingungs- 
gleichung, dass die ihr zu Grande liegende Voraussetzung niclit mehr giltig sei. 

Wir gewinnen hieraus die Kegel, dass beim Auftreten von nur zwei gleicben Wurzeln h0 

der (39) in den entsprechenden Wertben x nur eine Irrationalgrosse V a — a ersebeinen 
konne. Urn zu unterscheiden, ob dies wirklicli geschehe oder niclit, bat man die zwei Werthe x 
aufsteigend nach der Grosse a = a — a zu entwickeln, bis die Trennung derselben 
erfoIfft. Diese Entwiekelunff kann dann entweder vermittelst der Mac-Laurin'scben Formel 
oder unserer Metbode eingeleitet werdcn: fur die Beantwortung dieser Frage sind beide 
Methoden gleieh gut, ja vollig congruent. Unsere Methode besitzt den einzigen Vortheil, dass 
sie das isolirendeEiitwickelungsglied immer liefert, aucb dann, wenn es irrational ist, w'ahrend 
die Mac-Laurin'sehe Formel nur die rationalen Entwickelungsglieder gibt, und das irrationale 
Entwickelungsglied durch einen auftauchenden Widerspruch anmeldet 

§. 10. 

3. ht sei eine dreifache Wurzel der (39), also: 

(50) A,„./c + K-t V"1 + ••••+ AA + A, =0 

(51) mA„X^ + (m— VK-ih•-' +••••+ A, = 0 

(52) m (m— 1) KK1^ + (m—l)(m— 2) A,,^ h^ +....+ 2 A2 = 0 

und 

(53) m(m— l)(m—2) A„,h0
m~s + (m— \){m— 2)(m— 3) Aw_, V"4 + .... + 6 A, 

von Null verschieden. 
Die Bestimmung des Folgegliedes hx a?1 hangt hier bekanntermassen von der Auflosung 

einer Gleichung des dritten Grades, n'amlieh der: 

(54) £>0 a*' H- e>0' »%' x, 4- \ &>" a*"x? + \ &'" a*°'" xt* = 0 

ab.   Gewohnlich ist: 

(55) £)0 a
5(» = [A.' V + Km_; hr1 4- .... 4- A,'A0 + A0'] a 

(56) f)0' aa» = [mAj V"1 4- (TO—1) A^' Km~* +••••+ K'J * 

(57) 4, £0" a
31"' ' = [(?) A,;/.-2 + (V) KJh"-3 + • • • • + A,'] a 

(58) 7&'"a*" - [U!) A,„V"3 + (mt)K-Am-" + .... + A,] • 
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168 Ig7iaz Ileger. 

Die Coefficienten der (54) weisen daher bezuglich die Faetoren: a, a, a, a0 auf und man 

gewinnt den "Werth: 

(59) ft=y 

und zur Bestimmung von li1 die binomische Gleichung des dritten Grades: 

A,' K + K-l K1-1 + ....+ KK + A0' + 
+ [GO XA"^ + (V) A,,,., V"4 +••••+ A3]V -0. 

Man erh'alt also, wenn dor Ausdruck (55) nicht Null ist, drei von einander verschiedene 
Werthe fur A, ae<, enthalten in der Form: 

^       ' V (?) AMI A0•-3 + (V) A«—i /«„»-* + . . . + A8 * 

wenn man diese dritte Wurzel der Reihe nacli in iliren drei verscliiedenen Eedeutungen nimmt. 
Jedes solche Glied gehort einer einzigen Wurzel x und cs ist somit die Trennung der drei 

Wurzeln erfolgt und gleichzeitig die Anwesenheit der Irrationalgrosse V a—a in ihnen nach- 
gewiesen. Dies ist auch die einzige in ihnen erscheinende Irrationalgrosse dieser Gattung, 

denn die ferneren Entwickelungsglieder gchen aus Gleichungen des ersten Grades hervor, 
und konnen daher keine neuen Wurzelgrossen beherbergen. 

Ware jedoch der Ausdruck (55) zufalliger Weise Null, so wird: 

(62) £0a
sl» = [A„," h0

m + AmJ> V"1 +....+ A/' h0 + A0"] a2, 

wahrend §'0 a%o, — $J'a*o" und — §0"'aV ilire friiheren Werthe behalten. Die Gleichung (54) 

birgt in ihren Coefficienten dann die Faetoren: a2, a, a, a0 und liefert jetzt zwei Werthe 

fiir £i, namlich: 
£t — 1 und 6i = Y 

Die Bestimmungsgleichungen fiir hl sind beziigiich: 

(63) A„" V + KJKm~" +••••+ K K + A0" + 
+ [mA,;r1 + (m—1) A^'V"1 + ....+ A/] A, = 0 

(64) [TO AJV'-1 + (m—1) A__x' V"a +.-..+ A/] fcx + 
+ \(J) Am h<r& + (V) Am_, V~* 4- .... + A8] v = o. 

Die erste derselben liefert einen einzigen, die zweite abcr zwei von einander und von 
Null verschiedene Werthe von hr Man findet dermassen drei Folgeglieder hi a^ und die 

Trennung der Wurzeln ist wieder bewerkstelligt.   Die erste derselben besteht in der Form: 

k0 -\- kr a -f- li% a2 -+-  

die beiden anderen aber enthalten die Irrationalgrosse Va — a und erscheinen in folgender 

Gestalt: 
h0 -f- ht af -f- h2 a -4-  

h0 — hx ai + h2 a —  

Hiermit ist wieder die Untersuchung beendigt, weil durch die Trennung der Wurzeln das 
Hinzutreten einer neuen Irrationalgrosse bei fortgefiihrter Entwickelung unmoglieh wird. 
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Auflosungsmethode fur algebraische Buchstabengleichungen etc. 169 

Es kami aber auch gleichzeitig der Ausdruck (55) und (56) Null werden, und dadurch 

l^a^o und §o'°a°' m der Grleiehung (54) die neuen Werthe erhalten: 

(66) ^a"- = [K'h0
m + A_/' V~] + • . . + VAo + V] ^ 

(67) &,' «2V = [OTA."V-1 + (m— 1) A_,"h0'"~< 4- . . . + A/'J a2 

w'ahrend f)0"«v  u»d f),.'"a*'°    Dei  ihren alten Werthen  (57) und (58) belassen werden.   Die 
Coeffieienten der Grleiehung (54) weisen dann beziiglich die Factoren: 

cl       •     cl       •     Hi    •     a 

auf, und ihnen entspricht ein einziger Werth: 

(68) * £0 = f 

Die Bestimmungsgleichung in hl ist eine binomische: 

(69) Am"kr + KJ'K'-1 + • • • + A," A0 4- A0" + 
+ [(?)ATOA0

OT-8+("T1)Am_1A0'»-*-f- . . . +AJV = 0 

und liefert daher stets drei verschiedene AVerthe fur lir   Das Folgeglied ist daher Folgendes: 
3 ,  

k Cfl =  1/A"»"V> + Am-l  V _ + + Ai  ho + Ao 
V r3-)A„ ro) 

("•) AM/(0»—3 + (»-i) Am-1 V*^4 + A, 
. af 

wobei die dritte Wurzel in ihren drei verschiedenen Bedeutungen genommen werden muss. 

Es erfolgt also in diesem Falle die Trennung der Wurzeln im zweiten Entwickelungsgliede, 

welches die Irrationalgrosse Va — a aufweist. 

Endlich konnen alle drei Ausdriicke (55). (56), (66) gleichzeitig Null sein, und daher die 

Coeffieienten der Gleichung (54) die Werthe erhalten: 

^0a
5l«=[A„;"A0'" + A„J_]'"Vi-1+ • • • +A1'"A0+A0'"]a« (71) 

(72) 

(73) 

(74) 

I sx «3I»"=[(*) K: KI~* + (V) KJ /c-3 4 

-i- &» ^ = [(-) KJ:^ + (V) K-t Kr* 
2 . 3 

A,"] a2 

- A,'] a 

4-A,]. 

Die Coeffieienten weisen dann die Factoren: 

30 0 
£1 ,       cl .       cl       .       cl 

auf und liefern demnach den Werth: 

und fur hi die Bestimmungsgleichung: 

A,,/" V + K-rh"'^ + . . . + A/% 4- Ao'" + 
+ [mAJ'/V"-' + (m— 1) A.,„,_," ft-"1 4- . . . +A1"]A) + 

(75) + [(•)Klkr2 + (V)C> V^-f • • • • + A,']V + 
4 [(DATOA0'»-8+(V)Aw_A'n'-4 + • . . + A,]V = 0. 

Die Wurzeln besitzen also die zwei Anfangsglieder: 

x = h0 4- ^i a +  
Denkschriften der inathcm.-naturw. CL XTIT. Bd. Abhandl. v. Nichtmitg]. 
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170 Ignaz Heger. 

und wir befinden uns jetzt wiedcr am Ausgangspunkt ahnlicherDistinctionen, wie beim Anfangs- 

gliede h0. Sind namlich alle drei Wurzeln hi der Gleichung (75) von einander verschie- 
den, so ist die Trennung der Wurzeln erfolgt, olmc alles Auftreten einer Irrationalgrosse, und 

es ist nunmehr ausser all cm Zweifel, dass fiir a—a die Stetigkeit dieser drei Wurzeln nicht 

unterbrochen ist und dass sie vermittclst der Mac-Laurin'schen Formel entwickelbar sind. 

Finden sicb aber unter den Wurzeln der Gleichung (75) gleiche vor, so konnen es wieder 
entweder doppelte oder dreifache sein. Sind zwei Wurzeln gleicb, die dritte aber 

vers chic den, so ist, nur cine einzige Wurzel x vollkommen isolirt und folglich audi erwie- 
senermassen von einer Irrationalgrosse von der betrachteten Gestalt frei, die bciden anderen 

stimmen aber in den aufgesucbten zwei ersten Entwickelungsgliedern iiberein und konnen 

daber nur die Irrationalgrosse Va— a bcrgen, oder auch nicht. Man hat zur Entscheidung 
dieser Frage die Entwickelung dieser zwei Wurzeln noch weiter zu fiihren, 

Trennung derselben erfolgt. Sind endlich alle drei Wurzeln der (75 

drei Werthe x weiter zu cntwiekeln und kann dann eben sowohl zur Irrationalgrosse Va — a 

in zweien derselben, oder zur anderen Va— a in   alien dreien,   oder endlich zu keiner von 
beiden gelangen. 

Wir erachten es nicht fiir noting, dies wirklich durchzufiihren5 die vorhergegangenen 

Untersuchungen erlautern es zur Geniige. Eben so wcnig wollen wir jene anderen Falie einer 

eigenen Betrachtung unterwerfen, wo die Gleichung (39) vier, fiinf und allgemein r gleiche 
Wurzeln h0 liefert. Diese Untersuchungen wiirden schon um Vieles complicirter ausfallen, 

im Wesentliclien aber doch nichts Neues bieten.   Es wiirde sich zeigen, dass beim Auftreten 

so lange bis die 

gleich, so hat man alle 

von r glcichen Wurzeln h0, die Irrationalgrossen Va — a, V< a 
keine von ihnen auftritt.   Es konnen entweder nur cine einziffe, 

O       7 

or,... . Va — a, oder auch 
oder auch zwei oder noch 

mehrere derselben sich ergeben; Letztercs aber nur dann, wenn die Zahl r oder die unter ibr 

liegenden in zwei oder mehrere Factoren zerlegbar sind. So z. B. konnen bei G glcichen 

Wurzeln k0J die Irrationalgrossen V a — a, Va — a, Va — a, Va — a und Va — a einzeln vor- 

kommen,   aber  auch Va — a. und Va 

a, Va — a, Va — «, Va 

a bcide zuglcich   crscheinen. Die Irrationalgrosse 
erscheint immer in so vielen Wurzeln x, als ihr verschiedene Bedeutungen zukommen, also 

Va — a immer in r Wurzeln. Diese Wurzeln stimmen in alien vorhergehenden Entwickelungs- 
gliedern tiberein, und unterscheiden sich erst in dem mit der Irrationalgrosse behafteten Ent- 

wickelungsgliede von einander. Alio diese Erscheinungen lasscn sich ohne alle Schwierigkeit 

fiir jede Anzahl r gleicher Wurzeln ableiten, nur siebt man sich, wcnn man dies allgemein 
thun will, in cine [Jnzahl von Distinctionen verwickelt. Vergleicht man dabei den Entwicke- 

lungsgang mit jenem, der sich auf die Mac-Laurin'sche Formel stiitzt, so bemerkt man die 
vollkommenstetlbereinstimmung zwischen beiden, so lange in den Entwickelungsgliedern a mit 

ganzen und positiven Exponenten versehen ist; sobald aber cin gebrochenerWerth des Expo- 

nenten auftaucht, tritt dor Unterschied der beiden Methoden ans Tageslicht. Unsere Mcthode 

erweist sich fortan als brauchbar, w'ahrend die andere durch eine widersprechendeBedingungs- 
gleichung zu crkennen gibt, dass der Bereich ihrer Giltigkeit iiberschritten sei. Di
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Aufldsungsmethodefiir algebraische Buchstabengleichungen etc. 171 

§. 11. 

Fassen wir nun die Ergebnisse dieser Untersuchungen zusammen, so gelangen wir zur 
folgenden Regel, um die Irrationalgrossen lcennen zu lernen, die in den Wurzeln einer gego- 

benen algebraisehen Gleichung mit rationalen Coefficienten erscheinen. 

Erstens: Man ruffe zu der e-eo-ebenen Gleichunff P = 0 noch. die durch   einnialiffes o o   o o o 
(IP 

Differenthren partiell nach x ab^eleitete andere: — = 0 liinzu und lose dieses System von 

zwei Gleichungen mit den zwei Unbekannten a und x nach a auf und notire alio so erhaltenen 

Werthe als a der zweiten Gattung. 
Zweitens: Man unterwerfe nun jeden dieser Werthe a einer cigencn Untersuchung, 

welche die Frage zu beantworten hat. ob demselben eine Irrationalgrosse in den Wurzeln x 
entspricht oder nicht. Man leitet desshalb die aufsteigende Entwickelung naeh Potenzen von 

a = a — a ein, aber fiihrt dieselbe nur so wcit durch, bis jedeWurzel x vollkommen isolirt ist. 
Bei der Bestimmung der Anfangsglieder erh'alt man unter iknen gleiche, und zwar bald nur 

eine einzige Gruppe, bald aber audi mchrere. Naeh der Bestimmung der Anfangsglieder 
schreitet man zur Entwickelung der Folgeglieder, vollfiihrt diese aber nur bei jencn Wurzeln, 

die durch die Anfangsglieder noch nicht isolirt erscheinen, also an jencn Anfangsgliedern, 
die zweien oder mchreren AVurzeln gemeinschaftlich zukommen, und bcstimmt nur so viele 

Folgeglieder, bis die Trennung der Wurzeln crfolgt ist. Auf diese AVeise erhalt man eine 
jede Wurzel in einer Anzahl von Anfangsgliedern entwickelt; in so vielen, als zu ihrer 

vollstandigen Isolirung von alien ubrigen hinreicht. Findet sich unter diesen Gliedern eines, 

und zwar meistentheils das letzte mit einem gebrochenen Exponenten von a versehen, so 
liegt es am Tagc, dass die betreffende Wurzel x eine Irrationalgrosse beherbergt, wo 

a — a. als Factor unter dem Wurzelzeichen erscheint. Der Nenner des gebrochenen Expo- 

nenten ist zugleich der Index dieses Wurzelzeichens. Ist hingegen unter den entwickelten 

Gliedern keines mit einem gebrochenen Exponenten versehen, so ist es auch ausser allem 

Zweifel, dass diese Wurzel keine sol die Irrationalgrosse mit a — a als Factor unter dem Wurzel- 
zeichen beherberge. Da diese Untersuchung der Eeihe nach an alienAVerthen a vorgenommen 

wird, die durch Auflosung des oberwahnten Systems von zwei Gleichungen P= 0, 
<iv 

0 

erhalten wurclcn. so a-elano-t man zu alien einfachen Factoren.   aus welchen die Irrational- 

grossen in den AVurzeln bestehen. 

8. 12. 

Wir miissen noch einige wichtige Bemcrkungen folgen lassen, die sich auf specie lie F'alle 

beziehen, von denen bisher keine Erwahnung geschah.   Diese Falle sind folgcnde zwei: 
1. Es kann geschehen, dass das System von zwei Gleichungen, das zu demAVerthe a der 

zweiten Gattung fiihren soil, einen Werth der ersten Gattung liefert, d. h. einen solchen, der 

einem Nenner in den AVurzeln entspricht, und 
2. dass die zwei Gleichungen einen gemeinschaftlichen Factor aufweisen und folglich fur 

jeden beliebigen Werth von a crfiillbar sind. Geschieht das Letztere, so ist der Bewcis her- 

gestellt, dass die gegebene Gleichung P=Q gleiche Wurzeln x besitzt. 
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172 Ignaz Heg er. 

In clem ersteren dieser beiden Falle benimmt man sieh auf ganz gleiche Weise, wie sonst. 
Da der Werth a gleichzeitig der ersten und zweiten Gattung angehort, so werden nur unter 

den Anfangsgliedern auch solche mit negativem Werthe von £0 erscheinen. Auf die weitere 
Entwickelung hat dies aber keinen Einfluss, sondern man entwiekelt jede Wurzel x so weit, 
bis sic isolirt erseheint. 

Der zweite dieser beiden Falle aber bedarf einer ganz anderen Behandlung, denn da nun 

erwiesen ist, dass die gegebene Gleichung P = Q gleiche Wurzeln besitzt, so wird es niemals 
gelingen, alle Wurzeln bis zur vollstandigen Isolirung entwickeln zu konnen; die gleichen 

Wurzeln werden fortan in den Entwickelungsgliedern ubereinstimmen. Andererseits aber ist 

auch die Angabe der Werthe a der zweiten Gattung noch mangelhaft, und es konnen in den 
gleichen Wurzeln Irrationalgrossen erscheinen, deren Werthe a unter den aufgesuchten nicht 

vorfindig sind. Man kann in diesem Falle wohl verschiedene Wege einschlagen, die alle zum 

Ziele fiihren: am einfachsten ist es aber iedenfalls, den in P und — gemeinschaffclich erschei- 1 J dm   ° 
nenden Factor auf bekannte Weise zu suchen. Derselbe kann im Allgerrieinen eine Function 

beider Buchstabengrossen x, a sein. Setzt man ihn nun gleich Null, so liegt eine Partial- 
gleichung vor, die jedenfalls weit einfacher ist, als die urspriinglich gegebene P=0. Durch 

Auflosung derselben wird man gewisse Werthe von x finden, die auch die P = 0 erfiillen und 

namentlich in derselben als wiederliolte Wurzeln erscheinen. Jedenfalls wird man aus dieser 

neuen Partialgleichung mit viel geringerer Mtihe alle auf diese gleichen Wurzeln x Bezug 
habendenFragen beantworten, also auch die in ihnen erscheinenden Irrationalgrossen ermitteln 

konnen, denn in ihr erseheint jede wiederholte Wurzel der Gleichung P= 0 um einmal minder 

oft. Die doppelten Wurzeln der P=0 erscheinen hier als einfache und lassen sich daher 
jedenfalls isoliren. Wiederholte Wurzeln konncn in ihr nur erscheinen, wenn P=0 dreifache, 

vierfache Wurzeln u. s. w. besass, und selbst in diesem Falle kann man immer zu einer ein- 

facheren Gleichung gelangen, welche diese wiederholten Wurzeln nur einmal besitzt, und bei 
der demnaeh die Isolirung derselben und folglich auch jede auf Irrationalgrossen Bezug 

habende Untersuchung ohne Schwierigkeit ausgefiihrt werden kann. Der Fall, wo P=0 
wiederholte AVurzeln besitzt, ist iiberliaupt stcts viel giinstiger als derjenige, wo dies nicht der 

Fall ist, denn in den meisten Fallen gelingt es, diese wiederholten Wurzeln in geschlos- 
sener Form zu finden, und man ist dadurch alsoglcich vicler muhsamen Untersuchungen 
tiberhoben. 

In den bisherigen Untersuchungen wurde in der urspriinglich gegebenen Gleichung P=0 
das Gleichungspolynom P als ganzes und rationales vorausgesetzt. Niehts desto weniger gilt 

alles bisher Gesagte ebenfalls fur die anderen Falle, wo im Glcichungspolynome P= S [Ha?xx\ 

auch gebrochene oder negative Exponenten a und £ erscheinen. Es ist zwar Sitte jede irra- 

tionale oder gebrochene Gleichung in eine rationale und ganze zu verwandeln, allein diese 

Transformation ist kcino nothwendige und nur in gewissen Fallen von Yortheil. Uns ist hier 
nicht der Itaum gestattet, n'aher darauf einzugehen. Wir wollen nur die Bcmerkung machen, 

dass bei Gleichungen, die nach x ganz und rational sind, also in der Form: 

Anx
m + A„ ,x" A,, . . . + A2x

2 -f A, x 4- A0 = 0 

erscheinen, bei welchen aber die Coefficienten A irrationale Elomente in sich bergen, dieselben 

auch im Allgemeinen in einer oder mehreren AVurzeln vorkommen.   Die genauen Angaben 
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Auflosungsmethodefur algebraisclie Buclistabengleichungen etc. 173 

fiber das Erseheinen dieser Irrationalgrbssen liefert auch hier die genugend weit fortgesetzte 
aufsteigende Entwickelung der Wurzel x naeb Potenzen einer schicklich gewahlten Grosse 

a—a; hier aber reicht es niclit hin, die Entwickelung nur bis zur Isolirung der einzelnen 
Wurzeln fortzusetzen, weil diese in den Coefficienten der Gleiehung erscheinenden Irrational- 

grossen gelegentlich nur einer einzigen "Wurzel x zukommen und erst in den sp'ateren Ent- 
wickelungsgliedern auftreten konnen. Man ist desshalb verhalten, entweder sich in einer 

anderen Weise die Uberzeugung zu verschaffen, dass die beliebig weit fortgesetzte Entwicke- 
lung kein neues irrationales Element mehr bringen kbnne oder aber zur entsprechenden Glei- 

ehung iiberzugehen, bei der die irrationalen Elemente immer in einer Gruppe von Wurzeln x 

gleichzeitig erseheinen und an ihr die Entwickelung bis zur vollst'andigen Isolirung der Wur- 

zeln vorzunehmen. 
Das Aufsuchen der irrationalen Elemente in den Wurzeln x hat im Grande nur eine 

untergeordnete Bedeutung, da sie nicht wie die absteigende Entwickelung und die Bestimmung 
der Nenner fiber eine Haupteigenschaft der Geniige leistenden Functionen Aufsehluss ertheilt. 
Diese beiden letztgenannten Untersuchungen fiihren namlieh zu alien Asymptoten der Curve, 

deren Gleiehung- P = 0 ist und ererade die Kenntniss der Curven in ihrem unendliehen Ver- 
laufe ist fiir den mathematischen Forscher meistentheils die wichtigere. Die Bestimmung der 

in den Wurzeln erscheinenden irrationalen Elemente hat aber einen anderen Nutzen; sie macht 

es namlieh gar nicht selten mb'glich, die Wurzeln einer Gleiehung hbheren Grades in ge- 
schlossener Form zu finden, indem sie die nbthigen Andeutungen gibt, ob eine solche 

erwartet werden, und den Wcg bczeichnet, auf dem man zu derselben gelangen kbnne. Die 

nachfolgenden Beispiele werden iiber diesen Punkt einige Aufklarung geben. In unserer 

Absicht liegt es aber keineswegs diesen Gegenstand vollst'andig zu erschopfen. Die Entscheidung 
der Frage, ob geschlossene Formen der Geniige leistenden Functionen bei einer vorgelegten 

Buchstabengleichung wirklich vorhanden seien und wie man die wirklich bestehenden durch 

ein geregeltes analytisches Verfahren unci ohne Probiren gewinnen kbnne, bildet vielmchr ein 
Problem, das bisher, so zu sagen, noch nicht im Entfemtesten seiner Losung entgegen sieht. 

Die hier e-egebenen Andeutungen gelten nur fiir die einfachsten Falle. iD^Ov 

§•   13. 

Wir wollen nun hier einige Beispiele zur Erl'auterung folgen lassen. 

Erstes Beispiel: 

x • a-x .^ljx3 + [4rt2 + « — b]x2 + [~-2«4~2a3-h 10aa + 

-f [a5— 5 a1 — a2 4- 6 a— 5] = 0, 

9. a — 9,' X -h 

fiigen wir zu dieser gegebenen Buchstabengleichung ihre Derivirte hinzu: 

,4 5x4 — 8 tsV + 3 [a4— a— l]x2 + 2 [ia3 + «— ^ + [— 2 a4 — 2 «3+ 10a2 + 2 a — 2J = 0, 

so findet man fiir a = 1, x = 1  beide Gleichungen gleichzeitig erfiillt. Der Werth a = 1 ist 

daher vielleicht ein unstetig machender Werth der zweiten Gattung. Wir wollen ihn in Bezug 
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174 Ignaz ITegei 

len- dieser Eigenseliaft genauer untersuehen.   Es ist zu diesem Zwecke die aufsteigende KeiJ 

entwickelimg von x, geordnet nach Potenzen der Gro'sse a — 1 = a einzuleiten und desshalb 

die gegebene Gleichung vermittelst der Substitution a = a+ 1 zu transformiren in die: 

x5 + [— 2 — 4 a - 2 a2] xl -f [— 1 + 3 a + 6 a'3 + 4 a8 + a1] Xs + [9 a +. 4 a2] x2 + 

4- [+ 6 + 8a— 8a2— 10a8— 2a4]a; — 4 — 11a— 21a2—10a8 + a5 = 0 

bei weleher  die aufsteigende Entwickelung von x alsogleich eingeleitet werden kann.  Ms 

findet hier fiir c0 einen einzigen Werth : £0 = 0 und fur k0 die Bestimmungsgleichung: 

}?—2hi — hB+ 6 A —4 = 0. 

an 

[hre Wurzeln sind die drei einfachen: k=2, k=—1-j-V—1, h = — 1 —V—1 und die doppelte: 

h = l. Dieser letzteren entspricht das Anfangsglied x0 = 1, gehb'rig zu zwei Entwickelungs- 

reihen von x und diese sind. weiter zu entwickeln. Man findet zum Anfangsgliede x0 = 1 zwei 
verschiedene Folgeglieder lix a

f), namlich: 

x, = 1 4- at und xl = l — ai. 

Mit der Bestimmung der Folgeglieder tritt also die Trennung auch dieser beiden Wurzeln x 

ein, und es ist zugleich die Irrationalgrosse Va in demselben ersicbtlich gemaclit. 
Eie Entwickelung braucht man nicht weiter fortzusetzon, denn die Isolirung der Wurzeln 

ist erfolgt und somit dargethan, dass auch in alien spateren Folgegliedern nur die Irrational- 
grosse V a erscheinen konne. Hier abcr gelangt man bei fortgesetzter Entwickelung zu den 

geschlossenen Ausdriicken: 

X : 1 ± a* + 2 a + a2. 

Zwoitos Beispiel: 

x* + (3ra-—3)x24- (3(r-f)tt4-,'))K + «3-3ffla + 2a 4 1 =0. 

Zur Ermittelung der Werthe a der zweiten Gattung hat man die derivirte Gleichung 
hinzuzufugen: 

3a?2 4- (6a — 6)ar 4- 3a2 — 6a=0. 

Diese beiden Gleichungen sind gleichzeitig erfullt fur a = 2, x= — 1. Ausser dieser 
Auflosung besteht keine andere mehr. 

Man hat nun die aufstcigend nach Potenzen von a = a—2 geordnete Keihenentwiekelung 

einzuleiten, und zwar bei der durch die Substitution « = a + 2 abgeleiteten Gleichung: 

xA 4- (3 + 3 a) x2 + (3 + 6 a 4- 3 a2) x 4- (1+ 2 a + 3 a2 + a8) = 0. 

Leitet man dieselbe wirklich ein, so findet man ein einziges Anfangsglied: x0 = — 1 fur alio 

drei Wurzeln, hiezu aber drei verschiedene Folgeglieder: 

x, = — 1 + ai 
x1 = — l + ±[—l+ V^3] at 

xx = — 1 + -I [— 1 — V~— 3 J ai 

somit erscheint die Irrationalgrosse Va = Va-—2 in alien drei Wurzeln. 
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Aitflosungsmetliode fur algebraische Buchstabengleichungen etc. 17! 

Bei diesem Beispiele schliesst sicli die Entwickelung beim dritten Gliede von selbst nnd 

man findet folglicli x in gesclilossener Form: 

x — _ l + l/a| — a = — a + 1 + Va-~ 2. 

D r i 11 e s B e i s p i e 1: 

(a2 — a—2)x5+ (—2 a2 + a— 3)x4 + (—3 a3 4-4 a2 + 6a —1)«3+ (6a34- 2a"+ 4a— 10)x2 + 

+ (— 3 a8— 10 a2 4- 8 a —15)* + (5 a2 — 5)= 0. 

Hier ergibt sicli a = — als  ein Werth von   a der zweiten Gattung,  denn es  sind fur 

« = —) * =  die vorgelegte Gleichung und ilire Derivirte: 

5 (a2—a — 2) z4 4- 4 (— 2 a2 4- a — 3) Xs 4- 3 (— 3 a3 4- 4 a2 4- 6a — 1) x' 4 

42(6as4-2a24- 4a—10)a: + (—3a8—10a2 + 8a—15) = 0 

gleichzeitig erfiillt.    Um nun die aufsteigende Entwickelung von x, geordnet nach Potenzen 

von   (a -) oder von (5a—l) = a einzulciten, hat man zuerst die Substitution s=-(a-f 1) 

auszufiihren und gelangt so zur transformirten Gleichung: 

(— 270 — 15 a 4 5 a2) x* 4- (— 360 + 5 a— 10 a2) xx 4 (4 42 4- 181 a 4 11 a2 — 3 a3) x3 4 

4 (—1134 4 138 a 4 28 a2 4 6 a8)a?4- (—1728+ 91a— 59 a — 3 a2) x 4- 

4 (_ 600 4 50 a 4- 25 a2) = 0. 

Hier findet man das Anfangsglied: 

*o — ., 

zweienWurzcln entsprechend,allein die zugehorigenFolgeglieder sindverschieden und rational: 

2 g 2 5 
a:   xl= • — a 

3 18 

1 
un d es folgt hieraus, dass der Werth. a= — keine Unterbrechung der Stetigkeit bewirkt, weil 

5 

die Trennung dieser beiden Wurzeln ohne Auftauchen von Irrationalgrossen erfoigt. 
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176 Ignaz Heger. 

Bestimmung des Erganzungsgliedes fiir die unendlichen Eeihen und Beurtheilung ihrer 

Convergenz. Anwendbarkeit der auseinandergesetzten Auflosungsmethoden im G-ebiete 

der  analytischen   Greometrie  insbesondere zur  Bestimmung  der  Asymptoten fiir Curven 

von einfacher Kriimmung. 

E IN L E IT U N G. 

Die im Vorhergehenden auseinandergesetzten Auflosungsmethoden griinden sich im 

Wesentlichen auf Reihenentwickelungen und liefern die Wurzeln der Buelistabengleichung 
meistentlieils nicht in geschlossener Form, sondern nur in einer gewissen Ann'aherung. In cler 

Regel n'amlich l'asst sich das zur Bestimmung der Folgeglieder dienende Rechnungsverfahren 

ins Unendliche fortsetzen, weil das durch Substitution der gewonnenen Entwiekelungsglieder 

in das Gleichungspolynom hervorgehende Substitutionsresultat gewohnlich von Null verschie- 

den bleibt. Die erwahnten Auflosungsmethoden sind daher streng genommen keine solehen, 

weil sie fur die Unbekannte x Worth e liefern, die im Allgemeinen das Gleichungspolynom 
nicht auf Null bringen, und erscheinen bisher nur fiir jene Falle gerechtfertigt, in denen die 
Reihenentwickelung sich von sclbst schliesst. In alien iibrigen Fallen aber, in welchen die 

Reihenentwickelung sich ins Unendliche fortsetzen l'asst, ist erst die Frage zu beantworten, ob 
und unter welchen Bedingungen man bei fortgesetzter Entwickelung, d. h. durch das Hinzu- 
fiigen neuer Folgeglieder, sich dem wahren Wurzelwerthe von x fortwahrend n'ahert oder 

davon entfernt. Nur auf solche Weise ko'nnen die gelehrten Reihenentwickelungen ihro voile 
Rechtfertigung erlangen und ein Missbrauch derselbcn vermieden werden, und es geht hieraus 
die Nothwendigkeit einer weiteren Untersuchung hervor, welchc zu bestinmien hat, ob der 

durch Abbrechen der Reihenentwickelung gewonnene Ausdruck, wenn audi nicht als exacter, 

so doch als ein angenahertcr Worth von x angesehen werden kcinne. Diese Untersuchung 

wird aber noch mehr leisten, denn sie wird die richtige und vortheilhafteste Gebrauchsweise 
der verschiedenen Entwickelungsarten angeben. Die Auflosung einer Buelistabengleichung 

F (x, a) = 0 kann stets durch dasVerzeichnen einer Curve von einfacher Kriimmung versinn- 
licht werden. Die hier besprochenen Auflosungsmethoden bezwecken aber meistentheils nicht 

die vollkommen genaue Verzeichnung dieser Curve, sondern begnugen sich, ein hinlanglieh 

angenahertes Bild derselben zu entwerfen, indem sie die complicirte Curve stiiekweise aus 
einfachen Linien zusammensetzt. Damit aber diese, aus ganz differenten Linienstiicken 

zusammengesetzte Zeichnung, wenn gleich kein vollkommen genaues, so doch ein hinlanglieh 

angenahertes Bild der wirklichen Curve gebe, ist cine zweckm'assige Anordnung und vortheil- 

hafte Abtlieilung der Curve in Stiicke erforderlich. Dies ist der Zweck der nachfolgenden 
Untersuchungen. 

Die Aufgabe, die wir uns stellen, ist cine doppelte: erst ens, wenn man durch die ein- 

geleitete und bei einem beliebigen Gliede abgebrochene Reihenentwickelung sich einen 

Bestandtheil xr, bestehend aus r-j- 1 Anfangsgliedern verscbafft hat, so soil fiir den Fehler, 
den man begehen wiirde,   wenn man diesen Ausdruck als einen Werth von x annahme,   ein 
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AuflosungsmeihodefUr algebrai'sche Buchstabmgleichungen etc. 177 

zu angenaherten Werthen fiiliren,   aber fiir den beabsiciitigtcn Zweck genau dasselbe leisten, 
wie vollkommen geschlossene Ausdriicke. 

Schon friiher und zu wiederholten Malen wurde die Bemerkung gemacht, dass die 
bekannten Rcgcln zur algebraischen Division und zum Wurzelausziehen nur specielle Anwen- 

dungen seien der bier erorterten allgemeinen Aufiosungsmcthode, angewendct auf binomische 

Gleichungen des ersten und hoheren Grades. Diese beiden einfaeben Reehnungsoperationen 
fiiliren nur in speeiellen Fallen zu geschlossenen Ausdriicken, meistentbeils aber lassen sie sich 
ins Unendlicbe fortsetzen. Bricbt man nun die Rechnung irgendwo ab, so ist das gewonnene 
Resultat (Quotient oder Wurzel) feblerbaft. Urn denselben feblerfrci zu erbalten, muss man 
nocb ein Erganzungsglied binzufiigen. Bei der Division von Polynomcn bat man n'amlich zum 

unvollstandigen Quotienten noeb einen Brueb bizuzufiigen, (lessen Zabler der letzte Partialrest 
und desscn Nenner der Divisor ist. Dieser axis dem letzten Reste und dem Divisor gebildete 

Bruch gibt den bestebenden Felder ganz genau an, und zwar fiir jeden beliebigen Wertb der 
darin erscheinenden Buchstabengrbsse. 

Man kann aber auch dieFrage sich vorlegen, ob und fiir welehe Werthe der unabb'angigen 
Buebstabengrosse die unendlicbe Reihe, welehe bei fortgesctzter Division hervorgebt und die 

bekanntlicb. cine reeurrirende genannt wird, convergent sei, und auch diese Frage lasst sicb 
mit Leicbtigkeit beantworten. 

Diese zwei Fragen nun, welehe in bekannter Weise sehon bei der algebraischen Division 
und beim AAmrzeiziehcn beantwortet sind, sollcn nun auch fiir den allgemeinen Fall, namlich 
bei der Aufiosung einer Bucbstabengleicliung hoheren Grades, ihre Erledigung finden. Dies 
ist aber der Zweck der nachfolgenden Untersuchungen. Die Ergebnisse dieser allgemeinen 

Untersuchungen werden, wie sich dies von selbst verstebt, fiir den einfaeben Fall einer bino- 
miscben Gleicbung des ersten oder eines hoheren Grades, mit den bereits bekannten, fiir die 

algebraische Division von Polynomcn und das Wurzelzichen geltenden vollkommen iiberein- 

stimmen. 
Bevor wir jedoch zur wirklichen Beantwortung dieser beiden Fragen schreiten, ist es 

unerlasslich, sich von ihrer Bedeutung cine vollkommen klare unci deutliche Vorstellung zu 

vcrschaffen, weil nur auf solcbc Weise ihre Beantwortung moglich wird. Die erste derselben 
erheiseht die Verglcichung des gefundenen Bestandtheiles xr, der ein vollkommen bestimmter 

und bekannter Ausdruck ist, mit dem exacten Wurzelwerthe <p (a) von s, der selber nocli 

unbekannt und nur (lurch die Gleichung bestimmt ist, und es soil bei dieser Vergleichunir 
entschieden werden, ob die Relation xr > f (a) oder die entgegengesetzte xr < <p (a) besteht 
und welchen numerischen Worth der Fehlcr <p (a) — x,. erlangen konne. Da die beiden in 
Vergleich zu bringenden Grossen xr, f (a) Functionen von a und keino bestimmten Zahlen 

sind, so kann otfenbar die Entscheidung nicht fur beliebige, sondern nur fiir bestimmtc und 
specielle Werthe von a bewerkstelligt werden, denn eine jede der drei Belationen: 

xr<Zp(a)  ,  xr = (f(a)  ,  xr>f(a) 

kann gelegentlich, d. h. fiir gewisse Werthe VOJI a erfiillt sein. Man hiitte demnach eigentlich 
fiir alio moglichen Werthe von a, also fiir das ganzo unendlicbe Interval! von —oo bis -(- oo 

diese Vergleichung von x,. mit <p (a) durchzufiihren und fiir jede der drei angefiihrten 
Belationen die zugehorigen Werthe von a aufzuz'ahlen. Diese Vergleichung der beiden 

Functionen xr, <p (a) wiirde nicht einmal hinreiehen, weil bekanntlicb unter den Wurzeln einer 

Denksobriften der mathem.-natorw. CI. XIII. Bd. AhliainU. v. Niohtaltgl. x 
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178 Ignaz Hege'i 

algebraiscben Gleichung audi imagin'are erscheinen konnen, so zwar, dass also gelegentlicb 

xr und (p (a) fiir gewisse Intervalle von a imagin'are Zablwertbe erlangen konnen, derm dann 

haben die Relationen xr <C f (a), xr~^> y (a), die sich nur auf reelle Zahlen erstrecken, keinen 
Sinn mebr; ja die vollsfandige Beantwortung dieser Frage wiirdc sogar fordern, nicbt bios die 
reellen, sondern aucb die imaginaren Wertlie von a zu erschopfen. 

Zudem ist es nicbt geniigend, ^(a) als irgend cine beliebige Wurzel der Gleichung P == 0 

anzusehen,   sondern man ist geniitbigt,   einc bestimmte Wurzel darunter zu verstehen.   Dies 
ist in den oberw'ahnten Fragen aucb. wie wohl nur stillschweigend, niederg-elegt und nament- 
licb unter <p (a) daselbst jene Wurzel der Gleichung verstanden, deren Entwickelung eben mit 

der Gliedersumme xr beginnt. Da nun meistentheils diese Gliedersumme einer einzigen 

Wurzel eigen ist, so bat aucb die gestellte Frage eine vollkommen bestimmte Bedeutung. 
Trotzdem aber, dass unter dicsen Umst'anden die gestellte Frage einc vollkommen bestimmte 
ist, wiirdc es dennoch schwer halten, diesc bestimmte Wurzel <p [a) fiir alle moglichen Wertlie 

von a festzuhalten und von den iibrigen zu unterscbeiden. Diese Unterscheidung ist zwar 

immer moglich, aber nicbt immer auf eine leicbte Art. (xlucklicherweise benotbigt man aber 
die vollsfandige Erledigung der gestellten Fragen nicbt. Reihenentwickelungen erweisen sicb 

n'amlicb nur so lange vortheilhaft, als sie einen bedcutenden Grad von Convergenz besitzen, 

so zwar, dass man mit einer verb'altnissm'assig geringen Anzabl von Anfangsgliedern dem 
wabren Wurzelwertbe hinreicbend nabe kommt. Die absteigende Reibenentwickelung wird 

nur fiir numerisch grosseWertbe von a mitVortbeil beniitzt, die aufsteigend nacbPotenzen 

von a =a — a fortschreitende, aber fiir die nabe an Null liegenden Wertbe von a einen 

bequemen Verbraucli verstatten. Es wird dalier gentigen, die Beantwortung der obigen 
Fragon nur fiir solclie, einen praktiscben Nutzcn versprecbenden Wertbe von a vorzunelimen 

und alle iibrigen Bereicbe von a ausser Acht zu lassen. In all' diesen Fallen gescbiebt aber 
das llervorheben der bestimmten Wurzel cp (a) leicbt und sicher. 

I. Bestimmung rlos Ergiiiizungsgliedes. 

8. 1. 

Wir schreiten nun zur Beantwortung der ersten der beiden aufgestellten Fragen, n'amlicb 

zur Bestimmung der Fehlergrenze oder des Erganzungsgliedes A, welches fiber die moglicbe 

Grosse der Summe aller nicbt entwickelten, auf die Gliedersumme xr folgenden Glieder, also 

auch fiber die Grosse des bestebenden Feblers Aufschluss ertbeilt. Wir sind aber genotbigt, die 
nachfolgenden Untersuchungen auf den einfachsten Fall zu beschranken, wo die in Betracb- 

tung zu ziebenden Grossen x,., x, a reelle Werthe besitzen, alle anderen bingegen unbe- 
riicksicbtigt zu lassen. Es geniigt auch einc einfacbe tJberlegung, dass die bier nicbt 

beriicksichtigten Falle eigentlich zu einem complicirteren Probleme geboren, namlich zur 
Aufliisung einos Systemes von Gleichungen, denn sobald eine oder mebrere der Grossen 

xrJ x, a imaginar sind, lasst sich jedc derselben in zwei Tbcile trennen, in den reellen und in 
den mit V—1 multiplicirten und auch die Gleichung P=0 zerfallt dann in zwei, die beide 

gleichzeitig erful.lt werden miissen und dies ist auch der Grund, wesshalb sie bier fiiglich nicht 

erledigt werden konnen. 
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Auflosungsmetliode fiir algebraische Buchstabengleicfiungen etc. 179 

Eine zweite Voraussetzung, zu der wir durch dieNatur der Aufgabe genbthigt sind, ist, dass 
xr eine isolirende Gliedersumme, d.k einer einzigen Wurzel x eigen sei. Im Vorhergehen- 

den wurde sclion zu wiederholten Malen erwahnt, dass man stets von dieser Voraussetzung 
ausgelien konne, weil man durch hinlanglich weit fortgesetzte Entwickelung fast immer dahin 
gelangt, oder, falls glciche Wurzeln x in der urspriinglichen Gleichung P=Q erscheinen, deren 
Trennung niemals erfolgen komite,  durch Sonderung eines gemeinschaftlichen Factors aus P 

dP 
und— eine andere unci einfachere Gleichung sich bilden lasst, welche eben diese wiederholten 

dx 

Wurzeln der P= 0 abcr nurnnehr als unwiederholte besitzt. Diese zweite Voraussetzung ist aus 

dem Grunde unerlasslich, weil sonst, wie in der Einleitung bemerkt wurde, die gestellte Frage 
keine Bestimmtheit h'atte. Wollte man friiher, bevor noch die vollstandige Trennung der Wurzel 

erfolgt ist, zur Bestimmung des Erganzungsgliedes schreiten, so ware A eine Grosse von der Art. 

dass zwisehen xr und 2>+A alio diese Wurzeln liegen, denen die Gliedersumme xr gemeinschaft- 

lich zukommt. Dann ware wohl die Bestimmung des Erganzungsgliedes gleiehfalls ein bcstimm- 
tes Problem, das wir aber hier seiner geringeren praktischen Wichtigkeit wegen ubergehen. 

Die gemachte Voraussetzung, dass x,, eine isolirende Gliedersumme sei, bringt aber 
noch den anderen wichtigen Vortheil. dass man dadurch die Uberzeugung erlangt, ob die 
der Entwickelung unterworfene Wurzel x auch in den spateren Folgegliedern reell ist oder 

nicht, weil nach dem im vorhergehenden Abschnitte Erwiesenen bei rationalen Gleichungen 
von dem Momcnte der vollst'andigen Isolirung an keine neucn irrationalen Elemente mchr 

in den Folgegliedern auftauchen. konnen, die nicht schon in der isolirenden Gliedersumme 

bemerkbar waren. Daraus dass die isolirende Gliedersumme und demnach die ganze Entwicke- 
lung dieser Wurzel x von jedem irrationalen Elemente frei und daher fur beliebige reelle Werthe 

der unabhangigen Buchstabengrbsse a stets reell ist. folgt nun wohl freilich noch nicht, dass x 

dicselbe Eigenschaft besitzen miisse; es ist vielmelir schr leiclit, an einem Beispiele sich vom 

Gegentheile zu iiberzeugen. Die Function Wr—1, absteigend entwickelt, zeigt keine Spur eines 
irrationalen Elementes und dennoch nimmt sie fiir alio zwisehen— 1 und -|- 1 licgenden reellen 

Werthe von a imaginare Werthe an; allein fiir eben diesen Bereich wird auch die absteigende 

Entwickelung divergirend. Die isolirende Gliedersumme gibt aber Aufschluss iibcr das Reell- 
oder Imaginiirsein von x im Bereiche der Convergenz der Entwickelung. Es ist hieraus ersicht- 

lich, dass die zweite gemachte Voraussetzung schon durch die erste gefordert Avird. 

Bevor wir die Bestimmung des Erganzungsgliedes selber zum Gegenstande der Unter- 
suchung machen, ist es unerlasslich die Bedingungen pr'acis aufzustellen, die crfiillt werden 
sollen. Wenn man die Entwickelung einer Wurzel x — g>(a) in ihren-;• + 1 Anfangsgliedeim 

vollfiihrt hat, ohne dass das entsprechende Substitutionsresultat ^s,. identisch verschwindet, so 

lasst sich der exacte Wertli derselben wohl durch x,. -f- x' vorstellen, wo x! eine noch unbekannte 
Function von a ist, welche zugleich den Fehler angibt, den man begeht, wenn man die Glieder- 

summe xr als einen Geniige leistenden Werth von x ansehen wollte. Allein den genauen Aus- 
druck fiir x zu finden, gelingt nur selten, nur ausnahmsweise, und man begegnet dabei 
gewbhnlich denseiben uniiberstciglichen Hinclernissen, wie bei der urspriinglichen Bestimmung 

von x. Hier o-eniigt es, anstatt des wirklicdicn Fehlers x' einen anderen Ausdruck A zu finden, 
der in geschlossener Form besteht, dasselbe Vorzeichcn, wie x, und einen nume- 

risch gross or en Werth besitzt. Gelingt es wirklieh, einen solchen Ausdruck A zu finden, so 

wird tier exacte Wurzelwerth xr -f x' jedenfalls zwisehen xr und. xr + A fallen und der bestehende 
Fehler  x   zwisehen 0 und A liegen.    Fiir jenen  Bechner,   der  sich  mit  einem  hinlanglich 
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180 Ignaz liege r. 

angenaherten Wertlie von x begniigt, sobald ihni nur die Grosse des Fehlers zur Einsicht vor- 

liegt, wird, sobald. nur A geniigend klein ausfallt, die Gliedersummc xr vollkommen ausreiclien. 
Da x, x,,, x', A hier Functionen von a und keine bestimmten Zahlen sind, so konnen die 

obigen Bedingungen nicht fur alle mogliehen Wertlie von a, sondern nur fur einen beschr'ankten 

Bereicli gelten und folglich aucli nur fur diesen Bereich von a die Wertlie xr und x,. -f- A den 
exacten x = <p {a) zwischen sich einsehliessen und als zwei Grenzwerthe figuriren. Wiirde 

man sich unter A irgend eine ganz nach Belieben erwahlte Function von a denken und nun dem 
Buchstaben a in xr und xr -j- A einen bestimmten, nach Willktir erwahlten Zahlwerth ertheilen, 

so dass sich diese beiden Grossen in Zahlen verwandeln, so konnten mehrcre verschiedene 

F'alle stattfinden. Es kb'nnte n'amlich zwischen x,. und xr 4- A entweder gar keine, oder eine 
einzige, oder mehrcre Wurzeln x der Gleichung P=0 liegen, die sich fiir diesen bestimmten 
Zahlwerth von a in eine numerische Gleichung verwandelt. Liegt gar keine Wurzel dazwischen, 

so ist entweder die erwahlte Function A nicht als Erg'anzungsglied brauchbar, oder der betrach- 
teto Werth von a liegt ausser dem Bereiche ihrer Giltigkeit. Aber selbst dann, wenn eine einzige 

Wurzel dazwischen fallt, ist es noeh keineswegs eine nothwendige Folge, das die getrotfene 

Wahl von A cine brauchbare sci und der betraclitcte Werth von a dem Bereiche ihrer Giltigkeit 
angehbre, denn dieser eine Wurzelwerth kann ebensowohl der mit 0 (a) bezeichneten Wurzel, 

der eben die Gliedersummc xr eigen ist, als irgend einer der iibrigen entsprechen, deren 
Anfangsglioder der Entwickelung von x,. verschieden sind, und nur wenn der erste dieser beiden 

F'alle stattfindet, ist die getroffene Wahl von A zweckentsprechend, und der angenommene 
Werth von a im Bereiche ihrer Giltigkeit; im zweiten Falle wiirde die Grosse A sich auf eine 

fremcle Wurzel bezichen und die ganz werthlose Angabe der Diff'ercnz zwischen ihr unci der 
Gliedersummc xr machen. Eben aus demselben Grunde ist auch dann, wenn cine Gruppe von 
mehreren Wurzeln zwischen xr und x,,-\- A fallt, dem Zweckc nicht entsprochen; selbst dann 
nicht, wenn sich unter dieser Gruppe die Wurzel <p (a) befande, abgesehen davon, dass eine 

solche Entscheidung- in diesem Falle mit einigen Schwierigkeitcn vcrkniipft ware. 
Aus all' dem Gesagten ist einleuchtend, dass es sich bei der Bestimmung des Erganzungs- 

erliedes niclit bios um das Auffinden einer Function A, sondern aucli um die Ermittelung des 
Intcrvalles fiir a handelt, fur welches sie ihre Giltigkeit besitzt, und dabci hat man Bedin- 
gungen zu erfullen, welche besagen, dass fiir alle im fraglichcn Intci'valle liegen- 

den Wertlie von a zwischen den beiden Grenzen xr und xr -\- A stets cine einzige 
reelle Wurzel x und zwar ebon die w (a) falle, der die Gliedersummc xr cigenist. 

Man kann sich dies durch ein geometrisches Bild versinnlichen, indem man x und a als 

orthogonale Coordinaten eines Punktes auf einer Ebene, namentlich a als Abscissc, x als Ordi- 
nate betrachtet. Der gegebencn Gleichung F{xia) = 0 unci auch den beiden anclern: x = xr, 

x = xr-\- A entspricht jc cine bestimmte Curve. Alle diese clrei Curvcn sind von einander ver- 
schieden. Die erste derselben, die der Gleichung F(x/a) = 0 aiigchbrt, ist (in cinem gewissen 

Sinne) aus mehreren verschicdencn Asten zusammengesctzt, von welchcm der cine, dem die 
Gliedersumme x,. entspricht, durch x — <p(a) analytisch ausgedrtickt sein mag. Die clrei 

Curven x = p(a), x — xr, x = a?,.-(-A, gleichzeitig auf einer und derselben Ebene ver- 
zeichnct, wcrden sich mannigfach durchschneiden, so zwar, dass die x=<p (a) bald zwiselien 

den beiden andern x — xT, x = xr-\- A, bald ausscrlialb derselben zu liegen komnicn wird. 
Verzcichnet man aber nicht bios den einzigen Ast x-=<p{a) sondern den Complex abler Aste, 

welche durch die Gleichung F(xfa) 0 ffCffebcn sind. so wird die Verschlinmmtr der drei 
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Curven noch complicirter erscheinen und nun bald der cine, bald ein anderer, bald keiner, 
bald nur ein einziger, bald mchrere verschiedeiie Aste zwisclien x = xr und x = xr + A 
fallen. Um nun zu entscheiden, ob in einem gewissen Bereiche der Ast x =f(a) zwisclien oder 

ausserlialb dieser beiden Grrenzlinien liegt, muss man denselbcn sorgfaltig verfolgen und 
namentlich an den Durclikreuzungsstellen melirerer Aste seine richtige Fortsetzung aufsuchen 
und dermassen fortschreiten, bis man an jcne Stelle gelangt, an der seine Lage angegeben 
werden soil. 

Das, was hier in der geometrischen Figur geschehen, hat man auch bei dem analytischen 

Vorgehen zu thun. Der Curvenast x = <p («) lasst sich bei der completen Curve, almlich wie bei 
einem verwickelten Kn'aul nur an einem Ende oder an einer Schlihge, kurz nun fiir einen 

speciellen Werth von a erkennen, und von dieser einen Stelle aus muss man ihn weiter A-erfolgen. 
Dabei stosst man aber auf mancherlei Schwierigkeiten und so lange eben nur cine einzige Ent- 

wickelungsweise der Wurzel x — (p{a) und selbst diese nur in einer beschr'ankteii Anzahl von 
Gliedem, gegeben durch die Gliedersumme xr, vorliegt, ist es in der Kegel unmoglich, weiter, 
als bis zu einer bestimmten Grenze vorzudringen. Bei der ersten Verschlingung, der man 

begegnet, stellt sich das Hindcrniss dar. 
Anfangs n'amlieh findet sich zwisclien den beiden Grenzlinien der Ast x= p(a) und zwar 

nur dieser allein vor. Im weitcren Fortschreiten auf den beiden Grenzlinien kann nun der 
dazwischen gelegene Ast plotzlich hinaustreten oder ein oder mchrere andere Aste hinein- 

treten. Tritt der Ast aus dem Zwischenraume zwisclien xr und x,, + A hinaus, so befindet sich 
nun gar kein Ast der Curve F(xla) =0 mehr dazwischen und dies wird sich nur in der Weise 

zutragen koiinen, dass der hinaustretende Ast x = f(a) cine der beiden Grenzlinien x = xr 

oder x = x,, -f A schneidct, was sich an dem betreffcnden Substitutionsresultate F(xria) oder 

-F{x,.J\-^,a) dadurch analytisch zu erkennen gibt, dass fiir eben dicsen Werth von a, fiir 
welchen das Hinaustreten stattfindet, cine dieser beiden Functionen von a verschwindet und 

dabei das Zeichen wechselt. In einer anderen, als der angedeuteten Weise ist ein Verschwinden 

des Astes x = a (a) aus dem Intervalle zAvischen den beiden Grenzlinien nieht moglich, wenn 

die Gleichung, wie hier vorausgesetzt, nach x und a rational ist, weil das Imaginarwerden der 
Wurzel e> (a), welches gleichfalls ein Verschwinden des Curvenastes zur Folge haben konnte, 
nur dann erfolgen kann, wenn mit ihr zugieich cine andere Wurzel imagin'ar Avird, nachdem 

sich beide im letzten Momento des Ilcellseins vcreinigt haben. Eine soiche Yereinigung aber 
setzt voraus, dass wenigstens im letzten Momente des Reellseins von <p (a) mehr als eine einzige 

reelle Wurzel der Gleichung zwisclien den beiden Grenzen x,. und x.r + A befindet, wofiir ein 

ganz untriigliches Zeichen der Analysis besteht. 
Treten aber neue Aste zu dem friiheren x =.<p{a) hiiizu, wobeigenau dieselbenUmstande 

Avie beini Austrittc vonAsten obwalten, so gibt es kein Mittel mehr, durch das blosseYerfolgen 

von Grenzlinien und aus der Anzahl der dazAvischen fallenden Aste anzugeben, ob der Ast 
x=<p{a) noch reel! ist oder nieht, so lange man nicht die Sonderung der verschiedenen Aste 
beAverkstelligt oder zu anderen Hilfsmittein greift, und es hort denmach auch die Moglichkeit 

auf, den Ast x = f{a) weiter zu verfolgen, oder wohl gar an einer spateren Stelle, AVO wieder 
nur ein einziger Curvenast ZAvischen den beiden Grenzlinien liegt, zu entsclieiden, ob dies 

eben der x = f{a) oder ein anderer sei. 
Das Gesao-te diirfte wohl einiges Licht werfen auf die Natur des vorliegenden Problemes. 
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182 Ignaz Ileger. 

§. 2. 

Aus dem Vorbergehenden geht klar hervor, dass die Bestimmung des Erganzungsgliedes 
fiiglicb in zwei getrennte Untersucbungen zerfallt werden konne. Der crsteTbeil dieser Unter- 

suchungen hat nur zum Zweeke, fur einen ganz speciellen Werth von a, der sich eben hiezu 

eignet, die eine Wurzel <p (a) durch die beiden Grenzwerthe xr und xr + A von alien fibrigen 
zu isoliren; der zweite bingegen bat vorzuglich die Ermittelung des giltigen Intervalles von 

a zur Aufgabe, welcbes alle jene Werthe von a in sich schliesst, fiir welche zwischen den 
beiden Grenzen xr und xr + A die Wurzel <p (a) einzig und all ein fallt. Hier wollen wir uns 

zun'achst mit dem ersten Theile dieser Untersucbungen besch'aftigcn. 
Vor allem anderen handelt es sich una die Angabe jenesWerthes von a, der dieser Unter- 

suchung zu Grunde gelegt werden soil und den wir ein fiir allemal mit ax bezeichnen wollen. 

Es ist ein bekannter Satz, dass bei jedem geordneten Polynome fiir gewisse extreme Wertbe 

der darin erschcinenden Buchstabengrosse, gleichgiltig, ob dasselbe ein geschlossenes oder 
ein unendliches ist, das Anfangsglied einen bei weitem grosseren numerischen Werth erlangt, 

als alleFolgeglieder. Diese extremen Werthe von a sind bei einem absteigencl nachPotcnzen 

von a geordneten Polynome die numerisch grossen, also namentlich die im Bereiche des Unend- 

licben liegenden -|- oo und —oo, hingegen bei einem aufsteigend geordneten die numerisch 

kleinen Werthe von 

lieg-enden 

a. 
1       i       l 

— und  

also  namentlich   die  abermals  im  Bereiche   des  unendlich Kleinen 

Fiir solche Werthe von a,   die wir immer mit ± ax  bezeichnen 

Entwickelung   nicht 

um iiber 
wollen, um   den Unterschied zwischen  absteigender  und   aufsteig-ender 

nur das Anfangsglied zu beriicksicbtigen, immer erwahnen zu mtissen,   gcniigt es, 

den Werth des ganzen Polynomes,   namentlich iiber sein Vorzeichen Aufschluss zu erbalten. 
Diese Wertbe sind es auch , fiir welche die Trermung der Wurzel x = cp (a) von alien 

iibrigen am leichtesten gelingt, und auch die Bestimmung der Function A keiner Schwierigkeit 

unterliegt. Man wird die Aufgabe gelost haben, wenn man A dermassen w'ablt, dass die beiden 
fiir x = xr und die zweite Substitution x = xr A- A aus F (x, a) hervorgehenden Substitutions- 

resultate, die beziehungsweise mit $$r und £X angedeutet sein sollen, in ihren Anfangsgliedern 
verscbieden ausfallen und diese namentlich fiir den betrachteten extremen Werth «„ entgegen- 

gesetzte Zeicben erlangen, wahrend das derivirte Polynom F' (x, a) fiir diese beiden Substi- 
tutionen und auch fiir alle zwischenliegenden iibrigen stets einerlei Anfangsglied im Substi- 
tutionsresultate liefert, denn dann liegt fiir den betrachteten extremen Werth sa zwischen x,. 

und xr-\- A, den bekannten, fiir Zablengleichungen geltenden Satzen zufolge, cine einzige 
reelle Wurzel, und zwar gcrade die <p(a), deren Entwickelung mit der Gliedersumme xr 

beginnt, wie spater noch umstandlicher nachgewiesen werden soil. 

Die bier festgestellte Bedingung ist keineswegs im Stande, die Function A vollig zu 
bestimmen; sie lasst vielmehr der willkurlichen AVahl noch weite Schranken. In dor That 

denkt man sich die Function A genau in derselben Weise, wie die Gliedersumme x,. entwickelt 

und geordnet, so bezieht sich die hier aufgestellte Bedingung nur auf das Anfangsglied dieser 
Entwickelung, welches wir mit &as bezeichnen wollen. Fiigt man diese mit 6as beginnende 

Reihe A zu xr hinzu und bildet nun fiir x = xr -\- A das aus dem Gleichungspolynome F(x, a) 
hervorgehende Substitutionsresultat, so sind drei verscbiedene Falle denkbar: 

des unmittelbar auf xr fol- 1. d ist der Pangordnung nach friiber als der Exponent fr+, 
afr+1, d. h. es ist d > c,.+), wenn die ab steigende, genden, noch nicht entwickelten Gliedes hr +i 
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Auflosungsmeihode fiir algebraisclie Buchstabengleichungen etc. 183 

hingegen 3<C$r+u wenn die aufsteigende  Entwickelungsform vorliegt.   In diesem Falle ist 
bekanntermassen das erste nicht verschwindende Glied des Substitutionsresultates: 

odei 0'f),«asw*)+'* (76) 9&a^ 

oder erscheint aucli wohl als Summe von zweien oder mehreren solchen Ausdriicken. Hier 
bedeutet in der schon zu wiederliolten Malen angewendeten Bezeichnungsweise f)r'a

9r'r das 
Anfangsglied von 5J5/, £>r

('V''w jenes von $r
w. Die Ableitung dieser Ausdriicke, so wie die 

genaue Angabe, warm die eine und warm die andere Form auftritt, kann bier fiiglieh u'ber- 

gangen werden; wir verweisen den Leser, dem dies unklar sein sollte, auf unsere friibere 
Abbandlung in dem XII. Bande der Denkschriften der mathem.-naturw. Glasse und nament- 

licb auf die §§. 8, 9, 10. 11, 19, 20. 
2. Es ist 3=£r,j und demnacb das Anfangsglied des Substitutionsresultates D,: 

(&•'+*&•')« 
M, (77) 

3. 3ist der Kangordnung nach spater als f,.+1, d. b. 3<d$r+1 bei der absteigenden, 

3^> Sr+i bei der aufsteigen den Entwiekelung. In diesem Falle ist das Anfangsglied 

von Or: 

(78) *)>' 

also vonjenem in ty,. nicht verschieden. 
Betraehtet man nun die drei erhaltenen Formen des Anfangsgliedes von D.r (76) "), 

(78) und vergleicht sie mit dem Anfangsgliede |),.a r von %,. so iiberzeugt man sich also- 
gleich, dass nur die beiden ersteren (77), (78) davon verschieden ausfallen und dass man 

durch eine zweckm'assige Ward der Grosse 6 denselben stets das verlangte entgegengesetzte 
Vorzeichen ertheilen konne. Hat man iiber 9 und 3 entsprechend verfugt, so konnen die 

tibrigen auf f) a" folgenden Glieder von A ganz nach Belieben gewahlt werden. Man sieht 

hieraus, wie schon friiher behauptet worden, dass es unendlich viele verschiedene Functionen 

von a gebe, welche die Bolle des Erg'anzungsgliedes zu iibernehmen im Stande sind; able 
bisher geforderten Eigenschaften beziehen sich nur auf das Anfangsglied 0 a5. Wir wollen sie 

spater noch aufmerksamer betrachten, jetzt aber zun'achst auch die andere Bedingung fiir A 
in Erwagung ziehen, welche besagt, dass die Anfangsglieder der fiir x =xr. si=zr-\- A und 

auch fiir alle Zwischensubstitutionen aus dem derivirten Polynome F' (x/a) hervorgehenden 

Substitutionsresultate einerlei Anfangsglied besitzen sollen. 
Stellen wir abermals A in seiner entwickelten Gestalt auf, beginnend mit dem Anfangsgliede 

&a", und substituiren den Werth xr -f- A anstatt x in das derivirte Polynom F' (x, a), bezeichnen 

ferner mit h.a*' jenes Glied der Gliedersumme xr, fiir welches die vollst'andige Isolirung der 
entwickelten Wurzcl erfolgtist. Das isolirende Glied hpa*f ist meistentheils das Anfangsglied h0 a-% 

bisweilen einspateres; hier wo, der schon anfangs gemachten Voraussetzung nach, xr eine isoli- 
rende Gliedersumme vorstellt, aber jedenfalls in dieser Gliedersummex,.enthalten. Das isolirende 

Gliedhpcr* gibt sich bei dor Entwiekelung der Gliedersumme xr unzweifclbaft zu erkennendadurch, 
dass von diesem angefangen, alle sp'aterenFolgeglieder hp+i aff+\ hp+2a-p+1'-.... hra

Sr in der Glieder- 

summe xr durch Gleiehungen des ersten Grades ermittelt werden, w'ahrend alle vorhergchenden 
undAp«

e" selber nur durch Betrachtung einer Buchstabengleichung hoheren Grades erhalten 

wurden. Eine andere, hiemit im innigen Zusammenhange stehende, hier fiir una noch wich- 

tigere Erscheinung, vermittelst deren sich gleichfalls das isolirende Glied hpa"" erkennen l'asst, 
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184 Ignaz Heger. 

besteht darin, dass von cliesem Momente an das Anfangsglied $poF' des aus F'(x, a) hervor- 

gehendenSubstitutionsresultates^'pfortwahrend dasselbe bleibt, aucli fiir alle sp'ateren Indices: 

jp -\- 1,p -{-2, r,  womit ebon erwiesen ist,   dass das G-lied li^rJ" denjenigen Bedingungen 
widerspi'icht, welche es erfiillen miisste, um als ein Entwickelungsglied einer Wurzel der 

derivirten Gleichung F' (x, a)=0 zu gelten. Da also das isolirende Glied /^«e", in der Glieder- 
summc xp das letztc, der Gleichung F' (x, a) = 0 in der "Weise widerspricht, dass nur cine an 

ihm angebrachte Anderung der Grossen £p und ht keineswegs aber das Hinzufiigen anderer, der 
Rangordnung spaterer Glieder das Nullwerden des Anfangsgliedes $p!p a

il'r herbeifiihren kann, 

welches sonst unterblcibt; so ist es hier klar, dass d jedenfalls der Rangordnung spiiter als £p, 
d. h. bci der absteigenden Entwickelung d-*C£p, bei der aufst eigend en hingegen o'>?;, 

gewahlt werden mtisse, wwm die beiden fiir x = xr und x = xr-{- A aus F' (x, a) hervor- 
gehenden Substitutionsresultate %'r und !Q', in ihrcm Anfangsgliedc $b'pcrv» iibereinstimmen 

sollen. Thut man dies wirklich, so werden nicht nur fiir diese beiden Substitutionen: x=xr 

und x = xr -f 6 a" -f — , sondern auch fiir alle dazwischenliegendcn, die alle in der einzigen 

Form x = xr -f- 8as enthalten sind, wenn man dem Coefficienten 8 alle moglichen zwischen 0 

und 6 liegenden Zwischenwerthe ertheilt, die aus F' (x, a) hervorgehenden verschiedenen 
Substitutionsresultate einerlei Anfangsglied $p'pa}Vr besitzcn. 

Halten wir nun die so cben abgeleitete Bedingung fiir d mit der friiheren zusammen, so 

sieht man, dass d seinemWertho nach zwischen £p und $r+1 fallen oder mit f,.+, iibereinstimmen 
miisso, wenn den beiden Bedingungen entsprochen werden soil. Es ist jetzt noch tibrig, die 

fiir den Coefficienten 6 bestehenden Bedingungen genauer kennen zu lernen, und wir wenden 

uns desshalb wieder zu den beiden fruiter aufgestellten Hauptformen (76) und (77), die 
fiir dermassen gewahlte d gelten konnen, wobei noch zu bemerken ist, dass von den beiden 

unter (76) aufgefiihrten nur die erste giltig sei, da die zweite fiir solche Werthe von d am 

Platze ist, die dem £p der Rangordnung nach vorhergehen. Beginnen wir mit jenem Falle, 
in welchem d von £r+t verschieden und somit die erste der beiden Formen (76) das Anfangs- 

glied des fiir x = xr + A hervorgehenden Substitutionsresultates Q,. darstellt und vergleichen 

hiemit das Anfangsglied $pra
%' von tyr,   das der anderen Substitution x = xr angehort. 

Sollen fiir den extremen Werth ±a<x> diese beiden Anfangsglieder entgegengesetzte 
Zeichen tragen, so muss offenbar der Quotient: 

9 W 
•(±«0of'-3,' + '5 

das Zeichen minus erhalten, folglich dem Coefficienten f) das entgegengesetzte Zeichen von 

(79) fUa.f-^ 

ertheilt werden.   Der numerischc Worth von B unterliegt aber hier keiner Beschr'ankung. 

Wahlt man hingegen $=f,+1=3t,— 31',, so ist die Form (7 7) giltig fiir das Anfangs- 

glied von Q,. Sollen nun fiir den extremen Werth + am die beiden Anfangsglieder von $$r 

und £X entgegengesetzte Zeichen erhalten, so muss der Quotient derselben: 

(80) 1 + 6^- 

negativ scin, und da bekanntermassen der Coefficient h,+i des n'achsten auf xr folgenden Gliedes 
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Auflosungsmetliodefur algebraische Buchstabengleicliungen etc. 185 

gegeben ist dureh die Gleichung hr+1 = — —, so kann man in (80) den Brueh -— durch den 
^ for v ' .ft,. 

ihm ffleiclien: - ersetzen und gelangt dermassen zur Bedingung, dass 
fr- 

Cs i i - ,— < o 

sein soil. Dieser Bedingung gemass ist daher das Zeichen von 9 j en em von hr+1 gleieh, 
s ein numerisch er Werth aber grosser, so n st aber nach Belie ben zu w ah 1 en. 

Diese sind die Bedingungen, die man in dem cinen und in dem anderen Falle zu erfullen 
hat.   Es dranq-t  sich hier die Frage auf:  Weleher Wahl von 3 soil man den Vorzuff ffeben? 
und ist nicht schwer,   sie zu beantworten.   Da zun'achst nur die extremen Werthe von a und 

die an sie grenzenden endliehen Nachbarwerthe in Betracbt kommen, fiir die der numerische 
Werth von 0as desto klciner ausfallt, je eine spatere Bangordnung dieses Glied 3 einnimmt, 

mit jeder unniitzen Vergrosserung des numerischen Werthes von A auch die Ungenauigkeit 
zunimmt,   so   ist  schon  von diesem Gesichtspunkte  aus   der Werth 3 = ^r+1 = %— 91/  der 

zweckm'assigste.   Es l'asst sich aber diese Wahl von 3 noch aus einem anderen Grunde als die 
zweckm'assigste bezeichnen, dennin diesem Falle besteht fiir den Coefflcienten 0 die Bestimmungs- 
relation (81), die den extremen Werth ±a>oa nicht in sich enthalt. Einerlei Werth von 0 wird 

daher sowohl fiir + ax als fiir —ax giltig sein , wenn er nur die Relation (81) erfiillt, Nicht 
so verhalt es sich, wenn man d von |r+i verschicden nimmt, denn in diesem Falle hat man dem 
Coefficicnten 0 das entgegengesetzte Zeichen zu ertheilen von jenem, welches der Ausdruck 

(79) besitzt und das gelegentlich fiir -p ax  ein anderes wird als fiir—sS) und namentlich 
dann, wenn der Exponent 21/= 91, + 3 keine gerade Zahl ist.   Gegen diese wichtigen Griinde 

tauchen zwar fiir den ersten Anblick folgende Gegengriinde auf: Die Wahl ^=c,,+ 1 = 21, — 91/ 
setzt eigentlich die vollkommenc Bestimnmng des Folgegliedes hr+ia^+i voraus: Der Exponent 

cr+l muss gesucht werden, weil dieser noeh unbekannte Zahlwerth dem d ertheilt werden soil, 
aber auch hr+1 ist zu suchen,   denn aus ihm ergibt sich der Werth von 0, der Relation (81) 

zufolge, einfach dadurch, dass man sein Zeichen unverandert l'asst und nur sein en numerischen 

Werth   um   cine ganz   beliebige   Grb'sse   erhoht.    Hingegen   erfordert  die Wahl # = £,   gar 
keine Rechnung,   da £r schon bekannt ist,   und zur Bestimmung von 0 braucht man nur das 

Zeichen von (79) zu kennen,  also nur das noch unbekannte Zeichen von f),. und den Werth 
von 91, zu ermitteln.  Allein die Bestimmung des Zahlwerthes von f>, ist das Einzigc, was man 
dabei ersparen wiirde, und erfordert fast nicht mehr Miihe,  als die blosse Bestimmung seines 

Zeichens.   Ist aber der Zahlwerth dieser Grcisse ermittelt, somit das Anfangsglied ^),.aS1' von 
s^5,. bekannt, so erheischt die Bestimmung von hr+ia^-+i abermals keine grossere Rechnung als 

jene des Zeichens von (79), nur dass man auch den Zahlwerth des Bruches ~ suchen muss, 

eine Miihe,   die  nicht  der Erw'ahnung werth ist.   Uberdies fordert die sp'ater einzuleitende 
Bestimmune- des ffiltieren Intervalles von a icdcsmal,  dass die Substitutionsresultate 31. und 
D, vollst'andig gebildet werden,   womit eben die zur Bestimmung des Folgegliedes /J,.+1«?<-+I 

erforderliche Rechnuno- bis auf eine einfache Division zweier Monome vollendet ist,   Nach 
all' dem Gesagten  ist  wohl  kein Zweifel  mehr  iibrig,   dass die Wahl <?=cr+f die zweck- 

massigste sei. 
Es geht hieraus folgende allgemeineRegel zur Bestimmung des Erg'anzungsgliedes A = Ba" 

hervor: Man fiihre die bekanntcn Rechnun gen aus, die das nachs to Folgeglied 

Denkschriften dor mathem.-naturw. 01. XIII. Bd. Abhandl. v. Nichtmitgl. }" 
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186 Ignaz Ileger: 

hr+1a^+i liefern, und zuletzt vergrosscre man den numerischen Werth des 
Coefficienten hr+1 oline Riicksicht auf sein Zeichen um cine nacli Belieben 

oder anderen Bedingungen entspreebend gewahlte Gro'ssc; so bat man das Anfangsglied 

von A. Man kann nun nacb Willkiir dieses Monom 8a£r+l fur A selber nebmen, und dies 

cliirfte wobl meistontheils die zweckm'assigste und einfacbste Wahl sein, oder man kann 
beliebige Glieder von einer sp'ateren Rangordnung und in beliebiger Anzabl binzufiigen, wobl 

auch ganz beliebige Functionsformen erw'ahlen, wenn sic nur die Eigenscbaft besitzen, bei der 
geordneten Entwickelung mit dem Anfangsgliede 8a^+t verseben zu sein. 

Wir wollen hier nocb ein Verfabren erw'ahnen, das sicb bei cinigermassen weiter fortge- 

fiihrter Entwickelung mit Erfolg anwenden l'asst, um das Erganzungsglied als ein Polynom zu 
finden, welcbes einen viel hoberen Grad von Genauigkeit verstattet. Es ist scbon bei der 

Bestimmung derFolgeglicder bemerkt worden, class bei weiter fortgesetzter Entwickelung sich 
dieselben gruppenweise ermitteln lassen und die Anzabl der in einer Gruppe entbaltenen 

Glieder in einem rascben Verhaltnisse zunimmt. Dieses Verfabren tritt in Wirksamkeit, sobald 
die Entwickelung der Wurzel so weit vorgescbritteir ist, dass dadurcb nicbt bios die Trennung 

derselben von alien Wurzeln der ersten derivirtcn Gleicbung F' (x, a) = 0, sondern auch von 

alien der zwcitenl^'" (x, a) = 0 bewerkstelligt worden, mit anderen Worten, wenn die Anfangs- 

glicder von Sj3„' und $£/' unveranderliche Werthe erlangt haben: $)Jct®'" unci §/'<r1'". In diesem 

Falle kann man die Entwickelung des Quotienten — bis exclusive zu dem mit dem Expo- 

nenten: 51 "—33L/-j-22Lversehenen Gliecle fortsetzen und erb'alt so eine Gruppe von mehreren 
ricbtigen Folgegliedern mit einem einzigen Scbritte. Genau dasselbe Verfabren l'asst sicb anwen- 

den, um das Erganzungsglied in Gestalt eines mebrgliederigenAusdruckes zu erhalten. Bezeicbnet 

man n'amlieh mit c,.+s = c,+] ±2«* jene zwischen £r und 21/'—32L/-f22L fallendo ZaJil, die von 
differirt und dem genannten Grcnzwerthe: f   , = 2L—St' um eine gorade ganze Zabl   +' 

31/'— 391/ 221,, mb'glicbst nabe kommt; entwickelt nun den Quotienten —-, in den Anfangs- 

giiedern: k,.+la%r+1 + K+2a^r+2 4- — + hr+,afir+; wobei der Coefficient hr+3 im letzten Gliede 
entweder den Werth Null oder einen significativen Werth erlangen kann, und fiigt nun zu dem so 
gewonnenen Ausdrucke nocb ein Glied 8a^+» hinzu, dessen Coefficient 8 dasselbeVorzeichen 
tr'agt, wic der Coefficient hr+i im ersten Gliede, dessen numerischer Werth aber ganz nacb 

Belieben gewahlt sein kann;  so ist das solchergestalt hervorgehende Polynom: 

;82) K+i as +1 + K+2^r+2 + + {k+s + B) a^ 

ein brauchbarcr Werth fur das Erganzungsglied A. In der That fiihrt man die Substitution 

x = xr + A in das Gleichungspolynom aus, so erb'alt man, in Folge der eintretenden Reduction 
auf Null in den hochsten Giiedern, das Anfangsglied von D, in der Gestalt: 8$'rc&'r+5*+*+ Da 

nun den gewahlten Bezeichnungen gem'ass f-r+) = £r+i ±21 = 51,. — ST, ± 2i, und folglich 
51',, + 6,.+s = 2l,.± 22 ist, so besteht fiir das Anfangsglied von !Q, auch die Form: B&aF*±K 

Vergleicht man nun dasselbe mit dem Anfangsgliede $brcrlr von $$r und crinnert sicb, dass 8 

einerlei Vorzeichen mit hr+1 = — — tr'agt, also #£)/ das entgegengesetzte Zeichen von >£)r 

besitzt; so sieht man alsogleicli, dass die boiden Anfangsglicder $),a51' und 8£)',,a9t'>-±a'; sowolil 

fiir positive, als fiir negative Werthe von a entgegengesetzte Zeichen besitzen, und demnach 

der mehrgliedrige Ausdruk (82) fiir die boiden extremen Werthe: -f-a*> und —a^, die 

Bedingungen fiir das Erg'anzungsglied erfiillt. Es ist wohl uberfiiissi g, zu bemerken, dass der 
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Auflosungsmethode fiir algebraische Buclistabengleichungen etc. 187 

anderen geforderten Bedingung, der zufolge die Substitutionsresultate $$r und £V. eincrlei 
Anfangsglied erlialten sollen, hier gleichfalls selion von selbst Gentxge geleistet sei. Es ver- 
steht sich auch von selbst, dass man zu dem Ausdrueke (82) nacli Belieben noehGlieder von 
spaterer Ordnung hinzufiigen konne, obne dass dadureh eine Anderung im Anfangsgliedc des 
Substitutionsresultates SQ, erfolgt, und dass alle diese unendlicb vielen verschiedenen Functionen 

brauchbare Formen des Erganzungsgliedes seien. Man wird aber ineistentheils dem Aus- 
drueke (82) den Vorzug einraumen, weil er die einfaehste Gestalt besitzt und daher die Rech- 
nungen nicht unniitzer Weise complicirt. 

Es ist nur noch tibrig, den Beweis zu liefcrn, dass die ftir a=±aao zwischen xr und 

xr-\- A liegende exacteAVurzel eben diejenige sei, welcher die G-liedersumme xr cigen ist. Dies 

unterliegt bier keiner Schwierigkeit. Bildct man namlieh fur die verschiedenen Wurzeln x 

der Gleichung F(x, a) = Q die Differenz x — xT und bereelmet den numcriscben Worth 
derselben fur die extremen AVerthe ±aaa von «, so erh'alt dieselbe nur fur eine einzige, und 
zwar fiir die mit der Gliedersumme xr begimicnde AYurzel einen numerisch kleineren Worth 

als A, fiir alio iibrigen aber durchaus numerisch grossere Werthe, und es kann somit kein 

Zweifel mchr obwalten, dass die zwischen xf und xr + A fallende Wurzel fiir die extremen 
Werthe ±a0B eben diejenige sei, deren Entwickelung die Gxliedersumme x,, eigenthiimlich 

zukommt. 

§• 

Bisher wurde die Bestimmung des Erganzungsgliedes A nur beziiglich der extremen 
Werthe von a zum Gegenstande der Betrachtung gemaeht. Jetzt wollen wir uns aber zu den 

anderen und endlichen Wertheu von a wenden und untersuchen, fur welehe Intervalle von a 

die naoh den Eegeln des vorhergehenden Paragraphes bestimmte Function A die Bedingungen 
erfullt, welehe fur das Erganzungsglied aufgestellt wurden. Die im Vorhergehenden unter- 

suchten Bedincungfen waren nur im Standc, den AVerth des Exponenten d und das Zeichen 
des Coefflcienten 6 im Anfangsgliedc Get" des Erganzungsgliedes zu bestimmen; der numerische 
Worth von 8 aber kann nach Belieben, wenn nur grosser als h,.+1, gew'anlt werden. Im Nach- 

folffenden wollen wir voraussetzen, dass man iiber diese willkiirlichen Grossen in A bereits in 
einer bestimmten Weise verfiigt babe, so zwar, dass A eine vollkommen bestimmte, nur noch 

die einzige Buchstabengrosse a enthaltende Function darstellt, und nun untersuchen, in welchem 

Intervalle von a dieselbe die Bolle des Erganzungsgliedes zu iibernchmen im Stande sei. 
Fiir jeden bestimmten Zahlwerth von a vcrwandeln sich sowohl die Grenzen xr und 

xr + A, als auch die ilinen entspreehenden aus F(x, a) hcrvorgehenden Substitutionsresultate 

?$r und O,. in bestimmte Zahlen. Nur dann, wenn die Vorzeichen dieser beiden Zahlcn ^s,., D,. 

entffeo-eno-esetzt sind, ist der Worth von a in dem Intervalle von a enthalten, welches dem 
erw'ahlten Erganzungsgliede A cntspricht. Daraus aber, dass die Vorzeichen von 5p, und D,. 

ento-eo-en^esetzt sind, folfft aber noch keineswegs, dass fiir diesen speciellen AVerth von a das 
Ero-'anzunp'sodied A ffiltiff sei, wie dies fiir die extremen AVerthe ±a«, der Fall war, sondcrn 

man muss sich noch andcre Kcnnzeichen verschaffen, um diese Fragc entseheiden zu konnen. 
In der That folgt daraus keineswegs, dass nur eine cinzigeAVurzel x zwischen den Grenzen 
enthalten sei, sondern es konnen deren auch 3, 5,... dazAvischen fallen; noch viel weniger ist 
erwiesen,   dass die dazwischen liegende AVurzcl eben diejenige sei,   der die Gliedersumme xr 
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188 Tgnaz Heger. 

eigen ist. Man ersieht hieraus, dass fiir endlicbe Werthe von a die Untersuehung einen anderen 
und complieirtercn Gang nimmt, als bei den extremen Werthen. 

Die Untersuehung selbst lasst sicb auf zwei verschiedene Weisen durchfiihren, deren jede 

ihre eigenen Vortheile gewahrt. Diese zwei Untersuchungsweisen sind nicht bios verschieden 

im Gauge der Rechnung, soudern fiihren auch zu einem verschiedenen Resultate, indem die 
eine derselben das vollst'andige Interval! von a genau oder doch in einer beliebigen Anna- 

herung zu liefern im Stande ist, w'ahrend die andere nur einen Theil des giltigen Inter- 

valles aufzufinden vermag: dafiir verstattet die zuletzt erw'almte Methode, Aufschluss zu 
ertheilen iiber den Grad der Convergenz bei weiter fortgesetzter Entwickelung der Wurzel, 

w'ahrend dies bei der friiheren nicht moglich wird. Aus diesem Grande finden wir uns veran- 
lasst, dieses Problem auf zwei verschiedene Weisen zur Losung zu bringen. Wir beginnen mit 
der Auseinandersetzung der ersten Art. 

Bei dieser Untersuchungsweise hat man folgende Regel zu befolgen: Man substituire die 
beiden Grcnzen xr und xr + A anstatt x in das Gleichungspolynom F (x1 a) und bilde die 
beiden mit ^r und O, bezeichneten Substitutionsresultate. Nun suche man vom extremen 

Werthe + «<*, ausgehend und zu den nachstliegenden endlichen Werthen stufenweise vor- 
schreitend, jenen speciellen Zablwerth von a, fur welchen eine der beiden anfangs mit 

entgegengesetzten Zeichen versehenen Funetionen $$r, £}r ihr Vorzeichen wechselt.   -+- <z; sei 
dieser Werth; so ist -|- ax -\- at vorlaufig ein Intervall von a, "iiber dessen Bereich hinaus 

sich die Giltigkeit von A als Erganzungsglied nicht erstrecken kann. Ob aber nur ein Theil 

dieses Intervalles oder das ganze den Bereich der Giltigkeit von A als Erganzungsglied angibt, 
entscheidetmannunauffolgendeWei.se: Man sucht, ob das System von zwei Gleichungen 

F(x, a) = 0, F' (x, a) = 0, welches schon im Vorhergehenden zur Ermittelung der von Irratio- 
nalgrossen hcrriihrenden Unterbrechung der Stetigkeit in den Geniige leistenden Funetionen 

angewendet wurde, eine Auflosung besitzt, bei welcher der Werth von a zwischen -f a<x> lm(i 
-\- an jener von x aber zwischen die Zahlwerthe von x,. und xr + A fallt, welche diese zwei 
Funetionen von a annehmen, wenn man anstatt a eben jenen der Auflosung des Systems 

zukommenden Zahlwerth setzt. Findet sich keine Auflosung dieser Art, so ist das voile Intervall 

-\~ (in — + a, g'ihig, denn cs ist nunmehr gewiss, dass im ganzen Bereiche dieses Intervalles 
nur eine einzige, und zwar stets dieselbe Wurzel zwischen den Grenzen xr und xr + A liegt, 

namlich die der Gliedersumme xr entsprechende <p(a). Findet sich hingegen eine oder wold 

auch mehrere Auflosungen des oberwahnten Systems, deren Zahlwerthe fiir a und x in den 

Bereich zwischen -f ««, und + a, einerseits, und zwischen xr und xr + A andererseits fallen, 
so ist man genothigt,  d; is Interval] 4- a* zu verkleinern,  weil trotzdem dass ^r und 
Or fortan entgegengesetzte Zeichen behalten, an gewissen Stellen plotzlich nebst der urspriing- 
lich einzigen Wurzel <p (a) noch andere, und zwar paarweise in dem Zwischenraumc x, xr -f- A 

auftreten,  die von Imaginar in Reel! ubergehen.   Der in  der Auflosung des  Systems  erschei- 

nende Werth  von  a,   den 

giltigen Intervalles -)- ax . 

wir  mit + a  bezeichncn  wollen,   bestimmt die Ausdehnung des 
... -f- a  von a, das dem Erganzungsgliede A angcho'rt. Sind mehrere 

verschiedene Auflosungen des Systems vorhanden, welche gleichzeitig im erwahnten Intervalle 

liegen, so dass ein Zweifel entsteht, welcher von den verschiedenen Werthen von a als Grenz- 
werth des giltigen Intervalles -)- a^.... -\~ a1 genommen werden soil, so entscheidet sich dieser 

Zweifel immcr dadurch, dass von ihnen stets derjenige zu nehmen ist, dem das kleinste Intervall 

von  a  entspricht,  also derjenige Werth von a,  der dem extremen -(- a*, am n'achsten liegt. 
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Auflosungsmetliode fiir algebrcusclie Buclistabengleichungen etc. 189 

Hat man das fiir positive Werthe von a geltcnde Intervall aufgefunden, so schreitet man 
genau   in   derselben  Weise   zur   Bestimmung   des   fiir   negative Werthe  von  a geltenden: 
— an — — a" vor.   Hiemit ist aber die Bestimmung der giltigen Intervalle beendigt. 

Wir wollen diesenYorgang nun naher beleuchten und vollkommen begriinden. Vor allem 
anderen ist klar, dass in dem vorlaufig aufgefundenen Intervalle -j- ««, -j- a' und —ax  

— a" die beiden Substitutionsresultate^undD,. stets entgegengesetzte Zeicbenbesitzen werden, 
indem dies fiir die extremen Werthe ±a«, erwiesenermassen der Fall ist und in der vollen 
Ausdehnung der erwahnten Intervalle eine Zeichen'anderung weder bei $$r noch bci £},. 

eintritt. Daraus aber, dass $$r und Or entgegengesetzte Vorzeieben behalten in der ganzen Aus- 

dehnung dieser Intervalle, folgt aber nur, dass eine ungerade Anzahl vonWurzeln: 1, 3, 5,... 
zwischen xr und xr -\- A enthalten ist, und zwar mindestens eine einzige, wohl auch deren 
drei, fiinf an der Zahl u. s. w. Nur fiir die extremen Werthe ±ax ist es erwiesen, dass nur 

eine einzige Wurzel zwischen xr und x,. -f- A fallt. Beim Ubergange von den extremen Werthen 

a^ zu den endlichen konnen aber andere Wurzeln paarweise zu der ursprunglichcn f(a) hinzu- 
treten. Uberlegen wir ctwas genauer, in wclcher Weise dieses Hinzutreten anderer Wurzeln 

paarweise erfolgen konne. a! sei der specielle Werth von a, fiir welchen dies stattfindet, so 
zwar, dass fiir a + e, unter e eine sehr kleine positive oder negative Grosse und unter a -f- e 
ein im Intervalle -f a*..... + a' liegender Werth von a verstanden, noch immer nur eine 

einzige Wurzel x zwischen xr und xr 4-- A fallt, wahrend fiir den im angrenzenden Intervalle 
liegenden Werth a'— e schon drei oder fiinf Wurzeln u. s. w. zwischen xr und xr -j- A enthalten 

sind. Da vorausgesetztermassen a! im Intervalle -f-««,— -\- ai oder —ax——a.2 liegt und 
somit ^,. und Qr fiir a von Null verschieden sind, so treten offenbar die paarweise hinzu- 

gekommenen neuenWurzeln plotzlich in dcr Mitte zwischen xr und xr -f A auf, was nur in der 

einzigen Weise denkbar ist, dass diese Paare von Wurzeln fur a -j-.e noch imaginar waren 

unci fiir d gleiche und reelle Werthe erhalten: kurz die ncu hinzugetretenen Wurzeln konnen 
nicht durch einen stetigen fjbertritt, sondern nur durch ein unstetiges Uberspringen in den 

Zwischenraum xr xr -j- A gelangen. 
Der Werth a! und der corrcspondirende gleiche Werth dieser paarweise reell gewordenen 

Wurzeln muss daher nach den frtiher entwickelten Vorschriften gefunden werden konnen, 

welche die in den Geniige leistenden Functionen erscheinenden Irrationalgrossen aufzudecken 
dP 

Findet sich kein Werth von a und x, der dem Systeme P = 0, — =0 Geniige J '   dx b bestimmt sind 

leistet und innerhalb xr-\-A in dem Intervalle ^a^ -\- ax oder —ax.... — a., befindlich ist, 
so ist auch die Unmoglichkeit des plotzlichen Auftauchens ncuer Wurzeln durch eine Unter- 

brechuno- der Stetiffkeit erwiesen und es unterliegt auch keinem Zweifel, dass in der vollen 
Ausdehnung der erwahnten Intervallen von a die entgegengesctztcn Vorzeichen von '$r und 

Dr nur auf eine einzige zwischen xr und xr -\- A fallend.eWurzel der Gleichung P= 0 hindeuten 
und diese dalier nothwendig die p(a) sein miisse, da fiir den extremen Werth ±ax dies 

unzweifelhaft nachgewiesen ist. 
Es ist wohl kaum nothwendig zu bemerken, dass der eben angefuhrte Beweis zunachst 

nur gelte. wenn xr und xr -)- A in den erwahnten Bereichen koine Unterbrechung der Stetigkeit 

erleiden. denn in jenen Fallen, in welchen eine Unterbrechung der Stetigkeit stattfindet, miisste 

man das Interval] sttickweise untersuchen, so dass in einem jeden einzelnen Theile keine 
Unstetiffkeit mehr besteht. Bei den von uns erw'ahlten Functionsformen ist diese Stoning nicht 

vorhanden, denn xr ist eine Summe von Gliedern von der Form ka* und kann  daher nur fiir 
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190 Ignaz Heger. 

a = 0 cine Unterbrechung der Stetigkeit erleiden. Dieser Wertli a = 0 findet nur bei der auf- 

steigenden Entwickelung cine Anwendung, und in diesem Falle trennt man sclion von vorne 

her das Intervall in zwei Theile, deren eines die positiven, das andere die negativen Wertlie 

von a enth'alt.   Der Wertli a — Q selber fallt aus dem Bereielie der Untersucliung so zu sagen 

heraus und an seine Stelle treten die unendlieli kleinen Grossen -| und . Genau dasselbe 

gilt fur die zweite Grenze xr + A, so lange man, wic gewohnlich, A als ein Monom oder auch 

als Polynom mit Gliedern von der Form kef erwab.lt und selbst in jenen selteneren Fallen, in 

welchen man fiir A cine anderc Functionsform, z. B. die eincs algebraischen Bruclies annimmt 
mit cinem Polynome im Nenner, das durch sein Nullwcrden immer eine Unterbrechung- der 

Stetigkeit herbeiftihren wiirde, dehnt man das Intervall. von a nie fiber den Bereich der Stetig- 

keit von A aus. 
Das Gesagte diirftc-vollkommen hinreichen zur Begriindung des obigen Verfahrens. Nur 

Betreff der praktischen Ausfiihrung der Untersuchungen sind noch einige Bemerkungen am 

Platze. Da xr und xr + A, wie eben erwahnt, niemals unstetig zu werden pflegen im Bereiche 
der brauchbarenWerthe von a, so sind auch ^r und £),. stctige Functionen, da das Gleichungs- 

polynom F(x, a), wic bei alien Untersuchungen in diesem Abschnitte vorausgesetzt wird, eine 

rationale und ganze Function 1st, die weder iiach x noch nach a fiir sich einer Unterbrechung 
der Stetigkeit unterliegt. tlieraus geht hervor, dass man nur bei $$r und !Qr jene Zeichen- 

'anderungen zu berucksichtigen hat, die beim stetigen Durchgange durch Null eintreten 

konnen, d. h. man hat nur die Gleichungen ^==0 und •£},, = 0 zu betrachten und die 

zun'achst dem extremen Werthe ± ax liegende Wurzel derselben zu ermitteln. Da diese 
Gleichungen zu den numerischen gehoren, so ist diese Bestimmung der Wurzeln 4- an —a2 in 

der bekanntenWeise zu bewerkstelligen. Mit dieser meist nur in einer sehr rohen Ann'aherung 

erforderlichen Auflb'sung sind  die Werthe 

und —««,.... — a2  gefunden.   Die noch 

ai und —a2 und die Intervalle  -)- ««, .... + al 

ob    diese   Inter- iibrig  bleibende   Untersuchung, 

valle verkleinert werden sollen oder nicht, erfordert fast gar keine Eechnung, wenn von 

einer friiheren Untersuchung her, welclic die Ermittelung der in den Wurzeln x erschei- 
nenden Irrationalgrossen zum Zwecke hat, sclion die Auflosungen des Systemes von zwei 

Gleichungen P = 0, -— = 0  bekannt  sind.    Sonst miissto man aber erst zur Auflosung des 
dx 

dl- 
SyTstemes von zwei Gleichungen P=0 und -—- schreiten;   aber   die   Miihe   dieser  Eechnung 

dx 
weir en   der bis ietzt noch immer sehr ware wohl in der Kegel im Vergleiche zur Ausbeute 

unbequemen Auflosungsmethoden fiir Systeme numerischer Gleichungen in ein em argen Miss- 

verh'altnisse, und man wird dahcr dann lieber die anderc Methode, die wir im Eingange 
angekiindigt haben, in Anwendung bringen. Die Auseinandersetzung derselben ist der Gegen- 
stand des n'achstfolgenden Paragrapbes. 

8. 4. 

Die zweite Methode, wolchc zu dem giltigen Intervalle von a fiihrt, wenn das Erg'an- 

zungsglicd A eine vollkommen bestimmte Function von a vorstellt, ist eine Anwendung 

gcwissermassen eine Verallgemcinerung des bekannten von F0 uri cr fiir numerische Gleichungen 
angegebenen Verfahrens zur Bestimmung der Grenzen der Wurzeln. Sie setzt aber, urn in 

Anwendung treten zu konnen, voraus, dass die Entwickelung der Wurzel <p(a) schon geniigend 
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weit fortgesetzt sei, so zwar, dass die Gliedersurnme xr nicht bios die Isolirimg dieser Wurzel 
von alien Wurzeln der ersten derrvirten Grleichung F' (x, a) = 0, sondern auch vonjenen aller 

iibrigen: F" (x, a) = Q, F'" (x, a) =0...., die durch offcer wiederholte partielle Differentation 
des Gleichungspolynomes F(x, a) nach x abgeleitet sind, bewerkstelligt sei. Meistentlieils 
ersclieint kein gemeinschaftliclier x entlialtende Factor gleichzeitig im Gleiehungspolynome 
F(x,a) und irgend einem der daraus durch partielle Differentiation nach x abgeleitetcn: F (x, a), 

F" (x, a), F'"(x, a),— und folglich wird man in der Kegel durch hinlanglich weit fortgesetzte 
Entwickelung zu dem verlangten Punkte gelangen. In den anderen Fallen hingegen, in 

welchen ein gemeinschaftliclier Factor in F(x,a) und in einer der derivirten Functionen F'(x,a), 

F" (x, a.) F'" (x, a),.... erscheint, l'asst sich derselbe nach den bekannten Eegeln auffinden, 
sondern und gleich Null setzen. Die erhaltene Gleichung ist viel einfacher als die F(x, a) = 0 

und liefcrt eben jene Wurzeln x, deren beliebig weit fortgesetzte Entwickelung bei der 
F(x7 a) =0 nicht zu der gewunschtenTrennung fiihren konnte, die aber hier ohne alleSchwie- 

rigkeit gelingt. Man sieht hieraus, dass der verlangten Bedingung stets Geniige geleistet 

werden konnc, und zwar meistentlieils bei der urspriinglicken Gleichung F(x, a) =0 nur durch 
hinreichend weit fortgesetzte Entwickelung, in gewissen Ausnahmsfalien jedoch , zwar nicht 

bei dieser, sondern bei einer anderen und viel einfacher gebauten Gleichung, welche dieselbe 

Wurzel besitzt. 
Man erkennt, dass diese Bedingung erfullt ist, daran, dass von dem Augenblicke an, als 

die in diesem Sinne isolirende Gliedersurnme x,, ermittelt worden, durch ein fcrncrcs Hinzu- 

fiigen von Folgegliedern dieAnfangsglieder f),.V"', f)r"«''''', |>/"«a'"', • • • der Substitutionsresultate 
^>,!7  $py",   ^5,.'"    unverandert  bleibcu.   Dasselbc  findet  aber  auch Statt,  wenn  man  zur 

isolirenden Gliedersurnme xr andere, ganz nach Belieben gew'ahlte Gliedcr von spaterer Eang- 
ordnung hinzufiigt und die entsprechenden Substitutionsresultate aus F'(x,a), F" (x, a), 

F'" (x, a), .... ableitet; immer werden die Anfangsglieder dieselben Werthe besitzen wie fur 

x—xr, weil die hinziigcfiigten Glieder auf die Anfangsglieder keincn Einfiuss haben. Dies 

gilt also auch fur den zweiten Grenzwerth a;r + A, da die hinzugeftigten Glieder A stets von 

einer spateren Bangordnung sind. 
Betrachten wir nun die Functionenreilie: 

(83) Fim)(xa) , F'^ix^a) ,.... F" (x,a) , F'(xta) , F(x,a), 

substituiren in dieselbe zuvorderst den einen Grenzwerth x = xr7 hierauf den anderen x = xr 4- A 

und bezeichncn die liervorgehenden Substitutionsresultate beziehungsweise mit: 

Wiirde hier a nicht cine willkiirliche Buchstabengrosse, sondern einen bestimmten Zahl- 

wertli bedeuten, so ware die Functionsreihe (83) eben dieselbe, die von Fourier zur Beur- 
theilung der Grenzen fur die Wurzeln einer numerischen Gleichung — denn cine solclic ware 
dann die F(x, a) =0 — vorgeschlagen wurde; die in (84) crscheinenden Functionen ^ und 

O waxen bestimmte Zahlen und aus ihren Vorzeichen liesse sich in der bekannten Wcise die 
Anzahl der Zcichenwechscl for die cine Substitution xr und die andere xr + A entnehmen und 

aus der Diffcrenz dieser Anzalilen in den Zeichenwechseln auf die Anzahl reeller Wurzeln x 
ein Schluss ziehen,   welche innerhalb der beiden Grenzwerthe xr und xr-\- A fallen.   So z. B. 
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192 Ignaz He get 

auch, wenn der Grosse a ein extremer Wertb +«<*> ertheilt wird. Da fur die extremen Werthe 
von a, wie schon friiber erwahnt, das Vorzeichen der Substitutionsresultate nur von den 
Anfangsgliedern derselben abhangt, so kann man in den beiden Eeihen (84) die Polynome 

$P und Q durcb ihre Anfangsglieder ersetzen. Nun sind aber unter den bier gemachten Voraus- 

setzungen die Anfangsglieder von: ^r
(m), l$r

{m~~1\ .... 5JS,", $$r beziehungsweise genau dieselben 

wie von Qr
(m), D/•-1', .... Dr", Dr' und nur die Anfangsglieder von $$r und Qr sind verschieden 

und besitzen entgegengesetzte Vorzeicben. Es folgt hieraus, dass ftir die extremen Wertbe 

+ a0o in (84) die obere und untere Reihc von Zeicben, mit Ausnahme der letzten, genau 

dieselben seien und daber die Differenz in der Anzabl der Zeichenwechsel gleich Eins ausfallen 
miisse, woraus sich mit Sicberbeit scbliessen 1'asst, dass cine einzige Wurzel x zwischen a?, und 
xr -\- A fallt, wie wir schon von einer friiberen Untersuchung her wissen. Geht man von diesen 

extremen Wertben ± ««, stufenweise zu den endlicben liber, so wird sich die Zeicbenanordnung 

in den beiden Reihen (84) und folglicb auch die Differenz in der Anzabl der Zeichenwechsel 
nicht andern kbnnen, so lange keine der mit $$ und Q bezeichneten Functionen ihr Vorzeichen 

wecbselt und erst bei dem ersten endlichen Werthe von a, dem man bei diesem stetigen Fort- 

schreiten begegnet, fur welchen irgend eine der Functionen $$ oder £} ihr Vorzeichen wechselt, 
kann die Zeichenanordnung in (84) eine andere und vielleicbt auch die Differenz in der 

Anzabl der Zeichenwechsel von Eins in cine andere iibergehen. Bezeichnen wir, um einen 
bestimmten Wertb von a festzuhalten, mit a! den Werth von a, dem man zuerst begegnet, fur 

welchen eine der mit $J3 und Q bezeichneten Functionen ihr Vorzeichen wechselt, und unter- 

suchen wir nun den Einfluss, den dies auf die Differenz in der Anzabl der Zeichenwechsel 

haben kann. Fin* den Bereich -4- a<x> • • • • + a' ist es erwiesen, dass die Differenz in der Anzahl 
der Zeichenwechsel stets gleich Eins bleibt, indem die Anordnung der Zeicben in (84) stets 

dieselbe bleibt. Es wird sohin im vollen Bereiche dieses Intervalles zwischen x,, und xr + A 

nur eine einzige, und zwar fortwahrend dieselbe AVurzel <p{a) liegen. Fiir den Wertb a! selbst 

und das angrenzende Intervall tritt eine Anderung in der Zeicbenanordnung auf und es sind 
mehrere verschiedene Falle denkbar. Meistentheils wird nur cine einzige der Functionen 5)3, D 
und nur ausnahmsweise eine Gruppe von mehreren gleichzeitig ihr Vorzeichen wechseln. Wir 

wollen die verschiedenen bier moglichen Falle aufz'ablen und genauer untersuchen. 

1. Die Anderung des Vorzeichens erfolgt nur bei der Function %r oder der andcren O,.. 
In diesem Falle erhalten dann im n'achsten Intervalle von at die beiden Functionen $$r und Or 

gleiche Zeicben und es besteht nun gar kein Unterschied mebr in der Anordnung der Vor- 
zeichen zwischen der oberen und unteren Iieihe in (84). Die Differenz in der Anzahl der 

Zeichenwechsel ist somit gleich Null und folglicb keine Wurzel x zwiscben xr und xr -\- A 
enthalten. Es folgt hieraus, dass a' der Grenzwerth sei des giltigen Intervalles von a, das dem 

Erganzungsgliede A entsprieht, und dass tiber diesen Wertb a' binaus das Intervall nicbt 

weiter ausgedehnt werden diirfc. 
2. Die Anderung des Vorzeichens erfolgt abermals bei einer einzelnen Function, aber bei 

einer Mittelfunction ^M oder Q,r(
s). Hier miissen wieder zwei verschiedene Falle unterschieden 

werden, je nachdem die beiden Naclibarfunctionen zur Linken und Becbten: ^Jr
(s+1) und ^r

(s-1) 

oder £lr
(s+)) und Q.r

(s""1J gleiche oder entgegengesetzte Vorzeichen besitzen ftir a = af. 
Besitzen die beiden Naclibarfunctionen gleiche Zeichen, so bedingen bei der Anderung des 

Vorzeicbens der Mittelfunction diese drei Functionen jedenfalls eine Anderung in der Anzahl 

der Zeichenwechsel in der entsprechenden Reihe der ^ oder Q in (84), derm je nachdem vor 
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Auflosungsmethodefilr algebraische Buchstabengleickungen etc. 193 

der erfolgten Zeichenanderung bei der Mittelfunction diese drei Glieder der Keihe zwei Zeichen- 
wechsel oder zwei Zeichenfolgen darbieten, warden nach der erfolgten Zeichenanderung an 
ihrer Stelle zwei Zeichenfolgen oder zwei Zeichenwechsel auftreten, kurz es erfolgt in der 
b'etreffenden Keihe der (84) eine Zu- oder Abnahme in der Zeiehenwechselanzahl nm zwei; und 

da die Zeichenanordnung in der anderen Eeihe (84) ungeandert geblieben, so wird die Diffe- 
renz in  der Anzahl der Zeichenwechsel beim  Ubertreten vom Intervalle -f a«.... + d in 

das nachstliegencle -f a in 3 tibergehen. Der andere Ubergang von 1 in —1 ist bekannter- 

massen unmoglich, da clem grosseren der beiden Werthe xr) xr -j- A stets die geringere Anzahl 
von Zeichenwechseln entsprieht. 

Mit dem Auftreten des Index 3 anstatt 1 ist nun wohl keineswegs erwiesen, dass 

wirklieh drei roelle Wurzeln x zwischen xr und xr -f- A fallen; es hisst sich irn Gegen- 
theile sehr leieht der Beweis fiihren, dass das angedeutete neue Paar von Wurzeln in 

diesem Zwischenraume fiir die unmittelbar n'achsten Werthe von a fehlt, d. h. imaginar 
ist; alleinman ist dennoch genothigt. das giltige Intervall von a mit deruWerthe 
a' zu schliessen, weil jede Erweiterung desselben den Beweis der imaginaren Beschaffenheit 

dieser zwei Wurzeln nothwendig voraussetzen wiirde. Ein soldier Beweis l'asst sich aber, wie 
Fourier dargethan hat, nur mit Hilfe des engerenZusammenziehens der Grenzen bewerk- 

stelligen, reducirt sich also im Grunde immer auf das weitere Fortsetzen der Entwickelung 

von x iiber xr hinaus, was liier nicht in unserer Absicht liegt. 
3. Erfolgt hingegen die Zeichenanderung bei einer Mittelfunction, deren beide Nachbar- 

functionen ungleiche Zeichen haben, so zwar, dass diese drei unmittelbar aufeinanderfolgenden 
Functionen immer einen Zeichenwechsel und eineZeichenfolge darstellen, gleiehgiltig, ob die 

Mittelfunction das eine oder das entgegengesetzte Zeichen tr'agt; so hat diese Zeichenanderung 
gar keinen Einfluss auf die Anzahl der Zeichenwechsel in der betreffenden Eeihe der (84) 

und somit bleibt auch dieDiiferenz in den Anzahlen der Zeichenwechsel, so wie friiher, gleich 
Eins. Man kann daher in diesem Falle das giltige Intervall von a iiber diesen speciellen 

Werth a hinaus ausdehncn, bis eine Begrenzung desselben durch die Zeichenanderung bei 

einer andern Function erfolgt, welche auf die Differenz der Zeichenwechsel einen Einfluss hat. 
4. Nun waren noch jene Ausnahmsfalle zu besprechen, in welchen mehrere Functionen 

$, O gleichzeitig ihr Vorzeichen andern. Allein die Beurtheilung dieser seltenen Falle ergibt 

sich von selbst aus dem frtiheren, indem der GTesammteffect sich aus den Einzelwirkungen 
zusammensetzt. Es ist daher tiberflussig, eine weitl'aufige Erorterung all' der verschiedenen 

Falle, die hier moglich sind, hier folgen zu lassen. 
Fassen wir all' das bisher Gesagtc zusammen, so ergibt sich, dass die mit ^ undQbezeich- 

neten Functionen in (84) beziiglich ihres Einflusses auf die bestehende Differenz in der Anzahl 
der Zeichenwechsel bei der oberen mit 9$ und der unteren mit O bezeichneten Eeihe in zwei 

Abtheilungen zu trennen sind: erst ens in solche, die beim Andern ihres Vorzeichens gar 
keine Anderun"' in den Anzahlen der Zeichenwechsel bediim-en, und diese sind ienc Mittelfunc- 
tionen, deren beide Naehbarfunctionen entgegengesetzte Vorzeichen besitzen, und zweitens 
in andere, welche beim Andern ihres Vorzeichens auch in der Anzahl der Zeichenwechsel 

eine Anderung bedingen; dahin sind die beiden Endfunctionen $,. und Or, ferner alle jene 

Mittelfunctionen zu zahlen,  deren Naehbarfunctionen gleiche Vorzeichen besitzen. 
Es ergibt sich hieraus folgendes einfache Verfahren, um das giltige Intervall von a zu 

linden:   Man  substitute   die  beiden   Grenzwerthe xr und xr + A anstatt x in die Eeihe von 

Denkschriften der mathem.-naturw. CI. XTTI. Bd. Abhandl. v. Xichtmitgh 
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194 Ignaz Heg er. 

Functionen (83), die durch wiederholtes partielles Differentiiren nach x aus dem Gleichungs- 
polynome F(x, a) abgeleitet sind, und ordne die Substitutionsresultate in zwei Beihen (84). 

Es ist dabei unerlasslich, dass die mit O bezeiclmeten Substitutionsresultate mit Ausnahme der 

beiden letzten %r und £}r mit den dariiberstehenden S|3 beziehungsweise dieselben Anfangs- 

glieder aufweisen. Sollte dies nieht der Fall sein, so ware es als cin Beweis anzusehen, dass 
die Gliedersumme xr den anfanglich ausgesproelienen Bedingungen noch nicht entspricht und 
die Entwickelung der Wurzel x weiter fortzusetzen sei. Nun substituire man anstatt a in diese 

Substitutionsresultate % und O oder vielmehr in ilire Anfangsglieder einen der beiden extremen 

Werthe ±aae, d. h. wenn die absteigende Entwickelung vorliegt + oc, bei der aufsteigenden 
hingegen — bestimmt und notirt aber nur die Vorzeiclien, nicht die numerischen Werthe. 

Man erh'alt so zwei Beihen von Zeichen, entsprechend den beiden Beihen (84), die mit Aus- 
nahme der beiden letztcn, welche denEndfunetionen $,, und D, angehoren und entgegengesetzt 

sind, vollkommcn iibereinstimmen. Die Differenz in den Anzahlen der Zeichenwechsel bei 
diesen beiden Zeichenreihen ist demnach gleich Eins. Nun iibergeht man von dem erwahlten 

extremen Werthe von a zu den encllichen Werthcn, welche dasselbe Zeichen besitzen, in der 

naturlichen Ordnung und untersucht, welche der Functionen 5$ und D zuerst ihr Vorzeiclien 
andert, wobei man j'ene Mittelfunctioncn unberucksichtigt liisst, deren Nachbarfunctionen 

entgegengesetzte Vorzeiclien besitzen fur den bereits substituirten extremen Werth von a. Der 

Werth von a, bei dem man bei diesem naturlichen Vorsclireiten zuerst einer Anderung des 
Zeichens bei einer der Functionen ^3 oder Q in (84) begegnet, deren Nachbarfunctionen 

nicht entgegengesetzte Zeichen besitzen, ist die Grenze des giltigen Intervallos von a in dem 

Sinne, dass cine Erwciterung desselben vermittelst der hier eingeleiteten Untersuchung nicht 

gut thunlich ist. 
Bezuglich der praktischen Ausfiihrung der eben angedeuteten Untersuchung versteht es 

sich von selbst, dass man nicht in einem stetigen Ubergange von den extremen Werthen ± — 

zu den cndlichen vorsclireiten konne, sondern dass cine beschr'ankte Anzahl A^OH willkiirlichen 
Substitutionen anstatt a einzuleiten sei. Bezeichnen wir beispielsweise mit at einen bestimmten 

Zahlwerth, und mit -j- a . . • a, daher ein gewisses Intervall. Zufolge der bekannten Methoden 
zur Auffindung der reellen Wurzcln einer numerischen Gleichung ist man f'iir jede einzelne 
der Functionen ^ und !Q in (84) im Stande, anzugeben, ob und wie oft dieselbe in dem vor- 

liegenden Intervalle durch Null liindurchgeht und dabei das Zeichen wechselt. Man denke 

sich fur jede der Functionen ^> und Q. in (84) diese Anzahl der wirklichen Zeichen'ande- 

rungen, den Index bestimmt. Sind alle diese Indices gleich Null oder nur bei solchen Mittel- 
functionen von Null verschicden, deren beidc Nachbarfunctionen fortw'ahrend entgegengesetzte 

Zeichen behalten, so erfolgt in diesem Intervalle keinerlei Anderung in der Anzahl der 

Zeichenwechsel der beiden Beihen (84). Sind aber einzelne oder mehrcre jener Functionen 
ty und & mit einem von Null versebiedenen Index versehen, bei welchen die Anderung des 

Vorzeichens auf die Anzahl der Zeichenwechsel von Einfluss ist; so muss man durch Zwischen- 
substitutionen das Intervall -4- a...ai so lange verkleinern, bis keine dieser Functionen 

mehr einen von Null verschiedenen Index besitzt. Diese Zwischensubstitutionen wird man 

anfanglich nach Gutdiinken wahlen , sp'ater aber, wenn man dem eigentlichen Ziele schon 
n'aher geriickt ist, durch ein geregeltes Approximationsverfahrcn erhalten, weil der gesuchte 
Grenzwerth des Intervalles von a, fiir welchen eben die Zeiehen'anderung bei einer bestimmten 

Function ^ oder Q. erfolgt, stets die Wurzel einer numerischen Gleichung ist. 
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Auflosungsmetliode filr cdgebraiscke Buchstabengleicliungen etc. 195 

Es ist far sich klar, dass das solchergestalt gefundene Intervall von a eine viol gcringere 
Ausdehnung besitzen wird, als das complete giltige Intervall, welches die erste Methode liefert, 
allein es ist liier unmb'glicb, olme sich in weitlaufigere Untersuchungen iiber das Reell- und 
Immagin'arsein von AVurzeln, welchc durch Zeichenwechselverluste angedeutet werden, einzu- 
lassen, diese Intervalle zu erweitern. 

Hiemit kann daher die erste der beiden gestellten Aufgaben, n'amlieh die Bestimmung 
des Erganzungsgliedes A als gelost angesehen werden. Der Worth von 8 ist zwar bisher nur 

naeh Willkiir gewahlt worden und man konnte allerding-s diese G-rosse noeli dazu beniitzen, 

um eine Bedingung damit zu crfiillen und einen Vortiieil zu crreichen, worauf man bei der 
willkiirlicken AValil verzicliten muss. Je grosser der numerisclie Werth von 8 ist, desto wreiter 

liegen die beiden Grenzen xr und xr -f- A aus einander, wenigstens fur die extremen Werthe 
von a; aber eben dadurch, wrenigstens bis zu einer gewissen Grenze bin, wird man auch 

das entsprechendo Intervall vergrossern, innerbalb dessen die beideii Grenzen die exacte 
Wurzel^(a) einscbliessen. AVas man also cinerseits an Genauigkeit aufgibt, gewinnt man 
andererseits durch eine grossere Ausdehnung des giltigen Intervalles von a. Von dem jedes- 

maligen speciellen Zweckc allein, den der Kechner verfolgt, kann es abhangen, in welcher 
AVeise man hier zwischen Aror- und Nachtheil die gehorige Ausgleichung zu treffen hiitte. 
Eine genaue und weitlaufigere Beriicksichtigung dieser Anforderungen liegt aber hier nicht in 

unserem Plane. 

II. Untersuchunffen iiber die Convereenz der uneadliehen Rcilicn. 

§• 

AVir wollen nun zur Beantwortung der zAveiten Frage schreiten, die wir uns anfangs 

gestellt haben, namlich untersuehen, ob die bei den besprocbenen Auflosungsmethoden bervor- 
gehenden unendlichcn Reiben gegen den wahren AVurzelwerth convergircn und nach welchem 

Gesetze dies erfolgt. Diese Untersuchung wird dariiber Aufschluss ertheiien, ob die weiter 

fortgesetzte Entwickelung der AArurzel iiber die Gliedersumme a;, hinaus auch cin genaueres 
Kesultat liefert oder nicht. 

Fourier hat im zweiten Buclie seines unvollst'andig erschienenen AArerkes: „Analyse dex 
equations determinees" das Gcsetz der Convergenz fur die Approximationsmethoden der 

verschicdenen Ordnungcn entwickelt. Diese Fntersuchungen beziehon sich zwar dort nur auf 

den Fall einer numerisclien (rleichung, die gewonnenen Gesetze sind aber allgemein giltig 
und erstrecken, wie auch dort ausdriicklich bemerkt ist, ihreAVirksamkeit auf die verschieden- 

artigsten Gebiete dor algebraischcn und Infinitesimal-Analysis. Diese von Fourier aufge- 

stellten Satze sind es, wclche auch die hier vorliegende Aufgabe zurLosung bringen und iiber 
die Convercenz der bei der Auflosung von Buchstabengleichungen hervorgehenden unend- 
licJien Ileihen Aufschluss ertheiien. AVir werden daher zuvorderst diese Gesetze der Appro- 
ximation auf den hier in Rede stehenden Fall einer Buchstabengleichung ausdehnen, unter- 
suehen, welcher Ordnung die bei der Auflosung dersellien angewench^ten Approximations- 
methoden angehoren, und endlich die verschiedenenEnwiekelung<wciscn vermittclst derselben 

einer genauen Priifung beziiglich ihrer Convergenz untcrwerfen. 
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196 Ignaz lleger. 

Die in den vorhergehenden Abschnitten gelehrten Peihenentwickelungen lassen sich, wie 

schon friiher zu wiederholten Malen bemerkt wurde, in zwei getrennte Operationen zerfallen: 

Die Bestimmung der Anfangsglied er beruht auf ganz anderen Untersuchungen und 
erfiillt aucli cinen anderen Zweek, als jene der Polgeglieder. Erstere bezweckt die 

Sonderung einzelner Wurzeln oder einer Gruppe von mehreren solchen von alien iibrigen 
und ist der Bestimmung der Grenzwerthe bei numerischen Gleichungen gleiehzuhalten. 1st 

aber ein bestimmtes Anfangsglied gefunden, so bildet dasselbe dann den Ausgangspunkt fiir 

die fern ere Entwickelung, und die zugehorigen Folgeglieder gehen jetzt axis einer Reihe von 
Gleichungen hervor, die von der ursprunglich gegebenen wesentlich verscliieden und meisten- 

theils von weit niedrigerem Grade sind. Der Grad der Gleichungen, welelie die Folgeglieder 

liefern, kommt namlieli gleich der Anzahl der Wurzeln, welchen das betreffende Anfangsglied 
gemeinschaftlich zukommt. Ist das Anfangsglied nur einer einzigen Wurzel eigen, so sind alle 

diese Gleichungen, welche die Folgeglieder liefern, vom ersten Grade; kommt hingegen das 
Anfangsglied p Wurzeln gemeinschaftlich zu, so erhalt die Gleichung die Gradzahl p. 

Wir wollen nun zun'achst darthun, dass die Bestimmung der Folgeglieder, auf die bekannte 
Weise ausgeiibt, eigentlich ein Approximationsverfahren der ersten oder einer hoheren Grd- 

nung vorstelle. Ist n'amlich xr ein zwar nicht vollkommen genauer, sondern nur angenaherter 

Werth von x, so lasst sich stets der genaue Werth darstellen in der Gestalt: x= xr -\- x', wo 
x' einen geeigneten Zusatz bedeutet und zu dessen Bestimmung eigentlich die Gleichung: 

F(xr + %'i a) =0 dienlich ware, die aus der ursprunglich gegebenen F(x, a) = 0 hervorgeht, 
wenn man in ihr vermittelst der Substitution x = xr-\- x' anstatt der Unbekannten x die 

andere x' einfiihrt. Durch Aufiosung der Gleichung F (xr -f- x', a) = 0 wiirde man zwar den 
vollkommenen genauen Werth von x' und folgiicli auch jenen von x erhalten, wenn man nicht 

dabei genau denselben unubersteigliehen Hindernissen begegnen wiirde, welche der exacten 

Aufiosung der urspriinglichen Gleichung im Wege stehen. Man kann aber in der Gleichung 
F(xr,

J
r x\ a) = () gewisseGlieder, namentlich die mit den hoheren Potenzen von x' verkniipften 

weglassen, sie auf solche Weise in eine andere, wesentlich verschiedene verwandeln, die eine 

niedrigere Gradzahl tragt, aber auch andere Wcrthe von x liefert. Lost man nun die solcher- 
gestalt vereinfachte Gleichung auf nach der darin enthaltenen Unbekannten x', so erhalt man 

wohl keinesfalls jenen Zusatz, der, zu xT hinzugefiigt, den exacten Wurzelwerth x liefert, 
sondern einen anderen, der aber unter gewissen Umstanden eine Annaherung zum wahren 
Wurzelwerthe zur Folge hat. Die Art, wie diese Erniedrigung der Gradzahl der Gleichung 

F (xr-{--x, a) = 0 bewerksteliigt wird, kann aber verscliieden sein. Denkt man sich die 

Function F (xr -\- x', a) aufsteigend nach Potenzen von x' entwickelt, so wird man in der Kegel 

erhalten: 

(85) F(xr+a!,a) = F(x„, a) + F(xr,q)~ + F"(xr,a).-^ + F" {xr,a) — 
2. 3 

Nimmt man nun von all' diesen Gliedern nur die b eiden ersten und setzt ihre Summe 

gleich Null, so erhalt man eine Gleichung des ersten Grades in x'. Der auf diese Weise 
gewonnene Werth von x bringt bisweilen die Summe x,, + x dem wahren Wurzelwerthe x 
n'aher, als x,. war, und das dabei eingeschlagene Verfahren stellt die Approximation der 

ersten Ordnung dar, auch die lineare oder Newton'sche genannt. Man beriicksichtigt 

dabei nur  die  beiden Substitutionsresultate   F(xr,a)   und  F'(xr, a), die fiir x = xf aus dem 
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Auflosungsmeilwdefiir algebraiscke Buchstabengleichungen etc. 197 

urspriingliclien Gleicliungspolynome F(x, a) und seinem ei'sten partiell nach x genommenen 
Differentialquotienten   F' {x, a) hervorgehen. 

Wiirde   man   aber   anstatt   der   zwei   ersten Glieder der Summe (85) die   drei   ersten: 

F(x,,: a) + F' (xr, a).— -(- F" (xrJ a). — hervorheben, alle iibrigen aber weglassen, so erha.lt 

man durcli gleich Null Setzen derselben eine Gleichung des zweiten Grades, die wieder in 
geeigneten Fallen einen Werth von x', wolil auch deren zwei zu liefern im Stande ist, welche 
eine Annaherung zum wahren Wurzelwerthe herbeifuhren. Dies ist dann das Approxima- 

tionsverfaliren der zweiten Ordnung, wobei drei Substitutionsresultate: F(xr,a), F'(xr1a), 
F"(xr, a) beriieksiclitigt werden, die fiir x = xr aus dem urspriingliclien Gleichungspolynome 
und seinem ersten und zweiten, partiell nach x genommenen Differentialquotienten hervorgehen. 

Im Allgemeinen kann man von der Summe (85) eine beliebige Anzahl von p + 1 ersten 
Gliedern behalten und der Null gleiehsetzen, alle iibrigen, mit holieren Potenzen von x' 

verkniipften hingegen weglassen und erlialt so eine Gleichung des ptm Grades in x\ die 

gelegentlich einen, wohl auch melirere Werthe fiir die Unbekannte zu liefern geeignet ist, 
welche, zu x,. hinzugefiigt, eine Annaherung zum wahren Wurzelwerthe zur Folge haben. Dies 
ist das Approximationsverfaliren derptmOrdnung und wird dadurch charakterisirt, dass dabei 
nur die aus dem urspriingliclien Gleicliungspolynome F(x, a) und seinen jo ersten partiell nach 

x genommenen Differentialquotienten fiir x = xr hervorgehenden Substitutionsresultate in 

Betracht kommen. 
Nach dem bisher Gesagten ist es wohl leicht einzusehen, dass all' diese verschiedenen 

Approximationsmethoden der ersten sowohl, als auch jene der holieren Ordnungen bei der 

Entwickelung der Folgeglieder in Anwendung kommen. Am h'aufigsten unter alien tritt die 

Approximation der ersten Ordnung in Wirksamkeit. In der That ist meistentheils mit der 
Bestimmung des Anfangsgliedes die betreffende Wurzel schon von alien iibrigen isolirt, was 

sich bei der Ermittelung des Coefficienten h0 zu erkeiinen gibt dadurch, dass die hiezu dienende 

Gleichung 2[ITh0
x]=±:Q einen unwicderholten Wurzehverth fiir h0 liefert. In diesemgewohn- 

lichsten aller Falle ergeben sich alle zugehorigen Folgeglieder der Beihe nach aus Gleichungen 

des ersten Grades. Ist namlich xr die bereits ermittelteGliedersumme, so hat man die beiden 
Substitutionsresultate: F(xr, a) =^>r und F'(a?r) a) = tyr' zu bilden, vermittelst derselben die 
Gleichung des ersten Grades: tyr -f ?fir'x' = Q zu construiren und dieselbe nach x aufzulosen, 

wobei der Quotient x'= — — in eincm einzigen oder wohl auch in melirerenAnfangsgliedern 

entwickelt wird. Der unmittelbare Anblick dieser Gleichung l'asst wohl keinen Zweifel iibrig, 

dass man bier eigentlich die Approximationsmethode der ersten Ordnung in Anwendung 

gebracht habe, denn anstatt die complete transformirte Gleichung in x\ namlich die 

F(xr + x, a) = 0 vorzunehmen, besehrankt man sich auf die Aufiosung einer durch Hinwcg- 
lassen der Glieder mit den holieren Potenzen von x daraus abgeleiteten Gleichung des ersten 

Grades. Man begegnet bei der Aufiosung von Buchstabengleichungen der Approximation der 

ersten Ordnung, sobalcl durch hinlanglich weit gefiihrte Entwickelung einer Wurzel die voll- 
st'andige Trennung derselben von alien iibrigen bewerkstelligt ist, also jedesmal dann, wenn 
die der Entwickelung unterworfene Wurzel eine unwiederholte ist, und. zwar entweder 

gleich Anfangs oder im sp'aterenVerlaufe derBechnung bei der Bestimmung der Folgeglieder. 
Allein auch die Approximationsmethoden hoherer Ordnungen finden gelegentlich Anwen- 

dung,   und  zwar  namentlich   dann,   wenn   das  Anfangsglied x0 oder iiberhaupt der bereits 
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198 Ignaz Ileger. 

entwickelte Bestandtheil xr zweien odcr mehreren Wurzeln gemeinsehaftlich zukommt, d. h. 

wenn der Coefficient h des zuletzt entwickelten Gliedes ein wiederholter Wurzelwerth seiner 
Bestimmungsgleichung ist. Die bekannte, zur Bestimmung der Folgeglieder dienliche Regel 
schreibt dann vor, den bcreits entwickelten Bestandtheil xr in das Gleichungspolynom und 

seine p ersten partiell nach x genommenen Differentialquotienten zu substituiren, falls h,, eine 

p-mal wiederholte Wurzel war, aus den solchergestalt gewonnenen Substitutionsresultaten: 
%, ?p;, spr", .... «p W die Gleichung des ^-Grades: 

& + $/.*' 1.2 
Wx'2 

1.2.3 
y>;"x'3 

1 . 2. •*r 
fe> £C 

zu bilden und die Anfangsgliecler von x' zu suehen; mit anderen Worten, man findet das nachst- 
folgendc Glied vermittelst der Approximationsmethode der j/m Ordnung. 

Nachdem durch das eben Erwahnte bewiescn ist, dass die in den friiheren Abschnitten 

auseinandergesetzten Entwickelungen im wciteren Vcrlaufe sich auf die Approximations- 
methoden der ersten und hoheren Ordnungen zurtickfiihren lassen und zur Beurtheilung ihrer 

Convergenz die von Fourier gefundenen allgemeinen Gesetze dicnlich sind, so ist hiemit 

schon der Weg vorgezeichnet, den die nachfolgenden Untersuchungcn zu nehmen haben. Wir 
wollen aber keineswegs denselben eine grossere Ausdehnung geben, als fiir das praktische 

Bediirfniss unumganglich nothwendig ist, Aus dicsem Grunde werdon wir nur die line are 
Approximation, d. h. jene der ersten Ordnung einer n'aheren Betrachtung unterwerfen, die 

Approximationen hoherer Ordnungen jedoch unberiicksichtigt lassen. Es ist uns dies verstattet, 
wiewohl man dem friiher Gesagten zufolge auch den Approximationen hoherer Ordnungen 

begegnet, denn man kann es zuletzt immer dahin bringen, dass man nur mit der Approximation 
der ersten Ordnung zu thun hat. In der That begegnet man den Approximationen hoherer 

Ordnungen nur dann, wenn mchrcre Wurzeln in den Anfangsgliedern iibereinstimmen. Alsdann 
sind aber nur folgcnde zwei E'alle moglich: entweder alle dicse in den Anfangsgliedern iiber- 
einstimmenden Wurzeln sind dennoch sammtlich von einander verschieden und dann wird 

durch hinlanglich wcit fortgesetzte Entwiekelung derselbeu ihre vollst'andige 

Trennung be.i irgend einem Gliede nothwendig crfolgen und von diesem Momente an weiter- 
hin nor die Approximation der ersten Ordnung in Anwendung kommen; odcr einige oder 
alle dieser Wurzeln sind vollkommen g lei eh, und dann gclingt zwar die Trennung derselben 

selbst bei der ins Unendliche fortgesetzten Entwiekelung nieht und man kann sonach zu ihrer 

Entwiekelung mentals die lineare Approximationsmethode in Anwendung bringen; allein 
dann hisst sich auf bekannte Weise durch Sonderung des gemeinschaftlichen Factors, der im 

urspriingiiehen Gleichungspolynome und seincm ersten partiell nach a; genommenen Differential- 

quotienten, wohl auch im zweiten und den darauf folgenden crscheint, stets eine andere und 
einfachere Gleichung abioiten, welche nur dicse gleichen Wurzeln, aber nunmchr als unwie- 

derholte enthalt, und zuletzt vermittelst der linear en Approximation ihre Entwiekelung 

in Reihenform ermoglicht. Es ist somit stets moglich, zur linear en Approximation zu 
gelangen und folglich hinreichend, nur diese einer genaueren Betrachtung zu unterziehen. 

Eine fernere Beschrankung, zu der wir genothigt, sind, schlicsst alle imagin'aren 
(rrossen aus dem Bereiehe der nachfolgenden Untcrsuchungen, so zwar, dass nur die re ell en 

Wurzeln x und die Convergenz der sie darstellenden unendlichen Reihen fiir re ell e Werthe 

der Linabhangigen Buchstabengrosse a in ihren Bercich. gezogen  erscheinen.   Diese Liicke ist 
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Auflosungsmethode fur algebraisclie Buchstabengleichungen etc. 199 

gewiss una so eher zu entschuldigen,   da selbst in dem viel einfacheren Probleme der Hume- 
ri soli en Gleichungen dieser Punkt nocli immer niclit erledigt ist. 

Endlich maclien wir nocli die beschrankende Annahme, dass das Gleielrungspolynom 
F(x,a) sowohl naeh x, als nach a cine gauze und rationale algebraisclie Function sci. Diese 
Beschrankung ist aber keineswegs eine nothwendige, da die nacbfolgenden Untersuchungen 
und Ergebnisse aufjede beliebige Functionsform passen, bringt aber den Vortheil, dass die 

Darstellung eine einfachere wird, weil diese Functionsform keine Unterbrechung der Stetig- 
keit aufweist. 

§• 6. 

Die Function F(xr + x\ a) lasst sich vermittelst der Taylor'schen Form el mit dem Erg'an- 

zungsgliede darstellcn in folgender Form: 

(86) F(xT + x , a) = F(xr, a) -f- *', F (xr-\-p x', a) 

und diese Gleicbung ist richtig, so lange fur die angenommenen Werth e von a und innerhalb 
x,. und xr + x' die Functionen: F(x,a). F'(x,a) endlich und stetig bleiben. Die im letzfnn 

Gliede erscheinende Grossc p besitzt einen zwischen 0 und 1 liegenden Werth und ist im 

Allgemeinen aucli von a abh'angig, so zwar, dass xr-\-px' eine zwischen xr und xr -f x' 
fallende Mittelgrosse bedeutet. Die Ableitung dieser Formel ist hinlanglich bekannt. 

Durcb. gleich Null Setzen dieses Ausdruckes (86) erh'alt man die Gleichung: 

F(x,., a) + x' • F [xr 4- px", a) = 0 

und diese liefert: 

(87) x 
F(xr , a) 

F' (xr + px' • a) 

Dies ist der vollkommen genaue Werth von x unter derVoraussetzung, dass fur x,. 4- pxt 

die entsprechende Mittelgrosse gesetzt wurde. Die in dieser Formel entlialtene Eegel ist 

folgende: Wenn ein Werth x,. bekannt ist, welclier, anstatt x gesetzt, die Gleicbung F(x, a) = 0 
nicht identisch erfiillt; so findet man den Zusatz x', welclier zu xr als Correction hinzugefiigt 
werden soil, wenn man das Substitutionsresultat F(xr a) durch einen Worth von F' (x, a) 
dividirt, den diese Function fur cine zwischen dem exacten AVurzelwerthe xr-\-x

l und dem 

davon differirenden xr liegende Zwiscbensubstitution xr -{-px1 annimmt und das Zeichen des 
erhaltenen Quotienten in das entgegengesetzte verwandelt. 

Durch eine geometrische Construction kann man dicsen Satz, so zu sagen, unmittelbar 

einsehen. In Fig. 1 stcllt das Bogenstiick nsorm ein Stuck irgend einer Curve y—f{x) dar, 

die im Punkte 0 die Abscissenaxe qop schneidet. Die dem Punkte 0 entsprechende Abscisse 

ist eineWurzel der Gleicbung/(jc) = 0. Denkt man sich irgend eine andero Abscisse xr aufge- 
tragen, welclier der Punktp auf der Axe der x entsprechen mag, die entsprechende Ordinate 
pm = yr errichtct, die einen von Null verschiedenen Werth hat und im Punkte m die Curve 

trifft, und nun durch   die  Sehne om die beiden Punkte o und m  verbunden,   so  hat  man: 

Ao = Ap—op und op 
mp 

Die Richtunff der L une om ist offenbar parallel zur im 
tang pom 

Punkte r der Curve gezogenen Tangente rt. Dieser Punkt r befindet sich jedenfalls, so lange 

die Curve orm eine continuirliche ist,   zwischen o und m und es entspricht demselbcn cine 
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200 Ignaz Heger. 

Abscisse, welche zwischen Ao und Ap fallt. Man hat dem zufolge tang pom = tang ptr 

und folglich: op —  und somit:   Ao — Ap .   Ersetzt man in diesen Glei- 
° tang ptr tang ptr 

chungen Ao, Ap, mp, op beziehungsweise durch die ihnen zukommenden Bezeichnungeii 

x, xr, yr =f(xr), — x' -j t a tig ptr aber durch den gieichgeltenden Werth von — =.f(x)} den 

diese Function fiir den demPunkte r entsprechenden Werth der Abscisse und die durch xr -\- p x' 

dargestelltwerdenkann, annimmt; so erhaltman diemitder(87)ubereinstimmendenGleiehungen: 

x /'(«*) 
f\Xr + px') 

X: •X. X •X, 
f(xr) 

/' (Xr+pX1) 

Dies ware fiir eine numerische Gleichung giltig. Fiir eine Buchstabengleichung jedoch, 
in der nebstdem noch eine willkiirlichc Grosseaerscheint, h'atte man eine ahnliche Construction, 

wie hier in der Ebene, im Baume mit drei Dimensionen zu entwerfen. Fiir jeden einzelnen 
Zahbverth von a n'amlich l'asst sich cine der Fig. 1 ahnliche Zeichnung entwerfen, in 

der aber die hier ersichtlichen Linien stets eine andere Grosse und Lage erhalten. Die 
Fig. 1 stellt eigentlich den Durchschnitt diescr im Ilaumo von drei Dimensionen zu construi- 

renden Gebilde dar fiir eincn speciellen Werth von a. Man kann sich dahcr die Ebene der 

Fig. 1 Tangs einer darauf senkrechten Geraden, fortw'ahrend parallel zu sich selber bewegt 

und dabei die darin vorkommenden Linien undWinkel in geeigneterWeise abge'andert denken 

und wird so die im Baume von drei Dimensionen bestehende Construction linden. Jede in der 

Fig. 1 ersichtliche Linie verwandelt sich dabci in eine entsprechende Fl'ache: die Abscissen- 

axe in eine Coordinatenebene, die Curve nsorm in eine krumme Fl'ache, die Ordinate mp in 

eine Cylinderfl'ache, die auf der Coordinatenebene senkrecht stcht und. dieselbc in der ebenen 
Curve x — xr schneidet, die Sehne om in eine windschicfe Flache, welche man sich dadurch 

gebildet zu denken hat, class man die gerade Linie om gleichzeitig auf der Curve: x = <p(a) 

von einfacher, und die andere: y — F(x, a), x = xr von doppelter Krlimmung fortbewegt und 
dabei fortw'ahrend zur Coordinatenebene der xy parallel erhalt. Die Tangente rt geht dadurch 

iiber in eine tangirende windschiefe Fl'ache, welche die Flache F(x, a)~y in einer Linie 
von doppelter Kriimmung beriihrt, die fortan zwischen denjenigen zwei Curven liegt, deren 

Durchschnitte mit o und m in Fig. 1 bezeichnet sind und deren Projection auf die Ebene 
der x y als eine Curve von einfacher Kriimmung fortan zwischen den beiden Curven 

x = (p (a) und x = xr liegt, und demnach durch die Gleichung: x = xT -f- px1 dar- 
gestellt wcrden kann. Hier bedeutet x' die Difforenz: <p{a)—xr und p eine unbekannte 

Function von a, die jedoch die Eigensehaft hat, nur zwischen 0 und 1 liegende Werthe 
anzunehmen. 

Die Gleichung (87), deren Sinn durch die angegebene Construction vollkommen 

boleuchtet wird, dient dazu, iiber die Convergenz der Approximation ein Urtheil zu fallen. 

Denken wir uns n'amlich in dem Ausdrucke (87), welcher den genauen Werth der Correction x 

liefern wiirde, die im Nenner erscheinende Function F(xr -\-px', a) (lurch eine andere 0(a) 
ersetzt, die genau dasselbe Vorzcichcn, aber eincn numerisch grosseren Werth 

besitzt, so wird, so lange dicse Bedingung erfiillt bleibt, der durch diese Anderung abgeleitete 
Ausdruck: 

(88) 
F{ccr , a) 
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Auflosungsmethode fiir algebraische Buchstabengleichung&n etc. 201 

stets dasselbe Zeiehen wie der cxacte Zusatz x'} abcr einen numerisch kleineren Werth 

erhalten, und demzufolge liegt der Wertli dieses Ausdruckes (88) zwisclien 0 und x'. Man 
kann nun  diesen Ausdruck (88) zu xr hinzufiigen und der so erhaltene Wertli: 

F(xr , a) 

d. h. zwisclien x, und dcm exactenWurzelwertlie 

(89) xr- 

wird dann jedenfalls zwisclien x,, und xr -j- x 

f (a) liegen, aber von demselben nocli verscliieden sein. Der neue Ausdruck (89) liegt dalier, unter 
der oberwahnten, bei der Wahl von 0' (a) beobacbteten Vorsicht, dem wahrcn Wurzelwertbe 

j?(a) jedenfalls naher als derWertli xr, ist aber nocli immer, und zwar in genau demselben 
kSinne fell lor baft wie xr, mit anderen Worten, ist nocli immer grosser als der genaue Wertli 
von x, wenn xr zu gross war, und kleiner, wenn xr zu klein war. 

So wie bier durcli einen cinmaligen Scnritt aus dem ungenauen ersten Werthe xr ein 

zweiter genauerer Wertli abgeleitet wurde, so kann man durcli melirmalige Wiederholung 
dieses Verfahrens der Eeilie nach einen dritten, vierten, stets naher liegenden Werth linden 

und dem waliren Wurzelwertbe <p (a) stets naher kommen. Alle solcbergestalt der Eeihe naeli 
gefundenen Werthe sind s'ammtlich cntweder zu gross odor zu klein, je nachdem der als Aus- 

gangspunct beniitzte Wertb xr zu gross oder zu klein war. Der dabei einzuschlagende Weg 

ist leicht einzusehcn: Bezeichnen wir mit: £0, £1} 3£2,.. .. £t der Eeilie nach diese Werthe, 
unter £0 den ursprtiiiglichen xr verstanden, so ist jedes Glied dieser Eeihe aus dem unmittelbar 

vorhergehenden durcli Substitution desselbcn anstatt x in das Gleichungspolynom P=F(x,a) 

und nachherige Multiplication des dabei gewonnenen Substitutionsresultates mit —— abgeleitet 

wie dies in den nachfolgenden Gleichungen ersichtlich gemacht ist: 
0'(a) 

(90) X, x.=. F(Xt 

'P'(a) 
A., = 

F(Xt-i , a) 

<P' (a) 

Plier muss aber die Function <l>' (a), wenn sie stets dieselbe bleiben soil, dasselbe Zeiehen, 
aber einen numerisch grosseren Werth besitzen als die Functionen: 

Xt, a) 

in 

(91) F'(x.. X0, a) , F (x...A\,a) ,.... F' (x . . 

unter x .... £0, x .... £v x .... £t die entsprechenden Mittelgrossen verstanden, welche i 

die Stelle der frtiheren x -\- pd trcten. Diesen Bedingungen kann man jedoch nur dann cnt- 
sprechen durcli einen einzigen Wertli von #'(«), wenn alio diese Functionen (91) einerlei 

Vorzeiclien tragen. Da nun alio hier erscheinenden Mittelgrossen zwisclien x und £0 liegen, 

so ist es moglich, all' diesen Bedingungen dureh ein einziges <P (a) zu geniigen, wenn die 

Function F' (x, a) fiir alle zwisclien x und $„ liegenden Werthe von x einerlci Vorzeichen 

beh'alt, und zwar dadurch, dass man dor Grosse & (a) eben dieses Vorzeichen und den 
grossten nunieriscb en oder einen nocli gr oss er en Werth ertheilt, des sen F(x, a) 

in dies em Intervalle fa big ist. Hat man einc solche Wahl der Function <l>' (a) wirklich 
getroffen, was offenbar wieder nur fiir ein beschranktes Interval! von a moglich ist, so werden 
die aus den Gleichungen (90) gezogenen Werthe £0, £17 £2, . . . . £t der Eeihe nach der 

exacten Wurzel <p(a) naher riicken, und zwar in der Eichtung von £0 gcgen dieselbe, also stets 

grosser oder stets kleiner sein. 

Das hier angegebene Approximationsverfahren, welches offenbar ein lineares ist, unter- 
scheidet sich von demjenigen, welches bei numerisclien Gleichungen angewendet zu werden 

Denkschriftcn  der mathem.-naturw. CL XTII. Ed. Aljliandl. v. Nichtmitgl. 
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2()2 Ignaz Heger. 

pflegt, derm man dividirt hier stets durch denselben Ausdruck 0' (a), w'ahrend dort der Divisor 

sich fortan 'andert. Aus diesem Grunde besitzt auch die hier besprochene Approximation einen 
geringeren Grad der Convergenz, wie durch Vergleiehung von Fig. 2 und Fig. 3 alsogleich 

eingesehen werden kann. Fig. 2 stellt den Gang der hier angegebenen Approximation vor, 
bei welchem die gezogenen Geraden: m1p1, m2p2, insp.A zu einander parallel sind und 

mit der Abscissenaxe op einen grosseren AVinkel bilden, als die einzelnen Elemente der Curve 

om3m.2m1; wahrend in Fig. 8 die Geraden m1p1,m2p%, .... die Curve tangiren und sich daher 
die einzelnen Punktc p, pt, p2 .... in eincm viol rascheren Verh'altnisse dem Durchschnitts- 

punkte o n'ahern. Trotzdem ist die hier angegebene Approximationsmethode ebenfalls conver- 
gent, und zwar selbst dann noch, wenn die andere divergent wird, wie dies an dem Bogen- 

stiicke on bemerkt werden kann. 

8. 7. 

Wir wollen nun zun'achst das Gesetz der Ann'aherung genauer untersuchen, welches bei 
diesem Verfahren gtiltig ist, und beginncn mit dem einfachsten Falle, der dann fiir die tibrigen 

complicirteren als Bichtschnur dienen wird. In Fig. 4 sei nom eine gerade Linie, welchc die 

Abscissenaxe qop in cinem Punkte o schneidet, y — ax -4-/3 ihre Gleichung. Man denke sich 

vom Punkte p die Ordinate p m1 errichtet und nun die Gerade m1p1 gezogen, welch e mit der 
Abscissenaxe einen grosseren, aber mit denselben Zeichen versehenen Winkel als die nm ein- 

schliesst, mit anderen AVorten, in deren Gleichung y = (a -j- «') x 4- /?' der Coefficient a -\- a einen 
numerisch grosseren AVerth und dasselbe Vorzeichen wie a besitzt. Dieselbe trifft die Abscissen- 

axe im Durchschnittspunkte p>11 welcher offenbar zwischen o und p liegt. Hier errichtet man 

abermals eine Ordinate ptm2, zieht durch den Punkt m2 die m2p2 unter demselbenAVinkel gegen 
die Abscissenaxe wie die friihere m1p1 und lahrt so fort in der gebrochenen Zickzacklinie 

pmiplm2p2 . . . sich dem Punkte o zu n'ahern. Dies ist offcnbar dasfruher crwahnte Verfahren, 

angewendet auf die Gleichung des ersten Grades: ax-\-j3=Q. Fine solche Anwendung wird zwar 

niemals gemacht werden, allein die Untersuchung dieses Falles hat einen anderen Zweck und. 

ist fiir das Nachfolgende von AVichtigkeit. a 4- a' ist in dem gegenwartigen Falle der AVerth von 

<F(a), So? ^u X2, . . . . sind die Abscissen der Punkte p, pn p2J . . . . und die jcdesmaligen 
Fehler x', a?/, x2',.... sind durch die Linienstiicke op, opx, op2J .... sowohl ihrer Grosse, als 
auch ilirem Zeichen nach ausffedriickt. 

Man  hat zun'achst 

-x' = 3£i — 3£0, ferner 

. angegeben werden. 

{3 und findet, weil x 

Es soil nun das Gesetz der Exilic x, x\, x'2, . . 

pxptangppxmx—mxp, d.h. (3£0 — $,) (a + «') = a9£0 

a3in-{-8=—ax'ist: (x — x') (a 4- «')= ax', also: x' = ——x'. 
' a -i- a' 

. . . aus dem unmittelbar 

Wendet man diese Formel d iz 

vorhergehenden abzu- an, una jedes Glied der Reihe: x, xt', x2, 
lciten, wozu sie sich ebon eignet, indem man nur die Stellenzeiger 0, 1 der in ihr erscheinenden 
Grosscn x', x' in andere, gleichfalls um Eins differirende ganzeZahlen zu verwandeln braucht, 
so iiberzeugt man sich, class diese Reihe eine geometrische sei mit dem constantenQuotienteu 

—~, so zwar, dass das allgemcine Glied clerselben 

(92) 
\a + a J 

wird.   Man  erhalt  also den Betrag des nach ^-maliger Anwendung des in Bede stehenden 

Approximationsverfahrens bei der Gleichung des ersten Grades ax 4-/3=0 noch vorhandenen 
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Aufl'dsungsmethode fur algebraische Buclistabengleicliungen etc. 203 

Fehlcrs x't, wenn man den ursprune-lichen Fehler x   if-mal mit der Grosse  multiplicirt. 
a^-a 

Es lassen sich bier die Folgerungen ziehen 
Erstens:  Wenn a. und a. 

numerisclie Werth  von a -f- a',   grosser ist als jcner von «',   so  erh'alt   der Bruch 

, wie ebon bier vorausgesetzt, gleiehe Zeichen haben, also der 

  omen 
a-\-a 

. . nahern sich folglich unbegrenzt dem 
zwiscben Null und Eins liegenden Werth und beim fortwahrenden Wachsen von t n'ahcrt sich 

x't daber dem Werthe Null. Die Grossen 3£„, 3£j, 9E2, 
q 

wahren Wurzelwerthe x= . 
a , 

Zweitens: Der Werth des Bruehes 
a 4- a 

ist untcr eben dieser Voraussetzung positiv, 

und demnach besitzen alle Grossen: x, a;/, x'2, .... einerlei Zeichen und die Wertbe 3E0, 3£,, 

£3, . . . . sind entweder sammtlieh zu gross, oder sammtlich zu klein, je nacbclem der erste von 

ihnen 3£0 zu gross oder zu klein war. 
Drittcns: Die Convei rgfenz wird durch den Werth des Bruehes 

a. -\- a 
bestimmt. Je nalie ler 

dieser Werth der Nulle liegt, desto rascher ist die Approximation. Von zwei Geraden: 

y-= + ai(x — f) und y= + (aj-J-Og) (x—?), welche die Abscissenaxe in einem und demselben 
Punkte x = £ schneiden, mit ibr aber ungleiche Winkel einschliessen und bei welclien man, 

von einem und demselben 9£0 ausgehend, einerlei Verfahren und Werth 0' (a) anwendet, ran 
zum exacten Wurzehverthe s = ? zu gelangen,  bietct die zweitc,   der der grossere Winkel 

entspricbt,   die raschere Approximation.   Der Werth des Bruehes r ist n'amlicb in diesen 

beiden Fallen beziehungsweise: —r—',  ^ ,   von   diesen zwei Grossen aber offenbar die 

zweite kleiner als die erste, folglich audi bei der zweiten Gleicbung die Convergenz eine 

st'arkere. Sic entspricht derjenigen Geraden, welche den grosseren Winkel mit der Abscissen- 

axe einschliesst, oder auch, der die grosseren Zahlwerthe der Ordinaten entsprechen. 
Alle diese Bemcrkungen, wiewohl bier nur ftir gerade Linien entwickelt, haben eine 

allgemeine Geltung auch bei beliebig geformten krummen Linien. Wir wollen bier zun'achst 

nur die Verallgemeinerung der dritten Folgerung ableiten. 
A sei eine beliebige krumme Linie, welche in einem gewissen Bereiche der Abscisses, 

der sich von a; == 3£0 bis x =H<X, erstreckt, fortan numerisch kleinere, aber mit demselben 
Vorzeichcn versehene Ordinaten besitzt, als eine andere, gleichfalls beliebig gestaltete krumme 

Linie B, so zwar, dass in dem angegebenen Bereiche die Curve A zwischen der Abscissenaxe 
und der zweiten Curve B liegt; ferner sollen diese zwei Linien A und B die Abscissenaxe in 
einem und demselben Punkte aJ=3E» schneiden. W'ahlt man nun fiir beide Curven eine und 
dieselbe Abscisse 3£0 als Ausgangspunkt des in Bede stehenden Approximationsverfahrens und 

einerlei Werth von 0', so wird man zwar bci geeigneter Wahl dieser letztgenannten Grosse 
sowohl bei der Curve A als bei der andcren B dem Durchschnittspunkte x ^36^ fortw'ah- 
rend naher riicken; allein die Ann'aherung wird bci der Curve B eine viel raschere sein, weil 

ihre Ordinaten numerisch grossere Werthe besitzen, als bei der Curve A. 
Der Werth 0' muss numerisch grosser, mindestens gleich gew'ahlt werden, als der grosste 

— •£, bis x=Hoo bei den beiden Werth, welclien der Ausdruck — innerhalb des Bereiches voncc 
dx 

Curven A und B anzunehmen vermag; das Vorzeichcn von 0' aber ist jenem der Ordinaten 
dieser beiden Curven gleich zu setzen, wenn eine wirkliche Annaherung bezweckt werden soil. 

In Fig. 5 sei m ein beliebiger Punkt der Curve A, dessen Abscisse zwiscben 9£0 und der 

exactenWurzel Xoc fallt. Man ziehe mq unter dem geeigneten Winkel, so dass tang map = 0' 
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204 Ignaz IL eaer. 

wird. q ist hier offenbar der Punkt, zu dem man durch einmalige Anwendung des Approxi- 

mationsverfahrens gelangt. Entspricht p der Abseisse 3£n so gehort dem Punkte q die Abscisse 
9c(+1 an. Man konnte nun vom Punkte TO aus in der Richtung von p gegen s die Curve A 
verzeiclinen, wiirde aber dabei bemerken, dass sie fortwahrend oberhalb derLinie mq verl'auft 

und so weder diese trifft, noch in das Innere des Dreiockes mqp gelang t. Dies ist 

eine notlrwendige Folge der in Bczug auf den Wertb von 0' gemachten Annahme, dass der- 

selbe numerisch grosser sei als der grosste Werth, dessen — in diesem Bereicbe fahig ist, odor 

doch mindestens demselben gleichkomme. In der That selbst dann, wcnn bei der Curve A 
dy 

dx 
im Punkte TO g-erade den numerisch grossten Werth besasse und 01 nicht grosser son dern 

demselben gleich gewahlt ware, wiirde qm eine Tangcnte zur Curve A sein, und fortwahrend 
zwischen ihr und der Abscissenaxe verlaufen, da dann cben dort die Curve ihre Convexit'at 

der Abscissenaxe zukehren muss, weil — ein numerisches Maximum erreicht. Um so vielmehr 
, dx 

findet dies dann Statt, wcnn — und (J)' im Punkte m verschicdenc Werthe besitzen. Aber auch 
dx 

die zweite Curve B, von clcr verticalen Liniepr aus nach der Richtung ps vcrzeichnet, muss 

fortan oberhalb der Curve A, also audi oberhalb der Geraden mq verlaufen und alle diesem 

Stiicke der Curve B angehorigon Punkte kb'nnen nur im Inneren des Polynomes sqmr liegen. 
Gesetzt nun, m' ware ein Punkt derselben und man ziehe von ihm aus die m'q' parallel zu mq, 

so f'allt der Punkt q' offenbar niemals zwischen p und q, sondern ausserhalb dieses Intervalles 

zwischen q und s. 
Setzen wir nun voraus, der Punkt p entsprache der urspriinglichen Abscisse 9t0, m sei der 

zugehorige Punkt der Curve A, TO" der mit einer noch grosseren Ordinate versehene Punkt 
der Curve B. q und q' sind nun offenbar diejenigen Punkte auf der Abscissenaxe, zu denen 

die einmalige Anwendung des Approximationsverfahrens bei den bcidcn Curven A und B 

fiihrt. Bezeichnen wir ferner mit s den Durchschnittspunkt der beiden Curven A und B mit 

der Abscissenaxe, dem also der cxacte Wurzelwerth als Abscisse angehort, so sind sq und sq 
die beiden eorrespondirenden Fehler x'n welebe nach der einmaligen Anwendung- bestehen. 
Dem fruher Bewiesenen zufolge ist sq^>sq/, also der Fehler x] bei der Curve A grosser, als 

bei der anderen B. Diese Relation bleibt aber dieselbe auch ftir die spatoren Fehler, welehe 

nach mehrmaliger Anwendung des Approximationsverfahrens iibrig sind. In der That stellen 
sp und sp' in Fig. 5 die Werthe von x't fiir die beiden Curven A, B dar, und setzen wir nun, 

wie in der Zeichnung ersichtlich gemacht ist, sp"^>sp'. voraus, so sind sq und sq' die beiden 
Werthe von x't+i fiir diese zwei Curven und es besteht dem fruher Bewiesenen zufolge zwischen 

ihnen die Relation: sq^>sq', Wir ziehen hieraus den Schluss, dass, wcnn iiberhaupt irgend ein 

Fehler x,', der nach if-maliger Anwendung des Approximationsverfahrens nocii iibrig bleibt, bei 
der Curve A grosser ist, als bei der anderen B, dieselbe Relation auch bei den Fehlern x'/+l, 

x't+2, .... deren Stellenzeiger t iibersteigen, fortbestehen niiisse. Da nun dieses Verhalten 
schon fiir t = 1, und zwar eben fruher bewiesen wurde, so gilt daher die Relation ganz allge- 

mein fiir jedes beliebige t7 und es unterliegt nun keinem Zweifel mehr, dass der nach gleich 
oft wie der ho Iter x\nwendung des Approximationsverfahrens iibrig bleibende Fehler bei 

der Curve B, welchc die numerisch grosseren Ordinaten besitzt, stets kleiner ausfallt, als 
bei der mit den kleincren Ordinaten versehenen anderen Curve A. 

Von dem  cben bewiesenen Satze l'asst sich eine wichtige Anwendung machen, um die 

Convergenz des Verfahrens bei einer krummen Linie zu beurtheilen. Fig. 6 stellt ein Bogenstiick 
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Auflosungsmethode fiir algebraisclie Buchstabengleicliungen etc. 205 

norm einer Curve y=f(x) vor, welche die Abscissenaxe im Punkte o schneidet. Um 

nun das Gesetz der Approximation bei der Gleicliung-y (x) = 0 wenigstens ann'aherungsweise 
zu finden, denken wir uns durch den Punkt o zwei Gerade o ml und o m derart gezogen, dass 
sie die Curve zwischen sich einscliliessen in dem ganze Bereiehe von o bis zur Ordinate^? m. 

Die Curve orm besitzt in dem erw'ahnten Bereiclie stets kleinere Ordinaten als die Gerade om 
und folglicli wird bei ihr die Approximation, welclic vom Punktep ausgeben soil, minder raseh 

zur exacten Wurzel filbren, als bei der Geraden om. Aus demsclben Grunde aber wird die 

Approximation bei der Curve orm viel rascher zumZiele fiihren, als bei der unterhalb gelegenen 
om', die clurchaus kleinere Ordinaten besitzt. Der Grad der Convergenz bei der Curve liegt 

demnacli in der Mitte zwischen denjenigen, welche fur die sie einschliessenden Geraden om und 

om' gclten und sich auf bekannte Weise durch den constanten Quotienten einer geometrischen 

Progression messen lassen. 
Wenn das Bogensttick orm dor Curve in seiner ganzen Ausdehnung stets einerlei Con- 

vexitat oder Concavit'at besitzt, so lasst sich die Sehne om als die einc, die zum Punkte d 
gezogcnc Tangente om' als die zweite Gerade verwenden, um den Grad der Convergenz 
ann'aherungsweise zu bestimmen durch jene bei geraden Linien. Denkt man sich nun den Punkt 

m unbegrenzt dem Durchschnittspunkte o gen'ahert, gewissermassen die Sehne in demselben 
Masse verkiirzt, als man sich mit dem Werthe £, dem der Punktp entsprechen soil, der wabren 

Wurzel nahert, so fallen offenbar zuletzt beide Eichtungen in eine einzige zusammen , n'amlich 

in jene der Tangente om', gegeben durch die Gleichung: yz=f{x00) (x—a?,*,). Esfolgthieraus, 
dass im weiteren Verlaufe der Beehnung der Grad der Convergenz sich fortan demjenigen 
nahert, welcher bei der im Durchschnittspunkte o tangircnden Geraden: y =f(xx)(x—x<x>) statt- 

findet, d. h. man erh'alt fur uncndlich grosse Werthe von t: 

(93) xt+,; = x;.ff 

wo a einen bestimmten und constanten Zahlwerth besitzt, namlich den Worth des Bruches  1 ' a + a! 

fiir   die Gerade om! die im Punktc o tangirt,  d.  h. den   Grenzwerth, clem   sich  der  Bruch 
(p'  f'l.v) 
——— fiir o-egen den Wurzelwertn x,* convergirende x fortan nahert. Man sieht hieraus, dass (hi o    o o 

die Peihe der successiven Fehler a/, x\, x'3, im letzten Stadium immermehr 
und mehr den Charakter einer geometris chen Pr ogres si on mit einem co nstan- 

ten Quotienten annimmt, die der im Punkte o zukommenden T angente eigen 
ware. Die Kriimmung der Curve, iiberbaupt die Differentialquotientcn vonjflx) der zweiten und 

der hohercn Ordnungen haben auf den Gang der Approximation im Endstadium keinen Einfluss. 
Aus all' dem bisher Gesagten geht hervor, dass man bei einer Gleichung/(x) = 0, deren 

Wurzel zwischen zwei Grcnzen xr und xr + A eingeschlossen ist, in folgender Weise verfahren 
kb'nne, um von der einen Grenze sowobl, wie von der anderen dem wahren Wurzelwerthe stets 
n'aher zu riickcn: Man verschafft sich zuvorderst die Uberzeugung, dass zwischen den beiden 

Grenzen xr und xr -\- A wirklich nur cine einzige Wurzel der Gleichung^x) — 0 liegt und die 
erste derivirte Function f (x) in dem ganzen Bereiclie einerlei Zeichen besitzt und sich fort- 

wahrend im Wachsen oder im Abnehmen beflndet. Hiezu eignet sich die von Fourier aufgestellte 
Functionenreihe am besten. Man wird in dieselbc die zwei Substitutionen xr und xr -\- A anstatt 
x ausftihren und vermittelst der wahrnehmbaren Zeichenwechselverluste beim Ubergange von 

der kleineren zur grosseren Substitution untersuchen, ob die Function^*' (x) wirklich nur cin 

einziges Mai,  die beiden derivirten Funetionen f (x) und f" (x) aber gar nicbt durch Null 
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206 Ignaz Heger. 

hindurchgehen und folglich auch stets  einerlei Zeicben bebalten. Findet dies wirklich Statt, 
so ist durcb das unver'anderliche Zeicben -|- oder — von/"" (x) auch bcwicsen, dass f  (x) 

sicb stets im Zustande des Wachsens oder Abncbmens befinde,  und. es sind somit alle erfor- 
derlicben Bedingungen   erfiillt,   um mit voller Bestimmtbeit das Zeicben unci den grossten 

numerischen Werth von/' (x) innerhalb dieser Grenzen xr unci xT -+- A anzugeben. Ertbeilt man 

nun der Grossc 0' eben diesen numeriscb grossten Werth vonf (x) oder cinen nocb grosseren 
und sein Zeichen, so wird auch das Approximationsverfahren selber convergent sein gegen die 

zwischen xr und xr -+- A liegende Wurzel x, und es ist dabei gleichgiltig, ob man die Grenze xr 

oder die andere xr -j- A als Ausgangspunkt fur dieselbe wablt; beide fiibren in vollig beliebiger 
Genauigkeit zum exacten Wurzelwertbe von x. Der einzige Unterschied zwischen diesen beiden 

Grenzen bestebt nur darin, dass die iiber x liegende lauter zu grosse, die clarunter liegende 

andere lauter zu kleine Werthe liefert. Wiirde man daher beide Grenzen gleichzeitig als Aus- 
gangspunkte w'ahlen, so wiirde man stets zwei andere und n'aher an einander liegende Grenzen 
ableiten konnen, zwischen clencn fortan der wahrc Wurzel werth liegt. Dadurch ware man in 

die Lage versetzt, iiber den crreichten Grad der Genauigkeit urtheilen zu konnen. 
Der eigentliche Gang der Rechnung dabei ist folgcnder: Man substituirt den einen Grenz- 

werth z. B. xr anstatt x in das Gleichungspolynom P unci dividirt das erhaltene Substitutions- 

resultat tyr durch den in der fruher angegebenen Weiso bestimmten Werth von </>'; der hervor- 

gehende Quotient — wird mit entgegengesetztem Zeichen zu xr hinzugefiigt und das so gewon- 

nene Resultat: x,. - 
«Pr  . 
- ist jetzt ein genauerer Werth von x, der aber in der That zwischen x und 

xr fallt. Man kann nun dieses Yerfahren beliebig oft wiederholen, indem man den eben erhalte- 

nen genaueren Werth abermals anstatt x substituirt, und das hervorgehende Substitutionsresultat 

wieder durch <I? dividirt und mit entgegengesetztem Zeichen zu x,. -jr. hinzufiigt u. s. w. und 

wird dabei der exacten Wurzel im Sinne von xr gegen x fortw'ahrend \md beliebig n'aher riicken, 

obne sie je wirklich zu erreichen. Der so abgeleitetc Werth dor Wurzel kann in der Form: 

(94) xr -\- Uj + u2 Uo + ut 

dargestellt werden. t ist hier die Anzahl der Wiederholungen des besprocbenen Verfahrens 

uv u2, uB, . . . . ut sind. die jedesmaligen, mit entgegengesetztem Zeichen genommenen Quotienten, 

welche die angebrachte Correction vorstellen. Dem fruher Bewiesonen naeh convergirt diese 
Eeihe fiir ins Unendliche wachsende t gegen die wabre, zwischen xr und xr + A liegende Wurzel, 

ohne sie jedoch wirklich zu erreichen. Dor bestehende Feblcr x't ist stets mit einerlei Zeichen 
versehen. Die Fchler x\ x'v x'2, a/8, .... sind die Glieder einer fallenden Reihe, die sich beim 
fortwahrenden Wachsen der Stellenzeiger immer mehr einer geometrisclien Progression mit 

constanten Quotienten n'ahcrt, d. h. der Quotient   /,      convergirt   beim   Wachsen   von   t ins 

Unendliche gegen eine bestimmte, zwischen 0 unci 1 liegende Zahl q, welche den Werth 

besitzt, unter x die exacte Wurzel verstanden. Es folgt bieraus, dass die Glieder der ins Unend- 

liche fortgcsctzten Summe (94) glcicbfalls jener einer geometrisclien Progression mit dem 
constanten Quotienten q fortw'ahrend naher komnicn. In der That ist ein beliebiges derselben 

. Da nun bei einer geometrisclien Progression die •x t-\-v ut+„ offenbar gleich derDifferenz x lJr„_1- 

Differenzen von je zwei unmittelbar auf einander folgcnden Gliedern wieder cine geometrische 
Progression mit eben demselben constanten Quotienten, nur mit einem anderen Anfangsgliede 
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Auflosungsmetliode fiir algebraisclie Buclistabengleicliungen etc. 207 

bilden; so ist von den Gliedern u dargethan, dass sie im spateren Verlaufe einer geometrisehen 

Beihe mit dem constanten Quotienten q immer mehr sich nahern werde.  Man hat: 

u t+v 
vt+,'(l— q) = xl(l—q).qr 

Die bisberigen Bemerkungen gelten hier zun'achst nur fiir numerische Gleichungen, lassen 

sich aber leicht auf Buclistabengleicliungen ausdehnen. Der einzige Unterschied besteht namlich 
darin, class man noch auf den Werth der Grosse a Biicksicht zu nehmen und die hier gewisser- 

inassen nur fiir einen speciellen Werth von a eingeleitete Voruntersuchung, ob innerhalb der 
beiden Grenzen x,. und %r-\- A nur eine einzige Wurzel der Gleichung ft(xa)—0 und keine 

der zwei derivirten F' (xia)=0} F" (xp) — Q liegt, oder nicht, jetzt fiir eine ganze Beihe von 
solchen Werthen von a, d. h. fiir ein ganzes Intervall von a einzuleiten hat. Findet sich ein 

entsprechendes Literwall von a, in welehem diese Bedingungen innerhalb der Grenzen xr und 
xr 4- A immer erfiillt bleiben, so kann man, von einem oder dem anderen Grenzwerthe aus- 
gehend, in der eben angegebenen Weise der exacten Wurzel <p (a) beliebig nahe kommen, wenn 

man nur das angegebene Verfahren hinreichend oft wiederholt. Man erh'alt hier wieder eine 

Beihe ahnlich der (94), mit dem einzigen Unterschiede, dass alle darin erscheinenden Glieder 
xr, uv u^, Functionen von a sind. Die Grossen u sind Briiche mit einer Potenz von <P(ci) 

im Nenner. Es ist namlich w, = —-—, also x,. + u< = " ' ,/—-. Dies en Werth hat man nun 

anstatt x in das Gleichungspolynom F(xp) zu substituiren, das vorausgesetztermassen ein 
Polynom vom Grade in ist, und wirdsomit ein Substitutionsresultat erhalten, dasinGestalt einer 

Bruches mit \(J>' (a)]"' als Nenner erscheint, und dureh angedeutet werden mag.  Diesen 
L       v   'I | <?'(«)]'» ° ta 

Ausdruck hat man nun (lurch ®'(a) zu dividiren und sein Zeichen in das entgegengesetzte zu 

verwandeln und findet so: u., = In ahnlicher Weise ergibt sich us in der Gestalt: 

u.. -, ferner u.=- 

[0'(a)]m+l 

,->„, .. .,  .,—— aiigemem u 
mt Die   soldier 

l'P'(a)]»'"+m+1' d [(p\a)}ms+>»'+m+l   '      O ' [<?'(a)]m'-1+'»'-3+ • • 

Gestalt erscheinende  Beihe   (94)   convergirt in  dem untersuchten Intervalle von ojedesmal 
gegen die zwischen xr und a?.,. + A liegende Wurzel <f(a). 

Diese Entwickelungsweise der Wurzel <p (a) ist dnrch die in §. 4 dieses Abschnittes eingelei- 

teten Untersuchungen vorbereitet. Eswurde dort gezeigt, wie man die bekannte, von Fourier fiir 
numerische Gleichungen angegebene Methode, Grenzen fiir die Wurzcln zu finden, audi auf 

Buclistabengleicliungen in Anwendung bringen konne, um zur isolirenden Gliedersumme xr 

eine zwcite Grenzc xr-\- A zu finden, welche die exacte Wurzel in einem Bcreiche von a 

zwischen sich cinsehliessen. Fiir den gegenwartigen Zweck braucht man nur noch darauf zu 
achten, dass die derivirten Gleichungen F'(xta) =0, F"(xid) = 0 innerhalb dieser Grenzen fiir 
x und a koine Wurzel besitzen, so dass die Functionen F'ixfi) und F"{xfi) stets einerlei Vor- 
zeichen tragen, mit anderen Worten, dass die Indices dieser zwei Functionen in den Beihen 
(84) gleieh Null werden, wahrend die Hauptfunction F{xp) den Index 1 besitzt. Es wird 

dadurch der Gang der dort angegebenen Untersuchung durchaus kcin anderer, sondern 
hochstens das Intervall von a den neu hinzugetretenen Bedingungen gem'ass etwas kloiner. 

Hat man dieses Intervall von a mit geniigender Genauigkeit ermittelt, fiir welches innerhalb 
der Grenzen xr und x,. -\- A die Indicesreihe in (84) mit 0, 0, 1 schliest, so ist das hier 

besprochene Verfahren geeignet, eine convergirende Beihe fiir x zu liefern, namlich die (95); 

es ist nur nothwendig fiir (D'(a) das Substitutionsresultat *!p'r oder das andere £j,'r zu erw'ahlen, 
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2 OS Ignaz Heger. 

je nachdem »r oder xr+ A die aussere Grenze vorstellt, d. h. je naclidem ty"r und tyr gleiehe 

oder entgegengesetzte Zeichen besitzen. 

§•  8. 

Das hier auseinandergesetzte Verfahren untersclieidct sieli einigermassen von dem in den 

friiheren Absclinitten zur Entwickelung der Folgeglieder angegebenen. Die dort gegebene 
Kegel schreibt namlioh wohl genau so, wio die hier aufgestellte, vor, den bereits entwickelten 

Bestandtheil der Wurzel anstatt x in das Gleichungspolynom zu setzen, liierauf das erhaltene 

Substitutionsresultat (lurch einen unver'andert bleibenden Ausdruck zu dividiren und den 
Quotienten mit entgegengesetzten Zeichen dann als Correction zum friiheren Bestandtheile der 
Wurzel hinzuzufiigen; allein dort entwickclt man diesen Quotienten nur in seinem Anfangs- 

gliede, w'ahrend hier sein vollstandiger und unentwickelter Werth genommen wird. Aus diesem 

Grunde untcrscheidet sich auch die hier abgeleitete Keihc (94) von der dort erhaltenen 

geordneten und zwar vorziiglich dadurch, dass die Glieder u dersclbon Briiche sind von der 

Form ,wo 901 und (P'(a) geschlossene Polynome vorstcllen. Man kann aber die Beihe 
[(P'(a)]P ' 

(94) gleichfalls geordnet nach Potenzen von a hinstellen, wenn man jeden dieser Briiche in 
eine unendliche Ileihc entwickelt und alio solchen addirt. Die Summe dcrselben ist eine nach 
Potenzen von a geordnete unendliche Ileihe, die von der durch unmittelbare und geregelte 

Entwickelung abgeleiteten anderen: 

(95) + hr+1a&+i + hr+ta*'+* + hr+sa^+»-{- . . 

offenbar nicht verschieden ist, wie man sich leieht iiberzeugen kann. Es lasst sich nun auch 
leicht beurtheilen, ob dieselbe convergent oder divergent ist. Bekanntlich convergirt namlich 

die absteigende Entwickelung eines Bruches, dessen Zahlcr und Nennor geschlossene Poly- 
nome sind, fur alle jene Wertho der darin erscheinenden Buchstabengrosse a, deren Modulus 
grosser ausfallt als der grb'sste Modulus derjenigen Wurzelwerthe a, welche den Nenner auf 

Null bringen. Setzt man also den Nenner des Bruches gleich Null und sucht die mit dem 
grossten Modulus versohene Wurzel derselben vermittelst der verbesserten Methode von 

Gr'affe, so bestimmt eben dieser grosste Modulus A die Intervalle von a, in welehcn die Ent- 

wickelungsweise convergirt. Diese reellen Werthe von a licgen namlich in den beiden Inter- 

vallen : — oo . . . . —A und -f- A . . . . + co. Will man hingegen aufsteigend nach Potenzen 
von a entwickeln, so findet die Convergent Statt fiir alle jene Werthe von a, deren Modulus 

kleiner ist als der kleinste Modulus unter den Wurzeln, welehe den Nenner auf Null bringen. 
Die reellen Intervalle fiir a sind somit: —A .... 0 und 0 . . . . + A, und A bedeutet jetzt den 

kleinsten Modulus, der bei den Wurzeln der Gleichung vorfindig ist, welehe durch Null- 
setzen des Nenners hervorgcht. Im gegenwartigen Falle, wo alio in Bctracht kommenden 

Nenner Potenzen von d>' (a) sind, wird man daher nur die Gleichung <t>' (a) = 0 zu berucksich- 

tigen und den grossten oder kleinsten Modulus ihrcr Wurzeln zu bestimmen haben, je 
naclidem man die absteigende oder aufsteigende Entwickelung vorliegen hat. Der auf 
solche Weise gefundene Wcrth A ist massgebend bei alien die Convergenz der Reihen 

betreffenden Fragen. 
Setzen wir, um einen bestimmtcn Fall vor Augen zu haben, voraus, die Peihe (94) sei 

absteigend entwickelt und die vorhcrgehende Untersuchung h'atte crwiesen, dass die andere 
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20 9 

co convergrre gegen Reihe (94) fiir die beiden Intervalle: —oo . . . 

die zwischen xr und xr -f A liegende Wurzel <p [a 
zeln der Grleiehung 0'(a).   Man kann nun damit beginnen, die einzelnen Glieder u der Reihe 

Ferner sei A der grb'sste Modulus der Wur- 

(94), die Briiehe sind von der Form 
S)h 

4>'(a) 
absteio-end in eine Reihe zu entwickeln. Jede dieser 

Reihen ist convergirend fiir die beiden Tntervalle —oo. . . . — A und -f- A . . . . + oo. Ihre 
Summe zu xr hinzugefu'gt fiihrt nun, wie friiher bemerkt wordcn, zu einer unendlichen Reihe, 

welehe in ihren r-\-t Anfangsgliedern mit der Reihe (95) iibereinstimmt. Auf eine ahnliche Weise 

1'asst sich der andere Grenzwerth x,. 4-A als Ausgangspunkt beniitzen und aus ihm durch t — 

malige  Wiederholung des Approximationsverfahrens ein Werth : 

(96) xr 4 A 

ableiten, dessen Glieder v gleichfalls Briiehe sind von der Form 
$l 

[§'(a)\P 
und die sich demnacl 

oo in eonvergirende Reihen absteigend fiir die Intervalle —oo . . . . — A und -\- A . . . . 
nach a entwickeln lassen.  Ordnet man diesen Ausdruck (96) absteigend, so liegt cine zweite 

unendliche Reihe vor, die mit der (95) gleichfalls in r 4-1 Anfangsgliedern iibereinstimmt. 

Man hat solchergestalt aus den zwei Werthen xr und x,. + A zwei neue Werthe (94) und 
(96) abgeleitet, die absteigend entwiekelt in ihren r-\-t Anfangsgliedern mit dem wahren 

Wurzelwerthe (95) iibereinstimmen, fiir die Intervalle —oo .... —A und + A .... 4 oo 

eonvergirende Reihen darstellen, und fiir die Intervalle a., und a. oo 

(lie wahre Wurzel <p (a) zwischen sich einschliessen. Fiir jene Werthe von a, welehe gleichzeitig 
den beiden Intervallen: — oo . . . . — A und — oo . . • • — «2 oder den beiden anderen: 

4- A .. . . -J- oo und 4- ax . . . . -h oo angehoren, findet sich die exacte Wurzel <p{a) zwischen 
zwei eonvergirende unendliche Reihen (94) und (96) cingeschlossen, die in ihren r-\- t 

Anfangsgliedern mit einander und mit der (95) iibereinstimmen. 
Denkt man sich nun t ins Unendliche wachsend, so werden die beiden Reihen (94) und 

(96) unbegrenzt gegen einander convergiren und zuletzt zusammenfallen. Die (95), welehe 

dann von ihnen nicht mehr difforirt, ist folglich fiir eben diese Intervalle von a convergent. 

Man wird daher die Intervalle von «, fiir welehe die absteigend geordnete Entwickelung 
(95) gegen die exacte Wurzel <p(a) convergirt, finden, wenn man untersucht, welches der 

beiden Intervalle —oo . . . . —a.> und —oo . . . . —A die kleinere Ausdehnung besitzt,   und 

dieselbe  Untersuchung  auch   bei   den  beiden  anderen 4- oo   und   4" A 4 oo 

einleitet. Die gefundenen zwei Intervalle von der geringeren Ausdehnung enthalten nur solche 

Werthe von a, fiir welehe die Reihe (95) gegen f{a) convergirt. 
Bei der aufsteigend geordneten Entwickelung gelten genau dieselben Vorgiinge mit 

dem einzigen Unterschiede, dass unter A der kleinste Modulus der Wurzeln der Gleichung 

0' (a) zuverstehen ist, und die in Vergleichung kommenden Intervalle: —a2.... 0, 0 ... . 4- «,, 
— A . . . . 0, 0 .... 4- A sind. Auch hier enthalten die zwei mit der kleinstcn Ausdehnung 

verselienen Intervalle, deren eincs lauter negative, das andere aber lauter positive Werthe in 
sich schliessen wird, nur solche Werthe von a, fiir welehe die aufsteigend geordnete Reihe 

(95) gegen p(a) convergirt. 

Aus dem bishcr Erwiesenen geht also klar und deutlich hervor, dass die friiher gelehrten 

Entwickelungen selbst dann noch, wenn sie zu unendlichen Reihen fiihren, vollkommen 

gerechtfertigt   erseheincn,   und man ist stets in der Lage,  sowohl den Grad der erreichten 

Deukschriften der mathem.-uaturw, 01. XIII. I'd. Abhandl. v. Nichtmitgl. I)b 
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21(1 Ignaz Heger. 

Genauigkeit anzugeben, die   [ntervalle  von bestimmen,   fiir   welche   diese 

vorausgcsetzt, dass man dieselbe 

als   aueh   die   intervalle   von   a   ; 

unendlichen Reihen convergiren. 

Bricht man die Reihe willkiirlieh bei cinem Gliedc ab 
mindestens bis zur vollstandigen Isolirung der Wurzel fortgesetzt hat, so wird man zur 

Bestimmung des Erganzungsgliedes A genau so verfahren, als wenn man zur entwickelten Glie- 

dersumme a?, noch ein ferneres Entwickelungsglied hr+ia^r+i hinzufiigen wollte mit dem cinzigen 
Unterschiede, dass man den numerischen Werth von kr+l una cine bcliebige Grosse 8 erhoht. 
Hatte man die Entwickelung schon weiter fortgefiihrt, so zwar, dass mit einem einzigen Schritte 

eine Gruppe von mehreren Folgegliedern erhalten werden kann, so wird man meistentheils 

gut thun, dieselben vollstandig zu bilden, da dies einen geringen Mehraufwand von Reclaming 

erfordert, und dann auf diejenige Weise zur Bildung des Erganzungsgliedes A schreiten, wic 
dies zu Endo des §. 2 dieses Absclmittes ausfiihrlich angegeben wurde. Nun bleibt noch iibrig, 

die Intervalle von a zu suclien, fiir welche dieses Erganzungsglied giltig ist, und zu diesem 
Endc entweder die in §. 3 odcr in §. 4 auseinandergesetzte Methode anzuwenden. Diese Inter- 

valle erstrecken sieh bei der absteigenden Entwickelung bis zu den unendlichen Werthen 

— oo und -j- oo, bei dor auf steigenden abcr gehen sie von 0 aus in der Doppelriehtung 

+ und — vor. Hat man diese Intervalle, deren stcts zwei zu untersuchen sind , mit hinlang- 
licher Genauigkeit bestimmt, so ist diese erste Frage erledigt. 

Soil aber entschieden werden, fiir welche Werthe von a die ins Unendliehe fortgesetzte 

Reihe convergirt, so muss die Entwickelung der betreffenden Wurzel hinl'anglich weit fort- 
gesetzt werden, und zwar so lange, dass die Glicdersumme x,, weder einer Wurzel der derivirten 

Gleichung F' (x,a) = 0 noch der anderen F"(x,a) = 0 u. s. w. mehr angehort, kurz dass die 

Anfangsglieder von ^', ^Jr" und ^,,'", .... unveranderliche AVcrthe erlangen. Hierauf hat man 
die Bestimmung des Erganzungsgliedes A und jene des entsprechenden Intcrvalles von a vor- 

zunehmen, in der ebon angedeuteten Weise mit dem einzigen Unterschiede, dass noch liber- 
dies bei der Bestimmung des Intervalles von a darauf Riicksicht genommen werden muss, dass 

die Functionen F" (ps, a) und F' (x, a) innerhalb der Grenzen xr und x,. 4- A und in clcr ganzen 

Ausdehnung des Intervalles von a ihr Vorzeichen nicht andern: kurz dass den zwei Substi- 
tutionsreihen (84) stets 0, 0, 1 als die letzten drci Indices in der entsprechenden Indicesreihe 

angehoren. Sind alio diese Vorarbeiten vollendet, so hat man nur noch von den beiden Grenzen 

xr und xr + A die aussere zn suclien, d. li. jene, fur welche F" (,-r, a) und F(x,a) gleiche 

Zeichen besitzen. Haben ^,." und ^,, gleiche Zeichen, ist soniit x,. die aussere Grenze, so setzt 
man die in (84) dazwischen liegende Function SJJ' gleich Null; findet aber das Gegentheil 

Statt, haben also D/' und £lr gleiclie Zeichen, so hat man O./=0 zu setzen. Fiir die so erhal- 
:0 odcr £},.':--() sueht man nun den grossten oder klcinsten Modulus tene Gleichung ^' 

A der mit demsclben vcrsohenen Wurzel, je nachdem die abstcigende oder aufsteigende 
Entwickelung vorliegt. Ist der Werth von A annaherungsweise bestimmt, so hat man nun nur 
zu untersuchen, ob die Werthe —A und 4- A in den fiir das Erganzungsglied A ermittelten 

Intervallen von a enthalten sind oder nicht. Sind sie darin nicht enthalten, so ist die unend- 

liehe Reihe in dem vollen Intervalle von a convergent; findet sich aber der Werth A darin vor, 
so muss man ihre Ausdehnung so weit verkleinern, bis sich derselbe nicht mehr darin vorfindet, 

und hat dann wicder zwei Intervalle von a, fiir welche die unendliclio Reihe jedenfalls convergirt. 
Es ist wohl uberfliissig zu bemerken, dass man diese Intervalle von a jedenfa 

und iiberhaupt bald bald kleiner finden wird,   je nachdem die Gliedersumme xr cine 
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grb'ssere oder kleinere Anzahl von Entwickelungsgliedern in sieh schliesst. Fur das praktische 
Bediirfniss sind auch zunachst nur diese Werthe von a vom Belange, fiir welche die Conver- 
genz cine raschere ist, w'ahrend die an der Grenze der Convergenz stehenden Werthe von a 

ohne wesentlichen Nutzen bleiben. Man kann ferner die Gleichungen tyj = 0 oder £y = 0 
durcli andere ersetzen auf uneudlich viele verschiedeneWeisen, derm die mit 0'{a) bezeichnete 

Function hat nur die Bedingung zu erfiillen, dasselbe Zeichen wie tyj und Q,.' aber einen 

numeriscli grosseren Werth zu besitzcn und kann im Ubrigen ganz beliebig gewahlt werden, 
wenn sic nur diesen Bedingungen wirklich fiir alle in den betreffenden Intervallen liegenden 

Werthe von a Gentige leistet. Von der Auflosung der Gleichung tyj = 0 oder Q/ = 0 oder 

(// = () kann man sicli aber rucht dispensiren, wiewohl die bei der Bestimmung des Ergiin- 

zungsgliedes A und der giltigen Intervalle von a eingeleitete Untersuchung dargethan hat, 
dass keine reelle Wurzel dieser Gleichungen einen dazwischen fallenden Werth von A liefern 

konne, denn der massgebende Werth A konnte von einem Paare imaginarerWurzeln herriihren 
und alsdann iibersehen werden. 

§• 9. 

Bisher wurde nur jene Approximationsmethode beriicksichtigt, bei welcher in der Glei- 

chung (87) die Function F' (xr-\-px', a) fiir den ganzen Verlauf der Rechnung stets durch eine 
und dieselbe Function <I>'{a) ersetzt wird. Dieses Verfahren liefert die Entwickelungsglieder 

nur einzeln und war fiir uns zunachst aus dem Gruncle von Interesse, weil sie zur Beurthei- 

lung der Convergenz der liervorgehenden Reihen am besten sicli eignet. Man kann aber auch 
noch in anderer Weise vorgehen und die Function F' (xr + px',a) bei jedem Schritte des Appro- 

ximationsverfahrens durch eine stets neue Function ersetzen, die ihrem wahren Werthe fort- 

w'ahrend nachriickt. In dieser AVeise pflcgt man bei den numerischen Gleichungen vorzugehen. 
Auch bei Buchstabengleichungen ist diese Methode anwendbar und liefert dann bei hinlanfiflich 

weit fortgeschrittener Entwickelung mit einem einzigen Schritte nicht nur immer ein einziges 

richtiges Glied, sondern eine ganze Gruppe von solchen. Das Verfahren selbst wurde schon 
in der vorhergehenden Abhandlung §.15 und §. 22 auseinandergesetzt; hier aber werden wir 

dasselbe von einem viel allgemeineren Gesichtspunkte ableiten und uns iiberzeugen, dass die 

dort bemerktc Eigenthiimlichkeit und Gesetzmassigkeit eine unmittelbare Folge der linearen 

Approxiruationsrnethode sei und iiberall auftaucht, wo man dieselbe anwendet. 
Gehen wir von der beim dritten Gliede abgebrochenen Entwickelung von F[xr -fa"', a) aus: 

(97) F(x,. + od , a) = F(xr a) + x'. F (xr, a) + -1-. x'2F" (xr P x ») 

in der wieder xr
J

rpx eine zwisclien xr und <p (a) fallende Mittelgrosse ist, und bilden wir durch 
lieses Ausdruckes die Gleichung: 

F(xT, a) + x'. F (xr , a) + — x'2. F" (xr -j- p x' , a) = 0. 

gleieh Null Setzen dieses Ausdruckes die Gleichung: 

(98) 

Dieselbe ist erfiillt, wenn man anstatt x' seinen exacten Werth p(a) — xr setzt. Beim 

linearen Approximationsverfahren sucht man nun diesen exacten Werth der Correction x 

nicht, sondern begniigt sicli mit der Auflosung einer Gleichung des ersten Grades, die hier die: 

(99) F(xr, a) + uF'[xr, a) = 0 

bb- 
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212 Ignaz Ileger. 

sem mag Sie ist von der richtigen dadurch vcrsehieden, dass F' {xrl a) an die Stelle 

von F' (xr
J

rpx, a) gesetzt wird, und cs wurde desshalb aueh die in ihr erscheinende Unbe- 

kannte zum Untersehiede von x mit u bezeichnet.   Man zieht aus ihr den Werth: 

(100) u 
F (xr , a) 

F' (xr , a) 

welcher von der richtigen Correction x' verscbieden ausfallt und zu xr hinzugefugt den Aus- 

druck xr + u liefert, der abermals von dem exacten Wurzelwertbe <p(a) differirt und einer 
ferneren Correction x" bedarf. Dieser Vorgang wurde von Newton angewendet, unterliegt 

aber dem TJbelstande, dass man nur unter gewissen Bedingungen sich dem walrren AVurzel- 
werthe <p(a) fortwahrend n'ahert, in der Mebrzahl der Falle sicb aber davon cntfemt. Diese 

Bedingungen sind von Fourier zuerst genau angegeben worden. Es foigt hieraus, dass die 
auf diesem Wege gefundenen unendlicben Reihen bisweilen gegen <p{a) convorgiren, sehr 

oft aber divergiren oder gegen eine andere Wurzcl convergiren. Hier, wo nocb uberdies 

eine Buehstabengrossc a erseheint, ist dieses Verhalten der Reibe fiir vcrscbiedene Werthe 
von a cin verschiedenes. Wir baben aber die auf die ConA^ergenz oder Divergonz Bezug 

habende Frage bereits beantwortet und wollen bier einen anderen Punkt erortern. 
Denkt man sich in der Grleichug (98) x durch den gleichgeltenden Werth u + x" ersetzt 

und dabei auf die Relation (99) Btieksicht genommen, so erhalt man: 

(101) 

folglich: 

'1021 

F (x,., a). x" -L —F" (xr +• p x', a). xri — 0, 

F"(xr -f px  , a) 

2F' (xr, a) 
— X 

Man kann jetzt voraussetzen, die Entwickelung der Giiedersumme x,. sei so weit vorge- 

schritten, dass sich dadurch die Wurzcl cp (a) der Grleichung F(x, a) = 0 von alien Wurzeln 
der zwei derivirten (lleichungen: F'(x, a) = 0 und F" (x, a) = 0 unterscheidet, dcnn jene 

Falle, bei welchen man selbst bei der ins Unendliche fortgesetzten Entwickelung gar nie zu 
diesem Punkte gelangt, weil in den zwei Functionen F(xra), F' (x, a) oder in den beiden 

anderen F(x,a)} F" (x, a) ein x enthaltender Factor gemeinschaftlich erseheint, wird man 
ohnehin, sobald man sie als solche erkennt, alsogleich durch Sonderung und gleich Null 

Setzen dieser Faetorcn viel leichter behandeln. Die unmittelbare Folge dieser Voraussetzung 

ist, dass die Anfangsgliedcr der beidenSubstitutionsresultate F' (xr, a) und F" (x,.-f px, a) voll- 
kommen bestimmt sind und aueh im weiteren Verlaufe der Bechnung, boim Zunehmen der 

Grliederzahl r ungeandert bleibon; namentlich ist das Anfangsglied des unbestimmten Substi- 
tutions res ultates F'' (x,.-irpx', a) genau dasselbe, wie boi dem bestimmten F"(xr}a). Dass dem 

wirklich so sei, ist leicht einzusehen, derm wiirden hinzugefiigte Glieder einer spateren Rang- 

ordnung noch auf die Anfangsgliedcr der aus F' (x,a) und F" (x,a) hervorgehenden Substi- 
tutionsresultate einen Einfluss nehmen, so rmisste demnach aueh durch eine zweckm'assige 

Wahl dieser hinzugefugten Glieder cine Reduction auf Null in den Anfangsgliedern der Sub- 
stitutionsresultate herbeigefuhrt werden onnen, und folglich xr, der gemachten Voraussetzung 

der derivirten Grlei- zuwider, einen Bestandtheil dor geordneten  Entwickelung einer Wurze 
chungen darstellen. 
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Auflosungsmethode filr algebraiscioe Buchstabengleicliungen etc. 213 

Bezeicknen wir nun die unveranderlichen Anfangsglieder der Substitutionsresultate, die 

aus F'(x,a) und F"(x,a) bervorgeben, beziebungsweise mit f^'a^'und !jpr/" a
%/<, das Anfangs- 

%  so findet man aus der (102) das Anfangsglied glied von x aber mit hr+ia^+ 

von x" in folgender Form: 

%r+l     
~<T7a 

X    =• £>>3 
>J_aW -BUtp' + iMr 

u nocb nothwendige Aus dieser Gleichung ist ersichtlicb,   dass die am Ausdrucke x, 

Correction x" nur bci dem mit dem Exponenten 3L/— 3 §1' + 2§lr versebenen Grliede und den 
darauffolgenden ausgefiibrt werden miisse, alio vorhergebenden aber unge'andert bleiben. Ent- 

F (x , a) 
wickelt man daher den Quotienten u — —-f—- in eine geordnetelieihe, aber nur bis exclu- 

F  (xr, a) ° 

sive dem Grliede, welcbes den Exponenten Sl2" — 3SI' + 2Str besitzt, so hat man eine Gruppe 
von lauter richtigen P^olgegliedern, an denen keine Correetion mehr anzubringen ist. Diese 

Eigenscbaft wurde sebon friiber bewiesen, findet aber hier ihre eigentliche und allgemeine 
Begriindung. 

III. Bestimmung der Asymptoten  bei Curven von ciafachci- Kriimmung. 

§. 10. 

Es gibt wohl kcin geeigneteres Mittel, um analytische Wahrheiten zur klaren Einsicht zu 

bringen, als gcometriscbe Betraclitungen. Dieses Mittel leistet aucb hier wesentlicbe Dienste 

und verbreitct iiber das Auseinandergesetzte ein belles Licht. AVir haben schon im Vorher- 
gebenden von diescm Mittel zu wiederholten Malen Gebrauch gemacht. Hier finden wir es 

noch fiir zweckmassig, eine Anwendung der hier erortcrtcn Auflosungsmethode auf ein Pro- 

blem der analytischen Geometric in Kiirze zu erwahnen. 
Eine jcde Buchstabengleichung mit nur zwei Buchstabengrb'ssen bat eine geometrische 

Bedeutung. Denkt man sich n'amlich die unabh'angige Grosse a als Abscisse, die abh'angige x 
als Ordinate eines Punktes auf der Ebene, so entspricht der Gleichung selber eine krumme 
Linie von einfacherKriimmung. Allein aucb alio bier erw'ahnten Auflosungsmethoden erhalten 

eine geometrische Bedeutung, indem sie gewisse Eigenschaften dieser krummen Linien auf- 

decken. Die absteigende Entwickelung der Wurzeln, welche vorziiglich fiir schr grosse 

Wertlie der Grosse a sich als massgebend erwiesen hat, gibt Aufschluss iiber den Verlauf 

der Curve im Bereiche sehr grosser Abscissenwerthe. Die Bestimmung der Anfangsglieder fiir 
diese Entwickelungsform  liefert die Asymptoten  der Curve im Bereich c uncn dlicl l grosser 
Abscissen.   In der That driickt die einfacbe Gleicl 
und a stattfindenden Zusammenhang genau aus, 

mug x = h0a^ zwar nicht den zwischen x 
aber unter alien Gleiehungen von dieser 

einfachen Form x = ha^ ist sie diejenige, welche fiir ins Uncndliche wachsende oder abneh- 

mende a, d. h. fiir a= + oo der Wahrbeit am nachstcn kommt, denn jede noch so Heine am 
Exponenten c0 oder dem Cocfficienten ka angebrachte Anderung vergrossert den Werth des 

Substitutionsresultates ^p0 fiir a= ± oo, wie im Vorhergelienden ersichtlicb ist, und vermehrt 
daher die bestehende Unrichtigkcit. Delnit man daher den Begriff der Asymptoten aus auf 

solche einfacbe Curven, die die Eigenschaft besitzen, im Bereiche des Unendlichen dem wirk- 

licben Curvenaste so weit nahe zu kommen, dass eine fernere Ann'aherung nur durch Grossen 
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214 Ignaz liege r. 

mederer Ordnungen herbeigefiilirt werden kann, obnc dabei die Eigenschaft der unbegrenzten 

Annaherung der Asymptote gegen den Curvenast als eine wesentliche mit in den Begriff auf- 

zunehmen; so ftihrt die Bestimmung der Anfangsglicder bei der absteigenden Entwickelung 

zu den Asymptoten der Curve, die im Bereiche unendlicli grosser Abseissen iiegen. Sie lassen 

sieh in drei Kategorien tlieilen, je nachdem in der asymptotischen Gleichum ig: 

X: hna^ 

der Exponent £0 positiv, gleich Null oder negativ ist. Die mit positivem c0 versehenen 

Asymptoten sind paraboliscli oder geradlinig, und zwar, wenn ?0>1 ist, sind dieselben 
Parabeln bb'lierer Ordnungen mit der Abscissenaxe als Axe; fur c0= 1 gerade Linien, die mit 

der Abscissenaxe einenWinkel einscldiessen, dessen trigonometrisclieTangente h0 ist, gewisser- 

massen eine Parabel der ersten Ordnung; endlich, wenn £0 zwischen 1 und 0 liegt, abermals 
Parabeln der zweiten oder hoheren Ordnungen, denen jedoch die Ordinatenaxe als Axe ange- 

hort. Alle diese Asymptoten der ersten Kategoric haben die Eigenschaft, dass mit derAbscisse 

auch die Ordinate ins Unendliche wachst. 

Die mit £0 = 0 versehenen Asymptoten stellen eine zur Abscissenaxe par allele 

O e r a d e dar. 
Die mit ncgativem £0 versehenen Asymptoten sind Hyperbeln der ersten oder einer 

hoheren Ordnung, welche sich beim fortw'ahrenden Wachsen der Abscissenaxe unbegrenzt 
n'ahern. 

Entwickelt man die bctreffenden Wurzeln in mehreren Anfangsgliedern xr und namentlich 

so weit, bis man mindestens alle mit positiven Werthen von c, den gleich Null mit einbegriffen, 

erschopft hat, so dass nur die mit negativen Exponenten versehenen Folgcglieder unentwickelt 
bleiben, so erhalt man dieGleichungen dor Asymptoten im engeren Sinne dcs Wo rtes, 

d. h. die Gleichungen jener von der Curve selbst differirenden Linien, welche die Eigenschaft 
besitzen, sich dem betreffenden Curvenaste beim fortwahrenden Wachsen der Abscisse unbe- 

grenzt zu n'ahern, ohne wirklich zusammenzufallen. Diese Entwickelungswcise aller mit posi- 

tiven £ und dem c = () versehenen. Glieder ist insbesondere dann massgebend, wenn die 
Anfangsgleichung die folgende war: x0 =h0a, also wenn c0 = 1 ist und wenn dieses Anfangs- 

g-lied zweien oder mehreren Wurzeln gemeinschaftlich ist, denn sie wird dann zur Entschei- 

dung bringen, ob das nachstc Folgeglied ^a1 einen positiven und gebrochenen oder 

den Werth $t = 0 oder einen noch kieinercn besitzt. Ist f, gebrochen und positiv, in 
welchem Ealle eine Gruppe von zweien oder mehreren Wurzeln diesen Werth von ^ besitzen 

muss, so bedeutet die Gleichung x — h0a + h^a1 offenbar eine Parabel, deren Axe eben die 

Gerade x = k0 a ist und mit derAbscisse einenWinkel einschliesst, w'ahrend im cntgegen- 
gesetzten Falle: ?: = 0 die Asymptote wirklich oine Gerade ist und bleibt, nur dass sie nicht 

mehr durch denAnfangspunkt hindurchgeht, sondern zur friiheren x—h0a parallel jetzt die 

Ordinatenaxe in einer Entfernung hx vom Anfangspunkte schneidet. 
Die Asymptoten im engeren Sinne des AVortes lassen sich daher in drei Classen 

eintheilen: 

1. parabolische, und zwar erstens mit einer zur Abscissenaxe parallel en 
Axe, wenn £0 positiv und grosser als Eins ist, zweitons mit einer schief stehenden 

Axe, wenn £0==1 und ft gebrochen positiv ist, clrittcns mit einer verticalen Axe, die 

zur Ordinatenaxe parallel ist, wenn £0 positiv und kleiner als Eins, somit gebrochen ist. 
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Awfl'osungsmethode filr algebraische Buchstabengleicliungen etc. 21, 

2. Geradlinige, und zwar bald horizontalc, bald schiefe, jc nachdem £0 = 0 oder 
£0 = 1 und ?i= 0 ist. Zu den horizontalen geradlinigen Asymptoten konnen fiiglich auch jene 

gerechnet werclen , deren £0 einen negativen Werth besitzt, wenn man annimmt, dass dem 
Gliede k0a^o nocli ein verschwindendes Glied ha° vorangeht, in welchem &=0 ist, und 

bedenkt, dass sic nur einen speciellen Fall der horizontalen geradlinigen Asymptoten dar- 

stellen, denjenigen n'amlieh, wo sie mit der Abscissenaxe zusammenfallen. 

3. Hy perb olis eh e. Diese konnen jedoch im Grande nicht als eine eigene Classe darge- 
stellt werden, sondern erscheinen vielmehr als die welter getriebene Annaherung der gerad- 

linigen Asymptoten. Sie konnen entweder die Abscissenaxe selber oder eine zu ihr parallele, 
oder endlich eine schiefe Gerade als Asymptote besitzen. 

Bei alien Asymptoten mussen die Cocfficienten h, die darin erscheinen, re ell e Zahl- 
werthe haben, well nur in diesem Falle ihnen eine geometrische Bedeutung zuerkannt werden 
kann. Im agin are Wertlie der Cocfficienten h in den asymptotischen Gleichungen deuten 

vielmehr darauf hin, dass die entsprechenden Aste der Curve im unendlichen Bereiche der 

Abscissen nicht mehr erscheinen und in diesem Sinne die Curve eine geschlossene sei. 
Will man ferner nicht der Gefahr ausgesetzt sein, reelle Asymptoten fur imaginare Curven- 

aste zu finden und solehergestalt in Beziehung des Gesehlossen- oder Nichtgeschlossenseins 

der Curve in einen Irrthum zu gelangen, so ist man genotliigt, die Entwiekelung der Wurzeln 
selbst tiber die Anfangsglieder und iiber die mit positiven Exponentcn | und dem speciellen 

£=0 versehenen Glieder hinaus fortzusetzen, sobald eine Gruppe von mehrercn Wurzeln diese 
Glieder gemeinschaftlich besitzt, und zwar so lange, bis die vollstandige Isolirung der ein- 

zelnen Wurzeln dieser Grup])e erfolgt oder die vollige Gleichheit der nicht trennbaren erwiesen 
ist, weil man nur in diesem Falle die voile Uberzeugung hat, dass in den sp'ateren Folge- 

gliedern imaginare Werthe der Cocfficienten nicht mehr auftauchen konnen, wenn sie in der 

entwickelten isolirenden Gliedersummc nicht erscheinen. 
Die abateigende Entwiekelung fu'hrt in der angegebenen Weise zu alien Asymptoten, 

welche im Bereiche unendiich grosser Abscissen veriaufen, aber keineswegs zu denen, welche 
im Bereiche endlicher Werthe der Abscisse vorhanden sind. Man konnte zwar auf cinem 

Umwege audi zu diesen gelangen vermittelst der absteigenden Entwiekelung, indem man 

die beiden Buchstabengrossen a und x ihre liollen vertauschen 1'asst,  a als die Unbekannte, 

x aber als cine unabhangige Grosse betrachtet. Dieser Weg ist audi meines Wissens bisher 
emzig und  allein  befolgt  worden, wie in Crammer's „Introduction a l'analyse de lignes 
courbes algebriques'' zu ersehen ist. Man kann aber audi auf einem directen Wege und ohne 
diese Vertauschung der Unbekannten zum Ziele gelangen vermittelst der Bestimmung der in 

den Wurzeln erscheinenden Nenner und der-aufsteigenden Entwickelungsweisc. Dieser Vor- 

gang wurde zuerst von Petzval angegeben. In der That, soil fur endliche Werthe a von a 
x einen unendiich grosscn Werth erlaugen, so muss die aufstcigend nach Potenzen von 

eordnete Entwiekelung mit  cinem Anfangsgliede  beginnen,   desscn 60 negativ ist, a- •a s 

d. h. die Wurzel mit a—a oder einer Potenz dieser Grosse im Nenner versehen sein. Man wird 
daher nach der im Vorhergehenden angegebenen Weise durch gleich Null Setzen des mit der 

hochsten Potenz von x verknupften Cocfficienten Am und Auflb'sung dieser Gleichung nach a 

alio jene speciellen Werthe von a ermitteln, welche ciner Grosse (a — a) im Nenner einer oder 
mehrerer Wurzeln angehoren.   Einem jeden solchen Werthe a entspricht eine Gleichung: 
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216 Ignaz Heger. Auflosungsmetliode fiir algebraisclie Buclistabengleichungen etc. 

also eine verticale zur Ordinatenaxe parallele gerade Linie, die sicb fiir fortwahrend wachsende 

Werthe von x1 far x= ± oo einem oder mebrercn Curven'astcn unbegrenzt n'ahert. Denkt man 

sich n'amlich die betreffende Wurzel x aufsteigend nacb dieser Grosse a — a entwickelt, so 

reducirt sich der Werth dieser Reihe beim Convergiren von a gegen a immer mebr auf den 

des Anfangsgliedes: 

x0 = h0 (a — a) ~k 

welcbes einen ins Unendliche zunehmenden Werth erh'alt. Setzt man zuvorderst a — « = a 
und ertheilt dem a einen sebr kleinen positivenWerth, der gegen Null convergirt, so erlialt 

dieses Anfangsglied offenbar das Zeichen von h0 aber einen sebr grossen numerischen Werth 

und die Gerade a = a ist von dem entsprechenden Curvenaste in der Richtung der Abscissen- 

axe nur um eine sehr kleine Grosse entfernt, die beim fortwahrenden Abnehmen von a stets 
kleiner und kleiner wird und der Null beliebig nabe gebracht werden kann. Ertbeilt man nun 
dem a einen sebr kleinen negativen Werth und l'asst diesen abermals gegen Null convergiren, 

so besitzen die entsprechenden Ordinaten x gleichfalls sehr grosse Werthe, aber jetzt entweder 
das Zeichen von h0 oder das entgegengesetzte, je nachdem k eine gerade oder ungerade ganze 

Zahl ist. Fiir gebrochene Werthe von k kann das Anfangsglied x0 imaginar werden. Dies 

geniigt, um einzusehen, dass die Gerade a = a\ und zwar bald nur in einer, bald in beiden 
ihren Richtungen ins Unendliche nach auf- und abwarts verlangert, eine gerade Asymptote zur 

Curve 1st. 
Die Gleichung des Anfangsgliedes der aufsteigenden Entwickelung x0 = a0(a — a)~k oder 

die aus einer Gruppe von zweien oder mehreren Anfangsgliedern gebildote, selbst daher gleich- 

falls eine und zwar hyperbolische Asymptote dar und gibt iiber die Curvenaste genauere 

Aufschlussc. 
Man sieht hieraus, dass alio Asyniptoten, die im endlichen Bereiche von a liegen, 

geradlinige und bei weiter getriebener Annaherung derselben hyperbolische sind. 
Hiemit ist also die Bestimmung der Asymptoten geschlossen. Man sieht, dass die 

Bestimmung aller Asymptoten bei einer algebraischcn Curve eines beliebig bohen Grades auf 

eine sehr einfache Weise und niit Hilfe verhaltnissmassig sehr einfacher Rechnungen bewerk- 

stelligt werden konne, und hiemit ist eine der wichtigsten Anwendungen der bier auseinander- 
gesetzten Auflosungsmethoden in dem Gebiete der analytischen Geometrie dargethan. 
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