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Untersuchungen iiber die Unstitigkeit der Geniige leistenden Functionen.

L. Bestimmung jener speciecllen Werthe «,efiir welche die Entwickelung der Wurzeln
in Form eciner nach Potenzen von a—a atifsteigend geordneten Reihe vermittelst der
Mac-Laurin’schen Formel ndcht bewerkstelligt werden kann.

1.

7

Bekannﬂieh lIisst sich jede IFunctionSeiner einzigen Variablen ¢ in eine Reihe entwickeln
von der folgenden Gestalt:

(1) F(@) =F(@) $F (@) (@) + - (@) . (a—aF + ...

Diese Reihe ist unter detn Namen der Mac-Laurin'schen bekannt. Sie bildet ein sehr
wirksames Mittel, um Dbeliebige explicite oder implicite Functionen darzustellen. Sie kann
auch dazu verwendet werdén, diec Wurzeln einer hoheren algebraischen Buchstabengleichung
zu entwickeln. Der hierbér cinzuschlagende Weg wire folgender:

=0

sei die gegebene Gleichung, in der die zwei Buchstabengrossen z und @ erscheinen, also P
eine Funection dieser zwel Grossen. Man denke sich nun anstatt « die Geniige leistende Ifune-

tion ¢(a) substituirt und dadurch /’in eine Function der cinzigen Grisse e verwandelt, die
jedoch identiseh Null ist; so ist es verstattet, [” beliebig oft nach der Grosse a zu diffe-
rentiiren und auf solche Weise eine belicbige Anzahl neuer, gleichfalls identischer Gleichungen
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daraus abzuleiten. Man crhilt, von folgender bequemerecn Bezeichnungsweise Gebrauch

machend :
2) apP _p ar _p d?P:P,, &P _p @p _p 51’“1) = A7)
da ’ da 7 da? ! dwda ") dg? Sk dar das (s)
) dx d2z dra
(3) — = |, - =" .. —— = x®
da da* dar

dic Reihe identischer Gleichungen:

=_P
=Py TP
(4) 0=Pao" +P'2*+2Px+P,

0 ="ua" +3P"x+ D))" - P"2*+ 38 x*+ 3P ¢+ P,
0= P aV4(P'a'+P))x"-3P 2" Z6(P"x*4-2Px + P,)x" -+
+ PVt 4P w5+ 6P 24P, 4 Pry
wobei aber stets unter z, &, 2, ... die Geniigeé leistende Ifunction ¢ (@) und ihre successiven
Differentialquotienten zu verstchen sind.

Will man die Entwickelung von z yornehmen, aufsteigend geordnet nach Potenzen der
Grosse a-—a, unter « cinen ganz beliebigen Zahlwerth verstanden, so ktnnen diese Gleichun-
gen zur Bestimmung der Coéfficientesi dienen, die darin erscheinen. Bezeichnet man ndmlich
mit x, x, x",... P, ¥, P, P", P/, 8,,... dagjenige, was durch die Substitution o=« aus
z, %, 2. JPOPIR PP P Bervorgeht, 'we also x, ¥, . ..,'P, PP .00 bestimmnite
Zallen bedeuten, weil « eine solche ist; so hat man einerseits zufolge der Mac-Laurin’schen
Formel:

(5) x =% + x' (@a—a) -| i»x”(a- )

andererseits aber:

fp
0=Px+P, :
(6) 0 = Px” 1+ P'x® - 2P/x'+ P,

0 =" x" +3"x+P))x" +P"x® L3P/ x*+3P,/x+P,
0 =PxV+4P"'x+P)x"+3P" x?+6(P"x*+2P"x +P,x"+
PV AP RGP I L AP P

denn die Gleichungen (4) sind fiir jedes @, also auch fiir @« =« erfiillt. Diese letzteren
Gleichungén (4) sind identisch erfiillt, wenn man sich anstatt z die Geniige leistende Fune-
tion ¢ (@) gesctzt denkt. Sie konnen aber auch als Bestimmungsgleichungen fiir dic in den-
selbensund in der (5) crscheinenden Grissen x, x, x’, x",... beniitzt werden, wenn man
x unperithrt lisst und die an ithr vorzunehimende Substitution ¢ = ¢ nur anzeigt, durch Ver-
wandeln von z, #, 2’,... in x, X, x”,... Die erste derselben, dic P =0 nimlich, enthilt
dann cine cinzige Unbekannte x und liefert fiir dieselbe entsprechende Zahlwerthe, und zwar
deren mehrere, weil sic vou hoherem Grade ist. Jeden dicser Werthe kann man als erstes
Glied von « erwihlen und dazu die Folgeglieder suchen. Diese Folgeglieder ergeben sich aus
den iibrigen Gleichungen, indem diese die Gréssen x/, x’,... bestimmen. Da der Zahlwerth
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von x durch die erste Gleichung bestimmt ist, so kann man sich durch Substitution dieses
Werthes anstatt # die Grossen I, P, P, P', P ,... in Zahlen verwandelt denkerf Dic
zweite Gleichung dient nun zur Bestimmung von x' und lefert einen cinzigen Werth fifr diese
Grosse. Diesen Werth kann man nun in die dritte Gleichung setzen uwnd verwgndelt sie
dadurch in eine Gleichung des ersten Grades nach x” mit vollkommen bestimmten Cgéfficienten.
Sie liefert daher cinen und zwar einen einzigen Werth fiir x”. Auf gleiche Weis@ erhiilt man
aus der vierten Gleichung den Werth von x, aus der fiinften jenen von x*V u.g’w. Substituirt
man diese gefundenen und zusammengehirigen Werthe von x, ¥/, x,... in di¢ Formel (5), so
crgibt sich x in der verlangten Gestalt. Weil nur die erste der Gleichungen (6) von hoherem
Grade ist und fiir x mehrere von einander verschiedene Werthe liefert, wihrend dic folgenden
Gleichungen, alle dem ersten Grade angehirig, zu einem bestimmten x ntir eine einzige Reihe
zugehdriger Werthe fiiv x', x”, x,... liefern, so ist es ersichtlich, dass diese Entwickelungs-
weise zu allen Wurzeln der Gleichung fithren kiénne, wenn man der Reihe nach alle verschie-
denen Werthe von x erschopft und zu jedem derselben die zugehorigen x', x”, x, . .. sucht.

Dieser Entwickelungsgang findet meistentheils in solcher Weise Statt. Iis gibt jedoch
Fille, d. h. speeciclle Werthe von ¢, fir welche diese Entwickelung zu ecigenthtimlichen
Krscheinungen fiihrt:

Lrstens kann es sich treffen, dass die Gleichung P2=0 nicht die geniigende Anzahl
von Werthen fiir x liefert, sondern deren weniger. Die ugpimittelbare Folge hievon ist, dass
nicht alle, sondern nur cinige der Geniige leistenden Functionen ¢ () erhalten werden.

Ziweitens. Es kann sich ereignen, dass irgend eine der darauffolgenden Gleichungen
in (6), welche zur Bestimmung der Grissen x/, x"g .. dienen sollen, diesen Zweck nicht
erfiillt,” sondern im Gegentheile einen Widerspruch®aufweist, wodurch gleichfalls die Anzahl
der brauchbaren Werthe x und mit diesen die Angahl der Wurzeln verringert wird.

Diesem Verluste einer oder mehrerer Wurgeln ldsst sich zwar stets durch eine geeignete
Wahl von 2 vorbeugen, weil die erwiihntew Erscheinungen nur fiir ganz bestimmte und
specielle Zahlwerthe eintreten konnen; allgin fiir unseren Zweck haben vorzugsweise cben
nur diese speciellen Werthe o praktische Bedeutung, weil sie iiber wichtige Eigenschaften
der Geniige leistenden Funetionen Aufsehluss geben, wihrend die aufsteigende Reihenent-
wickelung fiir alle anderen Werthe vofi ¢ von uns niemals eingeleitet wird, da sie keine
Durchsichtigkeit gewithrt. Es ist demnach jene bekannte aufsteigende Reihenentwickelung, wie
sie vermittelst der Mac-Laurin’schen Formel bewerkstelligt werden kann, vollkommen unbrauch-
bar fiir unsere Zwecke, und sie ggwinnt erst dann eine praktische Bedeutung, wenn die Mac-
Laurin’sche Formel ihre Wirksamkeit verliert. Dies ist auch der Grund, warnm wir die
aufsteigende Reilienentwickelung von einem viel allgemeineren Gesichtspunkte aus abgeleitet,
die Exponenten von a-—agdin den einzelnen Entwickelungsgliedern nicht auf die ganzen
positiven Werthe: 0, L, 2,3, 4, .... beschrinkt, wie dies bei der Mac-Laurin’schen Formel
in der That geschicht, sendern, ohne iiber ihre miglichen Werthe irgend eine Annahme zu
maclien, dieselben vielgiehr erst gesucht haben.

Die vermittelst der Mac-Laurin'schen Formel eingeleitete Entwickelung haben wir hier
nur desshalb in thren Grundziigen angedeutet, weil wir dadurch Gelegenheit finden werden,
jeme fiir uns wichtigen speciellen Werthe # zu ermitteln. Wir wollen daher den Entwicke-
lungsgang nochmals aufmerksam durchgehen und die Bedingungen erdrtern, unter welchen
auf die cine oder anderc Weise eine oder mehrere Wurzeln verloren gehen.

Denkschriften der mathem.-paturw, 1. XITI. Bd. Abhandl. v. Nichtmitgl.
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g 2.

Richten wir zuviérderst unsere Aufmerksamkeit auf die evstefder Gleichungen (6), auf
die P—0 niamlich. Fiir die bisher untersuchte Gattung algebraisclier Gleichungen, dic in der
Form

S[Ha x| =0

oder in der:
(7) A"+ A4, a4 ... + A + A, =
erscheinen, besitzt diese Gleichung die specielle Gestalg:
AR =R 3" T X Fet. A s A =0,

Wir wollen nun die Frage aufwerfen: In welehen Fillen, d. h. fiir welche speciellen
Werthe o liefert diese Gleichung weniger als 77 von einander verschiedene und endliche
Werthe fiir x. Diese Frage beantwortet sich mit Leichtigkeit. Die Anzahl m der Anflssungen x
kann aunf eine zweifache Weise vermindert wgrden:

Erstens dadurch, dass A, und vielleicht auch A,_,, A, _.,.... nimlich die Coéffici-
enten der hehsten Potenzen von x zufillig den Werth Null bekommen, und

Ziweitens dadurch, dass nnter den Wurzelwerthen x zwei oder mehrere gleiche
vorkommen.

Die Werthe o, welche eine Verminderung der Anzahl m der vou einander verschiedenen
x herbeifiihren, lassen sich demngch in zwei Classen theilen. Die ersteren veranlassen das
Nullwerden von A,, und vielleicht auch von einigen der unmittelbar nachfolgenden Coéfficien-
ten A,, .,
ithr die Anzahl der Wwrzeln x7 Die andern aber belassen zwar die Gradzahl m der Gleichung

A, 5, . ... und verpiindern auf diese Weise die Gradzall der Gleichung und mit

unberiihrt, vermindern abes die Anzahl der von einander verschiedenen Werthe von x durch
das Ierbeifithren wiederkolter Wurzeln. Ausser den erwihnten zwel Gattungen specieller
Werthe « bestehen keige mehr, die eine Verminderung der Anzahl der Werthe x herbei-
fiilhren konnten. Wir sverden nun jede dieser beiden Gattungen eciner genaueren Priifung
unterziehen in Bezwg auf thren Kinfluss auf die aufsteigende Reihenentwickelung vermittelst
der Mac-Laurin’sclien Formel.

Die zur ersten Gattung gehorigen Werthe « findet man durch Nullgetzen von 4, und
Auflésung der so erhaltenen Zahlengleichung:

(8) A, =0.

n

Ist der Coéfficient A4,, der hochsten Potenz von « ein a enthaltender Ausdruek, so kann
man digser Gleichung Geniige leisten und die derselben eutsprechenden Wurzeln sind die
gesuclten Werthe o der ersten Gattung. Nur wenn 4, eine bestimmte Zahl ist und gar kein
a enghilt, so ist es nicht moglich ihr Geniige zu leisten, und dann bestehen anch gar keie
Werthe « der ersten Gattung.

Die auf solehe Weise gewonnenen speciellen Werthe von « denke man sich nun in die

A

A,, A, substituirt. Sie verwandeln sich dadurech in bestimmte

Coéfficienten A
Zahlen: 0, A
sich jedoch auch ereignen, dass mit A,,, auch A, , und wohl noch ecinige der niichstfolgenden

m ) g—I el 0 O 80

A, A, In der Regel wird A, _; von Null verschieden sein: es kann
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Coéfficienten fiir @ =« verschwinden. Durch diese Substitution gewinnt man dic GGleichung

P=0 in der Gestalt:

(9) A x™ VA "2 L A XA =0
oder in der:

(10) ;X,X’—‘—A,_IX’_I—!—- 3 -—I*—AXIX—'—A\O:O.

Diese Gleichungen liefern die Werthe von x. Da sie aber uieht vom Grade #, sondern von
niedrigerem : m—1, oder » sind, so erhidlt man aus ilmen anstatt m, nuw¥ m—1, oder »
Werthe fiir x. Es sind also dadurch, dass eben jeuer specielle Werth « efwihlt wurde, ein
oder mehrere Werthe x verloren gegangen. Wendet man sich nun zu dendoloenden Gleichun-
gen der (6), die zur Bestimmung von x', x”, . dienen, so sicht man, dass sic zu einem
jeden Werthe x nur eine einzige Reilie zugehoriger x', x”, .. .. liefern, und cs unterliegt
nun wohl keinem Zweifel mehr, dass die vermittelst der Mac-Lagrin'schen Formel einge-
leitete aufsteigende Entwickelung von x in diesem Falle nicht alle m Wurzeln, sondern nur
einige von ihnen zu liefern geeignet sei. Leitet man hingegen diese Entwickelung nach der
allgemeineren Methode ein, die in einer fritheren Abhandlung exponirt wurde, so fiudet
man alle m Wwrzeln. Unter diesen finden sich jene, welclic die Mae-Laurin’sche Formel
lieferte, in genau dersclben Gestalt wieder, aber auch dieftibrigen die sie verweigerte. Es
zeigt sieh, dass diesec Wurzeln nicht mit cinem von a—=<i freien Anfangsgliede x, sondern
wmit einem Gliede beginnen, welehes einen negativen Exponenten trigt, also mit einem Gliede
von der Form %, (¢—a)~* und uun ist der ecigentliclie Grund, warnm die Mae - Laurin’sche
Formel diesclben micht liefern konnte, unmittelbas® ersichtlich. Die verlorenen Wurzeln .
besitzen ndmlich (¢—a)* im Nenuer und lassen sich demmach nicht mittelst der Mae-

Laurin’schien Formel anfsteigend in der Form (5)sentwickeln, wenn man nicht zu unendlichen

Werthen der Grossen x, x', x”,. ... seine Zuflucht nehmen wollte.
Wir schliessen hieraus, dass die Auflosung der Gleichung
A, =0

die Nenner der Geniige leistenden Funetionen ¢ (@) zu liefern geeignet sei, und zwar durch
ein schr einfaches Verfahren. Hat manimlich alle Wurzeln « dieser Gleichung ermittelt, so
braueht man nur fiir jeden solchengWerth # die aufsteigend nach Potenzen von a=a—u
geordnete Reihenentwickelung und naméntlich nur die Bestimmuug der mit negativen Ixpo-
nenten & verselienen Anfangsglieder einzuleiten, um alsogleich Aufschluss zu erhalten iiber
die Art und Weise des Vorkommngens cines solehen Neuners. Bs wird sich dabei zeigen, ob die
Grosse a—a oder eine Poteng derselben als Nemner von ¢ (@) erscheint, ferner. ob dieser

Nenner nur in einer oder in anehreren Wurzeln vorkomnat.

§ 3.
Schreiten wir nun zur Untersuchung der Werthe «, welche der zweiten Gattung ange-
Loren, d. li. welehe gleiche Wurzeln x in der (7) herbeifiihren. Die Bedingung gleicher
Wurzeln ist analytisch ausgedriickt, wenn man zur (7) noch die durch einmaliges Differentiiren

nach x abgeleitete Gleichung:

m

(11) P=md, '+ m—1)A4, 2 +...+4,=0
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hinzufiigt. Durch diese Bedingung ist gleichfalls meistentheils der Werth von o hestimmt,
denn es liegen nun zur Bestimmung der zwei Grissen & und ¢ zwel Gleichungen vor. Die
aus diesem Systeme von zwei Gleichungen gezogenen Werthe vonge sind cben die Werthe «
der zweiten Gattung. Ausnalimsweise kann es sich wohl treffen, sdass diese zwei Gleichungen
den Werth von @ nicht als cine bestimmte Zahl feststellen, weif es geschehen kann, dass ein
a und x enthaltender Factor in beiden gemeinschaftlich erselieint. Es wiirde dann gentigen,
diesen gemeinschaftlichen actor der Nulle gleichzusetzen, dim beide Gleichungen zu erfiillen,
und es gibe dann unendlich viele Werthe «, welche gleighe Wurzeln herbeifithren. Zufolge
der Ableitungsweise der zweiten Gleichung jedoch kannsein soleher gemneinschaftlicher Factor
nur dann erscheinen, wenn derselbe in der (7) zweimal existirt, also nur dann, wenn die
gegebene Gleichung P> =0 gleiche Wurzeln = besitat, und es darf daher nicht Wunder neh-
men, dass gelegentlich fiir ganz beliebige Werthe # gleiche Wurzeln x bestehen. Naeli-
dem nun gezeigt wurde, wic dic Werthe « dér zweiten Gattung durch Auflésung ecines
Systems von zwei Zahlengleichungen gewonnen werden, wollen wir jetzt den Gang der
Reclmung verfolgen, wie er sich bei der adfsteigenden Lntwickelung nach einer solehen
Grosse a=a—na vermittelst der Mac- Lagrin'schen Formel ergibt.

Die Ermittelung von x aus der DP&=0 bietet nichts Anstossiges, denn wenn gleich
nicht m von einander verschiedene Werthe dafiiv gefunden werden, so sind den-
noch gewissermassen alle m Auflssungen x reprisentirt und es ist bis jetzt wenigstens noch
immer moglich, dass wirkliech m d@ufsteigend geordnete Reihen fiir « erhalten werden.
Wenden wir uns nun zu den nachfolgenden Gleichungen der (6), die sonst der Reihe nach
die zu x gehorigen Werthe von x§ x”, . . . geliefert haben. Zufolge der Relation: P'=10 ver-

wandeln sie sich in folgende nege Gleichungen:

) —= l)/
() — I)// Xlz _{_ 2'1’)// X/ N P//
(12) =3[Fs P x +P*z* + 3P %" + 3P x +D,,

0=4FP"x' + P/|x” + 3P"x"” 4 6[P"x? - 2P"x' + P/]x" +
PV L 4P X+ 6P x* 4P, /)x + Py

Wir bemerken, dass alle diese Gleichungen ilire Rollen wechseln, indem jede derselben
nun nicht mehr dieselbe Grisse bestimmt, wie frither, sondern dieses Amt an die nichstfolgende
iibertrigt. $So z. B. bestimmt dic zweite der (6) nun nicht mehr den Werth von x, wic dies
friilier def FFall war, sondern die darauffolgende dritte. Diese wieder hat aufgehort, x” zu lefern,
und dasselbe ist nunmehr aus der nichstfolgenden zu zichen u. s. w. Man bemerkt ferncr,
dass diec zweite der (12) nunmehr nach x’ vom zweiten Grade ist, wihrend die dritte nach
x" gthon wicder dem ersten Grade angehirt. Gleiches gilt von den darauffolgenden, die x”,
x'Y, ... zu bestimmen haben. Auch diese ncue Erscheinung hat nichts Befremdendes, denn da
zwei gleiche Werthe x bestehen, so steht zu erwarten, dass hiezu zwei Werthe x' gehoren, die
wohl meistentheils verschieden sein werden. Zu einem jeden solchen Werthe x” wird daher
nur cine einzige Reihe x”, x” ... gehidren. Dies wiirde also ganz gut zusammenpassen, wenn
nur die erste der Gleichungen (12) nicht noch iibrig wire, nnd die keine wiblbare Grosse
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mchr enthilt, wenn man sich z und @ schon ihrem Zahlwerthe nach durch die (7) und (11)
bestimmt denkt. Diese Gleichung kann daher nur entweder zuféalligerweise erfiill tssein
oder nicht. Ist sic nicht erfiillt, so bestcht ein Widerspruch, der durch keine im endlichen
Bereiche getroffene Wahl von x', x”, x, ... mehr behoben werden kann, und der besagt, dass
keine Reihe von der angenommenen Form (5) bestehe, welche eben dieses erwihlte An-
fangsglied x besitzt. Man wird daher auf dieselbe Verzicht leisten miissen gnd dadurch
so vicle Wurzeln x einbiissen. als gleiche Wurzeln x vorhanden waren. Ist’hingegen die
Gleichung:

2 =

/

zufilligerweise erfiillt, so unterlicgt die wirkliche Entwickelung®in der Regel keiner
Schwierigkeit.

Man ersicht hieraus, dass die durch Auflésung der zwei Gleichungen (7) und (11)
gewonnenen Werthe « nicht nothwendigerweise cine Storung inZder vermittelst der Mae-
Laurin’schen Formel eingeleiteten Reihenentwickelung herbeifithren werden, sondern dass
zur Entscheidung der Frage, ob eine solche Strung cintreten wird oder nicht, der Zahlwerth
P, beriicksichtigt werden miisse. Ist P, von Null verschieden,sso ist der Widerspruch und mit
ihm die Stérung der Reihenentwickelung offen dargethan. Ist aber P,= 0, so bleibt die Frage
vor der Hand noch unbeantwortet. Fragt man nach dem gigentlichen Grunde dieser Stsrung,
welche durch das Nichtmullsein von P, herbeigefiihrt wirdj so mass man sich zu der von cinem
allgemeineren Gesichtspunkte ansgehenden und stets zum Ziele fithrenden Reihenentwickelung
wenden, wie sie frither gezeigt wurde. Dieselbe liefert nun auch die hier verloren gegan-
genen Wurzeln z und es zeigt sich, dass sie wirkdich mit jenem Anfangsgliede x beginnen,
welches als wiederholte Wurzel der (7) auftrat; das unmittelbar darauffolgende Glied ent-
hiilt jedoch a—a erhoben zu einem gebrochenenw’Exponenten 4, 5, 5, ... Is ist auch nunmehr
klar, dass die Mae-Laurin’sche Formel dieses Werthe x zu verschweigen gensthigt war, weil
sic in dieser Form mit endlichen Werthen ven x', x” ... nicht darstellbar sind.

Wenden wir uns nun zu dem anderen’Ifalle, wo P,— 0 ist, wo es also noch unentschicden
bleibt, ob alle m-Wurzeln erhalten werdeh oder nicht, und richten wir zuvirderst die Aufmerk-
samkeit auf dic zweite der Gleichungew’ (12), auf die:

(13) P x* 4+ 9P/ x' + P, =o.

Diese Gleichung wird in derdRegel zwei endliche und von einander verschiedene Werthe x’
liefern und zu jedem dieser Werthe wird dann eine zugehirige Reihe von x”, ', x'V,.... aus
den nachfolgenden Gleichungen des ersten Grades gewonnen werden, so zwar, dass dann das
Auftreten von zwet gleicheh Wurzeln x keinen Verlust an Geniige leistenden Reihen ver-.
anlassen wird. Sobald abgr diese Gleichung des zweiten Grades weniger als zwel cndliche
und von einander verschiedene Wurzeln fiir x' liefert, ist ein solcher Verlust eine nothwendige
oder doch wenigstens miogliche Folge.

Dic Gleichung (13) kann in diesen Ausnahmsfall auf zweierlei Art gerathen:

Erstens: wenn sie vom niedrigeren Grade als vom zweiten ist.

Zweitens: wenn sie gleiche Wurzeln besitzt.

Das Erstere findet Statt:

a) wenn P"=0, P/ aber von Null verschieden ist.
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6) wenn P" =0 und P/ =0, P, aber von Null verschieden ist;
¢} wenn P’ =0, R = 0 und £y, =10, ists
Das Zweite, wenn:
d) P'x’ 4+ P/ =0 ist.
Wir wollen diese vier Falle nun der Reihe nachsberiieksichtigen.
a) s sei P"=0, P/ aber von Null versehieden.

Dic Gleiehung (7) hat in einem solehen Falle mindestess drei gleiche Wurzeln x. Die
aufsteigende Entwiekelung vermittelst der Mae-Laurin’sehen FFormel wiirde daher nur dann
keiner Storung unterlicgen, wenn sie dazu wirklieh drei® verschiedene Reihen lieferte. Die
Gleiehungen (6) sind in diesem Falle folgende:

0=2P'x + P,
(14) 0=3P/x" +P"x* 4+ 3P/x"+ 3P, x' + By
=4P/x"+6(P"x*+2P"x'+P ) 4- P¥* 4+ 4P x*+ 6 P x*+ 4P x4+ Py
und man ersieht aus ithnen unmittelbar, dass nfir einc einzige Reilic von Werthen x/, x”; x
gewonnen werden konne. Die Mae-Laurin’sehe Formel liefert demnaeh statt dreier Wurzeln x
nur eine einzige. Iis unterliegt in diesem Ifalle die Entwickelung stets ciner Storung, und alle
iibrigen Wurzeln, welche durch das Anfangsglied x bezeichnet sind, enthalten eine Lrrational-

grisse {"‘a, welehe denselben die Intwickelbarkeit vermittelst der Mac- Laurin’schen Formel
benimmt. !

b) Ist P" =0, P/ =0 und P, vow Null versehicden, so licgt der Widersprueh in der dritten
der Gleichungen (6) unmittalbar am Tage. s ist dann keine der durel x bezciehneten
Wurzeln in der hier supponirten Weise entwickelbar.

¢) Ist P’ =0, P/ =0, P,=20, so verwandeln sieh die Gleichungen (6) in:

18 0=P"x"4+3P"2° +3P/x'+ P,

(15) 0=06[P"x*+2P/x +P/]x" 4+ PVx" +4P/"x* 4+ 6P, 'x*+ 4P 'x' + Py

Die erste derselben ist meistentheils vom dritten Grade, liefert daher drei Werthe fiir x';
die folgenden sind alfe dem crsten Grade angehirig; man gewinnt daher zu jedem Werthe x’

(=10

eine Reihe von Werthen x”, x,... So oft daher die erste dieser Gleiehungen wirklich drei
verschiedene und endliche Werthe fiir x' liefert, unterliegt die Reihenentwickelung keinerlei
Storung. Gehest aber von diesen drei Werthen einige verloren, entweder dureh Verminderung
der Gradzahléder (leichung oder durch Auftreten gleicher Wurzeln, so kann eine Storung der
Reihenentwickelung eintreten. Die Untersuchung der hiebei migliehen Fille zersplittert sich
in mehrese Theile. Sie ldsst sich jedoeh ohne Sehwierigkeit durchfiibren, wenn man die eben
gefithrten Untersuchungen als Muster beniitzt.

d) Besitzt die Gleichung (13) gleiehe Wurzeln x/, ist also P'x’ + P/ =0, so gestalten

siel die Gleichungen (6) folgendermassen:

O':P/// X/3 + 3 PI// X/z + 3 P”/ X/ + 1)///
(16) 0=3P"x"* 4 6(P"x* 4 2P x'+P/)x" +
4+ PVx"* L 4P/"x3 L 6P x* + 4P X + Py
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Von diesen Gleichungen ist die erste keine Bestimmungsgleichung mehr, deun sie enthilt
nur Grossen, die bereits threm Werthe nach bestimmt sind. Sie spricht eine Bedingungsaus
der nicht mehr durch schickliche Wahl gewisser Griossen eutsprochen werden kann, und sie
kann daher nur zufilligerweise, wird aber in der Regel jedoch nicht erfiillt sein. Das ziifillige
Erfiillt- oder Nichterfiilltsein derselben wird dariiber entscheiden, ob dic aus den Glegichungen
(7) und (13) gewonnenen Werthe x und x' brauchbar sind oder nicht. Ist sie nieht erfiillt,
so ist der Widerspruch offen am Tage und die Mac-Laurin'sche Formel versagt ihre Wirk-
samkeit bei der Entwickelung dieser zwet Wurzeln. Sucht man sich durch dig’ andere allge-
meine aufsteigende Entwickelung fiir diesen speciellen Werth « die Wurzeln @ zu verschaffen,
so gewinnt man durch dieselbe wieder alle Wurzeln, und zwei derselbensbesitzen die zwei
Anfangsglieder x + x' (a—a) gemeinschaftlich, welche die Gleichungen (¥) und (13) geliefert
haben, aber die darauffolgenden Glieder der Entwickelung passen nichtgnehr in die Form (5),
denn sie weisen ein Glied von der Form ha! auf. Es ist nun auchgklar, warum die Mac-
Laurin’sche Formel diese zwei Wurzeln zu liefern ausser Stande isf und warum gerade vom
dritten Entwickelungsgliede angefangen ein Widerspruch in dex’ Gleichungen (6) auftritt.
Man gewinnt zugleich die fberzeugumg, dass der specielle Wewth «, der aus den zwei Glei-
chungen fliesst, unter diesen Bedingungen auf cine in zwei Warzeln erscheinende Irrational-
grésse Va = Va—a den vollkommen strengen Schluss verstattet.

Ist aber die erstc der Gleichungen (16) zufilligerweisé erfiillt, so werden dic tibrigen
Gleichungen in der Regel Werthe fiir x7, x, ... liefern g und zwar deren zwei. Die zweite
Gleichung in (16) ist ndmlich nach x” dem zweiten Grade angehirig und liefert zwei in der
Regel verschiedene Werthe fiir diese Grissse. Die niighstfolgenden Gleichungen dienen dann
wirklich zur Bestimmung der Grossen x”, x'V, ... und sind alle dem ersten Grade angehirig.
Nur wenn die zweite der Gleichungen (16) fiir x” sveniger als zwei endliche und verschiedene
Werthe liefert, findet wieder eine Veriinderung Statt, die auf die Zu- oder Unzuldssigkeit der
Reihenentwickelung Linfluss hat.

Wir erachten es nicht fiir nsthig, den Gang dieser Untersuchungen weiter fortzuspinnen;
das hier Gesagte erweist zur Geniige den Charakter derselben und den eigenthiimlichen
Zusammenhang zwischen den Gleichungen (16).

8. 4.

D

Fassen wir das Irgebniss dieser Untersuchungen kurz zusammen, so gewinnen wir folgende
wichtige Lehrsitze:

1. Die Wurzeln ciner algebraischen Gleichung besitzen, wie jede andere Function, die
Eigenschaft, sich vermittelst der Mac-Laurin’schen Formel nach einer Grisse a==a-—a in
eine aufsteigende Rethe:

entwickeln zu lassen, und verlieren diese Figenschaft nur fiir ganz specielle Werthe ¢, indem
weniger als m Wurzeln der Gleichung erhalten werden.

2. Diese speciellen Werthe von « sind von zweierlei Gattung und werden auch durch
zwei getrennte Untersuchungen gewonnen. Die der ersten Gattung beigezihlten Werthe «




152 Ignaz Heger.

liefern weniger als m Werthe x, indem die dazu dienende Bestimmungsgleichung von niedri-
gercm Grade ist. Man gewinnt sie durch Nullsetzen des Coéfficienten der hischisten Potenz von
2 und durch Auflosung der so erhaltenen Gleichung:

A, =0.

Auf diese Weise kinnen Werthe x und mit ihnen auch die Warzeln « sowohl einzeln als auch
gruppenweise verloren gehen. Der Grund dieses Verlustes ist’die Anwesenheit eines Divisors a
oder a* in den verloren gegangenen Wurzeln, so zwar, dass die Bestimmung der Werthe o der
ersten Gattung den Schliissel bietet zur Auffindung aller in den Wurzeln erscheinenden Nenner.

Die specicllen Werthe o der zweiten Gattung bedingen den Verlust an Wurzeln »
nicht bei der Bestimmung des Anfangsgliedes x, sondern erst bei einem gewissen Folgegliede.
Sie bieten zur Bestimmung des Werthes von x eine-{ileichung des m™ Grades, aber verschen
mit gleichen Wurzeln. Dieselben veranlassen niémals den Verlust einer einzigen Wurzel,
sondern immer einer Gruppe von zweien oder ngehreren solchen. Die zu einer solchen Gruppe
gelisrigen Wurzeln stimmen in einer Anzahl von Anfangsgliedern vollkommen iiberein bis zu
jenem Gliede, bei dessen Bestimmung der Widerspruch auftaucht, ausgesprochen durch eine
iiberschiissige, nicht erfiillbare Bedingungsgleichung. Diese Werthe « haben nebst der Bedingung
gleicher Wurzeln x noch andere Bedingéngen zu erfiillen. Man erhilt sie durch Anflésung

eines Systems zweier Gleichungen:

dr

do ?

P

allein nicht alle auf solche Weise gewonnenen Werthe von ¢ sind wirklich Werthe « der
zweiten Gattung, sondern man hat noch eine bald lingere, bald kiirzere Untersuchung nach-
folgen zu lassen, die die Bestimmung der Folge-Coéfficienten x', x”,... zum Gegenstande hat,
cine Untersuchung, die mit‘der Ermitteluing der mehrfachen Punkte bei einer ebenen Curve
und der Bestimmung der dort stattfindenden Beriihrungsordnung zwischen den verschiedenen
Curvenisten congruent ist. Die Ursache des fiir solche Werthe « eintretenden Verlustes an

?

Wurzeln x ist das Vorltandensein gewisser Irrationalgrissen Vp—a =V (a—a) in denselben. Die
Bestimmung der Werthe o der zweiten Gattung bildet den Sehliissel zur Ermittelung aller in
den Wurzeln der Gleichung erscheinenden Irrationalgrossen.

Wir habeu im Vorhergehenden nicht blos von dewu Storungen gesprochen, auf welche man
bel der aufsteigenden Entwickelung der Wurzeln einer algebraischen Gleichung mit rationalen
Coéfficienten stossen kann, wenn man hierzu die Mac - Laurin’sche Formel verwendet, also
cine Methodé gebraucht, welche bisher die einzige bekaunte war; sondern wir haben auch an
den beziiglichen Stellen die Erwihnung gethan, dass die von uns angegebene und von cinem
allgemeileren Geesichtspunkte abgeleitete aufsteigende Intwickelungsmethode keinen solchen
Zutilligkeiten und Storungen unterworfen sei, ja dass sie cben jene Bestandtheile licfere, welehe
die Wuzuldssigkeit der Mac- Laurin’schen Entwickelungsweise bedingen. Es wurde zwar
bisher diese Entwickelung nicht wirklich vollfiihrt, sondern nur das Resultat derselben ange-
geben und dieselbe auf spiter verschoben, wo von der Bestimmung der in den Wurzeln
erscheinenden Nenner und Irrationalgrossen gehandelt werden soll. Der eigentliche Grund,

warum die von uns angegebene aufsteigende Entwickelungsweise stets zu allen Wurzeln der
Gleichung und in Form von Rethen mit eudlichen Coéfficienten in den Gliedern fiihrt, wihrend

P
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die Mac-Laurin’sche Formel fiir gewisse Werthe o dies nicht thut, sondern entweder gewisse
Wurzeln gar nicht liefert, oder, falls man diesclben sich erzwingen wollte, zu unendlichen Céaffi-
cienten fiihrt, liegt darin, dass der Mac-Laurin’schen Formel die Voraussetzung der Fofm (5)
zu Grunde liegt, mit lauter positiven und ganzen Exponenten von a in den Gliedern, sihrend
unsere Entwickelungsweise auf keiner solchen Voraussetzung berulit, sondern im Gégentheile
die Bestimmung der Exponenten in sich begreift. Da wir also von einer viel allgemeineren
Form ausgehen, in der die (5) als ein sehr specieller Fall enthalten ist, sogbesitzt diese
Methode allgemeine Giltigkeit und fiihrt selbst dann noch zu brauchbaren Formen, wenn
die Mac-Laurin’sche Formel ungiltic wird. Gerade diese allgemeine Galtigkeit unserer
Methode fiir ganz beliebige o verschafft ihr den holien praktischen Werth & weil sie dadurch
Aufschluss zu ertheilen befihigt ist iiber gewisse wichtige Eigenschaften dér Wurzeln, wihrend
die auf die Grenzen der Stetigkeit beschrankte Entwickelung vermittelstder Mac-Laurin’schen

Formel fast ganz ohne Werth bleibt.

II. Bestimmung der in den Wurzeln der Gleichung exgeheinenden Nenner.

Im Vorhergehenden wurde bemerkt, dass die speciellen Werthe o der ersten Gattung
den Schliissel abgeben zur Ermittlung aller in den Wugzeln erscheinenden Nenner.
Iis wurde daselbst gezeigt, dass man durch Auflésung einer Zahlengleichung, die durch Null-
setzen des Codfficienten der hochsten im Gleichungspolynome crscheinenden Potenz von x
hervorgeht, jene speciellen Werthe # finde, welche eine Storung der vermittelst der Mac-
Laurin’scheu Formel ecingeleiteten aufsteigenden Reihenentwickelung bedingen, indem sie fiir
das Anfangsglied x weniger Werthe liefert, alsszufolge der Gradzahl m zu erwarten stehen,
Es wurde dort auch die Bemerkung hinzngefiigt, dass dic von uns gelehrte aufsteigende
Reihenentwickelung diesem Ubelstande nichtdinterliege, sondern alle 7 Auflssungen durch m
Anfangsglieder markire. Unter diesen Anfangsgliedern erscheinen niamlich genau dieselben x,
welche die Mac-Laurii'sche Entwickelunggweise liefert, aber tiberdies noch jene anderen, die
dabei verloren gingen. Diese Letzteren bsitzen die Gestalt £,a~, enthalten also a, erhoben zn
einer Potenz mit einem negativen Expenenten, und es ist nunmehr vollkommen klar, warum
die Mac-Laurin’sche Formel diese Auflosungen verschweigen musste. Da ndmlich der Mac-
Laurin’schen Formel die Voraussetzung zu Grunde liegt, dass die Reihie nur Glieder mit posi-
tiven Exponenten von a enthilt, so'kounten vermittelst derselben offenbar nur jene Auflisungen
gewonnen werden. bei denen digse Voraussetzung wirklich erfiillt war; hingegen alle iibrigen
mussten verloren gehen, bei welchen Glieder mit negativen Exponenten vorkommen. Die von
uns gelehrte Entwickelungspiethode, der keine solche beschriinkende Voraussetzung zu Grunde
liegt, ist daher geecignet,seben jene verlorenen Auflésungen zu liefern und dadurch tiber die
Ursache, warum die MagzLaurin'sche Formel zu einem Verluste vou Auflssungen fiihrt, helles
Licht zu verbreiten. Diese Eigenschaften nnserer allgemeinen Entwickeluugsmethode wurden
dort ohne alle Begriindung angefiilirt, weil wir schon damals die Absicht hatten. dieselbe
folgen zu lassen.

Hier soll nun die Entwickelung nach unserer Methode fiir die speciellen Werthe « der
ersten Gattung wirklich eingeleitet werden. Wir werden aber nicht nur Gelegenheit haben

u
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die frither gemachten Bemerkungen ausser Zweifel zu stellen und darzothun, dass diese
Methode wirklich vor der Mac-Laurin’schen den Vorzug verdiene, weil sie alle Wurzeln der
Gleichung liefert, sondern werden auch aus der Form der neu geswvonnenen Anfangsglieder
einerseits Aufschluss erhalten iiber den wahren Grund, warum die’Mac-Laurin’sche Formel zu
cinem mangelhaften Resultate fiihrt, andererseits aber auch die fiirr uns viel wichtigere Kenntniss
aller in den Wurzeln erscheinenden Nenner erreichen.

Wir werden zuerst die Cogfficienten 4 der gegebenen Gleichung:

(17) PN AR B = S TR B o o e =10

aufsteigend nach Potenzen der Grosse a =—=a-—a entwickeln, wobei o eine Wurzel der Zahlen-

gleichung
(18) A, =0
bedeutet. Dies bewerkstelligt man durch die Substitution:
(19) a= oSt a

in den einzelnen Coéfficienten. Das Resultat dieser Substitution sei:
A, =A, a4 A" a® A, . ...
Ay = A = @ Bl T P A af e

A, =A+ AN+ A2+ A" a8+ ...
= L R el e B T el

Die hier aufgestellte Form der Coéfficienten A4 ist unter allen die hiufigste; es entspricht
nimlich meistentheils dem erstén Coéfficienten nur ein einziger Factor a, withrend alle iibrigen
keinen solchen besitzen. So dange also der gewthnliche Fall stattfindet, # nur eine einfache
Wurzel der Gleichung (18)°ist und fiir diesen specicllen Werth @ =« alle iibrigen Coéffici-
enten 4, _,, 4, _,, ... 4,&4,, A4, von Null verschieden ausfallen, sind die Gleichungen (20)
am Platze. Es kann sich jedoch treffen, dass entweder « cine wiederholte Wurzel der Glei-
chung A,=0 und demnach das erste von Null verschiedene Glied von 4, in (20) A", a’
oder noch ein spiterés ist, oder dass fiir ¢ = gleichzeitig mit 4, auch 4, _;, und vielleicht
auch 4, 5, .... verschwinden. Alle diese verschiedenen Fiille werden EKinfluss nehmen auf
die Gestalt der Anfangsglieder der nach a.geordneten Coéfficienten (20) und Wurzeln z.
Es kann aber férner noch sich ercignen, dass einzelne der Coéfficienten A4 iiberhaupt nicht
mehr in der Form (20) nach aufsteigenden Potenzen von a mit ganzen und positiven Expo-
nenten entwickelbar sind, da sie wohl auch Irrationalgrossen oder Nenner bergen, iiberhaupt
fiir @ = « dnstetig werden konnen. Daher ist es nithig, alle diese verschiedenen Fille geson-
dert dergniheren Betrachtung zu unterwerfen, und fiir einen jeden einzelnen unter ithnen die
Form der Anfangsglieder von x zu bestimmen. Diese im Anfange vielleicht minutits erschei-
nend€ Untersuchung wird zu einer allgemeinen und sehr einfachen Regel fithren, welche in
Befreff der in den Wurzeln erscheinenden Nenner dic gewiinschten Aufschliisse ertheilt.

& 6.

1. Beginnen wir mit dem gewGhnlichsten Falle, wo A’ und A, _, in den Ausdriicken
(20) von Null verschiedene Werthe besitzen und entwickeln wir unter dieser Voraussetzung




-
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x aufsteigend nacli a. Dic mit der nicdrigsten Potenz von a verschenen Glieder der successiven

" Cobfficienten weisen die Exponenten: 1, 0,... 0 auf. Dic dabei in Betracht kommenden
Quotienten sind demnach:
1 1 1 1
___1'_ ) =T 2— ) ——"3 T e e e e e e i m—
0 0 0
—1 . 3 '_2— g @.9o © 0o —m’

und wir crhalten daher zwei Werthe von &, nimlich:
(21) &, =—1 und £,=0.
Dic zur Bestimmung der Coéfficienten %, dienenden Gleichungen sind:
(22) fir §=—1, A ™A,k 1=0
(23) fiir & =0 AR AL LR L AR A =0.
Die erste licfert einen einzigen von Null verschicdenen Werth von 4,, die zweite aber
deren m—1 an der Zahl, so lange A, von Null verschieden ist. Wir gewinnen also 72 Anfangs-
glieder: eines von der Form:

Am—l
An'a

(24) ]Loa"l-:——

welches a=@a-— = im Nenner besitzt, und m—1 andere dic kein a enthalten.
Hitte man vermittelst der Mac-Laurin’schen Formél diese Entwickelung einzuleiten ver-
sucht, so wire die Gleichung:
w1

aufzuldsen gewesen. Diesclbe besitzt in dem hier yorausgesetzten Falle die Gestalt:

PE= Ay, =" A Batan ST R +Ax A=

m—

und ist daher von der (23) nicht verschiedex, welche die zu =0 gehdrigen Coéfficienten- |
werthe %, zu geben bestimmt ist. '
Vergleicht man diese beiden Resultate, so zeigt sich, dass die Mac-Laurin’sche Formel
nur m-— 1 Auflésungen, die vollkommienere Entwickelungsmethode aber alle m Wurzeln
liefert. In den m—1 Anfangsgliedern,gsdic dem a’ proportional sind, stimmen beide Methoden
vollkommen iiberéin, und der Unterschicd besteht nur in dem einzigen Anfangsgliede (24)
welches dem a™ proportional ausfillt. Man bemerkt ferner, dass in diesem Falle eine einzige
Wurzel mit dem Nenner a=a -« verschen erscheint. Die Anwesenheit dieses Nenners
bildet den eigentlichen Grund, warum die fiir diesen speciellen Werth von « mittelst der Mac-
Laurin’schen Formel eingeleitete Reithenentwickelung einen Verlust ciner Wurzel x und somit
auch den einer Auflisung zaufweist, so lange man sich auf endliche Werthe von x beschriinkt;
denn dicse Wurzel , so wie alle ihre Differentialquotienten werden fiir @ =« unendlich und
sind demnach vermittelst’ der Mae-Laurin’schen Formel nicht entwickelbar.
Man gelangt also zu dem Schlusse, dass bei dem Vorhandensein eines
einzigen Factors a—=a-—a im ersten Coéfficienten 4, des Gleichungspoly- {
nomes, und dem Fehlen desselben im zweiten Coéfficienten A, cine ein-
zige Wurzel mit dem Nenner a=a—a versehen sei Dies gilt auch dann noch.
wenn einige der nachfolgenden Coéfficienten A4, ,, ... 4,, den zweiten A, _, ausgenommen

u*
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einen oder wiederholte solche Factoren aufweisen wiirden, denn dadurch kinnten hchstens zu
dem sonst bestchenden zweiten Werthe & = 0 noch positive und zon Null verschiedene
Werthe von &, treten; aber die diesen entsprechenden Auflisungen sind mittelst der Mac-
Laurin’schen Formel ohne Anstand entwickelbar.

2. Es sei a eine wiederholte Wurzel der Gleichung 4,=0s also a —=a — a zwel- oder
mehrmal 7z B. 7—mal Factor von 4,,, hingegen 4,,_, ohne cingn solchen Factor. Die Form
der aufsteigend nach a geordneten Coéfficienten des Gleichungspolynomes ist dann wegen:

(25) N a— . =A ST [
folgende :
4, =A m(’) a” + Am(r'*'l) ALTAES e |
(26) 14m- 1 = Am--l + A/m -1 a + Am -1 a’z + """

Dicselben weisen die medrigsten Exponenten von a:
7 W, N e 0

auf und liefern fiir €, die zwei Werthe:

2.1} == —r und £,=0.
Die Bestimmungsgleichungen fiig/%, sind :
(28) fir &, =—r , ADS L A, B =0
(29) GRS =" s A A AL b+ A R+ A, =0.

Man ersicht hieraus, dags wieder nur eine einzige Wurzel den Nenner aufweist. 1hr
Anfangsglied ist:

(30) =

- V—A_m(r) ar .

Alle iibrigen Wutzeln m—1 an der Zahl beginnen mit einem von a villig freien Gliede.
Selbst wenn zufilligérweise A4, gleich Null ausfallen, also 4, einen Factor a =« — « ein- oder
mehrere Male aufyweisen oder sogar eine Gruppe der letzten Codfficienten mit Ifactoren a ver-
sehen sein solltey’wiirde dies nur insoferne eine Anderung bewirken, dass cine oder mehrere
derjenigen Auflosungen, die hier mit cinem von a freien Gliede beginnen, dann ein Anfangs-
glied mit ciném positiven und von Null verschiedenen &, erhalten wiirden. Der Nenner a
erscheint aber stets nur in einer einzigen Wurzel und zwar zur " Potenz erhoben.

Wollte man die Mac-Laurin’sche Formel hLier anwenden, so wiirde man zur Bestimmung
von x dit Gleichung:

F=A, ¥ o mR i~ s AT R =

aufzulsen haben, die mit der (29) vollkommen iibereinstimmt. Diese Entwickelungsweise
wiirde also nur m—1 Wurzeln durch ihre Anfangsglieder markiren; die unter allen wichtigste,
mit dem Nenner a” versehene jedoch ginzlich verschweigen. Der Grund hievon liegt klar am
Tage, denn die der Mac-Laurin’schen Formel zu Grunde liegende Voraussetzung schliesst sie

aus dem Bereiche der Entwickelung, so lange von endlichen Werthen von x gesprochen wird.
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Erscheint also a=a—a im ersten Co&fficienten A4, als Factor » Mal, im
zweiten A4, ;, aber garnicht, so geht daraus hervor, dass ecine einzige Wurzel
den Nenner a” besitzt, alle ibrigen aber keinen solchen Nenner aufweisen.

3. Es sei a=a—a nicht blos im ersten Coéfficicnten A4,,, sondern auch in denfunmit-
telbar nichstfolgenden Codfficienten: A4, ,, A, ,,... A4, .., als Factor enthalten,sso zwar,
dass A,_, der erste, von diesem Factor freie Coéfficient des Gleichungspolynomes ist; es sei
ferner beztiglich:

die Anzahl der Factoren a, wie sie in den Coéfficienten :

mn

A A 1w S e IR

m—s

vorkommen. Die Gestalt der aufsteigend nach a entwickelten Coéfficighten ist dann folgende:

A A Canf AV
Am—] = Am -1(7.2) a™ -+ Am _1(7'2-{-1) awﬂ-l + .....
A, =A, an A, fetoantt L &

s) o Ts a1 451
A s i, et I
*4m— s =5 Am—s + A’Wl»——s 28 + .....

. . . . . . . . . . . . . .

Zur Bestimmung der Werthe von &, liegen folgénde Reihen von Quotienten vor:

791 =1 7P "1
'_“1— 7 2 g oud o . S__l bl _——s 7 .....
- rg—7% 7's——T'g 79
(31) 2 el e e
Ta— 75—y Ts—q1
= N T
Te
S0 T 3 e e . .

Man hat aus jeder solchen Reihe den kleinsten Quoticnten zu bestimmen, und es ist unmit-
telbar ersichtlich, dass diese Werthe von &, simmtlich negativ scin werden, weil in jeder Reihe
wenigstens Ein negativer Quotient unmittelbar evsichtlich ist. Diese Werthe von & und iiber-
haupt die dadurch bestimmten Anfangsglieder sind genau diesclben, welche aus der Gleichung::

(3:2) I/\m(n) arlxs_;_i&m —1(7-2) ar Xs—l__{_Am_g(?'a) a’s Xf—2+ | A & +A,n_3+1(r') ar < L\m“s:(.)

hervorgehen wiirden. Biese Gleichung ist vom s, Grade und wird daher s Auflsungen, also
auch s Anfangsglieder besitzen. Es ist also ausser allem Zweifel, dass s Anfangsglieder mit
negativen Exponenten &), also s Aufldsungen mit Nennern a versehen sein werden. Gesetst
diec Werthe von &, in diesen Anfangsgliedern wiren:

L o e Py e S




158 Fgnaz Heger.

so geht daraus hervor, dass diese Auflosungen, s an der Zahl, die Nenner:

(a—a) , (a—a),.... (a—a)
besitzen.
Geht man in der Bestimmung der Werthe von &, weiter, so hait man so zu verfahren, als
te] 0 b 9

ob die Gleichung:
(33) A, X"+ A, x"P L LA xSFA =0

vorliegen wiirde. Ls wird sich nur der Werth §,—= 0 ergelien, der m—s Aunflésungen ange-
hort. Selbst das Nullwerden von A4, oder einer Gruppe der letzten Coéfficienten kann
keine andere Verinderung herbeifiihren, als dass nehst dem Werthe & =0 mnoeh positive
und von Null verschiedene Werthe von &, auftauclien. Die Anzahl der vom Nenner a
freien Auflésungen ist stets gleich m — s. Unter’ den hier vorausgesetzten Umstinden
erhilt man also s Auflésungen mit Nennern, die”bestimmte Potenzen von a sind, versehen
und m—s Auflosungen, die keine solehen Nenne# besitzen.
Die Mac-Laurin’sehe Entwiekelungsweise fithrt in diesem Falle zurr Gleichung:

P:*&m—s Xm_s + Am-s -1 Xm_s_l + TR + AIX + A0: ()

und liefert daher nur m—s Werthe x, alsg genau dieselben Anfangsglieder, wie die allgemein
giltige Entwickelungsmethode, aber nursfiir jene Wurzeln, die keinen Nenner a besitzen. Die
iibrigen mit Nennern a versehenen Wutzeln s an der Zahl verschweigt sie ginzlich aus dem
bekannten Grunde.

Wenn daher im Gleichungspolynome eine Reihe von Coéfficienten der
hoclisten Potenzen von « ernen I'actor a gemeinschaftlich besitzen, so gibt
die Anzahl derselben zugleieh die Zahl der Wurzeln an, in welchen a, zu
gewissen Potenzen erhoben, als Nenner vorkommt. Die Exponenten k£ dieser
als Nenncr fungirenden Potenzen von a ergeben sich aus den Zahlen: r,
ryy...7,, 0, welche ang€ben, wie oft a in den Coé&ffieienten 4,, 4, ,.... 4, ,,,
A, , als Faetor enthalten ist, wenn man auf dieselben die bekannte, zur
Ermittelung von & fiir die aufsteigende Entwickelung dienende Regel in

Anwendung bringt.

Apra

V74]

Aus diesenn Untersuchungen ergibt sieh cine sehr einfache Regel, um bei einer gegebenen
Buchstabengleichung dic in thren Wurzeln erscheinenden einfachen Nenner und die Art ihres
Vorkommens zu crfahren:

Man betrachte den Coéfficienten 4, der hochsten Potenz vounx. Istder-
selbe #in o enthaltender Ausdruck; so kann man hicraus mit Gewissheit auf
die Existenz von Neunern schliessen. Ist derselbe hingegen eine bestimmte
Zalil und von @ véllig unabhingig, so bestehen gar keine Nenner in den
Wurzeln der Gleichung. Nun setzte man 4, (vorausgesetzt, dass es @ in sich
enthilt) der Nulle gleich und verschaffe sich alle Wurzeln dieser Zahlenglei-
chung: 4, =0. Man gewinnt so alle Werthe a der ersten Gattung. Einem jeden
solchen Werthe « entsprieht eine Griosse e¢—a=a, die in 4, ein- oder mehrere
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Male als Factor, in Einer oder mehreren der Geniige leistenden Functionen
der Buchstabengleichung aber als Nenner erscheint. Der n#achste Sehritt
bezweckt nun, genaueren Aufsehluss zu ertheilen iiber die Art des Vorkonimens
dieser Nenner. Man hat desshalb jeden durch Auflésung der Zahlenglgichung
A,=0 gewonnencn cinfachen Faetor a=ae-—a einer eigenen Untersue¢hung zu
unterwerfen und folgende zwer Fragen zu beantworten: Erstens, in wie vielen
Waurzeln o crscheint die Griosse a als Nenner? Zweitens, zu wel¢her Potenz
ist sie in diesem Nenner erhoben?

Eigentlich erheischt die Beantwortung dieser beiden I'ragen die Einleitung der aufsteigend
nach Potenzen ciner solchen Grisse a==a—a geordneten Reihenentwickelung von x, und
es wiirden dann namentlich jene Anfangsglieder, welche negative Werthe des Exponenten
&, aufweisen, die gewiinschten Anufschliisse geben. Die aufsteigende Reihonentwi(-kelung
aber erfordert im Grunde immer, dass das Gleichungspolynom dusgch ecine vorhergehende
Transformation naech Potenzen der Grosse a = a—wu geordnet werde. In jenen Fillen aber,
wo nur das Vorkommen der Nenner genauer untersucht werden soli, reicht es hin, die Werthe
von &, zu ermittcln, und hiezu kann man die Transformation der Gleichung umgehen und
nach der nachfolgenden Regel verfahren :

Um diec erste dieser beiden Fragen zu beantworten, untersucht man,
in wie vielen der Anfangscoéfficienten der Gleichung der Factor e—a=a
erscheint. Dic Anzahl dicser Anfangscoéfficiesten ist zugleich die gesuchte
Anzahl der Wurzeln, welche diesen Nenner esitzen. Sind s Anfangscoéfficienten:
A,y Ay Aoy oo 4, oy mit dem Factor (a—a) verschen, hingegen der niichstfolgende
A, _, davon frei; so crscheint in s Wurzeln der Gleichung ein Nenner von der Form (a—u)".
Die Beantwortung der zweiten Frage bestehtin der Angabe des Werthes von
lin diesen s Wurzeln. Man hat zu diegem Ende die Anzahlen der Factoren

a—e¢ in der Gruppe von Anfangsecoéffigienten:
A e aips. oF 7 Wiowse A,
der Reihe naeh aufzuschreiben =~ sie mdgen folgende sein:
T ) 0 e Wy, 10

— und auf diese Reihe von Zahlen die bekannte Regel in Auwendung zu
bringen, welche den Werth“des Exponenten & im Anfangsgliede der nach auf-
steigenden Potenzen vong¢a -« geordncten Entwickelung von z liefert. Man
gewinnt aus ihnen cine Reihe von negativen Werthen fiir &, und diese mit ent-
gegengesetzten Vorzeighen genommen, stellen die Werthe von % fiir diese s
Wurzeln vor.

Wir wollen nun ag cinem Beispiele dic Anwendung dieser Regel zcigen:

[4a'+ 90 +-a*—9a—>b]a*+ [—12a' — 470 —840*— 4T a + 10]2° +
[—2a°—2a°+ 24"+ 5a° 4 5la’ + 89a+ 37" +

[6a°+16a°+ 226" —13a°’—24a°—33a + 6]z +
[—24a'—16a° + 36a + 24]=0

+
+
+
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sei die gegebene Gleichung. Man setze den ersten Coéfficienten derselben gleich Null und

lose die so erhaltene Gleichung

4a*+9a* 4+ a*—9a—5=0
nach @ auf. Diese Gleichung licfert nur drei verschiedene Wertlte:

a=+4+1, a=—1, G=—g

und der zweite dieser Werthe ist eine doppelte Auflosungg denn er erfiillt auch die derivirte
Gleichung 16a® 4+ 27¢° +2a—9=0. Diesen drei Werthen entsprechen dic drei einfachen
Factoren:
ea—1,a+1, 468+ 5.

Um nun iiber die Nenner der Geniige leistendén Functionen Aufschluss zu erhalten, muss
fir jeden dieser Factoren eine Untersuchung eingeleitet werden:

LErste Untersuchung betreffend den Ifactor a—1:

In den fiinf Coéfficienten der gegebenen’ Gleichung erseheinen folgende Anzahlen von
Factoren ¢ —1:

WL 870 0596

folglich ist eine cinzige Wurzel # mitse — 1 im Nenner verschen und zwar mit der ersten
Potenz dieser Grisse, denn diese Reih€ von Zahlen liefert die Quotientenreihe:

1 1 1
il T 7oL SRy
1 . . . .
von denen der erste — —-=-—— 1Lden kleinsten Werth besitzt. Das Anfangsglied von x ist dem-
. . 7
nach von der Form A, (a—1)& = —-.
0

Zweite Untersuchwng betreffend den Factor a 4 1.
Die Anzahl der Factorén a4 1 1in den fiinf Codéfficienten der (Xleichung ist bezichingsweise:

9 MOnlaf), On 30

somit eine einzige Warzel mit ¢ + 1 im Neuner verschen. Die Quotientenreihe, abgeleitet aus

diesen Anzahlen, ist:

—
0} 2
e

und unter thned der erste am kleinsten und gleieh: —2. Folglich ist (¢ 1)* der Nenner einer
einzigen Wugzel.
Dritge Untersuchung betreffend den Factor 4 a4 5.
Die Anzall der Factoren 4 ¢ 4+ 5 in den fiinf Coéfficienten der (ileichung ist:
Tt e ) e ey

Da hier zwel Anfangscoéfficienten den Factor 4a + 5 besitzen, so erscheint auch in zwei
Warzeln ein Nenner (4 + 5)%. Die Quotientenrethe ist:

0 L= 1 it
S EE DR R
und unter ihnen der zweite: = = g kleinsten. IBs erscheinen somit zwei Wurzeln it

(4@ 4- ) im Nenner.
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In diesem Beispiele gelingt mit Hilfe dieser Untersuchung dexr Nenner sogar die complete
Auflssung der Gleichung in geschlossener Form. Beginnen wir mit der aufsteigenden Ent-
wickelung, geordnet nach Potenzen von a—1, derjenigen Wurzel, welche diese Grifse im
Nenner besitzt. Man muss zu diesem Ende die Gleichung umformen und ihre Coéfficienten
nach Potenzen der Grisse a—1 aufsteigend ordnen. Dies erreicht man vermittelst der Sub-
stitution: «==a 4 1 und erhilt so die transformirte Gleichung:

[36a 4 52a® + 25a° + 4a'|z' + [—180—404a—297a*—95a° — Rat]a® -
4[4 180 £ 1924 4+ 2822 —47a'—38a'— 148> —2a%]a? +
+ [—20 + 84a 4 319a° + 355a° 4+ 192a* + 52a’° + 6a’|x +
+ [+ 20-—1082a—1922°—112a’— 24 a*] =0.

Diese liefert fiir  cinen geschlossenen Werth:

D 3a+ 2
a T a—1

und die iibrigen drei Wurzeln in Form von unendlichen Reiheng
Man erhilt noch einen zweiten Geniige leistenden Werth von o, wenn man die aufstei-
gende Reihenentwickelung nach Potenzen von @ -1 ordnes. Es ist aber hiezn nothwendig
frither durch die Substitution ¢ = a-—1 die transformirte (leichung: I

2a’—7a’ +4a')et +- [+ 8+ 28a-——-1ha” +a*—12a's’
—4-—4a 1 38a* + 172> —18a' 4+ 1§a’—2a°[z” ;
4+ 40 —68a'+ T7a’>—61a% + 32a8%—20a° + 6a’|x -
—20 + S4a-—962° + 802’ —24x'| =0

e

L
S

F— 0 ) )

abzuleiten. deren Coéfficienten nach Potenzen ¥on a =« -+~ 1 aufsteigend geordnet sind. Der

gesehlossene Werth von x bei dieser Gleichung ist cin eimziger:

4 4
X == == —
a? a*+2a+1

Es unterliegt nun keincr Sehwierigkeit mehr, auch die beiden anderen Wurzeln in geschlos-
sener Form zu finden. Dividirt mandhdmlich das Gleichungspolynom der urspriinglich gege-
benen (Heichung durch das Producteder beiden gefundenen Wurzelfactoren:

(a—1Daxt-3a—2 und (¢ 4 2¢+ 1)x— 1,

so geht die quadratische Gleiekung:

(da + B)ax*—2a*+ 3=0
hervor, deren Wurzeln sind:

ot o
/2a3—3 2a3—3
J_‘————l—\ = und z=——YVy
1a+5 ta+5

Man gelangt also hier ohne Sehwierigkeit und auf cinem geregelten Wege zu den vier
Geniige leistenden Functionen der vorgelegten Gleichung in geschlossener Form:

3a+2 4 V’z e’ —3 2g5—3

a—1 | a?+2a+1 s B da+5

Denkschrifien der mathem.-naturw. Cl. XII1. I3d. Abhandl. v. Nichtmitgl.
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Hier findet man Gelegenheit, sich durch den unmittelbaren Anblick von der Wahrheit der
fritheren Ergebnisse zu iiberzeugen; ja noch mehr, man sicht mit leichter Miihe ein, dass hier
gerade dic Untersuchung der Nenner aucli fiir das Auffinden geschlossener Formen von
Nutzen war, indem nur die nach Potenzen der Grissen a—1 undsz+ 1 geordneten Entwicke-
lungen geschlossene I'ormen fiir je eine Wurzel zu liefern im Sgande sind. In unserer Absicht
liegt es jedoch hier nicht, diesen Punkt vollkommen zu crledigen und die Regeln vollstindig
zu entwickeln, um geschlossene Formen der Wurzeln tiberally wo es nur moglich ist, zu erhal-
ten; nur so viel wollen wir bemerken, dass die hier eingelgiteten Untersuchungen dazu unent-
behrlich wiren. Auch die von Liagrange gelehrte Entwickelungsweise der Gentige leistenden
Functionen in Form von Kettenbriichen wire ein geeignetes Mittel, um die in Form cines
algebraischen Bruches mit geschlossenen Polynomen™ im Zihler und Nenner erscheiuenden
feniige leistenden Ifunctionen darzustellen. Mchr ins Detail dieser Aufgabe einzugehen, liegt
hier nicht in unserem Plane.

Bei der Untersuchung der Nenner kann abér noch eine andere Frage auftauchen, niin-
lich: ob zwei verschiedene Nenner (a—a,)", (@—a,)" in einer und derselben oder in verschie-

g . . . . a
denen Wurzeln @ erscheinen; mit anderen Wiorten: ob cine Wurzel in der Form: — - Ac)

¢1(a) ¢3(a) : (6—ayh(a—ay)s
21 odér ————— bestehen. Diese Frage hat allerdines eine
(0—aq)k a— ag)ks = =

vollkommen bestimmte Bedeutung und 1isst sich auch stets beantworten, allein die hier gege-
benen Regeln, welche nur die Anfangsglieder der aufsteigenden Entwickelung in Beriicksich-
tigung zichen, reichen dazu nicht hig? Man muss dazu die simmtlichen Wurzeln in mehreren
Gliedern entwickeln und falls nichtrdie Form von ¢ (¢) oder ¢, (), ¢, (@) zufillig eine geschlos-
sene ist, das Erginzungsglied der unendlichen Reihe mit in Betrachtung zichen, wie am
Schiusse dieser Abhandlung gezeigt wird. In jedem Falle ndmlich muss man, geometrisch
gesprochen, den Curvenast, dém der Nenner (a—a,)" angehort, so weit verfolgen, bis man in
den Bereich des Werthes e =, gelangt, wo sich dann die Frage ohne Schwierigkeit entsclieidet.

oder zwer Wurzeln in der Form:

Anhang.

Linen nicht unwichtigen Aufschluss gewiilirt es, die in den Geniige leistenden Funetionen
erscheinenden eitifachen IFactoren kennen zu lernen. Dazu ist gleichfalls die aufsteigende Ent-
wickelung dieslich, wenn man die Grosse a—ea, nach deren Potenzen die Reihe geordnet
wird, entsprechend wiihlt. Man gelangt niimlich dann zu Anfangsgliedern von der Form
hy (@ — a)®,&vo & einen positiven Werth besitzt, und gewinnt dadurch die Uberzeugung, dass
(a—mu)® ¢in Factor der Gentige leistenden Function ist. Dies ereignet sich immer dann, wenn
fir a==% der Coéfficient A, der niedrigsten Potenz von x verschwindet, d. h. wenn ¢ eine
Wurzel der Zahlengleichung A,=0 ist. Die vermittelst der Mac-Laurin’schen Formel einge-
leitefe Entwickelung wiirde in der Gleichung P=0 eine oder mehrere Wurzeln Null liefern,
weil A, identisch gleich Null ist. Fiir das Aufsuchen der cinfachen Ifactoren der Geniige
leistenden Functionen eciner Buchstabengleichung lisst sich eine @hnliche Regel aufstellen,

wie zur Bestimmung der Nenner:
Man zerlege den letaten Coéfficienten A,, der mit der niedrigsten Potenz von x multipli-
eirt ist, in seine einfachen Factoren a——a vermittelst Auflssung der Gleichung «1,=0 und leite
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nnn fiir jeden solchen Factor a—a, die aufsteigend nach Potenzen desselben geordnete Reihen-

entwickelung @ ein nach der bekannten Regel.

[II. Bestimmung der Irrvationalgréssen, welehe in den Wurzeln der Gleichungsvorkom-
men und eine Unterbrechung der Stetigkeit herbeifiihren,

In §. 4 geschah Erwihnung gewisser specieller Werthe von @, fiir welche die nach der
Grisse a =a-—a aufsteigend geordnete Reihenentwickelung einer eigenthtimlichen Stirung
unterliegt, wenn man hiezu die Mac-Laurin’sche Formel bentitzen will. Iis geschieht ndmlich,
dass Dbei der Bestimmung eines gewissen spiteren Entwickelungsgliedeg ein Widerspruch in
den Bedingungsgleichungen auftritt, wodurch man bemiissigt wird, zvei oder mehrere Wur-
zeln ganz und gar aufzugeben, weil es unmdglich ist, durch endliche Werthe der Cotffici-
enten (eniige zu leisten.

Dieser Widersprueh tritt nicht bei demn Anfangsgliede der dintwickelung, soundern erst
bei einem Folgegliede auf, gibt sich also nicht anfangs, sondérn erst im weiteren Verlaufe
der Entwickelung kund. Diese Storang kann aber nur danw Platz greifen, wenn zwel oder
mehrere verschiedene Wurzeln in den Anfangsgliedern iibefeinstimmen und ist an specielle
Werthe von « gebunden, die wir dort der zweiten (rattuifg zugezihlt haben. Es wurde anch
dort gesagt, wiewohl nicht erwiesen, dass die von unsigezcigte Reihenentwickelung keinem
solchen Ubelstande unterliegen konne; dass sie vielmehr Aufschluss ertheile iiber den eigent-
lichen Grund dieser Storung, indem sie anfangs geman dieselben Entwickelungsglieder wie
die Mac-Laurin'sche Formel liefert, aber dort, wo¢ben die Storung eintritt, ein Glied folgen
lisst, welches a zu ciner Potenz mit gebrochenemsExponenten erhoben aufweist, so zwar, dass
man eine solche Storung stets einer Irrationalgrisse zu verdanken hat, welche unter dem
Wuarzelzeichen den Factor a=a—a besitzt.¢Sic gibt nicht nur dariiber Aufschluss, sondern
bezeichnet auch eine Anzahl Wurzeln, in welchen diese Irrationalgrisse je in ihren verschie-
denen Bedeutungen erscheint.

In diesem Paragraphe soll einerseits diese frither gemachte Behauptung erwiesen und
ferner noch das Wichtigste iiber die Bestimmung der in den Wurzeln der Gleichung erschei-
nenden Irrationalgrossen abgehandelt™werden.

Wir erwithlen daher einen Weuth # der zweiten Gattung, d. h. eine Auflosung o der zwei
Gleichungen:

ar

(36) =0 mnd ii-:(’)

- X

und bewerkstelligen nun die @unfsteigende Entwickelung nach der Grisse a =« — 4 vermittelst
der von mns gelehrten Entwickelungsmethode. Zu diesem Zwecke sind die Coétficienten der
(zleichung:
(37) ]):Amxm+ Am'-lxm -l_f_ o C + Alx '{”110:0
aufsteigend nach der Grésse a zu ordnen. Dieselben seien in dieser Geestalt folgende:
A =A, LA at+ A a4+ ... ..

(38) -Am—l = Am—l + A‘m—ll a + Aw —l” :LZ + """

. . . . . . . . . . . . . . . .

v¥
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2 | =t ek e
A, =A+AJa+Ajai+ ...

s 1st hier stillschweigend die Voraussetzunge gemacht., dasg A . A A, A von
ta) (olke] 1 m 1%

m—1
Null verschieden sind, cine Voraussetzung, die wohl in der Régel erfiillt sein wird. Nichts
desto weniger gelten unsere unter dicser Voraussetzung gegogenen Folgerungen mit den
betreffenden Anderungen auch fiir jene Fille, wo einige dieger Grisssen gleich Nnll ausfallen.
Wir gehen vor der Hand iiber diese Fille hinaus, uind wolfen sie spiter zur Sprache bringen.

Da in allen Coéfficienten die niedrigste Gradzahl vongs Null ist, so wird ein cinziger Werth,

nimlich: & =0 gefolgert werden. Diesem Werthe entspricht die Bestimmungsgleichung:
(%9) j\m/l()m + Am, 1]L() . "L Gg o 19 + AI /?’ﬂ {' Aﬁ:o

Die Anfangsglieder sdammtlicher Wurzeln 27 sind demnach von a frei nnd constante
Ziahlen, namlich die fiir 4, hervorgchenden Werthe.

Unter diesen werden hier zwei oder mehrere gleiche erscheinen, weil, der getroffenen
Wahl des Werthes « entsprechend, die beiden Gleichungen (36) erfiillt sind. Die Auflisung

dicser beiden Gleichungen besteht ndmlichy®wie bekannt, im Grunde darin, zuvirderst a der-
ar

X

massen zu wihlen, dass fiir den specielfen Zahlwerth ¢ =« die beiden Polynome /7> und
einen 2 enthaltenden Factor gemeinseliaftlich besitzen, der daher fiir einen entsprechenden
Werth von a2 Null werden kann, wébei dann P° und Z gleichzeitie verschwinden. Dieser
gemeinschaftliche Factor ist nun wehl in der Regel nur vom ersten Grade, so zwar. dass man
beim Nullsetzen desselben nur gine einzige Wuwrzel @ gewinnt. Dann erscheint aber dieser
Factor in -:Z-u: nur cinmal, in Pdingegen zweimal, und der gewonnene Werth von w ist daher
cine doppelfe Wurzel der Gleschung (37) fiir @ = & oder. was dasselbe ist, der Gleichung (39).
Grelegentlich aber kann digser fiir ¢ =« in P und :Z gemeinschaftlich erscheinende Factor
nach 2 einem héheren Grade angehdren und wird sich dann in mehrere einfache Wurzel-
factoren zerlegen lasseny entweder in lauter von cinander verschiedene, oder in gleiche. Jeder
solche Wurzelfactor @ —h, wird aber dann stets in J” um einmal ifter erscheinen, als in lzi
Aus dem Gresagten geht daher hervor, dass man im Allgemeinen nnr zwei gleiche Wurzeln £,
mit Sicherheit erwarten kinne, sich aber gelegentlich treffen wird, dass in Folge zufillig statt-
findender Relatighen drei nnd noch mehrere gleiche Wurzeln /,. wohl aneh mehverce versehiedene
Gruppen vou golchen auftreten. Alle diese verschiedenen Fille nelimen Einfluss auf dic gegen-
wirtige Untérsuchung und wir werden desshalb all’ diese verschiedenen Fille gesondert zu

nntersichest aben.

I/

1. Der gewihnlichste von allen ist derjenige, wo die Gleichung (39) zwei gleiche Wurzeln
h, aufweist, wo also fiir diesen speciellen Werth £,

(39) A+ Ay bt 4 Ak A=)

und

(40) mA, b 4 (m—1) A, A+ A =0
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1st, aber

9

(41) m(m—1) A" 4 (m—1)(m—2)A,, k" 54+ .. .. 4 2A,

2

von Null verschieden ausfillt.
Schreiten wir zur Bestimmung der Folgeglieder. die zu dicsem Anfangsgliede /3 gchiren.
Das auf 4, folgende Glicd wird hier. wie bekannt, niclit aus einer Gleichung des grsten, son-

dern aus einer des zweiten Grades gewonnen. Diese Gleichung ist folgende :
(42 Hoa¥ + Oy at'r, + —; et 2 =0,
WO
Hoa = [AhS+ A, b+ o+ AR+ A a
O, a% =[mA, b+ (m—DA, b4 ...+ Afla
7;- g A= ; [m(m—1) A, b7 4 (m—1)(m—2)A,,_ k& ... + 2A,]

austdllt, so lange

(43) Ak A

< m

ChP 4 A T R

von Null verschieden bleibt. Wendet man auf diese Gleichungfdie bekannte Regel zur Bestim-
mung der Anfangsglieder von z, an, so findet man dieselbendin der doppelten Gestalt:

25, ST
(44) .r,:\/— —-&;;?a%-% ey = — Y gf?‘% L and g
0

Vergleichen wir dieses rgebniss mit demjenigen, welches die Maec-Laurin'sche Formel
geliefert hitte, so sehen wir, dass dort die Gleichung

P=g

mit der (39) identisch ist und daher die Anfingsglieder x mit den %, vollkommen iiberein-

stimmen, die zweite der Gleichungen (6). died
(45) P == tatler B —0

spricht einen Widerspruch aus, wenn jan unter x eben jencn speciellen hier betrachteten
Werth 4, versteht, der als doppelte Wurzel der (39) erscheint, und zwingt daher, auf diese
zwet Auflosungen » Verzicht zu leisten, withrend unsere Methode ohne alle Schwierigkeit zu den
Folgegliedern tiilirt. In denselben<8rscheint aber die Irrationalgrisse Va=Vao— o und es ist
auf diese Weise unmittelbar ersichtlich, dass die Mac-Laurin’sche Entwickelung hier auf cinen
Widerspruch stossen musste, gda sie nur ganze Werthe der Ilxponenten von a voraussetzt.
Iis 1st auch iiberfliissig, die Intwickelung weiter fortzufithren, um iiber das Vorkommen der
Irrationalgrossen, die a@—gso unter dem Wurzelzeichen besitzen, Aufschluss zu erhalten;
denn da mit der Bestimwiung der zweiten Entwickelungsglieder (44) die mit dem gemein-
schaftlichen Anfangsgliede /%, verselienen zwei Wurzeln x isolirt sind, so ergeben sich die
iibrigen Glieder durch”eine blosse Division und es kann daher keine neue Irrationalgrisse
mehr in ilmen auftauchen.

2. Es sei 4, eine doppelte Wurzel der (39). also auch die (40) erftillt, der Ausdruck (41)
aber von Null verschieden; ferner set

(46) A b A R b AR 4 A =0,
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In diesem Falle geht die Bestimmung der zweiten Entwickelungsglieder in einer anderen

Weise vor sich. Es ist nimlich dann:
(47) O =[Ah" +A, SR+ o+ ARy F AR

withrend 9™ und H,¢"*" die fritheren Werthe fortbehalten. Die Gleichung (42) liefert nun
fiir , Anfangsglicder vou der Form: /,a.
Die zur Bestimmung von £%, dienende Gleichung

o S S o R W IR 4 S
(48) + [m Ay (m—1)A, Ry AR
S 1 [m (m—1) A, k" + (m—1)(m—2)A e b + ...+ 2A,]h" =0

ist vom zweiten Grade. Sie liefert in der Regel zwei verschiedene Werthe dafiir, kann jedoch
auch gleiche Wurzeln aufweisen. Findet das Erstere Statt, so erfolgt mit der Bestimmung des
zweiten Entwickelungsgliedes die Trennung detr noch nicht getrennten zwei Wurzeln und die
weitere Entwickelung kann zu keinen Irratighalgrossen mchr fiihren, weil alle Folgeglieder
durch Auflosung von Gleichungen des erstegn Grades, also durch Division hervorgehen. Sind
aber zwei gleiche Werthe von £, crhalten worden, also die zwei Wurzeln 2 in den zwel
ersten Entwickelungsgliedern vollkommen tiberemstimmend, so ist weder die Trennung der
Wurzeln erfolgt, noch der Beweis geliefert, dass sic keine Irrationalgrisse beherbergen. Man
wird daher zur Bestimmung der dyitten Entwickelungsglicder 0% schreiten. Da dieselben
gleichfalls aus einer quadratischengGleichung gezogen werden, deren Coéfficienten meisten-
theils die Factoren a’, a’, a® aufweisen, so wird gewohnlich der Werth:

(49) £=1-

hervorgehen, womit das Eéscheinen der Irrationalgrisse Va = Va—ain den beiden Wurzeln
2 erwicsen ist. Die dritten Entwickelungsglieder unterscheiden sich in einem solchen Falle
nur durch das Zeichengvon einander. Da dann gleichfalls die Trennung der Wurzeln erfolgt
ist, so erscheint eing weitere Entwickelung fiir den hier beabsichtigten Zweck unniitz. Bis-
weilen ist aber die Anordnung der Coéfficienten der quadratischen Gleichung eine andere, und

es erscheinen in iliren Coéfficienten die Factoren a° a® a*, woraus der Werth:

S
hervorgeht. ¢<Dann 1st aber cine gewisse Relationsgleichung erfiillt und tritt wieder dic Form:
x=hy+ hatha’+ .....

in Giltagkeit. In der Regel gewinnt man zwei verschiedene Werthe von £,, womit dann die
Trensung der Wurzeln bewerkstelligt und der Bewers geliefert ist, dass keine solche Irrational-
orosse Va —a in den beiden Wurzeln crscheint. Bisweilen aber stimmen die beiden Wur-
zeln anch in dicsem dritten Entwickelungsgliede iiberein. Es ist dann dies als Beweis anzu-
schen, dass die Entwickelung noch nicht weit genug gefiihrt ist, um zu entscheiden, ob eme

Trrationalgrisse Va — o wirklich vorhanden ist oder nicht. Man wird in derselben Weise,
wie bisher, vorgehen und (Glied fiir Glied entwickeln, so lange, bis die Trennung der Wurzeln
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erfolgt. Sobald diese eintritt, liegt die Irrationalgrdsse am Tage; wo nieht, so ist ihre Nieht-
existenz ausser Zweifel gestellt.

Wenn der Leser gleichlaufend mit der hier eingelciteten Untersuchung, jene andere auf
die Mae-Laurin’sehe Formel gestiitzte Entwiekelungsweise, wie sie in §. 3 gezeigt wutde, ver-
folgt, so wird er sich mit leiehter Miihe iiberzeugen, dass, so lange die Entwiekelungsglieder
die Form:

b + hia+ Rt ...

einhalten, beide Methoden vollkommen iibereinstimmen, und dass sie erst bel dem Auftreten

der Trrationalgrosse Va — a von einander differiren. Unsere Methode ligfert dieses Glied
ohne Anstand, die Mae-Laurin’sche aber zeigt nur dureh eine widersprechende Bedingungs-
gleichung, dass die ihr zu Grunde liegende Voraussetzung nicht mehr giltig sei.

Wir gewinnen hieraus die Regel, dass beim Auftreten von nur zwei gleichen Wurzeln /7,
der (39) in den entspreehenden Werthen z nur eine Irrationalgrosse Va — a erscheinen
konne. Um zu unterseheiden, ob dies wirkliech gesehehe oder nicht,shat man die zwei Werthe
aufsteigend nach der Grisse a == ¢ — o zu entwiekeln, bis die Trennung derselben
erfolgt. Diese Entwickelung kann dann entweder vermittelst’ der Mae-Laurin’sehen Formel
oder unserer Methode eingeleitet werden; fiir die Beantwortung dieser Irage sind beide
Methoden gleich gut, ja villig eongruent. Unsere Methode besitzt den einzigen Vortheil, dass
sie das isolirende Entwiekelungsglied immer liefert, aueh dann, wenn es irrational ist, withrend
die Mac-Laurin’sche Formel nur die rationalen Entwiekelungsglieder gibt, und das irrationale
Entwickelungsglied durch einen auftauchenden Widersprueh anmeldet.

10.

45

3. hy sei eine dreifache Wurzel der (39), also:

(50) ' A bk, kPR AR+ A=0

(51) m A, by 4 (1PN, AT+ A =0

(52) m (m—1) A, by + (m—F)(m—2) A, B+ .+ 24, =0
und

(33)  mm—1)(m—2) A, k"2 F (m—1)(m—2)(m—3)A,_ k" + ... + GA,

m

von Null verschieden.
Die Bestimmung des Folgegliedes %, ¢* hingt hier bekanntermassen von der Auflosung

einer (Gleiehung des dritten Grades, nimlich der:

= 40 - A Ny 1 70 KU} 1 ! RITE: S
(54) Hoar g Hyalx + SH X" 4L HaM x P =0

ab. Gewidhnlich ist:
(55) Sate=[A k" + A, b+ .+ A A ]a
(H6) Hoa% =[mA, k" + (m—1)A,_hI A+ A
(57) 39 a% =[N b + (T A BT 4 A

a

&

J
]
J

(58) . %‘@60,// a‘.’lo"' == [(:}n> ‘Xmllom—.3 + kmg_li) Am—l ]?/Om_‘L ‘}_‘ L _}_ “1&3
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Die Coéfficienten der (54) weisen daher beziiglich die Factoren: a, a, a, a’ auf und man

gewinnt den Werth :

1

(59) f=1+

3
und zur Bestimmung von £, die binomisehe Gleichung des dritten Grades:
AR+ A, b A D A
+ [OAL 4+ (") A 4§ AR =0.

Man erhilt also, wenn der Ausdruck (55) nicht NulFist, drei von einander verschiedene
Werthe fiir 4, ¢®, enthalten in der Form:

o Dot Ay Jeym—1 AL A
(61) ___\f\ 2™ + Am—1 Lol L RS t(ﬁ”o.a
( )Amhom_3 +('" )Am—] /107"' 1+ +Ag

(60)

wenn man diese dritte Wurzel der Reihe nach in ifiren drei verschiedenen Bedeutungen nimmt.
Jedes solehe Glied gehdrt einer cinzigen Wurzel  und es 1st somit die Trennung der drei
Waurzeln erfolgt und gleichzeitig die Anwesendieit der Irrationalgrisse Vca ~¢ In thnen nach-
gewiesen. Dies 1st auch die einzige in ihuen erseheinende Irrationalgrisse dieser Gattung,
denn die ferneren Entwickelungsglieder gehen aus Gleichungen des ersten Grades hervor,
und konnen daher keine neuen Wurzelggbssen beherbergen.

Wire jedoch der Ausdruck (55) zafilliger Weise Null, so wird :
(62) Bot® =[AS B S A AT Ao
’ 1 7 1" 1 "o o . .
wihrend 8, ™0, 2-8:)0 a®” und - $," ™" ibre fritheren Werthe behalten. Die Gleichung (54)
birgt in ithren Coéfficienten dapm die Factoren: a’, a, a, a’ und liefert jetzt zwei Werthe
fiir €, ndmlieh:

& = 1 gl [oE= -

2

Die Bestimmungsglefchungen fiir %, sind beziiglieh :

(63) AR 4+ A, R AR A+
Hlm A, by - (m—1) A, B ARy =0
(64) [mA, b + (m—1)A, " 4 oo AR+

b —3 —1 —1 3 g
+ A + (") A ™ L F AR =0,

Die erstefderselben liefert cinen eimzigen, die zweite aber zwel von einander und von
Null verschicdene Werthe von 4. Man findet dermassen drei Folgeglieder %, a% und die
Trennung der Wurzeln ist wieder bewerkstelligt. Die erste derselben besteht in der Form :

Bt S
die beiden anderen aber enthalten die Irrationalgriosse V& — a und erseheinen in folgender

(restalt:

(65) Al g i b 1Y LU e

hy—ha¥ - hoa— .. ...

Iiermit ist wieder die Untersuchung beendigt, weil dureh die Trennung der Wurzeln das

Hinzutreten einer neuen Irrationalgrisse bei fortgefiihrter Entwickelung unmiglich wird.
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Es kann aber auch gleichzeitig der Ausdruck (55) und (56) Null werden, und dagdurch
9, a% und 9, ™ in der Gleichung (54) die nenen Werthe erhalten:

(66) Hoa =[N,k + A, "R L R A R A
KG T) .530/ CL“H"' — [mAm// ]Zom_l + (772* 1 ) r‘Xm—-lu ]ZOM\_—Z —T'— ot + JA‘INJ aQ
wihrend ©,'a™ und $,”a™" bei ihren alten Werthen (57) und (58) belassendwerden. Die

Cotfficienten der Gleichung (54) weisen dann beziiglich die Factoren:

9 o 0

(68) J &=~
Die Bestimmungsgleichung in %, ist eine binomische:
(69) Ayt e A Byl e SR D el e
+ (VAL 2+ (AL AT L+ & hP=0
und liefert daher stets drei verschiedene Werthe fiir 4. Dag Iolgeglied ist daher Folgendes:

3 . S e SCUSEN R
(70) g e s o
wobel die dritte Wurzel in ihren drei verschiedenen Bedeutungen genommen werden muss.
Es erfolgt also in diesem Falle die Trennung der Wurzeln im zweiten Entwickelungsgliede.
welches die Irrationalgrosse Va — o aufweist.
Endlich kénnen alle drei Ausdriicke (55). (36), (66) gleichzeitig Null sein, und daher die
Coéfficienten der Gleichung (54) die Werthe crhalten:

(71) Soa®=[A," b+ A, "I+ .+ AR+ AR
(72) Oy a% = [m A, b= + @A, B+ L A al
(73) —51)— H @ =[) A, k"5 + (") A B2 L LAY a
(14) 9, o =[() Ak A () AL BT L R AL

Die Coéfficienten weisen dann’die Factoren:

auf und liefern demnach den Werth:

und fiir 7, die Bestimmungsgleichung:

A.,n///]zom+Am_1/,/]lom_l _%" s _+ JAI/N ]ZO—FIXON/ |
4 [mAm”]Zom—1 . (777'—1)Am—1” N -f—Al”]lzl o+
F AR (YN B+ AR+
+ [G)An kA (") A B 4 L+ AR =0,
Die Wurzeln besitzen also die zwei Anfangsglieder:

ca—N S S )

(75)

Denkschriften der mathem.-naturw. Cl. XIIT1. Bd. Abhandl. v. Nichtmitgl. w
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und wir befinden uns jetzt wicder am Ausgangspunkt dhnlicher Distinctionen, wie beim Anfangs-
gliede 4,. Sind nidmlich alle drei Wurzeln %, der Gleichung (75) wn einander verschie-
den, so ist die Trennung der Wurzeln erfolgt, ohne alles Auftreten €iner Irrationalgrosse, und
cs 1st nunmehr ausser allem Zweifel, dass fiir o=« die Stetigkeit dieser drei Wurzeln nicht
unterbrochen ist und dass sie vermittelst der Mae-Laurin’schén Formel entwickelbar sind.
Finden sich aber unter den Wurzeln der Gleichung (75) glefche vor, so kinnen es wieder
cutweder doppelte oder dreifache sein. Sind zwei Wurzeln gleich, die dritte aber
verschieden, so ist, nur eine einzige Wurzel & vollkommen isolirt und folglich auch erwie-
sencrmassen von einer Irrationalgrosse von der betrachteten Gestalt frei, die beiden anderen
stimmen aber in den aufgesuchten zwei ersten Entwickelungsgliedern iiberein und kinnen
daher nur die Irrationalgrosse Va — o bergen, odersauch nicht. Man hat zur Entscheidung
dieser Trage die Entwickelung dieser zwei Wurzeln' noch weiter zu fithren, so lange bis die
Trennung derselben erfolgt. Sind endlich alle drei Wurzeln der (75) gleich, so hat man alle

drei Werthe x weiter zu entwickeln und kann dann eben sowohl zur Irrationalordsse l/co — @
S

in zweien derselben, oder zur anderen Va— g in allen dreien, oder endlich zu keiner von
beiden gelangen.

Wir erachten es nicht fiir nothig, dies wirklich durchzufithren; die vorhergegangenen
Untersuchungen erldutern es zur Gentige. Eben so wenig wollen wir jene anderen Fiille einer
cigenen Betrachtung unterwerfen, wosdie Gleichung (39) vier, fiinf und allgemein » gleiche
Wurzeln 4, liefert. Diese Untersuchiingen wiirden schon um Vieles complicirter ausfallen,
im Wesentlichen aber doch nichts Neues bicten. Es wiirde sich zeigen, dass beim Auftreten

— 15

von r gleichen Wurzeln 4, die Ifrationalgrossen Va — a, Va—a,....Va— a, oder auch
keine von ihnen auftritt. Iis kifinen entweder nur eine einzige, oder auch zwel oder noch
mehrere dersclben sich ergebén; Letzteres aber nur dann, wenn die Zahl » oder die unter ihr
liegenden in zwei oder meghrere J*‘actomn zerle(rb:u sind. So z DB. ktnnen b61 6 gleichen

6_.__ 20

Wurzeln 4, , die Irrationalgfossen Va — V @ — a, Va— a, Va—a und Va — « einzeln vor-

kommen, aber auch Vco — 2 und V& — o beide zugleich erscheinen. Die Irrationalgrosse
erscheint immer in sodvielen Wurzeln z, als ithr verschiedene Bedeutungen zukommen, also

Va—a immer in » Wurzeln. Diese Wwrzeln stimmen in allen vorhergehenden Entwickelungs-
gliedern iiberein, ynd unterscheiden sich erst in dem mit der Irrationalgrissse behafteten Ent-
wickelungsgliede’von cinander. Alle diese Iirscheinungen lassen sich ohne alle Schwicrigkeit
tiir jede Anzahl 7 gleicher Wurzeln ableitenr, nur sieht man sich, wenn man dies allgemecin
thun will, in ¢ine Unzahl von Distinctionen verwickelt. Vergleicht man dabei den Entwicke-

lungsgang it ]enem der sich auf die Mac-Laurin’sche Formel stiitzt, so bemerkt man die
vollkommenste Uber einstimmung zwischen beiden, solange in den Entmckolun sgliedern a mit
ganzen tind positiven Exponenten versehen ist; sobald aber ein gebrochener “ erth des Tixpo-
nenten auftaucht, tritt der Unterschied der beiden Methoden ans Tageslicht. Unsere Methode
erweist sich fortan als brauchbar, wiahrend die andere durch eine widersprechende Bedingungs-
gleichung zu erkennen gibt, dass der Bereich ihrer Giltigkeit tiberschritten sei.
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Fassen wir nun die Ergebnisse dieser Untersuchungen zusammen, so gelangen wir zur
folgenden Regel, um die Irrationalgréssen kennen zu lernen, die in den Wurzeln einer gege-
benen algebraischen Gleichung mit rationalen Coéfficienten erscheinen.

Erstens: Man fiige zu der gegebenen (#leichung /7 =0 noch die darch cinmaliges

: .. : . ap : . .
Differentiiren partiell nach  abgeleitete andere: -~ =0 hinzu und lésc dieses System von

xr
zwel Gleichungen mit den zwei Unbekannten @ und « nach ¢ auf und notire alle so erhaltenen

Werthe als  der zweiten Gattung. .

Zweitens: Man unterwerfe nun jeden dieser Werthe # cinerdeigenen Untersuchung,
welche die Frage zu beantworten hat, ob demselben eine Irrationalgrisse in den Wurzeln =
entspricht oder nicht. Man leitet desshalb die aufsteigende Entwic¢kelung nach Potenzen von
a==a—u cin, aber fithrt dieselbe nur so weit durch, bis jede Wurzel 2 vollkommen isolirt ist.
Bei der Bestimmung der Anfangsgheder erhilt man unter ihnen gleiche, und zwar bald nur
eine einzige Gruppe, bald aber auch mehrere. Nach der Bestimmung der Anfangsglieder
schreitet man zur Entwickelung der Folgeglieder, vollfithrtsdiese aber nur bei jenen Wurzeln,
die durch die Anfangsglieder noch nicht isolirt erscheipen, also an jenen Anfangsgliedern,
die zweien oder mehreren Wurzeln gemeinschaftlich zikommen, und bestimmt nur so viele
Folgeglieder, bis die Trennung der Wurzeln erfolgtiist. Auf diese Weise erhédlt man eine
jede Wurzel in einer Anzahl von Anfangsgliedern” entwickelt; in so vielen, als zu ihrer
vollstindigen Isolirung von allen iibrigen hinreicht. Findet sich unter diesen Gliedern emes,
und zwar meistentheils das letzte mit einem gebrochenen Exponenten von a versehen, so
liegt es am Tage, dass die betreffende Wugzel o cine Irrationalgrésse beherbergt, wo
a@—a als Factor unter dem Wurzelzeichen grscheint. Der Nenner des gebrochenen Expo-
nenten ist zugleich der Index dicses Wurzélzeichens. [st hingegen unter den entwickelten
Gliedern keines mit einem gcbrochenen dixponenten verschen, so ist es auch ausser allem
Znveifel, dass diese Wurzel keine solche Ifrationalgrisse mit @—a als Factor unter dem Wurzel-
zeichen beherberge. Da diese Untersughung der Reihe nach an allen Werthen « vorgenommen

. : . » . . Lodp

wird, die durch Auflssung des oberwihnten Systems von zwei Gleichungen PP= 0, —=0
X

erhalten wurden, so gelangt manszu allen cinfachien Factoren. aus welchen die Irrational-

ordssen in den Wurzeln bestehem

Wir miissen noch eimige wichtige Bemerkungen folgen lassen, die sich auf specie lle Fille
beziehen, von denen bisher keine Erwihnung geschah. Diese Fille sind folgende zwei:

1. Es kann gesclichen, dass das System von zwei Gileichungen, das zu dem Werthe o der
zweiten Gattung fithren soll, einen Werth der ersten Giattung liefert, d. h. einen solchen, der
einem Nenner in den Wurzeln entspricht, und

2. dass die zwei Gleichungen cinen gemeinschaftlichen Ifactor autweisen und folglich fiir
jeden belichigen Werth von « erfiillbar sind. (ieschieht das Letztere. so ist der Beweis her-
gestellt, dass die gegebene Gleichung P=0 gleiche Wurzeln x besitzt.
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In dem ersteren dieser beiden Fille benimmt man sich auf ganz gleiche Weise, wie sonst.
Da der Werth a gleichzeitig der ersten und zweiten Gattung angehorts so werden nur unter
den Anfangsgliedern auch solche mit negativem Werthe von & erscheinen. Auf die weitere
Entwickelung hat dies aber keinen Einfluss, sondern man entwickelt jede Wurzel z so weit,
bis sie isolirt erscheint.

Der zweite dieser beiden Fille aber bedarf einer ganz anderen Behandlung, denn da nun
erwiesen ist, dass die gegebene Gleichung P =0 gleiche Wusrzeln besitzt, so wird es niemals
gelingen, alle Wurzeln bis zur vollstindigen Isolirung entwickeln zu kénnen; die gleichen
Wurzeln werden fortan in den Entwickelungsgliedern iibereinstimmen. Andererseits aber ist
auch die Angabe der Werthe o der zweiten Gattung noch mangelhaft, und es konnen in den
gleichen Wurzeln Irrationalgrossen erscheinen, deren Werthe o unter den aufgesuchten nicht
vorfindig sind. Man kann in diesem Falle wohl verséhiecdene Wege einschlagen, die alle zum
Zicle fithren; am einfachsten ist es aber jedenfalls,sden in P und —Z gemeinschaftlich erschei-
nenden Factor auf bekannte Weise zu suchen. D¥erselbe kann im Allgemeinen eine Function
beider Buchstabengrissen z, @ sein. Setzt man ihn nun gleich Null, so liegt eine Partial-
gleichung vor, die jedenfalls weit einfacher ist, als die urspriinglich gegebene P=0. Durch
Auflésung derselben wird man gewisse Werthe von « finden, die auch die =0 erfiillen und
namentlich in derselben als wiederholte Wurzeln erscheinen. Jedenfalls wird man aus dieser
neuen Partialgleichung mit viel geringerer Miihe alle auf diese gleichen Wurzeln = Bezug
habenden Fragen beantworten, also augh die in ithnen erscheinenden [rrationalgréssen ermitteln
kénnen, denn in ihr erscheint jede wiederholte Wurzel der Gleichung =0 um einmal minder
oft. Dic doppelten Wurzeln der #=0 erscheinen hicr als einfache und lassen sich daher
jedenfalls isoliren. Wiederholte Wurzeln konnen in ihr nur erscheinen, wenn P’=0 dreifache,
vierfache Wurzeln u. s. w. besa%s, und selbst i diesem Falle kann man immer zu einer ein-
facheren Gleichung gelangengiwelche diese wiederholten Wurzeln nur einmal besitzt, und bei
der demnach die Isolirung’ derselben und folglich auch jede auf Irrationalgrossen Bezug
habende Untersuchung okhe Schwierigkeit ausgefiihrt werden kann. Der Fall, wo P=0
wiederholte Wurzeln begitzt, ist iiberhaupt stets viel giinstiger als derjenige, wo dies nicht der
Fall ist, denn in den meisten Tidllen gelingt es, diese wicderholten Wurzeln in geschlos-
sener Form zu finden, und man ist dadurch alsogleich vieler miithsamen Untersuchungen
iiberhoben.

In den bisherigen Untersuchungen wurde in der urspriinglich gegebenen Gleichung P=0
das Gleichungspolynom P als ganzes und rationales vorausgesetzt. Nichts desto weniger gilt
alles bisher Giesagte ebenfalls fiir die anderen Fille, wo im Gleichungspolynome P=S[/Ha® "]
auch gebrochene oder negative Exponenten a und 1 erscheinen. Is ist zwar Sitte jede irra-
tionale odér gebrochene Gleichung in eine rationale und ganze zu verwandeln, allein diese
Transformation ist keine nothwendige und nur in gewissen Fillen von Vortheil. Uns ist hier
nicht der Raum gestattet, niher darauf cinzugehen. Wir wollen nur die Bemerkung machen,
dass.dei Gleichungen, die nach « ganz und rational sind, also in der Form:

Amxm ‘f‘ A,m—j i ! "}“ xim——gxm K ']F © o0 + Azx2 + Al.x + /l‘): 0

erscheinen, bel welchen aber die Coéfficienten 4 irrationale Elemente in sich bergen, dieselben

auch im Allgemeinen in einer oder mehreren Wurzeln vorkommen. Die genauen Angaben
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iiber das Erscheinen dieser Irrationalgrdssen liefert auch hier die gentigend weit fortgesetzte
aufsteigende Entwickelung der Wurzel x nach Potenzen einer schicklich gewihlten £irosse
ao—a; hier aber reicht es nicht hin, die Entwickelung nur bis zur Isolirung der ¢inzelnen
Wurzeln fortzusetzen, weil diese in den Coéfficienten der Gleichung erscheinenden Jrrational-
grossen gelegentlich nur einer einzigen Wurzel x zukommen und erst in den spiteren Ent-
wickelungsgliedern auftreten konnen. Man ist desshalb verhalten, entweder ®ich in einer
anderen Weise die tberzeugung zu verschaffen, dass die beliebig weit fortgesetzte Entwicke-
lung kein neues irrationales Element mehr bringen kinne oder aber zur entsprechenden Glei-
chung iiberzugehen, bei der die irrationalen Elemente immer in einer Gruppe von Wurzeln «
gleichzeitig erscheinen und an ihr die Entwickelung bis zur vollstindigen Isolirung der Wur-
zeln vorzunehmen.

Das Aufsuchen der irrationalen Elemente in den Wurzeln z kat im Grunde nur eine
untergeordnete Bedeutung, da sic nicht wie die absteigende Entwiclelung und die Bestimmung
der Nenner tiber eine IHaupteigenschaft der Geniige leistenden Funictionen Aufschluss ertheilt.
Diese beiden letztgenannten Untersuchungen fiihren nimlich zu‘allen Asymptoten der Curve,
deren Gleichung P =0 ist und gerade die Kenntniss der Cugten in ihrem unendlichen Ver-
laufe ist fiir den mathematischen Forscher meistentheils diegwichtigere. Die Bestimmung der
in den Wurzeln erscheinenden irrationalen Elemente hat aber einen anderen Nutzen; sie macht
es nimlich gar nicht selten moglich, die Wurzeln einex’ Gleichung hoheren Grades in ge-
schlossener Form zu finden, indem sie die ndthigen Andeutungen gibt, ob eine solche
erwartet werden, und den Weg bezeichnet, auf demsman zu derselben gelangen kinne. Die
nachfolgenden Beispicle werden iiber diesen Punkt einige Aufklirung geben. In unserer
Absicht liegt es aber keineswegs diesen Gegenstandvollstindig zu erschipfen. Die Entscherdung
der Frage, ob geschlossene Formen der Greniige leistenden Funetionen bei einer vorgelegten
Buchstabengleichung wirklich vorhanden seiefi und wie man die wirklich bestehenden durch
ein geregeltes analytisches Verfahren und ohne Probiren gewinnen kinne, bildet vielmehr ein
Problem, das bisher, so zu sagen, noch nicht im TEntferntesten seiner Losung entgegen sieht.

Die hier gegebenen Andeutungen gelten aiur fiir die einfachsten Falle.

& I,
Wir wollen nun hier einige Beispiele zur Erliuterung folgen lassen.

Erstes Beispiel:

r—2a*x + [a'—as1]2*+[4a +a—>5]a +[—2a'—2a® + 100° + 2a-—2]x -

+[—ba'—a+ 6a—5]=0,
fiigen wir zu dieser gegebenen Buchstabengleichung ihre Derivirte hinzu:
5t —8a*zr* + 3[at—a—1]d* + 2[4’ + 0—H x4 [— 20" —2a°+ 100 +2a—2]=0,

so findet man fiir e =1, =1 beide Gleichungen gleichzeitig erfiillt. Der Werth a =1 ist
daher vielleicht ein unstetig machender Werth der zweiten Gattung. Wir wollen 1hn in Bezug
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dicser Eigenschaft genauer untersuchen. Es ist zu diesem Zwecke die aufsteigende Reihen-
entwickelung von 2, geordnet nach Potenzen der Grisse ¢ — 1 =a eifizuleiten und desshalb
die gegebene Gleichung vermittelst der Substitution a=a + 1 zu trafisformiren in die:

2 [—2—da—2aa’ 4 [—1 4 a4 6a’f 42’ a']e’ + [9a 4 427] 2"+
+[+6+8a—8a’—10a’—2a']e—4—11la—2Fa*—10a°+ a°=0

bei welcher die aufsteigende Entwickelung von z alsogleich’ eingeleitet werden kann. Man
findet hier fiir & einen einzigen Werth: & =0 und fiir /4, dié Bestimmungsgleichung:

B—20—F + 6h—40.

[hre Wurzeln sind die drei einfachen: A=2, A=—1+¥po—1,s=—1 —V —1 und die doppelte:
h=1. Dieser letzteren entspricht das Anfangsglied ¢, — 1, gehirig zu zwei Entwickelungs-
reihen von x und diese sind weiter zu entwickeln.¢ Man findet zum Anfangsgliede x, =1 zwei

verschiedene IPolgeglieder 4, ¢, namlich:

1
A5

;=1 +4ar yidd «, =1

Mit der Destimmung der Iolgeglieder tritf also diec Trennung auch dieser beiden Wurzeln «
cin, und es ist zugleich die Irrationalgrosse ¥V« in demselben ersichtlich gemacht.

Iiie Entwickelung braucht man nicht weiter fortzusetzen, denu die Isolirung der Wurzeln
ist erfolgt und somit dargethan, dass aueh in allen spiiteren Iolgegliedern nur die Irrational-
grisse Va erscheinen kénne. Ilier®ber gelangt man bei fortgesetzter Entwickelung zu den

geschlossenen Ausdriicken:

p==ul 4 af L I 4 At

Zweites Beispiel:
24 Bas3)r'+ 3 —6a+t3)x + o

Zur Frmittelung der Werthe o der zweiten Gattung hat man die derivirte (leichung

S e = ==is

hinzuzutiigen :
Sa 4 (6a—6)2* + 3a°— 6a=0.
Diese beidens’Gleichungen sind gleichzeitig erfiillt fir « =2. w=-—1. Ausser dieser
Auflosung besteht keme andere mehr.
Man hat nun die aufsteigend nach Potenzen von a = a— 2 geordnete Reihenentwickelung

cinzuleiten, @hd zwar bei der durch die Substitution @ =a 4- 2 abgeleiteten Gleichung:

4+ (3+3a)r"+ (34 6a43aYr 4+ (1 +2a} 3a°+a*)=0.

Leitet mian dieselbe wirklich ein, so findet man ein cinziges Anfangsglied: x, = —1 fiir alle
drei Wurzeln, hiezu aber drei verschiedene Folgeglieder:
x,=— 14 a$
1 /
ry=—11- [—1 -+ /——3Ja?

Ve

|

I

—
+

S[—1—V—3]at

somit erscheint die Irrationalgrésse Va=Va—2 in allen drei Wurzeln,
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Bei diesem Beispiele schliesst sieh die Entwickelung beim dritten Gliede von selbst und
man findet folglich = in gesehlossener Form:

3 — 3)
r=—1+Vat—a—=—at+1+Va—2.

Drittes Beispiel:
(a*—a-—2)2+ (—2a’ + a—3)a* + (—3d*+ 4" + ba—1)2’+ (6°+ 2¢° 54 «— 10) a2 +
+(—3d*—10a*+ 8a—18)x + (ba®—5)=0.
Hier ergibt sich « :—;— als ein Werth von @ der zweiten Gattungs denn es sind fiir
t=— z=—_ dic vorgelegte Gleichung und ihre Derivirte:
57 3
b —a—2)a* +4(—2a* 4+ a—3)2* + 3(—3d’ +4a" ¥ 6a—1)a" 4
+2(06d°+2a°+4a—10)z 4 (—3a*—10a* 4 8¢~—15)=0
gleichzeitig erfillt. Um nun die aufsteigende Entwickelung vow @, geordnet nach Potenzen
. - 1 :
von (a—%) oder von (5a—1)=a cinzuleiten, hat man zuerstedic Substitution ¢=—-(a + 1)
auszufithren und gelangt so zur transformirten Gleichung:
(—270—15a + 5&‘“’)%5 + (—360 +ba—10a%) a4+ (F42 -+ 18ta4 11a* —3a%)x® 4
4 (—1134 + 138a + 282° + 6a%)z* 4 (— 1728+ 91a-
+ (—600 -+ 50a 4+ 24a%) =0.

50a—3aNa L

Hier findet man das Anfangsglied:

2 5 2) 5
r=——+-%8; x,=— S ——2?{1

. : R A— ¥ - =
und es folgt hicraus, dass der Werth a=s — keine Unterbrechung der Stetigkeit bewirkt, weil
a2

dic Trennung dieser beiden Wurzeln ghne Auftauchen von Irrationalgrissen crfolgt.
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Bestimmung des Ergédnzungsgliedes fiir die unendlichen Reihensund Beurtheilung ihrer
Convergenz. Anwendbarkeit der auseinandergesetzten Auflésungsmethoden im Gebiete
der analytischen Geometrie insbesondere zur Bestimmung der Asymptoten fiir Curven

von einfacher Kriimmung.

EINLEITUNG,

Die im Vorhergehenden auseinandergesetzten SAuflosungsmethoden griinden sich im
Wesentlichen auf Reihenentwickelungen und liefefn die Wwrzeln der Buchstabengleichung
meistentheils nicht in geschlossener Form, sonders nur in einer gewissen Anniherung. In der
Regel nimlich lisst sich das zur Bestimmung der Folgeglieder dienende Rechnungsverfahren
ins Unendliche fortsetzen, weil das durch Substitution der gewonnenen Entwickelungsglieder
in das Gleichungspolynom hervorgehende Substitutionsresultat gewshnlich von Null verschie-
den bleibt. Die erwihnten Auflosungsmethoden sind daber streng genommen keine solchen,
weil sie fiir die Unbekannte z Werthe liefern, die im Allgemeinen das Gleichungspolynom
nicht auf Null bringen, und erscheinen disher nur fiir jene Fille gerechtfertigt, in denen die
Reihenentwickelung sich von selbst sehliesst. In allen iibrigen Fillen aber, in welchen die
Reihenentwickelung sich ins Unendliche fortsetzen lisst, ist erst die Frage zu beantworten, ob
und unter welchen Bedingungen man bei fortgesetzter Entwickelung, d. h. dureh das Hinzu-
fiigen neuer Folgeglieder, sichsdem wahren Wurzelwerthe von  fortwihrend nihert oder
davon entfernt. Nur auf solche Weise konnen die gelehrten Reihenentwickelungen ihre volle
Rechtfertigung erlangen undsein Missbrauch derselben vermieden werden, und es geht hieraus
die Nothwendigkeit einer yweiteren Untersuchung hervor, welche zu bestimmen hat, ob der
durch Abbrechen der Reilienentwickelung gewonnene Ausdruck, wenn anch nicht als exacter,
so doch als ein angeniiherter Werth von o angesehen werden kinne. Diese Untersuchung
wird aber noch mehrdeisten, denn sie wird die richtige und vortheilhafteste Gebrauchsweise
der verschiedenen Entwickelungsarten angeben. Die Auflosung ciner Buchstabengleichung
F(z, @) = 0 kanngstets durch das Verzeichnen einer Curve von cinfacher Kriimmung versinn-
licht werden. Die hier besprochenen Auflésungsmethoden bezwecken aber meistentheils nicht
die vollkommen' genaue Verzeichnung dieser Curve, sondern begniigen sich, ein hinlinglich
angenihertessBild derselben zu entwerfen, indem sie die complicirte Curve stiickweise aus
einfachen FPinien zusammensetzt. Damit aber diese, aus ganz differenten Linienstiicken
zusammeggesetzte Zeichnung, wenn gleich kein vollkommen genaues, so doch ein hinlinglich
angenilertes Bild der wirklichen Curve gebe, ist eine zweckmissige Anordnung und vortheil-
hafte Abtheilung der Curve in Stiicke erforderlich. Dies ist der Zweck der nachfolgenden
Untersuchungen.

Die Aufgabe, die wir uns stellen, ist eine doppelte: erstens, wenn man durch die ein-
geleitete und bei einem Dbeliebigen Gliede abgebrochene Reihenentwickelung sich einen
Bestandtheil z,, bestehend aus 7 4 1 Anfangsgliedern verschafft hat, so soll fiir den Fehler,
den man begehen wiirde, wenn man diesen Ausdruck als einen Werth von x annihme, ein
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zu angeniiherten Werthen fithren, aber fiir den beabsichtigten Zweck genau dasselbe leisten,
wie vollkommen geschlossene Ausdriicke.

Schon frither und zu wiederholten Malen wurde die Bemerkung gemacht, dags die
bekannten Regeln zar algebraischen Division und zum Wurzelauszichen nur speeielle Anwen-
dungen seien der hier erdrterten allgemeinen Auflésungsmethode, angewendet auf binomische
Gleichungen des ersten und hoheren Grades. Diese beiden einfachen Rechnungseéperationen
fithren nur in speciellen Idllen zu geschlossenen Ausdriicken, meistentheils aber lassen sic sich
ins Unendliche fortsetzen. Bricht man nun die Rechnung irgendwo ab, so ist das gewonnene
Resultat (Quotient oder Wurzel) fehlerhaft. Um denselben fehlerfrei zu erhalten, muss man
noch ein Ergiinzungsglied hinzufiigen. Bei der Division von Polynomen hatsman nidmlich zum
unvollstindigen Quotienten noch einen Bruch hizuzufiigen, dessen Zihler der letzte Partialrest
und dessen Nenner der Divisor ist. Dieser aus dem letzten Reste und dem Divisor gebildete
Bruch gibt den bestehenden Fehler ganz genau an, und zwar fiir jedesi beliebigen Werth der
darin erscheinenden Buchstabengrosse.

Man kann aber auch die Frage sich vorlegen, ob und fiir welchg Werthe der unabhingigen
Buchstabengrisse die unendliche Reihe, swelche bei fortgesetztersDivision hervorgeht und die
bekanntlich eine recurrirende genannt wird, convergent sei, und auch diese Frage ldsst sich
mit Leichtigkeit beantworten.

Diese zwei Fragen nun, welche in bekannter Weise selion bei der algebraischen Division
and beim Wurzelziehen beantwortet sind, sollen nun auclyfiir den allgemeinen Fall, nimlich
bei der Auflssung einer Buchstabengleichung hoheren Grades, ihre Erledigung finden. Dies
ist aber der Zweck der nachfolgenden Untersuchungei. Die Lirgebnisse dieser allgemecinen
Untersuchungen werden, wie sich dies von selbst vexstelit, fiir den einfachen FFall einer bino-
mischen Gleichung des ersten oder eines hoheren (srades, mit den bereits bekannten, fiir die
algebraische Division von Polynomen und das Warzelzichen geltenden vollkommen iiberein-
stimmen.

Bevor wir jedoch zur wirklichen Beantwortung dieser beiden Iragen schreiten, ist es
unerliisslich, sich von ihrer Bedeutung eine vollkommen klare und deutliche Vorstellung zu
verschaffen, weil nur auf solche Weise ihrgtBeantwortung moglich wird. Die erste derselben
erheiseht die Vergleichung des gefundengn Bestandtheiles x,, der ein vollkommen bestimmter
und bekannter Ausdruck ist, mit dend exacten Wurzelwerthe ¢ (¢) von z, der selber noch
unbekannt und nur durch die Gleiching bestimmt ist, und es soll bei dieser Vergleichung
entschieden werden, ob die Relation' z, > ¢ («) oder dic entgegengesetzte x, << ¢ (a) besteht
und welchen numerischen Werths'der Fehler ¢ (¢) — @, crlangen kune. Da die beiden in
Vergleich zu bringenden Grissen «,, ¢ (¢) Functionen von @ und keine bestimmiten Zahlen
sind, so kaun offenbar die Entscheidung nicht fiir beliebige, sondern nur fiir bestimmte und
speeielle Werthe von « bewerkstelligt werden, deun cine jede der drei Relationen:

z, <g¢(a) , z.=¢(@) , ,>p(a)

kann gelegentlich, d. ho'fiir gewisse Werthe von @ erfiillt sein. Man hiitte demnach eigentlich
fiir alle moglichen Werthe von @, also fiir das ganze unendliche Intervall von — oo bis + oo
diese Vergleichung von w, mit ¢ (¢) durchzufiibren und fiir jede der drei angefiihrten
Relationen die zugehorigen Werthe von @ aufzuzihlen. Diese Vergleichung der beiden
Functionen w,, ¢ (@) wiirde nicht einmal hinreichen, weil bekanntlich unter den Wurzeln ciner

X
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algebraischen Gleichung auch imagindre erscheinen konnen, so zwar, dass also gelegentlich
z, und ¢ (@) fiir gewisse Intervalle von @ imaginire Zahlwerthe crlangen kénnen, denn dann
haben die Relationen z, < ¢ (@), ¢, > ¢ (@), die sich nur auf reelle Zghlen erstrecken, keinen
Sinn mehr; ja die vollstindige Beantwortung dieser Frage wiirde sogar fordern, nicht blos die
reellen, sondern auch die imagindren Werthe von @ zu erschopfen.

Zudem ist es nicht gentigend, ¢ (a) als irgend eine beliebigeWurzel der Gleichung P =0
anzuschen, sondern man ist gentthigt, eine bestimmte Wurzel darunter zu verstehen. Dies
ist in den oberwihnten Fragen auch, wie wohl nur stillschweigend, niedergelegt und nament-
lich unter ¢ (¢) daselbst jene Wurzel der Gleichung verstanden, deren Entwickelung eben mit
der Gliedersumme z, beginnt. Da nun meistentheils diese Gliedersumme einer einzigen
Wurzel cigen ist, so hat auch die gestellte Frage eine vollkommen bestimmte Bedeutung.
Trotzdem aber, dass unter diesen Umstinden die gestellte Frage eine vollkommen bestimmte
ist, wiirde es dennoch schwer halten, diese bestimmte’ Wurzel ¢ (2) fiir alle moglichen Werthe
von « festzuhalten und von den tibrigen zu unterscheiden. Diese Unterscheidung ist zwar
immer moglich, aber nicht immer auf eine leichte Art. Gliicklicherweise bensthigt man aber
die vollstindige Erledigung der gestellien Fraglen nicht. Reihenentwickelungen erweisen sich
namlich nur so lange vortheilhaft, als sic emien bedeutenden Grad von Convergenz besitzen,
so zwar, dass man mit einer verhéltnissmiassig geringen Anzahl von Anfangsgliedern dem
wahren Wurzelwerthe hinreichend nahe kommt. Die absteigen de Reihenentwickelung wird
nur fiir numerisch grosse Werthe vou ¢ mit Vortheil beniitzt, die aufsteigend nach Potenzen
von a =a—a« fortschreitende, aber_fiir die naliec an Null liegenden Werthe von a einen
bequemen Verbraueh verstatten. Iis wird daher geniigen, die Beantwortung der obigen
Fragen nur fiir solche, einen praktischen Nutzen versprechenden Werthe von @ vorzunechmen
und alle iibrigen Bereiche von e.ausser Acht zu lassen. In all’ diesen Fillen geschicht aber
das Hervorheben der bestimmtén Wurzel ¢ (a) leicht und sicher.

L. Bestimmung des Ergédnzungsgliedes.
& 1.

Wir sehreiten~nun zur Beantwortung der ersten der beiden aufgestellten I'ragen, nimlich
yur Bestimmung ~der Fehlergrenze oder des Erginzungsgliedes A, welelies iiber die mégliche
Grisse der Summe aller nicht entwiekelten, auf die Gliedersumme z, folgenden Glieder, also
auch iiber dig"Grosse des bestehenden Fehlers Aufschluss ertheilt. Wir sind aber gendthigt, die
nachfolgendén Untersuchungen auf den einfachsten Fall zu beschriinken, wo die in Betrach-
tung zu zehenden Grossen ., , a reelle Werthe besitzen, alle anderen hingegen unbe-
riicksichtigt zu lassen. Bs geniigt auch eine einfache Uberlegung, dass die hier nicht
berticksichtigten Falle ecigentlich zu einem complicirteren Probleme gehdren, némlich zur
Auflsung eines Systemes von Gleichungen, denn sobald eine oder mehrere der Gréssen
x,, ¥, & imaginir sind, lisst sich jede derselben in zwei Theile trennen, i den reellen und in
den mit ¥ — 1 multiplicirten und auch die Gleichung P=0 zerfallt dann in zwei, die beide
gleichzeitig erfiillt werden miissen und dies ist auch der Grund, wesshalb sie hier fiiglich nicht

erledigt werden konnen.
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Eine zweite Voraussetzung, zu der wir durch die Natur der Aufgabe gensthigt sind, ist, dass
z, eine isolirende Glicdersumme, d.h. einer einzigen Wurzel 2 eigen sei. Im Vorhergéhen-
den wurde schon zu wiederholten Malen erwihnt, dass man stets von dieser Voraussttzung
ausgehen kinne, weil man durch hinlinglich weit fortgesetzte Entwickelung fast imnier d«‘lhi;l
gelangt, oder, falls gleiche Wurzeln  in der urspriinglichen Gleichung ’=0 erscheinen, deren
Trennung niemals erfolgen kénnte, durch Sonderung eines gemeinschaftlichen Factors aus I
und ;l—f— eine andere und einfachere Gleichung sich bilden ldsst, welche eben diese wiederholten

Wurzeln der I’= 0 aber nunmehr als unwiederholte besitzt. Diese zweite Voradissetzung ist aus
dem Grunde unerlésslich, weil sonst, wie in der Einleitung bemerkt wurde, die gestellte IFrage
keine Bestimmtheit hitte. Wollte man frither, bevor noch die vollstindige Tfennung der Wurzel
erfolgt ist, zur Bestimmung des Erginzungsgliedes schreiten, so wiire A eige Grisse von der Art.
dass zwischen z, und 4 A alle diese Wurzeln liegen, denen dic Gliedergumme z, gemeinschaft-
lich zukommt. Dann wiire wohl die Bestimmung des Jirginzungsgliede$ gleichfalls ein bestimm-
tes Problem, das wir aber hicr seiner geringeren praktischen Wiehtigheit wegen iibergehen.

Die gemachte Voraussetzung, dass z, eine isolirende Gliedersumme sei, bringt aber
noch den anderen wichtigen Vortheil. dass man dadurch die‘Uberzeugung erlangt, ob die
der Entwickelung unterworfene Wurzel @ auch in den spiiteren I'olgegliedern reell ist oder
nicht, weil nach dem im vorhergehenden Abschnitte Irwicsenen bei rationalen Gleichungen
von dem Momente der vollstindigen Isolirung an kemesneuen irrationalen Elemente mehr
in den Folgegliedern auftauchen konnen, die micht schon i der isolirenden Gliedersuinme
bemerkbar wiren. Daraus dass die isolirende Gliedersumme und demnach die ganze Entwicke-
lung dieser Wurzel z von jedem irrationalen Elemente frei und daher fiir beliebige reelle Werthe
der unabhiingigen Buchstabengrosse a stets reell istSfolgt nun wolll freilich noch nicht, dass «
dieselbe Eigenschaft besitzen miisse; es ist vielmehr schr leicht, an einem Beispiele sich vom
Gegentheile zu iiberzeugen. Die Function V' a*—1Je, absteigend entwickelt, zeiot keine Spur eines
irrationalen Elementes und dennoch nimmt siediir alle zwischen— 1 und + 1 liegenden reellen
Werthe von @ imaginire Werthe an; allein fiir eben diesen Bereich wird auch die absteigende
Entwickelung divergirend. Die isolirende (sliedersumme gibt aber Aufschluss tiber das Reell-
oder Imaginiirsein von & im Bereiche der;Convergenz der Entwickelung. I3s ist hicraus ersicht-
lich, dass die zweite gemachte Voraussetzung schon durch die erste gefordert wird.

Bevor wir die Bestimmung des $rginzungsgliedes selber zum Gegenstande der Unter-
suchung machen, ist es unerlisslick die Bedingungen priicis aufzustellen, die erfiillt werden
sollen. Wenn man die Entwickelung eimmer Wuarzel w= ¢ (@) In ihren » + 1 Anfangsglicdern
vollfiihrt hat, ohne dass das engsprechende Substitutionsresultat ¥, identisch verschwindet, so
liisst sich der exacte Werth dexselben wohl dureh =, + ' vorstellen, wo 2’ eine noch unbekannte
Funetion von ¢ ist, welche zugleich den Fehler angibt, den man begeht, wenn man die Glieder-
summe z, als einen Geniigé leistenden Werth von 2 anschen wollte. Allein den genauen Aus-
druck fiir # zu finden, @elingt nur selten, nur ausnahmsweise, und man begegnet dabei

gewshnlich densclben witiibersteiglichen Hindernissen, wie bei der urspriinglichen Bestimniung
von z. Hier geniigt es. anstatt des wirklichen Fehlers o einen anderen Ausdruck 4 zu finden,
der in geschlossener Form bestcht, dasselbe Vorzeichen, wie 2/, und cinen nume-
risch grisseren Werth besitzt. Gelingt es wirklich, einen solchen Ausdruck A zu finden, so
wird der exacte Wurzelwerth z, 4+ 2’ jedenfalls zwischen z, und , + A fallen und der bestehende

Fehler 2 zwisechen 0 und A liegen. Fiir jenen Rechner, der sich mit cinem hinldnglich
. 3
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angenitherten Werthe von « begniigt, sobald ihm nur die Grisse des Felders zur Einsicht vor-
liegt, wird, sobald nur A geniigend klein ausfillt, die Gliedersumme «, yollkommen ausreichen.

Da x, «,, ', A hier Functionen von ¢ und keine bestimmten Zahlen sind, so kinnen die
obigen Bedingungen nicht fiir alle méglichen Werthe von @, sondernshur fiir einen beschrinkten
Bereich gelten und folglich auch nur fiir diesen Bereich von ¢ die Werthe x, und «, 4 A den
exacten x =g (a) zwischen sich einschliessen und als zwei @renzwerthe figuriren. Wiirde
man sich unter A irgend eine ganz nach Belieben erwihlte Fungtion von @ denken und nun dem
Juchstaben @ in z, und z, + A einen bestimmten, nach Willkiir erwithlten Zahlwerth ertheilen,
so dass sich diese beiden Grissen in Zahlen verwandeln; so konnten mehrere verschiedene
Fille stattfinden. Es konnte ndmlich zwischen #, und @, + A entweder gar keine, oder eine
cinzige, oder melirere Wurzeln = der Gleichung P=@ liegen, die sich fiir diesen bestimmten
Zalhlwerth von @ in cine numerische Gleichung verwandelt. Liegt gar keine Wurzel dazwischen,
so ist entweder die erwihlte Funetion A nicht als Erginzungsglied brauchbar, oder der betrach-
tete Werth von ¢ liegt ausser dem Bereiche threr Giltigkeit. Aber selbst dann, wenn eine einzige
Wurzel dazwischen fillt, ist es noch keineswegs eine nothwendige Folge, das die getroffene
Wahl von A eine brauchbare sei und der betrachtete Werth von @ dem Bereiche threr Giltigkeit
angehore, denn dicser eine Wurzelwerth kanfi ebensowohl der mit ¢ (o) bezeichneten Wurzel,
der eben die Gliedersumme z, eigen ist,<als irgend einer der iibrigen entsprechen, deren
Anfangsglieder der Entwickelung von z, ¥erschieden sind, und nur wenn der erste dieser beiden
Fille stattfindet, ist die getroffene Wghl von A zweckentsprechend, und der angenommene
Werth von @ im Bereiche ihrer Giltigkeit; im zweiten Falle wiirde die Grisse A sich auf eine
fremde Wurzel bezichen und die ganz werthlose Angabe der Differenz zwischen ihr und der
iliedersumme z, machen. [ben aus demselben Grunde ist auch dann, wenn eine Gruppe vou
niehreren Wurzeln zwischen z, aind «, + A fillt, dem Zwecke nicht entsprochen; selbst dann
nicht, wenn sich unter dieser faruppe die Wurzel ¢ (@) befinde, abgeschen davon, dass eine
solehe Entscheidung in diesem Falle mit einigen Schwierigkeiten verkniipft wiire.

Aus all’ dem Gesagten ist einlenchtend, dass es sich bei der Bestimmung des Erginzungs-
gliedes nicht blos um das Auffinden eciner I'unction A, sondern auch um die Ermittelung des
Tntervalles fiir ¢ handelt, fiir welches sie ihre Giltigkeit besitzt, und dabel hat man Bedin-
gungen zu erfiillen, welche besagen, dass fiir alle im fraglichen Intervalle liegen-
den Werthe von@ zwischen den beiden Grenzen 2, und x, 4+ A stets eine einzige
reclle Wurzel gund zwar eben die ¢ () falle, der die Gliedersumme z, eigen ist.

Man kann &ich dies durch ein geometrisches Bild versinnlichen, indem man 2 und « als
orthogonale Cgordinaten eines Punktes auf einer Ebene, namentlich @ als Abscisse, « als Ordi-
nate betrachtet. Der gegebenen Gleichung /(2z,¢) =0 und auch den beiden andern: z ==,
x=ux,+ Asentspricht je eine bestimmte Curve. Alle diese drei Curven sind von einander ver-
schiedensDie erste derselben, die der Gloiohung F(z,a)=0 angehort, ist (in einem gewissen
Sinne ) saus mehreren verschiedenen Asten zusammengesetzt, von welchem der cine, dem die

Gliedg¢rsumme z, entspricht, durech z=¢(«) analytisch ausgedriickt sein mag. Die drei
Curven z=¢(a), x=ux,, v=u,+ A, gleichzeitig auf einer und derselben Ebene ver-
zeichnet , werden sich mannigfach durchschneiden, so zwar, dass die 2 = ¢ (@) bald zwischen
den beiden andern z=2x,, x=u, + A, bald ausserhalb derselben zu licgen kommen wird.
Verzeichnet man aber nicht blos den eiuzigen Ast = ¢ () sondern den Complex aller Aste,
welche durch die Gleichung F(z,a) =0 gegeben sind, so wird die Verschlingung der drei
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Curven noch complicirter erscheinen und nun bald der eine, bald ein anderer, bald keiner,
bald nur ecin cinziger, bald mehrere verschicdene Aste zwischen z ==, und x=a+ A
fallen. Um nun zu entscheiden, ob in einem gewissen Bereiche der Ast x = ¢ (a) zwischeh oder
ausserhalb dieser beiden Grenzlinien liegt, muss man denselben sorgfiltis verfolgen nnd
namentlich an den Durchkreuzungsstellen mehirerer Aste seine richtige Fortsetzung aufsuchen
nnd dermassen fortschreiten, bis man an jene Stelle gelangt, an der seine Lage’ angegeben
werden soll.

Das, was hier in der geometrischen Figur geschelien, hat man auch bei dém analytischen
Vorgehen zu thun. Der Curvenast @ = ¢ (@) lisst sich bei der completen Curve, dhnlich wie bei
einem verwickelten Kn#ul nur an cinem Ende oder an einer Schlinge, Kurz nun fiir cinen
speciellen Werth von @ erkennen, und von dieser einen Stelle aus muss manihn weiter verfolgen.
Dabei stosst man aber auf mancherlei Schwicrigkeiten und so lange eben nur eine einzige Ent-
wickelungsweise der Wurzel x = ¢ (@) und selbst diese nur in einer héschrinkten Anzahl von
(liedern, gegeben durch die Gliedersumme ,, vorliegt, ist es in dep Regel unmdglich, weiter,
als bis zu einer bestimmten Grenze vorzudringen. Bei der ersten Verschlingung, der man
begegnet, stellt sich das Hinderniss dar.

Anfangs nimlich findet sich zwischen den beiden Grenzlifiien der Ast 2= ¢ () und zwar
nur dieser allein vor. Im weiteren Fortschreiten auf den beiden Grenzlinien kann nun der
dazwischen gelegene Ast plétzlich hinaustreten oder ein ¢der mehrere andere Aste hinein-
treten. Tritt der Ast aus dem Zwischenraume zwischen @; und «, + A hinaus, so befindet sich
nun gar kein Ast der Curve F(z,¢) =0 mehr dazwischen und dies wird sich nur in der Weise
zutragen konnen, dass der hinaustretende Ast x =g{«@) eine der beiden Grenzlinien x =,
oder x =, + A schneidet, was sich an dem betreffénden Substitutionsresultate I7( z,, @) oder
F(x,+ Aa) dadurch analytisch zu erkennen gibs, dass fiir eben diesen Werth von «, fiir
welchen das Hinaustreten stattfindet, eine dieser beiden I'unctionen von @ verschwindet und
dabei das Zeichen wechselt. In einer anderen, als der angedeuteten Weise ist ein Verschwindeu
des Astes x =¢ (@) aus dem Intervalle zwiséhen den beiden Grenzlinien nicht moglich, wenn
die Gleichung, wie hier vorausgesetzt, nach und @ rational ist, weil das Imagindrwerden der
Wurzel ¢(a), welehes gleichfalls ein Verschwinden des Curvenastes zur Folge haben kounte,
nur danu erfolgen kann, wenn mit ihr zigleich cine andere Wurzel imaginédr wird, nachdem
sich beide im letzten Momente des Ricellseins vercmigt haben. Eine solche Vereinigung aber
setzt voraus, dass wenigstens im letzfen Momente des Reellseins von ¢ (@) mehr als eine einzige
reelle Wurzel der Gleichung zwisehen den beiden Grrenzen z, und 2, + A befindet, wofiir em
ganz untriigliches Zeichen der Amalysis besteht.

Treten aber neuc Aste zudem friiheren x = ¢ (a) hinzu, wobei genau dieselben Umstiinde
wic beim Austritte von Asten @bwalten, so gibt es kein Mittel mehr, durch das blosse Verfolgen
von Grenzlinien und aus def Anzahl der dazwischen fallenden Aste anzugeben, ob der Ast
&= ¢ (a) noch reell ist oder nicht, so lange man nicht die Sonderung der verschiedenen Aste
bewerkstelligt oder zu afideren Hilfsmitteln greift, und es hirt demnach auch die Moglichkeit
auf, den Ast x =¢ (@) Sweiter zu verfolgen, oder wolhl gar an einer spiteren Stelle, wo wieder
nur ein einziger Curvenast zwischen den beiden Grenzlinien liegt, zu entscheiden, ob dies

eben der # = ¢ (a) oder cin anderer sel.
Das Gresagte diirfte wohl einiges Licht werfen auf die Natur des vorliegenden Problemes.
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8 2.

Aus dem Vorhergehenden geht klar hervor, dass die Bestimmung®des Erginzungsgliedes
fiiglich in zwei getrennte Untersuchungen zerfallt werden kinne. Der erste Theil dieser Unter-
suchungen hat nur zum Zwecke, fiir einen ganz speciellen Werth von @, der sich eben hiezu
eignet, dic cine Wurzel ¢ (@) durch die beiden Grenzwerthe , ind z, + A von allen iibrigen
zu isoliren; der zweite hingegen hat vorziiglich die Ermittelugg des giltigen Intervalles von
a zur Aufgabe, welches alle jene Werthe von a in sich schliesst, fiir welche zwischen den
beiden Grenzen z, und z, 4 A die Wurzel ¢ (¢) einzig undsallein fillt. Hier wollen wir uns
zundchst mit dem ersten Theile dieser Untersuchungen beschiftigen.

Vor allem andercn handelt es sich um die Angabe jenes Werthes von ¢, der dieser Unter-
suchung zu Grunde gelegt werden soll und den wir ein’ fiir allemal mit ¢« bezeichnen wollen.
Es ist ein bekannter Satz, dass bei jedem geordneten Polynome fiir gewisse extreme Werthe
der darin erscheinenden Buchstabengrisse, gleichgiltig, ob dasselbe ein geschlossenes oder
ein unendliches ist, das Anfangsglied ecinen bei weitem grisseren numerischen Werth erlangt,
als alle Folgeglieder. Diese extremen Werthe von @ sind bei einem absteigend nach Potenzen
von ¢ geordneten Polynome die numerisch grossen, also namentlich die im Bereiche des Unend-
lichen liegenden -+ oo und — oo, hingegen bei einem aufsteigend geordneten die nnmerisch
kleinen Werthe von @, also namentlich dlie abermals im Bereiche des unendlich Kleinen

liegenden: + —::und— 01: Fiir solehe dVerthe von @, die wir immer mit + ¢ bezeichnen
wollen, um den Unterschied zwischen absteigender und aufsteigender Intwickelung nicht
immer erwithnen zu miissen, geniigf es, nur das Anfangsglied zu beriicksichtigen, um iiber
den Werth des ganzen Polynomes, namentlich iiber sein Vorzeichen Aufschluss zu erhalten.

Diese Werthe sind es auchy fiir welehe die Trennung der Wurzel € =¢ (¢) von allen
iibrigen am leichtesten gelingt,sund auch die Bestimmung der IF'unetion A keiner Sehwierigkeit
unterliegt. Man wird die Aufgabe gelést haben, wenn man A dermassen wihlt, dass dic beiden
fir z =2, und die zweite Substitution x ==z, + A aus I"(z, @) hervorgchenden Substitutions-
resultate, die bezichungsweise mit 8. und Q, angedeutet sein sollen, in ihren Anfangsgliedern
verschieden ausfallen und diese namentlich fiir den betrachteten extremen Werth ¢ cntgegen-
gesetzte Zeichen erlangen, wihrend das derivirte Polynom J7 (z, @) fiic diese beiden Substi-
tutionen und auch fiif' alle zwischenliegenden iibrigen stets cinerlei Anfangsglied im Substi-
tutionsresultate liefert, denn dann liegt fiir den betrachteten extremen Werth ¢ zwischen x,
und z, + A, denshekannten, fiir Zahlengleichungen geltenden Sitzen zufolge, cine einzige
reclle Wurzel, «und zwar gerade dic ¢(a), deren Entwickelung mit der Gliedersumme z,
beginnt, wie gpiter noch umstindlicher nachgewiesen werden soll.

Die higr festgestellte Bedingung ist keineswegs im Stande, die Function A villig zu
bestimmeny sic lisst vielmehr der willkiirlichen Wahl noch weite Schranken. In der That
denkt man sich die I'unction A genau in derselben Weise, wie die (iliedersumme z, entwickelt
und gedrdnet, so bezieht sich die hier anfgestellte Bedingung nur auf das Anfangsglied dieser
Entwickelung, welches wir mit 8¢’ bezeichnen wollen. Ifiigt man diese mit #a’ beginnende
Reihe A zu z, hinzu und bildet nun fir x =z, 4 A das aus dem Gleichungspolynome [/ (x, «)
hervorgchende Substitutionsresultat, so sind drei verschiedene Falle denkbar:

1. ¢ ist der Rangordnung nach friiher als der Exponent &,,, des unmittelbar auf z, fol-
genden, noch nicht entwickelten Gliedes £,,, a**!, d. h. es ist & > &, ,,, wenn die absteigende,
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hingegen ¢ <C§,,,, wenn die aufsteigende Entwickelungsform vorliegt. In diesem Falle ist
bekanntermassen das erste nicht verschwindende Glied des Substitutionsresultates:

(76) 09, a®* oder % 8’9 W ghto+o

oder crscheint auch wohl als Summe von zweien oder mehreren solchen Ausdriickén. Tlier
bedeutet in der schon zu wiederholten Malen angewendeten Bezeichnungsweise ., a™ das
Anfangsglied von R/, H,7¢™? jenes von . Die Ableitung dieser Ausdriicke; so wie die
genaue Angabe, wann die eine und wann die andere Form auftritt, kann hieg fiiglich tiber-
gangen werden; wir verweisen den Leser, dem dies unklar sein sollte, auf unsere friihere
Abhandlung in dem XII. Bande der Denkschriften der mathem.-naturw. Classe und nament-
lich auf die §§. 8, 9, 10, 11, 19, 20.
2. Esist ¢ =¢€,,, und demnach das Anfangsglied des Substitutionsresultates Q, :
(77) (5. + 09,)a"

3. ¢ ist der Rangordnung nach spiter als &, d. h. §<C¢,,, Bei der abstcigenden,
0> €&, bei der aufsteigenden Iintwickelung. In diesem Falle ist das Anfangsglied
von Q,:

(78) .a
also von jenem in B, nicht verschieden.

Betrachtet man nun die drei erhaltenen Formen de§ Anfangsgliedes von Q, (76), (77),
(78) und vergleicht sie mit dem Anfangsglicde H,a™ von R,, so iiberzeugt man sich also-
gleich, dass nur die beiden ersteren (77). (78) davos verschicden ausfallen und dass man
durch eine zweckmissige Wahl der Grisse @ denselben stets das verlangte entgegengesetzte
Vorzeichen ertheilen konne. Hat man iiber # unds d entsprechend verfiigt, so konnen die
tibrigen auf @a’ folgenden Glieder von A ganznach Belieben gewihlt werden. Man sieht
hieraus, wie schon frither behauptet worden, dass es unendlich viele verschiedene Functionen
von @ gebe, welche die Rolle des Erginzungsgliedes zu iibernehmen im Stande sind; alle
bisher geforderten Eigenschaften beziehen sieh nur auf das Anfangsglied 6a’. Wir wollen sie
spiter noch aufmerksamer betrachten, jetgt aber zundchst auch die andere Bedingung fiir A
in Erwigung zichen, welche besagt, dass die Anfangsglieder der fiir x =x,, z=2, 4+ A und
auch fiir alle Zwischensubstitutionen aus dem derivirten Polynome I (x,a) hervorgehenden
Substitutionsresultate einerlei Anfanggolied besitzen sollen.

Stellen wir abermals A in scineg'entwickelten Gestalt auf, beginnend mit dem Anfangsgliede
fa’, und substituiren den Werth 27+ A anstatt & in das derivirte Polynom I (x, a), bezeichnen
ferner mit 2,a® jenes Glied dersGliedersumme z,, fiir welches die vollstindige Isolirung der
entwickelten Wurzel erfolgtist.Das isolirende Glied 4,a%, ist meistentheils das Anfangsglied 4, a®,
bisweilen ein spiteres; hier wo, der schon anfangs gemachten Voraussetzung nach, 2, eine isoli-
rende Gliedersumme vorstellt, aber jedenfalls in dieser Gliedersumme z, enthalten. Das isolirende
Glied b, a® gibt sichbei der Entwickelung der Gliedersumme, unzweifelhaftzu erkennen dadurch,
dass von diesem angefangen, alle spiterenFolgeglieder k,, a1, b,y a2, ..k, a* in der Glieder-
summe 2, durch Gleichungen des ersten Grades erniittelt werden, wihrend alle vorhergehenden
und %, % selber nur durch Betrachtung ciner Buchstabengleichung hoheren Grades erhalten
wurden. Eine andere, hiemit im innigen Zusammenhange stehende, hier fiir uns noch wich-
tigere Erscheinung, vermittelst deren sich gleichfalls das isolirende Glied %,a® crkennen lasst,
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besteht darin, dass von diesem Momente an das Anfangsglied §', " des aus £ (z, a) hervor-
gehenden Substitutionsresultates ', fortwihrend dasselbe bleibt, auch fiig‘alle spiteren Indices:
p+1,p+2,....r, womit eben erwicsen ist, dass das Glied 4,a* denjenigen Bedingungen
widerspricht, welche es erfiillen miisste, um als ein Intwickelungsglied einer Wurzel der
derivirten (Hleichung F” (z, a)==0 zu gelten. Da also das isolirendesGilied 4, %, in der Glieder-
summe z, das letzte , der Gleichung I (2, @) =0 in der Weise widerspricht, dass nur eine an
ihm angebrachte Anderung der Grissen &, und 4, keineswegs aber das Hinzufiigen anderer, der
Rangordnung spiterer Glieder das Nullwerden des Anfangsgliedes §', " herbeifiihren kann,
welehes sonst unterbleibt; so ist es hier klar, dass ¢ jedenfalls der Rangordnung spiiter als &,
d. h. bei der absteigenden Entwiekelung ¢<C¢,, bei der aufsteigenden hingegen 6>,
gewihlt werden miisse, wenn die beiden fiir x =2, sund =2, + A aus I (z, a) hervor-
gchenden Substitutionsresultate §', und L', in ihrem’ Anfangsgliede ©',a" iibereinstimmen
sollen. Thut man dies wirklich, so werden nicht nyr fiir diese beiden Substitutionen: z =z,
und x =1, + #a’ +...., sondern aueh fiir alle dagwischenliegenden, die alle in der cinzigen
Form z ==, + #a’ enthalten sind, wenn man dgm Coéffieienten 6 alle miglichen zwischen 0
und O licgenden Zwischenwerthe ecrtheilt, di¢ aus F"(z, @) hervorgehenden versehicdenen
Substitutionsresultate einerlei Anfangsglied $',a*" besitzen.

Halten wir nun die so cben abgeleitete Bedmgung fiir ¢ mit der frilheren zusammen, so
sicht man, dass ¢ scinem Werthe nach zwisehen &, und £, fallen oder mit &, iibercinstimmen
miisse, wenn den beiden Bedingungen entsprochen werden soll. Es ist jetzt noeh iibrig, die
fiir den Coéffieienten ¢ bestehenden Bedingungen genauer kennen zu lernen, und wir wenden
uns desshalb wieder zu den beiden frither aufgestellten Hauptformen (76) und (77), die
fiir dermassen gewithlte ¢ gelten Konnen, wobei noeh zu bemerken ist, dass von den beiden
unter (76) aufgefilhrten nur diecerste giltig sci, da dic zweite fiir solche Werthe von ¢ am
Platze ist, dic dem &, der Ramgordnung naech vorhergehen. Beginnen wir mit jenem Falle,
in welehem ¢ von €, versehieden und somit die erste der beiden Formen (76) das Anfangs-
glied des fiir z==, + A hervorgchenden Substitutionsresultates Q, darstellt und vergleichen
hiemit das Anfangsglied $,a™ von P,, das der anderen Substitution 2 ===, angehort.

Sollen fiir den cxtremen Werth +a. diese beiden Anfangsglieder entgegengesetste
Zeiehen tragen, so mugs offenbar der Quotient:

0@‘@/ ( i aw)mr:_s‘)jrf—(’)‘
7

das Zeiehen mimis erhalten, folglich dem Cogfficienten 6 das entgegengesetzte Zeichen von

Hr 9,1t
79 R e
(19) S
ertheilt wetden. Der numerische Werth von # unterliegt aber hier keiuer Beschrinkung.
Wihlt man hingegen ¢=§,, , =%, —A,, so ist die Form (77) giltig fiir das Anfangs-
glied yon Q,. Sollen nun fiir den extremen Werth + @ dic beiden Anfangsglieder von 8,
und £, entgegengesctzte Zeiehen erhalten, so muss der Quotient dersclben:

o
Hr

(30) 1+ 6

negativ sein, und da bekanntermassen der Coétficient A, ., des nichsten aut x, folgenden Gliedes
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; =y o . Y
gegeben ist durch die Gleichung 4, , =, 50 kann man in (80) deu Bruch ;r» durch den
. . 1 [ b
ihm gleichen: oty ersetzen und gelangt dermassen zur Bedingung, dass

o
(81) 1—— <0
fer1

sein soll. Dieser Bedingung gemiiss ist daher das Zeichen von # jenem von h,., gleieh,
seinnumerischer Werth aber grésser, sonst aber nach Belieben za wihlen.

Diese sind die Bedingungen, die man in dem einen und in dem anderen Falle zu erfiillen
hat. Es dringt sich hier die Frage auf: Welcher Wahl von ¢ soll man den Vorzug geben ?
und ist nicht schwer, sie zu beantworten. Da zuniehst nur die extrenien Werthe von « und
die an sie grenzenden endlichen Nachbarwerthe in Betracht kommen, fifr die der numerische
Werth von 6@’ desto kleiner ausfillt, je eine spitere Rangordnung ditses Glied 4 einnimmt,
mit jeder unniitzen Vergrosserung des numerischen Werthes von Adauch die Ungenauigkeit
zunimmt, so ist schon von diesem (Gesichtspunkte aus der Werth 0=¢.,.,=A—U' der
zweckmissigste. Es lidsst sich aber diese Wahl von ¢ noch aus ecisiem anderen Grunde als die
zweckmissigste bezeichnen, dennin diesem Falle besteht fiir den Coéfficienten # dic Bestimmungs-
relation (81), die den extremen Werth + ¢ nicht in sich enthilt. Einerlei Werth von # wird
daher sowohl fiir 4 ae als fiir — o giltig sein, wenn er ngr die Relation (81) erfijllt. Nicht
so verhilt es sich, wenn man ¢ von &, verschicden nimmg; denn in diesem Falle hat man dem
Coéfficienten @ das entgegengesetzte Zeichen zu ertheiley” von jenem. welches der Ausdruck
(79) besitzt und das gelegentlich fiir + @ ein anderds wird als fiir —@o, und namentlich
dann, wenn der Exponent ' =2, + ¢ keine gerade Zahl ist. Gegen diese wichtigen Griinde
tauchen zwar fiir den ersten Anblick folgende Giegengriinde auf: Die Wahl 0=¢&,,, =% — A’
setzt cigentlich die vollkommene Bestimmung desdolgegliedes 4, , @+t voraus: Der Exponent
§,,, muss gesucht werden, weil dieser noch unbgkannte Zahlwerth dem & ertheilt werden soll,
aber auch #,,, ist zu suchen, denn aus ihm ergibt sich der Werth von @, der Relation (81)
zufolge, einfach dadurch, dass man sein Zeiclien unverindert lisst und nur seinen numerischen
Werth um ecine ganz beliebige Grosse erhoht. Hingegen erfordert die Wahl =& gar
keine Rechnung, da & schon bekannt ist, und zur Bestimmung von & braucht man nur das
Zeichen von (79) zu kennen, also nursdas noch nnbekannte Zeichen von $, und den Werth
von 2, zu ermitteln. Allein die Bestinimung des Zahlwerthes von §, ist das Einzige, was man
dabei ersparen wiirde, und erforderg'fast nicht mehr Miihe, als die blosse Bestimmung seines
Zcichens. Ist aber der Zahlwerth<dieser Girsse ermittelt, somit das Anfangsglied $,a™ von
R, bekannt, so erheischt die Besttmmung von /4, e+t abermals keine grijsssere Rechnung als
jene des Zeichens von (79), dur dass man auch den Zahlwerth des Bruches g:—, suchen muss,
eine Miihe, die nicht der dirwihnung werth ist. Uberdies fordert die spiter einzaleitende
Bestimmung des giltigen Fhtervalles von @ jedesmal, dass die Substitntionsresultate %, und
Q, vollstindig gebildet gerden, womit eben die zur Bestimmung des Folgegliedes fppr 51
erforderliche Rechnung”bis auf eine einfache Division zweier Monome vollendet ist. Nach
all' dem Gesagten ist wohl kein Zweifel mehr iibrig, dass die Wahl 0=4¢&.,, dic zweck-
missigste sel.

Es geht hieraus folgende allgemeine Regel zur Bestimmung des Ergénzungsgliedes A = #e’
hervor: Man fiihre die bekannten Rechnungen aus, die das niichste Folgeglied

v
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h, 05+ liefern, und zuletzt vergrdssere man den numerischen Werth des
Coéfficienten k., ohne Rieksieht auf sein Zeiehen um efne naeh Belieben
oder anderen Bedingungen entsprechend gewédhlte Grosse; so hat man das Anfangsglied
von A. Man kann nun nach Willkiir dieses Monom @af+: fiir Asselber nehmen, und dies
diirfte wohl meistentheils die zweckmissigste und cinfachste Wahl sein, oder man kann
belicbige Glieder von ciner spiteren Rangordnung und in beliebiger Anzahl hinzufiigen, wohl
auneh ganz belicbige Functionsformen erwihlen, wenn sie nur die Eigensehaft besitzen, bei der
geordneten Entwiekelung mit dem Anfangsgliede @af+1 versehen zu sein.

Wir wollen hier noch ein Verfahren erwihnen, das sieh bei einigermassen weiter fortge-
fiihrter Entwickelung mit Erfolg anwenden lisst, um das¥rgiinzungsglied als ein Polynom zu
finden, welehes cinen viel hoheren Grad von Genauigkeit verstattet. Iis ist sehon bei der
Bestimmuug der Folgeglieder bemerkt worden, dass het weiter fortgesetzter Entwickelung sich
dieselben gruppenweise ermitteln lassen und die Anzahl der in einer Gruppe enthaltenen
Gilieder in einem rasehen Verhiltnisse zunimmt. Dieses Verfahren tritt in Wirksamlkeit, sobald
die Entwickelung der Wurzel so weit vorgesehriften ist, dass dadurch nicht blos die Trennung
derselben von allen Wurzeln der ersten deriviften Gleichung /7' (z, @) =0, sondern auch von
allen der zweiten ' (2, @) = 0 bewerkstelligteworden, mit anderen Worten, wenn die Anfangs-
glieder von ./ und 8, unveriinderliehe Werthe erlangt haben: $,a™ und 9,"¢™". In diesem

Falle kann man diec Entwickelung des<sQuotienten -9377 bis exclusive zu dem mit dem Expo-
:

nenten: 9,"— 32, + 29, versehenen Gliede fortsetzen und erhilt so eine Gruppe von mehreren
richtigen Ifolgegliedern mit cinem eingigen Sehritte. Genaun dasselbe Verfahren lisst sieh anwen-
den, um das Erginzungsglied in Gestalt eines mehrgliederigen Ausdruckes zu erhalten. Bezeiehnet
man n#mlich mit &, ,=§&,,, + 27 jene zwischen &, und ¥ "— 39 + 29, fallende Zahl, die von
.= —A um cine geradegganze Zahl + 27 differirt und dem genannten Grenzwerthe:

7

U, — 3, + 29U, mogliehst nalie kommt; entwickelt nun den Quotienten — i: in den Anfangs-
gliedern: b, a¥+1+ b 0582 ... + b, a5+, wobei der Coéfficient %, im letzten Gliede
entweder den Werth Null gder einen significativen Werth erlangen kann, und fiigt nun zu dem so
gewonnenen Ausdrueke gfioch ein Glied #af+s hinzu, dessen Coéfficient # dasselbe Vorzeiehen
trigt, wie der Coéfficient £, im ersten Gliede, dessen numerischer Werth aber ganz nach
Belieben gewahlt sein kann; so ist das solehergestalt hervorgehende Polynom:

(82) @St + b afrte oL + (byy, + ) abrts

cin brauchbares Werth fiir das Iirgdnzungsglied A. In der That fiihrt man die Substitution
x =1, + A incdas Gleichungspolynom aus, so erhilt man, in Folge der eintretenden Redunetion
auf Null inden hiochsten Gliedern, das Anfangsglied von 9, in der Gestalt: 89, a¥+5+s. Da
nun den gewihlten Bezeichnungen gemiss &, =&, +2¢=9A, — W, + 27, und folglich
A, + &44="9, + 22 ist, so besteht fiir das Anfangsglied von Q, aueh die Form: 68§, a¥r+2,
Vergleicht man nun dasselbe mit dem Anfangsglicde ©,a% von P, und erinnert sich, dass &

Hr
-
besitzt; so sicht man alsogleich, dass die beiden Anfangsglieder 9, ™ und 0§, a¥+2 sowoll
fiir positive, als fiir negative Werthe von a entgegengesetste Zeichen Dbesitzen, und demnach
der mehrgliedrige Ausdruk (82) fiir die beiden extremen Werthe: +ao und —as die

Bedingungen fiir das Ergiinzungsglied erfiillt. Es ist wohl tiberfliissig, zu bemerken, dass der

cineslei Vorzeichen mit A, ., = triigt, also A9, das entgegengesctzte Zeiehen von 9,
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anderen geforderten Bedingung, der zufolge die Substitutionsresultate ', und £, einerlei
Anfangsglied erhalten sollen, hier gleichfalls schon von selbst Geniige geleistet sei. I ver-
steht sich auch von selbst, dass man zu dem Ausdrucke (82) nach Belieben noch Glieder von
spiterer Ordnung hinzufiigen kinne, ohne dass dadurch eine Anderung im Anfangsgliede des
Substitutionsresultates Q, erfolgt, und dass alle diese unendlich vielen verschiedenen Functionen
brauchbare Formen des LErgiinzungsgliedes seien. Man wird aber meistentheils dem Aus-
drucke (82) den Vorzug einrdumen, weil er die cinfachste Gestalt besitzt und dgher die Rech-
nungen nicht unniitzer Weise complicirt.

Es ist nur noch iibrig, den Beweis zu liefern, dass dic fiir @ = + adzwischen z, und
@, + A liegende exacte Wurzel eben diejenige sei, weleher die Gliedersumnge z, eigen ist. Dies
unterliegt hicr keiner Schwierigkeit. Bildet man ndmlich fiir die versé¢hiedenen Wurzeln «
der Gleichung I'(z, @) =0 die Differenz  —a, und berechnet defi’ numerischen Werth
dersclben fiir die extremen Werthe + 0o von @, so erhilt dieselbe ndr fiir cine einzige, und
zwar fiir die mit der Gliedersumme 2, beginnende Wurzel einen whmerisch kleineren Werth
als A, fiir alle iibrigen aber durchaus numerisch grossere Werth€, und es kann somit kein
Zweifel mehr obwalten, dass dic zwischen , und @, + A falletide Wurzel fiir die extremen
Werthe + @, eben dicjenige sei, deren Lintwickelung die (Gliedersumme z, eigenthiimlich

zukommt.

Bisher wurde die Bestimmung des Isrganzungsgliedes A nur beziiglich der extremen
Werthe von ¢ zum Gegenstande der Betrachtung gefhacht. Jetzt wollen wir uns aber zu den
anderen und endlichen Werthen von @ wenden und untersuchen, fiir welche Intervalle von «
dic nach den Regeln des vorhergehenden Paraggaphes bestimmte Ifunction A die Bedingungen
erfiillt, welche fiir das Ergidnzungsglied aufgestellt wurden. Die im Vorhergehenden unter-
suchten Bedingungen waren nur im Standes® den Werth des Iixponenten ¢ und das Zeichen
des Cotfficienten #im Anfangsgliede 8¢’ des Erginzungsgliedes zu bestimmen; der numerische
Werth von 6 aber kann nach Belieben, wenn nur grosser als #,.,, gewihlt werden. Im Nach-
folgenden wollen wir voraussetzen, dass man iiber diese willkiirlichen Grissen in A bereits in
einer bestimmten Weise verfiigt habe, %o zwar, dass A eine vollkommen bestimmte, nur noch
die cinzige Buchstabengrisse « enthaltende Function darstellt, und nun untersuchen, in welchem
Intervalle von @ dieselbe die Rollefdes Ergdnzungsgliedes zu iibernehmen im Stande sel.

Fiir jeden bestimmten Zahlwerth von @ verwandeln siech sowohl die Grenzen z, und
£, + A, als auch die ihnen entsprechenden aus F(z, @) hervorgehenden Substitutionsresultate
L, und O, in bestimmte Zahlen. Nur dann, wenn die Vorzeichen dieser beiden Zahlen 8, 2,
entgegengesetzt sind, ist der Werth von @ in dem Intervalle von @ enthalten, welches dem
erwihlten Brgiinzungsgliefle A entspricht. Daraus aber, dass die Vorzeichen von $, und 2,
entgegengesetzt sind, fobgt aber noch keineswegs, dass fiir diesen specicllen Werth von @ das
Ergiinzungsglied A gilfig sei, wie dies fiir die extremen Werthe +aw der Fall war, sondern
man muss sich noch andere Kennzeichen verschaffen, um diese Frage entscheiden zu kénnen.
In der That folgt daraus keineswegs, dass nur eine einzige Wurzel z zwischen den Grenzen
enthalten sei, sondern es kénnen deren auch 3, 5,... dazwischen fallen; noch viel weniger ist
erwiesen, dass die dazwischen liegende Wurzel eben diejenige sei, der die Gliedersumme z,

B!

y
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eigen ist. Man ersicht hieraus, dass fiir endliche Werthe von ¢ die Untersuchung cinen anderen
und complicirteren Gang nimmt, als bei den extremen Werthen.

Die Untersuchung selbst lisst sich auf zwei verschiedenc Weisenédurchfiihren, deren jede
ithre cigenen Vortheile gewiahrt. Diese zwei Untersuchungsweisen sind nicht blos verschieden
im Gange der Rechnung, sondern fiihren auch zu einem verschiedenen Resultate, indem die
eine derselben das vollstindige Intervall von @ genau oder doeh in ciner beliebigen Anni-
herung zu liefern im Stande ist, wihrend die andere nur ginen Theil des giltigen Inter-
valles aufzufinden vermag; dafiir verstattet diec zuletzt epwihnte Mcthode, Aufschluss zu
ertheilen iiber den Grad der Convergenz bei weiter fortgésetzter Entwickelung der Wurzel,
wihrend dies bei der fritheren nicht méglich wird. Aus diesem Grunde finden wir uns veran-
lasst, dieses Problem auf zwei verschiedene Weisen zursLisung zu bringen. Wir beginnen mit
der Auseinandersetzung der ersten Art. '

Bei dieser Untersuchungsweise hat man folgende Regel zu befolgen: Man substituire die
beiden Grenzen z, und @, 4- A anstatt  in das &leichungspolynom F(z, @) und bilde die
beiden mit B, und Q, bezeichneten Substitutionsresultate. Nun suche man vom extremen
Werthe -+ @» ausgehend und zu den nichstliegenden endlichen Werthen stufenweise vor-
schreitend, jenen speciellen Zablwerth voud @, fir welchen eine der beiden anfangs mit
entgegengesetzten Zeichen versehenen Fupctionen B, Q. ihr Vorzeichen wechselt. 4+ a, sei
dieser Werth; 80 18t 4 @ o .... + @, vorldsfig ein Intervall von a, iiber dessen Bereich hinaus
sich die Giltigkeit von A als Erginzungsglied nicht erstrecken kanu. Ob aber nur ein Theil
dieses Intervalles oder das ganze dendBereich der Giltigkeit von A als Ergiinzungsglied angibt,
entscheidet man nun auf folgende Weise: Man sucht, ob das System von zwei Gleichungen
F(x,0) =0, F'(x,¢) = 0, welches schon im Vorhergehenden zur Ermittelung der von ITrratio-
nalgrossen herrithrenden Unterbrechung der Stetigkeit in den Geniige leistenden Functionen
angewendet wurde, eine Auflgsung besitzt, bei welcher der Werth von ¢ zwischen + @ und
+ @,, jener von x aber zwisthen die Zahlwerthe von x, und «, + A fillt, welche diese zwei
Functionen von ¢ annchmén, wenn man anstatt ¢ cben jenen der Auflosung des Systems
zukommenden Zahlwerth setzt. Findet sich keine Auflésung dieser Art, so ist das volle Intervall
+ @ ... + @, giltig, dgnn cs ist nunmehr gewiss, dass im ganzen Bereiche dieses Intervalles
nur eine einzige, und zwar stets dieselbe Wurzel zwischen den Grenzen z, und z, + A liegt,
ndmlich die der Gligdersumme z, entsprechende ¢ (@). Findet sich hingegen eine oder woll
auch mehrere Auffssungen des oberwithnten Systems, deren Zahlwerthe fiir ¢ und z in den
Bereich zwischen’ + ao und -+ @, cinerseits, und zwischen z, und z, + A andererseits fallen,
so ist man gendthigt, das Intervall + @ .... 4 a, zu verkleinern, weil trotzdem dass B, und
Q, fortan entgegengesetste Zeichen behalten, an gewissen Stellen plitzlich nebst der urspriing-
lich einzigen Wurzel ¢ (@) noch andere, und zwar paarweise in dem Zwischenraume z,..... z, -+ A
auftreten,s die von Imaginédr in Reell tibergehen. Der in der Auflésung des Systems erschei-
nende Werth von ¢, den wir mit + o' bezeichnen wollen, bestimmt die Ausdehnung des
giltigeh Intervalles + @w.... + @ von a, das dem Erginzungsgliede A angehért. Sind mehrere
vers¢hiedene Auflisungen des Systems vorhanden, welche gleichzeitig im erwihnten Intervalle
liegen, so dass ein Zweifel entsteht, welcher von den verschiedenen Werthen von ¢ als Grenz-
werth des giltigen Intervalles 4 @o.... + @, genommen werden soll, so entscheidet sich dieser
Zweifel immer dadureh, dass von thnen stets derjenige zu nehmen ist, dem das kleinste Intervall
von @ entspricht, also derjenige Werth von @, der dem extremen -+ ao am nichsten liegt.
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Hat man das fiir positive Werthe von @ geltende Intervall aufgefunden. so schreitet man
genau in derselben Weise zur Bestimmung des fiir negative Werthe von o geltenden:
— Gc....— & vor. Hiemit ist aber die Bestimmung der giltigen Intervalle beendigt.

Wir wollen diesen Vorgang nun niler beleuchten und vollkommen begriinden. Ver allem
anderen ist klar, dass in dem vorldufig aufgefundenen Intervalle + ¢ .... + ¢ unds— 0 ....
— «' die beiden Substitutionsresultate 8, und Q, stets entgegengesctzte Zeichen besitzen werden,
indem dies fiir die extremen Werthe + ¢w erwiesenermassen der Fall ist unddn der vollen
Ausdehnung der erwihnten Intervalle eine Zeicheninderung weder bei 8¢ noch bei Q.
eintritt. Daraus aber, dass 8, und £, entgegengesetzte Vorzeichen behalten insder ganzen Ans-
dehnung dieser Intervalle, folgt aber nur, dass eine ung erade Anzahl von Wurzeln: 1,3, 5,...
zwischen x, und z, + A enthalten 1st, und zwar mindestens cine einzigé; woll auch deren
drei, fiinf an der Zahl u. s. w. Nur fiir dic extremen Werthe + a. ist ef erwicsen, dass nur
eine einzige Wurzel zwischen z, und z, + A fillt. Beim Ubergange vondden extremen Werthen
@ z1 den endlichen kénnen aber andere Wurzeln paarweise zu der ugspriinglichen ¢ (@) hinzu-
treten. ﬁberlegon wir etwas genauer, in welcher Weise dieses ITinzutreten anderer Wurzeln
paarweise erfolgen konne. o sei der specielle Werth von a, fiiréwelchen dies stattfindet, so
zwar, dass fir ' 4+ ¢, unter e cine sehr kleine positive oder negative Grosse und unter o + ¢
cin im Intervalle + 0w .... + @ liegender Werth von @ verstanden, noch immer nur eine
einzige Wurzel @ zwischen @, und z, + A fillt, wihrend fiir' den im angrenzenden Intervalle
licgenden Werth o — ¢ schon drei oder fiinf Wurzeln u. s. . zwischen z, und x, 4 A enthalten
sind. Da vorausgesetztcrmassen « im Intervalle + 0. + @, oder —aw....—a, liegt und
somit P, und Q, fiir ¢ von Null verschieden sind, sg treten offenbar dic paarweise hinzu-
gekommenen neuen Wurzeln plotzlich in der Mitte zwischen z, und z, 4 A auf; was nur in der
einzigen Weise denkbar ist, dass diese Paare vor®Wurzeln fiir ¢ + e noch imagindr waren
und fiir ¢ gleiche und reelle Werthe erhalten; kirz die neu hinzugetretenen Wurzeln kénnen
nicht durch cinen stetigen Ubertritt, sondern nér durch ein unstetiges Uberspringen in den
Ziwischenraum z,....x, + A gelangen.

Der Werth &' und der correspondirendg’gleiche Werth dieser paarweise recell gewordenen
Wurzeln muss daher nach den frither emtwickelten Vorschriften gefunden werden konnen,

welche die in deu Geniige leistenden Functionen erscheinenden [rrationalgrissen aufzudecken
: ! : . : ar )
bestimmt sind. Findet sich kein Werth'von ¢ und «, der dem Systeme > =0, — - =0 Geniige

B
leistet und inmerhalb z, 4+ A in dem Intervalle 4 @o .... + @, 0der — @ . ... — @, befindlieh ist,
so ist auch die Unméglichkeit desgplotzlichen Auftanchens necuer Wurzeln durch eine Unter-
brechung der Stetigkeit erwiesen“und es unterliegt auch keinem Zweifel, dass in der vollen
Ausdebnung der erwiihnten Intervallen von @ die entgegengesetzten Vorzeichen von LB, und
Q, nur auf eine cinzige zwischien z, und , + A fallende Wurzel der Gleichung I’=0 hindeuten
und diese daher nothwendig dic ¢ (@) sein miisse, da fir den extremen Werth +a. dies

unzweifelhaft nachgewiesen ist.
Es ist wohl kaum gothwendig zu bemerken, dass der cben angefiihrte Beweis zunichst

vur gelte. wenn a, un®z, + A in den erwibuten Bereichen keine Unterbrechung der Stetigkeit
erleiden. denn in jenen Fillen, in welchen eme Unterbrechung der Stetigkeit stattfindet, miisste
man das Intervall stiickweise untersuchen, so dass in einem jeden cinzelnen Theile keine
Unstetigkeit mehr besteht. Bei den von uns erwéhlten Functionsformen 1st diese Storung nicht
vorhanden, denn , ist eine Summe von Gliedern vou der Form %af und kann daher nur fiir
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@ =0 eine Unterbrechung der Stetigkeit erleiden. Dieser Werth ¢ ==0 findet nur bei der auf-
steigenden Entwickelung eine Anwendung, und in diesem Falle trenng'man schon von vorne
her das Intervall in zwei Theile, deren eines die positiven, das andere die negativen Werthe
von @ enthilt. Der Werth ¢ =0 selber fiillt aus dem Bereiche der Wntersuchung so zu sagen
heraus und an seine Stelle treten die unendlich kleinen Grossen + 010 -und — : Genau dasselbe
gilt fiir die zweite Grenze z, + A, so lange man, wie gewdhnlich; A als ein Monom oder auch
als Polynom mit Gliedern von der Form % a® erwiihlt und selbst in jenen selteneren Fillen, in
welchen man fiir A eine andere Funetionsform, z. B. die einef algebraischen Bruches annimmt
mit einem Polynome im Nenner, das durch sein Nullwerden immer eine Unterbreechung der
Stetigkeit herbeifiihren wiirde, dehnt man das Intervall won « nie tiber den Bereich der Stetig-
keit von A aus.

Das Gesagte diirfte vollkommen hinreichen zur Begriindung des obigen Verfahrens. Nur
Betreff der praktischen Ausfiihrung der Untersuchéngen sind noch einige Bemerkungen am
Platze. Da z, und z, + A, wie eben erwihnt, nienlals unstetig zu werden pflegen im Bereiche
der brauchbaren Werthe von a, so sind aueh §,dind Q, stetige Functionen, da das Gleichungs-
polynom F'(x, a), wie bei allen Untersuchungen in diesem Absehnitte vorausgesetzt wird, eine
rationale und ganze Funetion ist, die weder mach « noch nach ¢ fiir sich einer Unterbreehung
der Stetigkeit unterliegt. Ilieraus geht hervor, dass man nur bei 8, und Q, jene Zeichen-
dnderungen zu beriicksichtigen hat, di¢’ beim stetigen Durehgange durch Null eintreten
konnen, d. h. man hat nur die Gleichungen B, =0 nnd Q,=0 zu betrachten und dic
zunichst dem extremen Werthe +@o liegende Wurzel derselben zu ermitteln. Da diese
Gleichungen zu den numerischen gghdren, so ist diese Bestimmung der Wurzeln 4 @, — @, in
der bekannten Weise zu bewerksteHigen. Mit dieser meist nur in einer sehr rohen Anniherung
erforderlichen Auflosung sind die Werthe + ¢, und —a, und die Intervalle + ¢w.... + ¢,
und —aw....—a, gefundens Die noch {iibrig bleibende Untersuchung, ob diese TInter-
valle verkleinert werden solfen oder micht, erfordert fast gar keine Rechnung, wenn von
einer friiheren Untersnchuig her, welehe dic Iirmittelung der in den Wurzeln « erschei-
nenden Irrationalgriossenszum Zwecke hat, schon die Auflgsungen des Systemes von zwei

b ar o 3 e
Gleichungen P=0, —<=0 bekannt sind. Sonst miisste man aber erst zur Auflssung des
(£

Systemes von zwei Gleichungen =0 und fZ schreiten; aber die Mithe dieser Rechnung
wire wohl in der Regel im Vergleiche zur Ausbeute wegen der bis jetzt noch immer sehr
unbequemen Auflésungsmethoden fiir Systeme numerischer (Hleichungen in einem argen Miss-
verhiltnisse, ugd man wird daher dann lieber dic anderc Methode, die wir im Eingange
angekiindigt laben, in Anwendung bringen. Die Auseinandersetzung derselben ist der Gegen-
stand des niehstfolgenden Paragraphes.

S 4.

Die zweite Methode, welche zu dem giltigen Intervalle von e fithrt, wenn das Lrgén-
zungsglied A eine vollkommen bestimmte Ifunction von @ vorstellt, ist eine Anwendung
gewissermassen cine Verallgemeinerung des bekannten von o nrier fiir numerisehe Gleiehungen

angegchenen Verfahrens zur Bestimmung der Grenzen der Wurzeln. Sie setzt aber, nm in
Anwendung treten zu konnen, voraus, dass die Entwickelung der Wurzel ¢ (a) schon gentigend
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weit fortgesetzt sei, so zwar, dass die Gliedersumme «, nicht blos die Isolirung dieser Wurzel
von allen Wurzeln der ersten derivirten Gleichung I (z, ) =0, sondern auch von jenen gller
tibrigen: I (x, 6) =0, I'"" (x, @) =0...., die durch 8fter wicderholte particlle Differegtation
des Gleichungspolynomes F(x, @) nach x abgeleitet sind, bewerkstelligt sei. Meistentheils
erscheint kein gemeinschaftlicher o enthaltende Factor gleichzeitig im (leichnngspolynome
F(z,a) und irgend einem der daraus durch particlle Differentiation nach « abgeleiteten: F”(z, @),
I (x, a), I (x, @),.... und folglich wird man in der Regel durch hinlinglich weit fortgesetzte
Entwickelung zu dem verlangten Punkte gelangen. In den anderen Filley hingegen, in
welchen ein gemeinschaftlicher Factor in £'(z, @) und in einer der derivirten Fugétionen I (z, @),
F" (z,a) I (x, a),.... erscheint, ldsst sich derselbe nach den bekanntensRegeln auffinden,
sondern und gleich Null setzen. Die erhaltene Gleichung ist vicl einfacherfals die F(z, @) =0
und liefert eben jene Wurzeln x, deren beliebig weit fortgesetzte Bntwickelung bei der
F(z, a) =0 nicht zu der gewiinschten Trennung fithren konnte, die abgf hier ohne alle Schwic-
rigkeit gelingt. Man sieht hieraus, dass der verlangten Bedingung stets Geniige geleistet
werden konne, und zwar meistentheils bei der urspriinglichen Gleichung /7 (z, @) = 0 nur durch
hinrcichend weit fortgesetzte Entwickelung, in gewissen Ausnalinsfillen jedoch, zwar nicht
bei dieser, sondern bei einer anderen und viel einfacher gebauten Gleichung, welehe dieselbe
Wurzel besitzt.

Man erkennt, dass diese Bedingung erfiillt ist, daran, dass von dem Augenblicke an, als
die in diesem Sinne isolirende Gliedersumme z, ermittelt &vorden, durch ein ferneres Iinzu-
fiigen von Folgegliedern dic Anfangsglieder §,/a™, $,"0™§ """, ... der Substitutionsresultate

B, B, B, .... unveriindert bleiben. Dasselbe findet aber auch Statt, wenn man zur
isolirenden Gliedersumme 2, andere, ganz nach Belighen gewihlte Glieder von spiterer Rang-
ovdnung hinzufiigt und die entsprechenden Subgiitutionsresultate aus I (z, ), I (x, a),
" (x,a),. ... ableitet; immer werden dic Anfagsglieder dieselben Werthe besitzen wie fiir
x ==, weil die hinzugefiigten Glieder auf dié Anfangsglieder keinen Einfluss haben. Dies
gilt also auch fiir den zweiten Grenzwerth =, & A, da die hinzugefiigten Glieder A stets von
einer spiteren Rangordnung sind.

Betrachten wir nun die Functionenreidie:

(83) FO(@,a), P (2] , ... F'(@a) , F'(z,0) , Flx,)

substituiren in dieselbe zuviirderst deneinen Grenzwerth z ==, hicrauf den anderen x =, -+ A
und bezeichnen die hervorgehenden”Substitutionsresultate bezichungsweise mit:

%rlvm\ R Sr\r ’"l'—], g o 00 o9 S'Br" b SBrl b \’Br
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O ST ,
( ) Dr(m) ! Qr(] —1) S er : er ) Qr-

Wiirde hier ¢ nicht cing willkiirliche Buchstabengrisse, sondern einen bestimmten Zahl-
werth bedeuten, so wire die Functionsreihe (83) eben dieselbe, die von Fourier zur Beur-
theilung der Grenzen fiip die Wurzeln einer numerischen Gleichung — denn eine solche wire
dann die J'(z, a) =0 &> vorgeschlagen wurde; die in (84) erscheinenden Functionen § und
O wiren bestimmte Zahlen und aus ihren Vorzeichen liesse sich in der bekannten Weise die
Anzahl der Zeichenwechsel fiir die eine Substitution =, und die andere «, + A entnehmen und
aus der Differenz dieser Anzahlen in den Zeichenwechseln auf die Anzahl reeller Wurzeln «
cin Schluss zichen, welche innerhalb der beiden Grenzwerthe 2, und , 4- A fallen. So z. B.
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auch, wenn der Grosse @ ein extremer Werth + @« ertheilt wird. Da fiir die extremen Werthe
von @, wie schon frither erwihnt, das Vorzeichen der Substitutionsresultate nur von den
Anfangsgliedern derselben abhingt, so kann man in den beiden Reilien (84) die Polynome
P und Q durch ihre Anfangsglieder ersetzen. Nun sind aber unter dew hier gemachten Voraus-
setzungen die Anfangsglieder von: B, R0 . B P, bezichungsweise genau dieselben
wie von ™, Q™ ... Q) Q, und nur die Anfangsglieder von B, und Q, sind verschieden
und besitzen entgegengesetzte Vorzeichen. KEs folgt hieraus, dass fiir die extremen Werthe
+ as in (84) die obere und untere Reibe von Zeichen, mitsAusnahme der letzten, genau
dieselben seien und daher die Differenz in der Anzahl der Zeiehenwechsel gleich Eins ausfallen
miisse, woraus sieh mit Sicherheit schliessen ldsst, dass eine einzige Wurzel z zwischen «, und
x, + A fillt, wie wir schon von einer friitheren Untersuchung her wissen. Geht man von diesen
extremen Werthen + o stufenweise zu den endlichen tiber, so wird sich die Zeichenanordnung
in den beiden Reihen (84) und folglich auch die Différenz in der Anzahl der Zeichenwechsel
nicht &ndern konnen, so lange keine der mit f§ und, &2 bezeichneten Functionen ithr Vorzeichen
wechselt und erst bei dem ersten endlichen Werthe von @, dem man bel diesem stetigen Fort-
schreiten begegnet, fiir welchen irgend eine dexs'unctionen § oder Q ihr Vorzeichen wechselt,
kann die Zeichenanordnung in (84) eine andére und vielleicht auch die Differenz in der
Anzahl der Zeichenwechsel von Eins in eing andere iibergehen. Bezeichnen wir, um einen
bestimmten Werth von @ festzuhalten, mit ¢ den Werth von ¢, dem man zuerst begegnet, fiir
welchen eine der mit 8 und Q bezeichneten Functionen ihr Vorzeichen wechselt, und unter-
suchen wir nun den Einfluss, den dies auf die Differenz in der Anzahl der Zeichenwechsel
haben kann. Fiir den Bereich 4+ oo .~ .. 4 @ ist es erwiesen, dass die Differenz in der Anzahl
der Zeichenwechsel stets gleich Eing bleibt, indem die Anordnung der Zeiclien in (84) stets
dieselbe bleibt. Jos wird sohin 1w’ vollen Bereiche dieses Intervalles zwischen z, und z, 4- A
nur eine einzige, und zwar fortwahrend dieselbe Wurzel ¢ (@) liegen. Fir den Werth o sclbst
und das angrenzende Intervallétritt eine Anderung in der Zeichenanordnung auf und es sind
mehrere verschiedene Fille denkbar. Meistentheils wird nur eine einzige der Funectionen $, Q
und nur ausnahmsweise eine Gruppe von mehreren gleichzeitig ihr Vorzeichen wechseln. Wir
wollen die verschiedenenghier méglichen IFdlle aufzihlen und genauer untersuchen.

1. Die Anderung des Vorzeichens erfolgt nur bei der Function $8, oder der anderen Q.
In diesem Falle erhaltén dann im nichsten Intervalle von ¢, die beiden Ifunctionen 8, und Q,
gleiche Zeichen und”es besteht nun gar kein Unterschied mehr in der Anordnung der Vor-
zeichen zwischen ier oberen und unteren Reihe in (84). Die Differenz in der Anzall der
Zeichenwechsel 4st somit gleich Null und folglich keine Wurzel = zwischen z, und «, + a
enthalten. Iis felgt hieraus, dass @' der Grenzwerth sei des giltigen Intervalles von ¢, das dem
Erganznngsgliede A entspricht, und dass iiber diesen Werth ¢ hinaus das Intervall nicht
weiter ausgédehnt werden diirfe.

2. Die Anderung des Vorzeichens erfolgt abermals bei einer einzelnen Function, aber bei
einer Mittelfunction P, oder Q,¢). llier miissen wieder zwei verschiedene Fille unterschieden
werdefi, je nachdem die beiden Nachbarfunctionen zur Linken und Rechten: P+ und P60
oder Q. und Q¢ gleiche oder entgegengesetzte Vorzeichen besitzen fiir a=d.
Besitzen die beiden Nachbarfunctionen gleiche Zeichen, so bedingen bei der Anderung des
Vorzeichens der Mittelfunction diese drei Functionen jedenfalls eine Anderung in der Anzahl
der Zeichenwechsel in der cutsprechenden Reihe der 9 oder Q in (84), denn je nachdem vor
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der crfolgten Zeicheninderung bei der Mittelfunction diese drei Glieder der Reihe zwei Zeichen-
wechsel oder zwei Zeichenfolgen darbieten, werden nach der erfolgten Zeicheninderung an
ihrer Stelle zwei Zeichenfolgen oder zwei Zeichenwechsel auftreten, kurz es erfolgtdn der
betreffenden Reihe der (84) eine Zu- oder Abnahme in der Zeichenwechselanzahl um zwei; und
da die Zeichenanordnung in der anderen Reihe (84) ungeindert geblicben, so wirdsdie Diffe-
renz in der Anzahl der Zeichenwechsel beim Ubertreten vom Intervalle e Seay Yo
das nichstliegende + @ .....in 3 iibergehen. Der andere Ubergang von 1 in —1 i&t bekannter-
massen unmoglich, da dem grosseren der beiden Werthe «,, 2, -~ A stets die gepingere Anzahl
von Zeichenwechseln entspricht.

Mit dem Auftreten des Index 3 anstatt 1 ist nun wohl keineswegs erwicsen, dass
wirklich drei reelle Wurzeln  zwischen z, und «, 4 A fallen; es ldsst sich im Gegen-
theile sehr leicht der Beweis fiithren, dass das angedecutete neue Raar von Wurzeln in
diesem Zwischenraume fiir die unmittelbar nichsten Werthe von g fehlt, d. h. imagindr
ist; allein man ist dennoch gentthigt, das giltige Intervall ¥onamitdem Werthe
@ zu schlicssen, weil jede Irweiterung desselben den Beweis deg'imaginiiren Beschaffenheit
dieser zwei Wurzeln nothwendig voraussetzen wiirde. Ein solehersBeweis ldsst sich aber, wie
Fourier dargethan hat, nur mit Hilfe des engeren Zusammenziehens der Grenzen bewerk-
stelligen, reducirt sich also im Grunde immer auf das weitgre Fortsctzen der Entwickelung
von z iiber z, hinaus, was hier nicht in unsercr Absicht Liegs.

3. Erfolgt hingegen die Zcichendnderung bei einer Mittelfunction, deren beide Nachbar-
funetionen ungleiche Zeichen haben, so zwar, dass diese drei unmittelbar aufeinanderfolgenden
Funetionen immer einen Zeichenwechsel und eine Zeichenfolge darstellen, gleichgiltig, ob die
Mittelfunetion das eine oder das entgegengesetzte Zei¢hen triigt; so hat diese Zeichendnderung
gar keinen Einfluss auf die Anzahl der Zeichenwechsel in der betreffenden Reihe der (84)
und somit bleibt auch die Differenz in den Anzahl¢n der Zeichenwechsel, so wie frither, gleich
Eins. Man kann daher in diesem Falle das giltige Intervall von a iiber diesen speciellen
Werth ¢ hinaus ausdehnen, bis cine Begrenging desselben durch die Zeicheninderung bei
einer andern Funetion erfolgt. welche auf di¢ Differenz der Zeichenwechsel cinen Einfluss hat.

4. Nun wiren noch jene Ausnahmsfiilfe zu besprechen, in welchen mehrere Ifunctionen
P, Q gleichzeitig ihr Vorzeichen dndern,e Allein die Beurtheilung dieser scltenen Fiille ergibt
sich von selbst aus dem fritheren, indem der Gesammteffect sich aus den Einzelwirkungen
zusammensetzt. s ist daher iiberfliissio, eine weitliufice Erorterung all’ der verschiedenen
Fille, die hier m6glich sind, hier folgen zu lassen.

IFassen wir all’ das bisher Gesagte zusammen, so ergibt sich, dass die mit §§ undQ bezeich-
neten Functionen in (84) beziigli¢h ihres Einflusses auf die bestehende Differenz in der Anzahl
der Zeichenwechsel bei der gberen mit f und der unteren mit Q bezeichneten Reihe in zwei
Abtheilungen zu trennen sind: crstens in solche, die beim Andern ihres Vorzeichens gar
keine Anderung in den Anzahlen der Zeichenwechsel bedingen, und diese sind jene Mittelfune-
tionen, deren beide NachBarfunctionen entgegengesctzte Vorzeichen besitzen, und zweitens
in andere, welche bein’Andern ilires Vorzeichens auch in der Anzahl der Zeichenwechsel
cine Anderung bedingen; dahin sind die beiden Endfunctionen §, und Q,, ferner alle jene
Mittelfunctionen zu zihlen, deren Nachbarfunctionen gleiche Vorzeichen besitzen.

Es ergibt sich hieraus folgendes cinfache Verfahren, um das giltige Intervall von a zu
finden: Man substituire die beiden Grenzwerthe z, und «, + A anstatt  in die Reihe von

Z

Denkschriften der mathem.-naturw. Cl. XTII. Bd. Abhandl. v. Nichtmitgl.




194 Ignaz Heger.

Functionen (83), die durch wiederholtes partielles Differentiiren nach « aus dem Gleichungs-
polynome 7 (z, a) abgeleitet sind, und ordne die Substitutionsresultatesin zwei Reilien (84).
Es ist dabei unerlisslich, dass die mit Q bezeichneten Substitutionsresyltate mit Ausnahme der
beiden letzten B, und Q, mit den dariiberstchenden  bezichungsweise dieselben Anfangs-
glieder aufweisen. Sollte dies nicht der Fall sein, so wire es als ein Beweis anzusehen, dass
dic Gliedersumme 2, den anfinglich ausgesprochenen Bedingungen noch nicht entspricht und
die Entwickelung der Wurzel & weiter fortzusetzen sei. Nun substituire man anstatt ¢ in dicse
Substitutionsresultate §§ und Q oder vielmehr in ihre Anfangsglicder einen der beiden extremen
Werthe + @, d. h. wenn die absteigende Iintwickelung vordiegt + oo, bei der aufsteigenden
hingegen = bestimmt und notirt aber nur die Vorzeichen, nicht dic numerischen Werthe.
Man erhilt so zwei Reihen von Zeichen, cntsprechend dén beiden Reihen (84), die mit Aus-
nahme der beiden letzten, welche den Endfunctionen °und 9, angehoren und entgegengesetzt
sind, vollkommen iibercinstimmen. Die Differenz it den Anzahlen der Zeichenwechsel bei
diesen beiden Zeichenreihen ist demnach gleich Eins. Nun tibergeht man von dem crwihlten
extremen Werthe von @ zu den endlichen Werthen, welche dasselbe Zeichen besitzen, in der
natiirlichen Ordnung und untersucht, welehe der Functionen § und Q zuerst ihr Vorzeichen
indert, wobei man jene Mittelfunctionen unberiicksichtigt lisst, deren Nachbarfunctionen
entgegengesetzte Vorzeichen besitzen fiir den bereits substituirten extremen Werth von @. Der
Werth von ¢, bei dem man bei dicsem matiirlichen Vorschreiten zuerst ciner Anderung des
Zeichens bei einer der Functionen P gder Q in (84) begegnet, deren Nachbarfunctionen
nicht entgegengesectate Zeichen besitzetr, ist die Grenze des giltigen Intervalles von @ in dem
Sinne, dass eine Erweiterung desselben vermittelst der hier eingeleiteten Untersuchung nicht
gut thunlich 1st.

Beziiglich der praktischen Ausfithrung der eben angedeuteten Untersuchung versteht es
sich von selbst, dass man nichtsin cinem stetigen Ubergange von den extremen Werthen + -
zu den endlichen vorschreitenskonne, sondern dass eine beschrinkte Anzahl von willkiirlichen
Substitutionen anstatt @ einzaleiten sei. Bezeichnen wir beispiclsweise mit @, einen bestimmten
Zahlwerth, und mit + « 5.. ¢, daher ein gewisses Intervall. Zufolge der bekaunten Methoden
zur Auffindung der reeclfen Wurzeln einer numerischen Gleichung ist man fiir jede cinzelne
der Functionen P und & in (84) im Stande, anzugeben, ob und wie oft dieselbe in dem vor-
licgenden Intervalle furch Null hindurchgeht und dabei das Zeichen wechselt. Man denke
sich fiir jede der Functionen P und Q in (84) diese Anzahl der wirklichen Zcicheninde-
rungen, den Index bestimint. Sind alle diese Indices gleich Null oder nur bei solchen Mittel-
funetionen von Null verschieden, deren beide Nachbarfunctionen fortwihrend entgegengesetzte
Zeichen behalten, so erfolgt in diesem Intervalle keinerlei Anderung in der Anzahl der
Zeichenwechsel der beiden Reihen (84). Sind aber einzelne oder mehrere jener Functionen
P und Q sit einem von Null verschiedenen Index verschen, bei welchen die Anderung des
Vorzeichens auf die Anzahl der Zeichenweehsel von Einfluss ist; so muss man durch Zwischen-
substitgtionen das Intervall 4 @...q, so lange verkleinern, bis keine dieser Functionen
mehrs’einen von Null verschiedenen Index besitzt. Diese Zwischensubstitutionen wird man
anfinglich nach Gutdiinken wihlen, spiter aber, wenn man dem cigentlichen Ziele schon

ndher geriickt ist, durch ein geregeltes Approximationsverfahren erhalten, weil der gesuchte
Grenzwerth des Intervalles von «, fiir welchen eben die Zeichendnderung bei einer bestimmten
Ifunction P oder Q erfolgt, stets dic Wurzel ciner numerischen Gleichung ist.
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Es ist fiir sich klar, dass das solchergestalt gefundene Intervall von @ eine viel geringerc
Ausdehnung besitzen wird, als das complete giltige Intervall,welches die erste Methode liefert,
allein cs ist hier unméglich, ohne sich in weitliufigere Untersuchungen iiber das Regll- und
Immaginirsein von Wurzeln, welehe durch Zeichenwechselverluste angedeutet werdén, einzu-
lassen, diese Intervalle zu erweitern.

Hicmit kann daher dic erste der beiden gestellten Aufgaben, niimlich dieBestimmung
des Erginzungsgliedes A als gelost angesehen werden. Der Werth von @ ist zyvar bisher nur
nach Willkiir gewihlt worden und man konnte allerdings dicse Grésse nocly dazu beniitzen,
um eine Bedingung damit zu erfiillen und einen Vortheil zu erreiclien, worauf man bei der
willkiirlichen Wall verzichten muss. Je grosser der numerische Werth von @ ist, desto weiter
liegcen die beiden Grenzen z, und z, - A aus cinander, wenigstens fiirsdie extremen Werthe
von a; aber eben dadurch, wenigstens bis zu eciner gewissen Grenzg¢ hin, wird man auch
das entsprechende Intervall vergrissern, innerhalb dessen die beiden Grenzen die exacte
Wurzel ¢ (@) cinschlicssen. Was man also cinerseits an (Genauigktit aufgibt, gewinnt man
andererseits durch eine grossere Ausdehnung des giltigen Intervalles von a. Vou dem jedes-
maligen speeiellen Zwecke allein, den der Rechner verfolgt, &kann es abhingen, in welcher
Weise man hier zwischen Vor- und Nachtheil die gehérigeSAusgleichung zu treffen hiitte.
Line genaue und weitldufigere Beriicksichtigung dieser Anforderungen liegt aber hier nicht in

unserem Plane.

I[I. Untersuchungen iiber die Convergenz der unendlichen Reihen.

8. 5,

Wir wollen nun zur Beantwortung der.&weiten Irage schreiten, die wir uns anfangs
gestellt haben, ndmlich untersuchen, ob die b1 den besprochenen Auflisungsmethoden hervor-
gehenden unendlichen Rethen gegen den wahren Wurzelwerth convergiren und nach welchen
(Gesetze dies erfolgt. Diesc Untersuchung wird dartiber Aufschluss ertheilen, ob dic weiter
fortgesetzte Entwickelung der Wurzel iber die Gliedersumme z, hinaus auch ein genaucres
Resultat liefert oder nicht.

Fourier hat im zweiten Buche'scines unvollstandig erschienenen Werkes: ,Analyse des
équations déterminées“ das Gesetz der Convergenz fiir die Approximationsmethoden der
verschiedenen Ordnungen entwiekelt. Diese Untersuchungen beziehen sich zwar dort nur auf
den Fall einer numerischen £leichung, die gewonnenen Gesetze sind aber allgemein giltig
und erstrecken, wie auch dort ausdriicklich bemerkt ist, ithre Wirksamkeit auf die verschieden-
artigsten (ebicte der algebraischen und Infinitesimal-Analysis. Diese von Fourier aufge-
stellten Sitze sind es, welehe auch die hier vorliegende Aufgabe zur Lisung bringen und iiber
die Convergenz der bei” der Auflosung von Buchstabengleichungen hervorgehenden uuend-
lichen Reihen Aufschlass ertheilen. Wir werden daher zuvérderst diese (iesetze der Appro-
ximation auf den hier in Rede stehenden Fall einer Buchstabengleichung ausdehnen, unter-
suchen, welcher Ordnung die bei der Auflisung derselben angewendeten Approximations-
methoden angehdren, und endlich die versehiedenen Enwickelungsweisen vermittelst derselben

einer genauen Priifung beziiglich ihrer Convergenz nnterwerfen.
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Die in den vorhergehenden Abschnitten gelehrten Reihenentwickelungen lassen sich, wie
schon frither zu wiederholten Malen bemerkt wurde, in zwei getrenntesOperationen zerfdllen:
Die Bestimmung der Anfangsglieder beruht auf ganz andéren Untersuchungen und
erfilllt auch einen anderen Zweck, als jene der Folgeglieder. Erstere bezweckt die
Sonderung einzelner Wurzeln oder einer Gruppe von mehrerén solchen von allen tibrigen
und ist der Bestimmung der Grenzwerthe bei numerischen Gléichungen gleichzuhalten. Ist
aber ein bestimmtes Anfangsglied gefunden, so bildet dasselbe dann den Ausgangspunkt fiir
die fernere Entwickelung, und die zugehirigen Folgegliedet gehen jetzt aus einer Reihe von
Gleichungen hervor, die von der urspriinglich gegebenen svesentlich verschieden und meisten-
theils von weit niedrigerem Grade sind. Der Grad der (leichungen, welche die Folgeglieder
liefern, kommt némlich gleich der Anzahl der Wurzeln; welchen das betreffende Anfangsglied
gemeinschaftlich zukommt. Ist das Anfangsglied nur ciner einzigen Wurzel eigen, so sind alle
diese Gleichungen, welche die Folgeglieder liefern; vom ersten Grade; kommt hingegen das
Anfangsglied p Wurzeln gemeinschaftlich zu, so grhilt diec Gleichung die Gradzahl p.

Wir wollen nun zunichst darthun, dass die Bestimmung der Folgeglieder, auf die bekannte
Weise ausgeiibt, cigentlich ecin Approximatignsverfahren der ersten oder einer hoheren Ord-
nung vorstelle. Ist ndmlich x, ein zwar niclit vollkommen genauer, sondern nur angendherter
Werth von x, so ldsst sich stets der genaug”Werth darstellen in der Gestalt: x=uz, 4+ 2, wo
¥’ einen geeigneten Zusatz bedeutet und zu dessen Bestimmung eigentlich die (leichung:
F(x, + o/, a) =0 dienlich wire, die aws der urspriinglich gegebenen I7(x, @) = 0 hervorgeht,
wenn man in ilir vermittelst der Substitution x =, + 2 anstatt der Unbekannten = die
andere 2’ einfilirt. Durch Auflosunly der Gleichung I7(x, + 2/, ) =0 wiirde man zwar den
vollkommenen genauen Werth von ' und folglich auch jenen von z erhalten, wenn man nicht

dabel genau denselben uniibersteiglichen Ilindernissen begegnen wiirde, welche der exacten
Auflésung der urspriinglichenGleichung im Wege stehen. Man kann aber in der Gleichung
I'(x,, + 2, a) =0 gewisse Gheder, namentlich die mit den hheren Potenzen von o' verkniipften
weglassen, sie auf solche Weise in eine andere, wesentlich verschiedene verwandeln, die eine
niedrigere Gradzahl trigf, aber auch anderc Werthe von 2’ liefert. Lost man nun die solcher-
gestalt vereinfachte (ilelchung auf nach der darin enthaltenen Unbekannten 2/, so erhilt man
woll keinesfalls jenen Zusatz, der, zu z, hinzugefiigt, den exacten Wurzelwerth x liefert,
sondern einen andéren, der aber unter gewissen Umstiinden eine Anniherung zum wahren
Wurzelwerthe zursFolge hat. Die Art, wic dicse Erniedrigung der Gradzahl der Gleichung
F(x, + «, a) =0 bewerkstelligt wird, kann aber verschieden sein. Denkt man sich die
Function I (x4 @/, @) aufsteigend nach Potenzen von 2 entwickelt, so wird man in der Regel
erhalten : '
N,

(85) T, +,0) = F(3,, &)+ F(,,0) =+ P/ (2,,0). 2+ P (@ 0) o + - -

o oa b

Nimmt man nun von all’ diesen Gliedern nur die beiden ersten und setzt ithre Sumine
gleich Null, so erhilt man eine Gleichung des ersten (Grades in x'. Der auf diese Weise
gewonnene Werth von 2’ bringt bisweilen die Summe z, + 2’ dem wahren Wurzelwerthe z
niher, als @, war, und das dabei eingeschlagene Verfahren stellt die Approximation der
ersten Ordnung dar, auch dic lincare oder Newton'sche genannt. Man beriicksichtigt
dabel nur die beiden Substitutionsresultate [7(x,, @) und I (z,, a), dic fir z =2, aus dem
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arspriinglichen Gleichungspolynome F7(z, @) und seinem ersten partiell nach  genommenen

Differentialquotienten F’(z, @) hervorgehen.
Wiirde man aber anstatt der zwei ersten Glieder der Summe (85) die drei ersten:

' 9 X
F(z, a) + I (x, a).—j + " (z,, a). 1%— hervorheben, alle iibrigen aber weglassen; so erhilt

man durch gleich Null Setzen derselben eine Gleichung des zw eiten Grades, die wieder in
geecigneten Fillen einen Werth von #/, wohl auch deren zwei zu liefern im Stande ist, welche
eine Anndherung zum wahren Wurzelwerthe herbeiftihren. Dies ist dann slas Approxima-
tionsverfahren der zweiten Ordnung, wobei drei Substitutionsresultate: J(z,, @), £7(z,, a),
I’ (x,, @) beriicksichtigt werden, die fir x==, aus dem urspriinglichen Gleichungspolynome
und seincm ersten und zweiten, partiell nach « genommenen Differentialquotienten hervorgehen.

Im Allgemeinen kann man von der Summe (85) eine beliebige Anzahl von p + 1 ersten
Gliedern behalten und der Null gleichsetzen, alle iibrigen, mit hoheren Potenzen von «
verkntipften hingegen weglassen und erhdlt so eine Gleichung .des p™ Grades in o/, die
gelegentlich einen, wohl auch mehrere Werthe fiir die Unbekannte zu liefern geeignet ist,
welche, zu @, hinzugefiigt, eine Anndherung zum wahren Wurzeliverthe zur Folge haben. Dies
ist das Approximationsverfahren der p**Ordnung und wird dadurch charakterisirt, dass dabei
nur die aus dem urspriinglichen Gleichungspolynome I”(z, a)und seinen p ersten partiell nach
x genommenen Differentialquotienten fiir @ =2, hervorgehenden Substitutionsresultate in
Betracht kommen.

Nach dem bisher Gesagten ist es wohl leicht einztisehen, dass all'’ diese verschiedenen
Approximationsmethoden der ersten sowohl, als auch jene der hheren Ordnungen bei der
Intwickelung der Folgeglieder in Anwendung kommen. Am hiufigsten unter allen tritt die
Approximation der ersten Ordnung in Wirksamkeit. In der That ist meistentheils mit der
Bestimmung des Anfangsgliedes die betreffende Wurzel schon von allen iibrigen isolirt, was
sich bei der Ermittelung des Coéfficienten %, zu €rkennen gibt dadurch, dass die hiezu dienende
Gleichung X[ H %,f|=0 einen unwiederholten Wurzelwerth fiir 2, liefert. In diesem gewhn-
lichsten aller Iille ergeben sich alle zugehstigen IFolgeglieder der Reihe nach aus Gleichungen
des ersten Grades. Ist ndamlich «, dic bereits ermittelte Gliedersumme, so hat man die beiden
Substitutionsresultate: I (xz,, a) =P, wnd I (x,, a) =P, zu bilden, vermittelst derselben die
Gleichung des ersten Grades: P, + B’z =0 zu construiren und dieselbe nach ' aufznlosen,

. . B . o oW o . .
wobei der Quotient ' = — = in eigem einzigen oder wohl auch in mehreren Anfangsglicdern
O - s

entwickelt wird. Der unmittelbare” Anblick dieser Gleichung ldsst wohl keinen Zweifel iibrig,
dass man hier eigentlich die Approximationsmethode der ersten Ordnung in Anwendung
gebracht habe, denn anstatt die complete transformirte Gleichung in ', ndmlich die
F(x, + ', @)= 0 vorzunehmen, beschrinkt man sich auf die Auflésung einer durch Ihnweg-
lassen der Glieder mit dendhéhercn Potenzen von ' daraus abgeleiteten Gleichung des ersten
Grades. Man begegnet bei der Auflosung von Buchstabengleichungen der Approximation der
ersten Ordnung, sobald durch hinlinglich weit gefiihrte Entwickelung einer Wurzel die voll-
stindige Trennung derselben von allen iibrigen bewerkstelligt ist, also jedesmal damn, wenn
die der Entwickelung unterworfene Wurzel eine unwiederholte ist, und zwar entweder
gleich Anfangs oder im spiteren Verlaufe der Rechnung bei der Bestimmung der Folgeglieder.

Allein auch die Approximationsmethoden héherer Ordnungen finden gelegentlich Anwen-
dung, und zwar namentlich dann, wenn das Anfangsglied z, oder berhaupt der bereits
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entwickelte Bestandtheil @, zweien oder mehreren Wurzeln gemeinschaftlich zukommt, d. h.
wenn der Coéfficient & des zuletzt entwickelten Gliedes cin wiederholtér Wurzelwerth seiner
Bestimmungsgleichung ist. Die bekannte, zur Bestimmung der Folgéglieder dienliche Regel
schreibt dann vor, den bereits entwickelten Bestandtheil x, in das Gleichungspolynom und
seine p crsten particll nach @ genommenen Differentialquotienten zu substituiren, falls 4, cine
p-mal wiederholte Wurzel war, aus den solchergestalt gewonunénen Substitutionsresultaten :
B, B, P, P2 die Gleichung des p-Grades:

79

B+ B2+ B P e e L
zu bilden und die Anfangsglieder von 2’ zu suchen; mit anderen Worten, man findet das n#chst-
folgende Glied vermittelst der Approximationsmethod¢ der p Ordnung.

Nachdem durch das eben Iirwihnte bewicsen ist, dass die in den friiheren Abschnitten
auscinandergesctzten Entwickclungen im weitergh Verlaufe sich auf die Approximations-
methoden der ersten und hheren Ordnungen zugtickfiihren lassen und zur Beurtheilung ihrer
Jonvergenz die -von Fourier gefundenen allgemeinen Gesetze dienlich sind, so ist hiemit
schon der Weg vorgezcichnet, den die nachfelgenden Untersuchungen zu nehmen haben. Wir
wollen aber keineswegs denselben cine grissere Ausdehnung geben, als fiir das praktische
Bediirfniss unumginglich nothwendig ist.cAus diesem Grunde werden wir nur dic lineare
Approximation, d. h. jene der ersten Ovdnung einer niiheren Betrachtung unterwerfen, dic
Approximationen héherer Ordnungen jedoch unberiicksichtigt lassen. Es ist uns dies verstattet,
wiewohl man dem frither Gesagtenozufolge auch den Approximationen hiherer Ordnungen
begegnet, denn man kann cs zuletgt immer dahin bringen, dass man nur mit der Approximation
der ersten Ordnung zu thun hat: In der That begegnet man den Approximationen hiherer
Ordnungen nur dann, wenn melirere Wurzeln in den Anfangsgliedern iibereinstimmen. Alsdann
sind aber nur folgende zwei Fille méglich: entweder alle diese in den Anfangsgliedern iiber-
cinstimmenden Wurzeln sind dennoch simmtlich von einander verschieden und dann wird
durch hinlinglich wgit fortgesctzte Entwickelung derselben ihre vollstindige
Trennung bei irgend einem Gliede nothwendig erfolgen und von dicsem Momente an weiter-
hin nur die Approximation der ersten Ordnung in Anwendung kommen; oder cinige oder
alle dieser Wurzeln sind vollkommen gleich, und dann gelingt zwar die Trennung derselben
selbst bei der ins Enendliche fortgesetzten Entwickelung nicht und man kann sonach zu ihrer
Entwickelung niemals die lincare Approximationsmethode in Anwendung bringen; allein
dann lisst sich anf bekannte Weise durch Sonderung des gemeinschaftlichen Factors, der im
urspriinglichen Gleichungspolynome und seinem ersten particllnachz genommenen Differential-
quotienten , swohl auch im zweiten und den darauf folgenden erscheint, stets eine andere und
cinfacherestleichung ableiten, welche nur diese gleichen Wurzeln, aber nunmehr als unwie-
derholfe cnthilt, und zuletzt vermittelst der lincaren Approximation ihre Entwickelung
in Reihenform ermdglicht.  Iis ist somit stets moglich, zur linearen Approximation zu
gelangen und folglich hinreichend, nur diese ciner genaucren Betrachtung zu unterzichen.

ine fernere Beschrimkung, zun der wir gentthigt sind, schliesst alle imaginiren

(rrossen aus dem Bereiche der nachfolgenden Untersuchungen, so zwar, dass nur dic reellen
Wurzeln 2 und die Convergenz der sie darstellenden unendlichen Reihen fiir reclle Werthe
der unabhiingigen Buchstabengrijsse @ in thren Bereich gezogen erscheinen. Diese Liicke ist
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gewiss um so eher zu entschuldigen, da selbst in dem viel einfacheren Probleme der num e-
rischen Gleichungen dicser Punkt noch immer nicht erledigt ist.

Endlich machen wir noch die beschriinkende Annahme, dass das Gleichungsgolynom
I (x,a) sowohl nach z, als nach @ eine ganze und rationale algebraische Function$ei. Diese
Beschriinkung ist aber keineswegs cine nothwendige, da die nachfolgenden Untefsuehungen
und Ergebnisse auf jede beliehige Functionsform passen, Dbringt aber den Vortheil, dass die
Darstellung eine einfachere wird, weil diese Functionsform keine Unterbrechiing der Stetig-

keit aufweist.

8. 6.

Die Function #(z, + &, a) lisst sich vermittelst der Taylor'schen Formel mit dem Ergin-

rungsgliede darstellen in folgender Form:
(36) Flz, + o ,0)=F(z,,a)4- 2, F (x, + px ju)

und diese Gleichung ist richtig, so lange fiir die angenommenep Werthe von ¢ und innerhall)
@, und x, 4« dic Functionen: F'(z, a), I (x,a) endlich unde'stetig bleiben. Die im letzten
Gliede erscheinende Grisse p besitzt einen zwischen 0 und 1 liegenden Werth und ist im
Allgemeinen auch von ¢ abhingig, so zwar, dass x, #pa ecine zwischen x, und z, + o'
fallende Mittelgrisse bedeutet. Die Ableitung dieser Foxfnel ist hinldnglich bekannt.

Dureh gleich Null Setzen dieses Ausdruckes (86) erhilt man die (leichung:

Flx,,a)+ o F (x, +px' ya) =0

und diese liefert:

(87) ANy S

Dies ist der vollkommen genaue Werthsvon o' unter der Voraussetzung, dass fiir «, + pz,
die entsprechende Mittelgrisse gesetzt wairde. Die in dieser Formel enthaltene Regel ist
folgende: Wenn ein Werth 2, bekannt ist,avelcher, anstatt « gesetst, die Gleichung £7(z,a) =
nicht identisch erfiillt; so findet man den Zusatz ', welcher zu x, als Correction hinzugefiigt
werden soll, wenn man das Substitutionsresultat F'(x, @) durch einen Werth von F(z, a)
dividirt, den dicse I'unction fiir einie zwischen dem exacten Wurzelwerthe x, 4- ' und dem
davon differirenden x, liegende Zwischensubstitution «, -+ pa’ annimmt und das Zeichen des
erhaltenen Quotienten in das entoegengesctzte verwandelt.

Durch eine gecometrische €onstruction kann man diesen Satz, so zu sagen, unmittelbar
einsehen. In Fig. 1 stellt dag’ Bogenstiick nsorm ein Stiick irgend einer Curve y =/ (x) dar,
dic im Punkte 0 die Abscissenaxe gop schneidet. Die dem Punkte 0 entsprechende Abscisse
ist eine Wurzel der Gleickung /' (x)=0. Denkt man sich irgend eine andere Abscisse z, aufge-
tragen, welcher der Punkt p auf der Axe der « entsprechen mag, die entsprechende Ordinate

' pm =y, errichtet, die einen von Null verschiedenen Werth hat und im Punkte m die Curve
trifft, und nun durch die Sehne om die beiden Punkte o und m verbunden, so hat man:

mp . . o . o .
’_. Die Richtung der Linic om ist offenbar parallel zur im

tang pom

Ao=Ap—op und op=

Punkte » der Curve gezogenen Tangente 7 ¢ Dieser Punkt r befindet sich jedenfalls, so lange
die Curve orm eine continuirliche ist, zwischen o und m und es entspricht demselben cine
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Abscisse, welche zwischen 4o und A p fillt. Man hat dem zufolge tasig pom = tang ptr

und folglich: op = — % und somit: Ao = Ap — —~—. Ergetzt man in diesen Glei-
tang pitr tang ptr

chungen 4o, Ap, mp, op beziehungsweise durch die ihnen zukommenden Bezeichnungen
/. . . dy

z, %, Y, =f (x,), —; tang ptr aber durch den gleichgeltenden Werth von =% =1" (%)} tei

diese Function fiir den dem Punkte  entsprechenden Werth der Abscisse und die durch z, 4 p &’
dargestellt werden kann, annimmt; so erhélt man die mit der (87) ibereinstimmenden Gleichungen:

x/___ f’(xr) r— ' x/_x 9 f(l‘r)
f’(wr-}-p-?:')’ r T 7 s +pm/)

Dies wire fiir eine numerische Gleichung giltig. #iir eine Buchstabengleichung jedocl,
in der nebstdem noch cine willkiirliche Grisse ¢ erscheint, hitte man eine ihnliche Construction,
wie hier in der Ibene, im Raume mit drei Dimensionen zu entwerfen. TFiir jeden einzelnen
Zahlwerth von @ ndmlich ldsst sich eine dersTig. 1 dhnliche Zeichnung entwerfen, in
der aber die hier ersichtlichen Linien stets eine andere Grisse und Lage erhalten. Die
Fig. 1 stellt eigentlich den Durchschnitt diegér im Raume von drei Dimensionen zu construi-
renden Gebilde dar fiir einen speciellen Werth von @. Man kann sich dalier die Ebene der
Fig. 1 lings ciner darauf senkrechten Geraden, fortwihrend parallel zu sich selber bewegt
und dabei die darin vorkommenden Linién und Winkel in geeigneter Weise abgetindert denken
und wird so die im Raume von drei Dithensionen bestchende Construction finden. Jede in der
Fig. 1 ersichtliche Linie verwandelt sich dabei in eine entsprechende Fliche: die Abscissen-
axe in cine Coordinatenebene, dic Gurve nsorm in eine krumme Fliche, dic Ordinate m p in
cine Cylinderfliche, die auf der Qoordinatenebene senkrecht steht und dieselbe in der ebencn
Curve x =z, schneidet, die Sehne om in eine windschiefe Fliche, welche man sich dadurch
gebildet zu denken hat, dasy’man die gerade Linie om gleichzeitig auf der Curve: x=¢(a)
von cinfacher, und die andeye: y = F(x, a), x ==, von doppelter Kriimmung fortbewegt und
dabei fortwihrend zur Coofdinatencbene der xy parallel erhilt. Die Tangente 7 ¢ geht dadurch
iiber in eine tangirende swindschicfe Fliche, welche die Fliche F(z, ¢) =y in einer Linie
von doppelter Kriimmusig berithrt, die fortan zwischen denjenigen zwei Curven liegt, deren
Durchschnitte mit o sind m in Fig. 1 bezeichnet sind und deren Projection auf die Ebene
der z y als eine Lurve von einfacher Kriimmung fortan zwischen den beiden Curven
x=¢ (a) und ==, liegt, und demnach durch die Gleichung: z = =, 4+ pa’ dar-
gestellt werdens kann.  Hier bedeutet o die Differenz: ¢ (a)—=z, und p cine unbekannte
Function von ., die jedoch die Iigenschaft hat, nur zwischen 0 und 1 liegende Werthe
anzunehmen, '

Die (#eichung (87), deren Sinn durch die angegebene Construction vollkommen
beleuchtet wird, dient dazu, iiber die Convergenz der Approximation ein Urtheil zu fillen.
Denkenswir uns namlich in dem Ausdrucke (87), welcher den genauen Werth der Correction 2’
liefery” wiirde, die im Nenner erscheinende Function I7(z, + p«/, @) durch eine anderc & ()
crsetzt, die genau dasselbe Vorzeicheu, aber einen numerisch griésseren Werth
besitzt, so wird, so lange diese Bedingung erfiillt bleibt, der durch diese Anderung abgeleitete
Ausdruck:

F(zy, a)
(88) G
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stets dasselbe Zeichen wie der exacte Zusatz «, aber einen numeriseh kleineren Werth
crhalten, und demzufolge licgt der Werth dieses Ausdruckes (88) zwischen 0 und ot Man
kann nun diesen Ausdruck (88) zu z, hinzufiigen und der so erhaltene Werth:

o . F(xr, a)

wird dann jedenfalls zwischen @, und z, - &, d. h. zwischen z, und dem exacte’Wurzel werthe
¢ (@) liegen, aber von demselben noch verschieden sein. Der neue Ausdruck (89)degt daher, unter
der oberwithnten, bei der Wahl von @' () beobachteten Vorsicht, dem waliren Wurzelwerthe
¢(a) jedenfalls niher als der Werth z,, ist aber noch immer, und zwar insgenau demselben
Sinne fehlerhaft wie z,, mit anderen Worten, ist noch immer grossertals der genaue Werth
von z, wenn z, zu gross war, und kleiner, wenn «, zu klein war.

So wie hier durch einen einmaligen Sehritt aus dem ungenawen ersten Werthe z, ein
zweiter genauerer Werth abgeleitet wurde, so kann man durch mehrmalige Wiederholung
dieses Verfahrens der Reihe nach einen dritten, vierten, stets n#her liegenden Werth finden
und dem wahren Wurzelwerthe ¢ (a) stets niher kommen. Alle’ solchergestalt der Reihe nach
gefundenen Werthe sind simmtlich entweder zu gross oder zg klein, je nachdem der als Aus-
gangspunet beniitzte Werth @, zu gross oder zu klein war,y Der dabei einzuschlagende Weg
ist leicht einzuschen: Bezeichnen wir mit: X, X;, X, ... X, der Reihe nach diese Werthe,
unter X, den urspriinglichen , verstanden, so ist jedes Glied dieser Reihe aus dem unmittelbar
vorhergehenden durch Substitution desselben anstatt 2°in das Gleichungspolynom P = F (z, a)

- IT e . . . . . —1 X
und nachherige Multiplication des dabel gewonnenenSubstitutionsresultates mit T abgelettet,
\a )
wie dies in den nachfolgenden Gleichungen ersichglich gemacht ist:

F(Xi—1 , a)

F(X,, a) 4 F6Y, , a) ..
T Az_—"'(ﬁa)— e At_—_?p?fa)

(90) X =

Hier muss aber die I'unction ¢ (a), weph sie stets dieselbe bleiben soll, dasselbe Zeichen,
aber cinen numerisch grisseren Werth besttzen als die Functionen :

(91) R A D, St VIR Rl o S ATRIESN . NG TLIE. S

unter z. ... &, x.... &, z.... X, die entsprechenden Mittelgrossen verstanden, welche an
dic Stelle der fritheren @ 4 p’ treten. Diesen Bedingungen kann man jedoch nur dann ent-
sprechen durch einen einzigen Werth von &'(a), wenn alle diese Functionen (91) einerlei
Vorzeichen tragen. Da nun allg hier erscheinenden Mittelgrissen zwischen z und &, liegen,
so ist es moglich, all’ diesen Bedingungen durch cin einziges @ (¢) zu geniigen, wenn die
Function I’ (z, @) fiir alle zwischen « und X, licgenden Werthe von « cinerleiVorzeichen
behdlt, und zwar dadurgh, dass man der Grosse @ (z) chen dieses Vorzeichen und den
griossten numerischenodercinennoel grésserenWerth ertheilt, dessen F(z, a)
indiesem Intervalle fihig ist. Ilat man cine solche Wahl der Function & (@) wirklich
getroffen, was offenbar wieder nur fiir ein beschrinktes Intervall von @ miglich ist, so werden
die aus den Gleichungen (90) gezogenen Werthe X, X,, X,,.... X, der Reihe nach der
exacten Wurzel ¢ () niher riicken, und zwar in der Richtung von X, gegen diesclbe, also stets
grosser oder stets kleiner sein.

Das hier angegebene Approximationsverfahren, welches offenbar cin lineares ist, unter-
scheidet sich von demjenigen, welches bei numerischen Gleichungen angewendet zu werden

Denkschrifien der mathem.-naturw. Cl. NTII. Bd. Abhandl. v, Nichtmitgl. aa
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pflegt, denn man dividirt hier stets durch densclben Ausdruck @' (), wihrend dort der Divisor
sich fortan d@ndert. Aus diesem Grunde besitzt auch die hier besprochene Approximation einen
geringeren Grad der Convergenz, wic durch Vergleichung von Fig.s2 und Fig. 3 alsogleich
eingeschen werden kann. TFig. 2 stellt den Gang der hier angegcbénen Approximation vor,
bei welehem die gezogenen Geraden: m, p,, m, p,, m;p, zu cipander parallel sind und
mit der Absecissenaxe op einen grosseren Winkel bilden, als die ginzelnen Elemente der Curve

om,m,m,; wihrend in Fig. 3 die Geraden m, p,,m,p,, . .. . dig?Curve tangiren und sich daher
die einzelnen Punkte p, p,, ps .. .. in einem viel rascherens Verhiltnisse dem Durchsehnitts-

punkte o nithern. Trotzdem ist die hier angegebene Approximationsmethode cbenfalls econver-
gent, und zwar selbst dann noeh, wenn die andere diveggent wird, wie dies an dem Bogen-
stiicke o7 bemerkt werden kann.

Sl

Wir wollen nun zunichst das Gesetz der Anniiherung genauer untersuchen, welches bel
diesem Verfahren giiltig ist, und beginnen mit dém einfachsten IFalle, der dann fiir die iibrigen
complicirteren als Richtschnur dienen wird. In Fig. 4 sei nom eine gerade Linie, welche die
Abscissenaxe gop in einem Punkte o schneidet, y = ax + f# ihre Gleichung. Man denke sich
vom Punkte p die Ordinate pam, errichtet #ind nun die Gerade m, p, gezogen, welche mit der
Abscissenaxe einen grisseren, aber mit denselben Zeichen versehenen Winkel als die #m ein-
schliesst, mit anderen Worten, in deren Gleichung y = (a4 o)z 4 8 der Coéfficient « 4 ¢ einen
numerisch grosseren Werth und dassetbe Vorzeichen wie a besitzt. Dicselbe trifft die Abscissen-
axe im Durchschnittspunkte p,, welcher offenbar zwischen o und p liegt. Hier errichtet man
abermals eine Ordinate p,m,, zicht durch den Punkt m, die m,p, unter demselben Winkel gegen
die Abscissenaxe wie die frithere m,p, und tidhrt so fort in der gebrochenen Zickzacklinie
P pynyp, .+ - . sich dem Punkte o zu nihern. Dies ist offenbar das frither erwihnte Verfahren,
angewendet auf die Gleichung des ersten Grades: ax + 3= 0. Eine solche Anwendung wird zwar
niemals gemacht werden, allein die Untersuchung dieses Falles hat einen anderen Zweck und
ist fiir das Nachfolgende yon Wichtigkeit. 24« ist in dem gegenwirtigen Falle der Werth von
D(a), Xo; Xiy Xo, ... sind die Absecissen der Punkte p, p,, p,,.... und die jedesmaligen
Fehler o', ,, ', ...5sind durch die Linienstiicke op, op,, 0p,, . ... sowohl ihrer Grosse, als
auch ihrem Zeichewnach ausgedriickt.

Es soll nun das Gesetz der Reihe o, o), o, . . .. angegeben werden. Man hat zundchst

puptang ppomg=mp, d.h (X,—X) (a-+o) = o ¥, + fund findet, weil 2’ —x, =X, — %, ferner

. {7 " .
uX, + f=—gx ist: (¥'—2x) (a4 o) =ax,also: z = 2. Wendet man diese Formel daz
a+ o’
an, um jedes Glied der Reibe: &, 2/, z/,.... aus dem unmittelbar vorhergehenden abzu-

leiten, wozu sie sich cbhen cignet, indem man nur die Stellenzeiger 0, 1 der in ihr erscheinenden
Grossens?, z) in andere, gleichfalls um Eins differirende ganze Zahlen zu verwandeln braucht,
so iibepzeugt man sich, dass diese Reihe eine gecometrisch e sei mitdem constanten Quotienten

a'

e S0 Zwar, dass das allgemeine Glied derselben
-t
A a
(9 2) — Fake ( ) i

o + a

wird. Man ecrhiilt also den Betrag des nach ¢-maliger Anwendung des in Rede stehenden
Approximationsverfahrens bel der Gleichung des ersten Grades o 2 + 8= 0 noch vorhandenen
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o 0 .. o' AL
Fehlers «,, wenn man den urspriinglichen Fehler ' #-mal mit der Grosse —— multiplicirt.
o+

Es lassen sich hier die Folgerungen zicheu:

Erstens: Wenn ¢ und «, wic eben hier vorausgesetzt, oleiche Zeichen haben @also der
9 S Y S 7

(7 .

einen

numerische Werth von « o grésser ist als jener von &, so erhilt der Bruchs

+a
zwischen Null und Eins liegenden Werth und beim fortwihrenden Wachsen vons nihert sich

z, daher dem Werthe Null. Die Grossen X,, ¥, %,, . .. . nihern sich folglich ynbegrenzt dem
3
i

wahren Wurzelwerthe x —=—— .

a '
. o . . . .
Zweitens: Der Werth des Bruches o Ist unter eben dieser Vorgussetzung positiv,
[/ 22

und demnach besitzen alle Grossen: z/, o/, 2, . ... einerlei Zeichen und die Werthe %,, %,,
X,,....sind entweder simmtlich zu gross, oder saimmtlich zu klein, je #iachdem der erste von

ihnen ¥, zu gross oder zu klein war.
L . i o’ r -
rittens: Die Convercenz wird durch den Werth des Bruches —— bestimmt. Je niher
Dritt Die C o d durch den Werth des Brucl +,bt & 3 h
74 o
ieser Werth der Nulle licgt, desto rascher ist die Approximation. Von zwel Geraden:
d W at,
y=+o,(x—E& und y= + (2,4 a,) (x— &), welche die Abscissehaxe in einem und demselben
unkte x — & sclimeiden, mit ihr aber ungleiclie Winkel einséhliessen und bei welchen man.
Punkt hneiden, mit ihr ab gleiclie Winkel einschl] d b Iche :
von einem und demselben X, ausgehend, einerlei Verfahrensund Werth &' (¢) anwendet, um
zum exacten Wurzelwerthe z =& zu gelangen, bietet diefzweite, der der grossere Winkel

. . . . (l’ e e bt . .
entspricht, dic raschere Approximation. Der Werth des Bruches —— ist niimlich in diesen

P—n, D'—(ay-+a,) . e .
= - '@,1' ) von ¢iesen zwei Grissen aber offenbar die

zweite kleiner als die erste, folglich auch bei derszweiten Gleichung die Convergenz eine
stirkere. Sie entspricht derjenigen Geraden, welcli#e den grosseren Winkel mit der Abscissen-
axe einschliesst, oder auch, der die grésseren Zalilwerthe der Ordinaten entsprechen.

Alle diese Bemerkungen, wiewohl hier nair fiir gerade Linien entwickelt, haben cine
allgemeine Greltung auch bei beliebig geformgén krummen Linien. Wir wollen hier zuniichst
nur die Verallgemeinerung der dritten I'olgérung ableiten.

A sel eine belicbige krumme Liniewelche in cinem gewissen Bereichie der Abscisse z,
der sich von @ =X, bis z =X crstreckt, fortan numerisch kleinere, aber mit demselben
Vorzeichen versehene Ordinaten besitat; als eine andere, gleichfalls beliebig gestaltete krumme
Linie B, so zwar, dass in dem angeg¢benen Bereiche die Curve 4 zwischen der Abscissenaxe
und der zweiten Curve B liegt; fersier sollen diese zwei Linien 4 und B die Abscissenaxe in
einem und demselben Puukte =¥, schneiden. Wihlt man nun fiir beide Curven eine und
dieselbe Abscisse ¥, als Ausgangspunkt des in Rede stehenden Approximationsverfahrens und
einerlei Werth von &', so wird man zwar bei geeigneter Wahl dieser letztgenannten Grosse
sowohl bei der Curve A als bei der anderen B3 dem Durchschnittspunkte =%« fortwih-
rend niher riicken: allein die Anniherung wird bei der Curve 73 eine viel raschere sein, weil

beiden Fillen beziehungsweise:

ihre Ordinaten numerisch’ grissere Werthe besitzen, als bei der Curve A.
DerWerth ¢ musgnumerisch grisser, mindestens gleich gewihlt werden, als der grisste

- dy . . ) . N 5 5
Werth, welchen der Ausdruck —~ innerhalb des Bereiches vonz=2%, bis z—=X« bei den beiden
X
Jurven A und B anzunehmen vermag; das Vorzeichen von 9 aber ist jenem der Ordmaten
Curven 4 und B ] ag; das V 1 ¢ aber ist m der Ordinat
dieser beiden Curven gleich zu setzen, wenn cine wirkliche Anniherung bezweckt werden soll.
S o

In Fig. 5 sei m ein beliebiger Punkt der Curve 4, dessen Abscisse zwischen X, und der

exacten Wurzel X, fallt. Man ziehe m ¢ unter dem geeigneten Winkel, so dass tang mgp = @'

aa®
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wird. ¢ ist hier offenbar der Punkt, zu dem man durch einmalige Anwendung des Approxi-
mationsverfahrens gelangt. Intspricht p der Abscisse ¥,, so gehort demgPunkte g die Abscisse
X, an. Man konnte nun vom Punkte m aus in der Richtung von p gegen s dic Curve 4
verzeichnen, wiirde aber dabei bemerken, dass sie fortwithrend oberkialb der Linie m ¢ verlduft
und so weder diese trifft, noch in das Innere des Dreieckesm ¢ p gelang ¢ Dies ist
cine nothwendige Folge der in Bezug auf den Werth von ¢ gemachten Annahme, dass der-

selbe numerisch grisser sei als der grosste Werth, dessen dJ— iy dicsem Bereiclie fahig ist, oder
2h

doch mindestens demselben gleichkomme. In der That selbst dann, wenn bei der Curve A4

dy . . e S . 49
ly_ im Punkte m gerade den numerisch grossten Werth besasse und @' niecht grésser, sondern
o

demselben gleich gewidhlt wire, wiirde gm eine Tangenté zur Curve 4 sein, und fortwihrend
zwischen ihr und der Abscissenaxe verlaufen, da dans’ eben dort die Curve ihre Convexitit
@ o

- ein numerifches Maximum erreicht. Um so viel mehr
'

o O

der Abscissenaxe zukehren muss, weil -
5 dy - o 0

findet dies dann Statt, wenn dﬁ und ¢ im Punkte # verschiedene Werthe besitzen. Aber auch

die zweite Curve B, von der verticalen Linie p7:aus nach der Richtung ps verzeichnet, muss
fortan oberhalb der Curve 4, also auch oberhalb der Geraden mg verlaufen und alle diesem
Stiicke der Curve J3 angehorigen Punkte kinfien nur im Inneren des Polynomes s¢m# liegen.
Gresetzt nun, ' wire ein Punkt derselben wid man ziehe von ihm aus die #/¢’ parallel zu m g,
so fillt der Punkt ¢’ offenbar niemals zwisehen p und ¢, sondern ausserhalb dieses Intervalles
zwischen ¢ und s.

Setzen wir nun voraus, der Punks p entspriche der urspriinglichen Abscisse X,, m sei der
zugehorige Punkt der Curve A, m&der mit einer noch grisseren Ordinate verschene Punkt
der Curve B. ¢ und ¢ sind nun offenbar diejenigen Punkte auf der Abscisscnaxe, zu denen
die einmalige Anwendung des Approximationsverfahrens bei den beiden Curven 4 und B
filhrt. Bezeichnen wir ferner anit s den Durchschnittspunkt der beiden Curven 4 und I3 mit
der Abscissenaxe, dem also der exacte Wurzelwerth als Abscisse angehort, so sind s¢ und s ¢
die beiden correspondirendén Feliler -/, welche nach der einmaligen Anwendung bestehen.
Dem frither Bewiesenen zufolge ist sg > s¢, also der IFehler 2/ bei der Curve A grisser, als
bet der anderen 3. Diese Relation bleibt aber dieselbe auch fiir die spiteren Fehler, welche
nach mchrmaliger Anwendung des Approximationsverfahrens #ibrig sind. In der That stellen
sp und sp’ in Iig. bedie Werthe von @, fiir die beiden Curven 4, B dar, und setzen wir nun,
wie in der Zcichnung ersichtlich gemacht ist, sp>> sp’ voraus, so sind sq und s¢’ die beiden
Werthe von o/, fir diese zwei Curven und es bestelit dem friither Bewiesenen zufolge zwischen |
thnen die Relatfon: sg > s¢'. Wir ziehen hieraus den Schluss, dass, wenn iiberhaupt irgend ein
Fehler ,, de¥nach maliger Anwendung des Approximationsverfahrens noch iibrig bleibt, bei
der Curve & grijsser ist, als bei der anderen 13, dieselbe Relation auch bei den Fehlern o, ,,
@, ys, - - . woderen Stellenzeiger ¢ iibersteigen, fortbestchen miisse. Da nun dieses Verhalten
schon fifr # = 1, und zwar cben frither bewiesen wurde, so gilt daher die Relation ganz allge-
mein flir jedes beliebige ¢ und es unterliegt nun keinem Zweifcl mehr, dass der nach gleich
oft aviederholter Anwendung des Approximationsverfahrens iibrig bleibende Fehler bei
der Curve B, welche die numeriseh grésseren Ordinaten besitzt, stets kleiner ausfillt, als
bei der mit den klcineren Ordinaten versehenen anderen Curve 4.

Von dem cben bewiesenen Satze ldsst sich eine wichtige Anwendung machen, um die

Convergenz des Verfahrens bei einer krummen Linie zu beurtheilen. Fig. 6 stellt ein Bogenstiick
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norm einer Curve y=f (x) vor, welche die Abscissenaxe im Punkte o schneidet, Um
nun das Gesetz der Approximation bei der Gleichung f () =0 wenigstens anndherunggweisc
zu finden, denken wir uns durch den Punkt o zwei Gerade o m' und o m derart gezogien, dass
sie die Curve zwischen sich einschliessen in dem ganze Bereiche von o bis zur Ordinate p m.
Die Curve orm besitzt in dem erwihnten Bereiche stets kleinere Ordinaten als diesGerade om
und folglich wird bei ithr die Approximation, welche vom Punkte p ausgehen sollyminder rasch
zur exacten Wurzel fiihren, als bei der Geraden om. Aus demselben Grunde aber wird die
Approximation bei der Curve orm viel rascher zum Ziele fiihren, als bei der untérhalb gelegenen
om/, die durchaus kleinere Ordinaten besitzt. Der Grad der Convergenz dbei der Curve liegt
demnach in der Mitte zwischen denjenigen, welche fiir die sie einschliessenden Geraden om und
om’ gelten und sich auf bekannte Weise durch den constanten Quoticntén einer geometrischen
Progression messen lassen.

Wenn das Bogenstiick orm der Curve in sciner ganzen Ausdéhnung stets einerlei Con-
vexitit oder Concavitit besitzt, so lidsst sich die Schne om als die eine, die zum Punkte ¢
gezogene Tangente om' als die zweite Gerade verwenden, unt den Grad der Convergenz
anniherungsweise zu bestimmen durch jene bei geraden Linieng Denkt man sich nun den Punkt
m unbegrenzt dem Durchschnittspunkte o gendhert, gewissermassen die Sehne in demselben
Masse verkiirzt, als man sich mit dem Werthe X, dem der Pynkt p entsprechen soll, der wahren
Wurzel nihert, so fallen offenbar zuletzt beide Richtungen in eine einzige zusammen, nimlich
in jene der Tangente om’, gegeben durch die Gleichung? ¥ =/ (#w) (x—2 o). Lsfolgthieraus,
dass im weiteren Verlaufe der Rechnung der Grad {der Convergenz sich fortan demjenigen
nihert, welcher bei der im Durchschnittspunkte o tangirenden Geraden: y = f (2« )(#—=x ) statt-
findet. d. h. man erhilt fir unendlich grosse Werthe von #:

(93) Ty =g
wo ¢ einen bestimmten und constanten Zahlwgrth besitzt, nimlich den Werth des Bruohcso::—a,

fiir die Gerade om' die im Punkte o tangift, d. h. den Grenzwerth, dem sich der DBruch
O —f(z)
(1)7—_
die Reihe der successiven Fehlewx, o, 25, ..... im letztenStadiumimmer mehr

fiir gegen den Wurzelwerth 2. convergirende x fortan nithert. Man sicht hieraus, dass

und mehr den Charakter eincr geometrischen Progression miteinem coustan-
tcn Quotienten annimmt, dieder im Punkte o zukommenden Tangente eigen
witre. Die Kriimmung der Curve, iiberhaupt die Differentialquotienten von f{z) der zweiten und
der hoheren Ordnungen haben auf den Gang der Approximation im Endstadium keinen Einfluss.

Aus all' dem bisher Gesagten geht hervor, dass man bei einer Gleichung f ()= 0, deren
Wurzel zwischen zwei Grenzen x, und x, + A eingeschlossen ist, in folgender Weise verfahren
konne, um von der einen Grenze sowohl, wie von der anderen dem wahren Wurzelwerthe stets
niher zu riicken: Man vegschafft sich zuvorderst die Uberzeugung, dass zwischen den beiden
Grenzen z, und z, + A wirklich nur eine einzige Wurzel der Gleichung f(x) =0 liegt und die
crste derivirte Functign f* (x) in dem ganzen Bereiche einerlel Zeichen besitzt und siclr fort-
wihrend im Wachsew oder im Abnehmen befindet. Hiezu eignet sich die von Fourier aufgestellte
TFunctionenreihe am besten. Man wird in dieselbe die zwei Substitutionen x, und z, + A anstatt
z ausfithren und vermittelst der wahrnehmbaren Zeichenwechselverluste beim Ubergange von
der kleineren zur grijsseren Substitution untersuchen, ob die Function ' () wirklich nur ein

einziges Mal, die beiden derivirten Funetionen f'(x) und f”(x) aber gar nicht durch Null
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hindurehgehen und folglich auch stets einerlei Zeichen behalten. Findet dies wirklich Statt,
so ist durch das unverdnderliche Zeichen 4 oder — von f” (x) auchsbewiesen, dass ' (z)
sich stets im Zustande des Wachsens oder Abnehmens befinde, und &s sind somit alle erfor-
derlichen Bedingungen erfiillt, um it voller Bestimmtheit das Zeichen und den grissten
numerischen Werth von f” (x) innerhalb dieser Grenzen «, und x, & A anzugceben. Ertheilt man
nun der Grosse @ cben diesen numerisch gréssten Werth von £ (z) oder einen noeh grisseren
und sein Zeichen, so wird auch das Approximationsverfahren gelber convergent sein gegen die
zwischen z, und z, 4+ A liegende Wurzel , und es ist dabei gleichgiltig, ob man die Grenze z,
oder die andere z, + A als Ausgangspunkt fiir dieselbe wiklt; beide fiihren in villig beliebiger
CGtenauigkeit zum exacten Wurzelwerthe von z. Der einzige Unterschied zwischen diesen beiden
Grenzen besteht nur darin, dass die iiber z liegende Juter zu grosse, die darunter liegende
andere lauter zu kleine Werthe liefert. Wiirde man déher beide Grenzen gleiehzeitig als Aus-
gangspunkte wihlen, so wiirde man stets zwei andex$ und nédher an einander liegende Grenzen
ableiten kionnen, zwisehen denen fortan der walhwé Wurzelwerth liegt. Dadureh wire man in
die Lage versetzt, iiber den erreichten Grad der &renauigkeit urtheilen zu kinnen.

Der eigentliche Gang der Reehnung dabedist folgender: Man substituirt den einen Grenz-
werth z. B. z, anstatt z in das Gleichungspolynom I und dividirt das erhaltene Substitutions-
resultat P, durch den in der frither angegebenen Weise bestimmten Werth von ¢'; der hervor-

. (r‘r . . b 3 5O
gehende Quotient - r wird mit entgegengesetztem Zeiehen zu x, hinzugefiigt und das so gewon-

nene Resultat: 2, — - d)r ist jetzt ein genauerer Werth von z, der aber in der That zwischen z und

x, fallt. Man kann nun dieses Verfah¥en beliebig oft wiederholen, indem man den eben erhalte-
nen genauercn Werth abermals anstatt  substituirt, und das hervorgehende Substitutionsresultat

wicder durch @ dividirt und miténtgegengesetztem Zeichen zu x, — —rl)? hinzufiigt u. s. w. und

wird dabei der exacten Wurzel din Sinne von z, gegen z fortwithrend und beliebig niher riieken,
ohne sie je wirklieh zu errefehen. Der so abgeleitete Werth der Wurzel kann in der Form:

(94) ' T, +w, Uy ... o,

dargestellt werden. ¢ 4§t hier die Anzahl der Wiederholungen des besprochenen Verfahrens
Uy, Uyy Ugy - - - - 2w, 8I0d die jedesmaligen, mit entgegengesctztem Zeichen genommenen Quotienten,
welehe die angebrachte Correction vorstellen. Dem frither Bewiesenen naeh convergirt diese
Reihe fiir ins Unegdliche wachsende # gegen die wahre, zwisehen z, und «, 4- A liegende Wurzel,
olne sie jedoch swirklich zu erreichen. Der bestechende Fehler «, ist stets mit cinerlei Zeichen
versehen. DiedFehler o', o, @, 'y, .. .. sind die Glieder einer fallenden Reilie, die sich beim
fortwithrenden Wachsen der Stellenzeiger immer mehr einer geometrisehen Progression mit

constanten &uotienten nahert, d. h. der Quoticnt ~5— convergirt beim Wachsen von ¢ ins
- ; . 0 5 i P'—
Unendliche gegen eine bestimmte, zwisehen 0 und 1 legende Zahl ¢, welche den Werth ---—(b&

besitzty unter z die exacte Wurzel verstanden. Es folgt hieraus, dass die Glieder der ins Unend-
licheSfortgesetzten Summe (94) gleichfalls jener einer geometrischen Progression mit dem
constanten Quotienten ¢ fortwihrend nither kommen. In der That ist ein belicbiges derselben
u,,, offenbar gleich der Differenz «',,_,—,.,. Da nun bei einer geometrischen Progression die
Differenzen von je zwei unmittelbar auf einander folgenden Gliedern wieder eine geometrisclie
Progression mit cben demselben constanten Quotienten, nur mit einem anderen Anfangsgliede
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bilden ; so ist von den Gliedern » dargethan, dass sic im spiteren Verlaufe ciner geometrisehen
; I ) 1 g
Reihe mit dem eonstanten Quotienten ¢ immer mehr sich ndhern werde. Man hat:

Uppo =%y, (1—q) =2/ (1—q) . q._,.

Die bisherigen Bemerkungen gelten hier zundchst nur fiir numerische Gleichungen, lassen
sich aber leicht auf Buehstabengleichungen ausdehnen. Der einzige Unterschied besteht nimlich
darin, dass man noeh auf den Werth der Gréosse ¢ Riicksicht zu nchmen und die hier gewisser-
massen nur fiir cinen speeicllen Werth von @ cingeleitete Voruntersuehung $ob innerhalb der
beiden Grenzen , und «,+ A nur eine cinzige Wurzel der Gleichung Fza)=0 und keine
der zwei derivirten /" (xa)=0, F" (xa)=0 liegt, oder nicht, jetzt fiir &ine ganze Rethe von
solchen Werthen von @, d. h. fiir ein ganzes Intervall von @ einzuleiten hat. Findet sich ein
entspreehendes Interwall von ¢, in welehem diese Bedingungen innerghalb der Grenzen z, und
x, + A immer erfiillt bleiben, so kann man, von cinem oder demsénderen Grenzwerthe aus-
gehend, in der eben angegebenen Weise der exacten Wurzel ¢ (@) beliebig nahe kommen, wenn
man nur das angegcbene Verfahren hinreichend oft wiederholt” Man erhilt hier wieder cine
Reihe dhnlieh der (94), mit dem cinzigen Untersehiede, dass glle darin erscheinenden Glieder
L, Uy Ug, - - - .. Tunctionen von a sind. Die Gréssen w sind Briiche mit einer Potenz von @'(«)

. . e e ” z» P'Et)—Pr
im Nenner. s ist ndmlich w, = —}])ﬂ,g(—), also x, 4+ u, = ___J(T(_))_sp_
a [

anstatt  in das Gleichungspolynom [(xza) zu substithiren, das vorausgesetztermassen ein

. Diesen Werth hat man nun

Polynom vom Grade  ist, und wird somit ein Substituionsresultat erhalten, das in Gestalt einer

o 0 M 0
Bruches mit [ («)]" als Nenner erscheint, und durel o ZJ - angedeutet werden mag. Diesen
a)]m
Ausdruck hat man nun dureh ¢'(e) zu dividiren wnd sein Zeiehen in das entgegengesetzte zu

g)?g e . T . . . a . X
T In @hnlicher Weise ergibt sieli u, in der Gestalt:

. Ty m, 11 . M
U == g FOT O S T g v 8 ORI U= e

Grestalt erseheinende Reihe (94) convergift in dem untersuchten Intervalle von @ jedesmal

verwandeln und findet so: u, = —

M. .
A Die soleher

gegen die zwischen , und ,+ A liegendg®Wurzel ¢ ().

Diese Entwickelungsweise der Wurzel ¢ («) ist durch die in §. 4 dieses Absehnittes eingelei-
teten Untersuchungen vorbereitet. Es witrde dort gezeigt, wie man die bekannte, von Fourier fiir
numerische Gleichungen angegebeng Methode, Grenzen fiir diec Wurzeln zu finden, auch auf
Buchstabengleichungen in Anwendung bringen kinne, um zur isolirenden Gliedersumme =,
eme zweite Grenze z,+ A zu finden, welche die exacte Wurzel in cinem Bereiche von «
zwisehen sieh einschliessen. Fiir den gegenwiirtigen Zweck braucht man nur noch darauf zu
achten, dass die derivirten Gleichungen F'(x,a) =0, F"(z,a) = 0 innerhalb dieser Grenzen fiir
x und a keine Wurzel besitzen, so dass dic Functionen F”(xza) und #"(x,a) stets cinerlei Vor-
zeiehen tragen, mit anderen Worten, dass die Indices dieser zwei Functionen in den Reihen
(84) gleich Null werdeny, wihrend die Hauptfunetion F(z«) den Index 1 besitzt. Iis wird
dadurch der Gang der dort angegebenen Untersuchung durchaus kein anderer, sondern
hochstens das Intervall von @ den neu hinzugetretenen Bedingungen gemiss etwas kleiner.

Hat man dieses Intervall von ¢ mit geniigender Genauigkeit ermittelt, fiir welches innerhalb
der Grenzen @, und x, + A die Indicesrethe in (84) mit 0, 0, 1 schliest, so ist das hicr
besprochene Verfahren geeignet, cine eonvergirende Reihe fiir - zu liefern, nimlich die (95);
es ist nur nothwendig fiir @'(«) das Substitutionsresultat ¥, oder das andere Q', zu erwéhlen,
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je nachdem z, oder z,4 A dic Zussere Grenze vorstellt, d. h. je nachdem 7, und §, gleiche
oder entgegengesetzte Zeichen besitzen.

e

Das hier auseinandergesetzte Verfalhren unterscheidet sich einigermassen von dem in den
fritheren ADbschnitten zur Entwickelung der Folgeglieder angegebencn. Die dort gegebene
Regel schreibt ndmlich wohl genau so, wie die hier aufgesgellte, vor, den bereits entwickelten
Bestandtheil der Wurzel anstatt « in das Gleichungspolysiom zu setzen, hierauf das erhaltene
Substitutionsresultat durch einen unveriindert Dleibemden Ausdruck zu dividiren und den
Quotienten mit entgegengesetzten Zeichen dann als Cerrection zum fritheren Bestandtheile der
Wurzel hinzuzufiigen; allein dort entwickelt man dicsen Quotienten nur in seinem Anfangs-
gliede, wihrend hier sein vollstindiger und unentwickelter Werth genommen wird. Aus dicsem
Grunde unterscheidet sich auch die hier abgeleitete Reihe (94) von der dort erhaltenen

geordneten und zwar vorziiglich dadurch, dags die Glieder » derselben Briiche sind von der

Form ——ﬁ?j)-];,wo M und & (@) geschlossené Polynome vorstellen. Man kann aber die Reihe
(94) gleichfalls geordnet nach Potenzen ywon @ hinstellen, wenn man jeden dieser Briiche in
cine unendliche Reihe entwickelt und alle solchen addirt. Die Summe derselben ist eine nach
Potenzen von e geordnete unendliche?Reihe, die von der durch unmittelbare und geregelte

Entwickelung abgeleiteten anderen:

(95) &, -l @14 b ,05 2+ b ot L

offenbar nicht verschieden ist, wie man sich leicht iiberzeugen kann. Is ldsst sich nun auch
leicht beurtheilen, ob diesclbeceonvergent oder divergent ist. Bekanntlich convergirt ndmlich
die absteigende Entwickelung eines Bruches, dessen Zihler und Nenner geschlossene Poly-
nome sind, fiir alle jene Wiérthe der darin erscheinenden Buchstabengrosse @, deren Modulus
griosser ausfallt als der gittsste Modulus derjenigen Wurzelwerthe @, welche den Nenner auf
Null bringen. Setzt mgn also den Nenner des Bruches gleich Null und sucht die mit dem
griossten Modulus wersehene Wurzel derselben vermittelst der verbesserten Methode von
Graffe, so bestimmt chen dieser grisste Modulus A die Intervalle von @, in welchen die Ent-
wickelungsweise convergirt. Diese recllen Werthe von @ liegen ndmlich in den beiden Inter-
vallen: —oo..& —Aund -~ A .... 4+ co. Will man hingegen aufsteigen d nach Potenzen
von ¢ entwickeln, so findet die Convergenz Statt fiir alle jene Werthe von @, deren Modulus
kleiner ist alg der kleinste Modulus unter den Wurzeln, welche den Nenner auf Null bringen.
Die reellensIntervalle fiir @ sind somit: —A ....0und 0.... 4+ A, und A bedeutet jetzt den
kleinsten Modulus, der bei den Wurzeln der Gleichung vorfindig ist, welche durch Null-
setzen des Nenners hervorgeht. Im gegenwirticen Falle, wo alle in Betracht kommenden
Nenner Potenzen von @' (a) sind, wird man daher nur die Gleichung @ (¢) =0 zu berticksich-
tiget und den grissten oder kleinsten Modulus ihrer Wurzeln zu bestimmen haben, je
nachdem man die absteigende oder aufsteigende Entwickelung vorliegen hat. Der auf
solche Weise gefundene Werth A ist massgebend bei allen die Convergenz der Reihen
betreffenden Fragen.

Setzen wir, um einen bestimmten Fall vor Augen zu haben, voraus, die Reihe (94) sei

absteigend entwickelt und die vorhergehende Untersuchung hiitte erwicsen, dass die andere
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Reihe (94) fiir die beiden Intervalle: —co.... —a, und +¢,.... 4 coO convergire gegen
die zwischen z, und , + A liegende Wurzel ¢(a). Ferner sei A der grosste Modulus der Wur-
zeln der Gleichung @' («). Man kann nun damit beginnen, die einzelnen Glieder u der Reihe
(94), die Briiche sind von der Form: ———??(?27 absteigend in eine Reihe zu entwickeln. Jede dieser
Reihen ist convergirend fiir die beiden Intervalle —oco.... — A und + A .. 5 4+ oco. Thre
Summe zu z, hinzugefiigt fiihrt nun, wie frither bemerkt worden, zu einer unendlichen Reihe,
welche in ihren 7+ ¢ Anfangsgliedern mit der Reihe (95) iibereinstimmt. Auf eiue dhnliehe Weise
lasst sich der andere Grenzwerth @, A als Ausgangspunkt beniitzen und gus ithm durch #—

malige Wiederholung des Approximationsverfahrens cin Werth:

(96) o e U s 4y,
g 7 5 T " 5 RN 5o
ableiten, dessen Glieder » gleichfalls Briiche sind von der Form ~Sea und die sich demnach
a
fiir die Intervalle —co . ... — Aund + 4.... 4+ o0 in convgrgirende Reihen absteigend

nach ¢ entwickeln lassen. Ordnet man diesen Ausdruck (96) absteigend, so liegt eine zweite
unendliche Reihe vor, die mit der (95) gleichfalls in » 4 # Anfangsgliedern tibereinstimmt.

Man hat solchergestalt aus den zwei Werthen z, und @, 4+ A zwei ncue Werthe (94) und
(96) abgeleitet, die absteigend entwickelt in ihren » + ¢ dnfangsgliedern mit dem wahren
Wurzelwerthe (95) tibereinstimmen, fiir die Intervalle &oc . ... —4und +4 .. .. + o0
convergirende Reihen darstellen, und fiir die Intervalld—oo .. .. —a;und + @, . ... + oo
die wahre Wurzel ¢ (@) zwischen sich einsehliessen. Iiir jene Werthe von e, welehe gleiehzeitig
den beiden Intervallen: — oo . ... — 4 und —$o . ... — @, oder den beiden anderen:
+4.... +couwnd 4 @, .... + oo angchirens findet siech die exaete Wurzel ¢ (@) zwischen
zwei convergirende unendliche Reihen (94) wnd (96) eingeschlossen, die in ihren » + ¢
Anfangsgliedern mit einander und mit der (95} iibereinstimmen.

Denkt man sich nun ¢ ins Unendliche wachsend, so werden die beiden Reihen (94) und
(96) unbegrenzt gegen einander eonvergifen und zuletst zusammenfallen. Die (95), welehe
dann von ihnen nicht mehr differirt, ist tolglieh fiir eben diese Intervalle von e eonvergent.

Man wird daher die Intervalle vod’ a, fiir welche die absteigend geordnete Entwickelung
(95) gegen dic exaete Wurzel ¢ (@) eonvergirt, finden, wenn man untersucht, welehes der
beiden Intervalle —co....—a, und —co....—A die kleinere Ausdehunung besitzt, und
dieselbe Untersuchung auch beisden beiden anderen -+ a.... +o0 und + W (e ey
einleitet. Die gefundenen zwei Intervalle von der geringeren Ausdehnung enthalten nur solehe
Werthe von a, fiir welche die Reihe (95) gegen ¢ (¢) convergirt.

Bei der aufsteigendigeordneten Entwickelung gelten genau dieselben Vorginge mit
dem einzigen Unterschiedey dass unter A der kleinste Modulus der Wurzeln der Gleichung
¥’ (@) zu verstehen ist, und®die in Vergleichung kommenden Intervalle: —a,....0,0....4 «a,,
—A....0, 0....+A sind. Auch hier enthalten die zwei mit der kleinsten Ausdehnung
versehenen Intervalle§ deren cines lauter negative, das andere aber lauter positive Werthe in
sieh schliessen wird; nur solche Werthe von g, fiir welclie die aufsteigend geordnete Reihe
(95) gegen ¢ (a) convergirt.

Aus dem bisher Erwiesenen geht also klar und deutlich hervor, dass die frither gelehrten
Entwickelungen seclbst dann noeh, wenn sie zu unendlichen Reihen fiithren, vollkommen
gereehtfertigt erschieinen, und man ist stets in der Lage, sowohl den Grad der erreichten

Denkschriften der mathem.-naturw. CL XTIT. Bd. Abhandl. v. Nichtmitgl. bb
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Genauigkeit anzugeben, als auch die Intervalle von @ zu bestimmesn, fiir welche diese
uncndlichen Reilien convergiren.

Briecht man die Reilie willkiirlich bei einem Gliede ab, vorausgésetst, dass man dieselbe
mindestens Dbis zur vollstindigen Isolirung der Wurzel fortgesetzt hat, so wird man zur
Bestimmung des Erginzungsglicdes A genau so verfahren, als wenn man zur entwickelten Glie-
dersumme z,nocl ein ferneres Entwickelungsglied 4, o+t hinzgfiigen wollte mit dem einzigen
Unterschiede, dass man den numerischen Werth von 4, , umseine beliebige Grisse @ erhoht.
Hiitte man die Entwickelung schon weiter fortgefiihrt, so zwar, dass mit cinem einzigen Schritte
cine Gruppe von mehreren Folgegliedern erhalten werden kann, so wird man meistentheils
gut thun, dieselben vollstindig zu bilden, da dies einen geringen Mchraufwand von Rechnung
erfordert, und dann auf digjenige Weise zur Bildung des Erginzungsgliedes A schreiten, wic
dies zu Ende des §. 2 dieses Abschnittes ausfithrlich angegeben wurde. Nun bleibt noch iibrig,
dic Intervalle von @ zu suchen, fiir welche diesesilirgdnzungsglied giltig ist, und zu diesem
Ende entweder dic in §. 3 oder in §. 4 auscinandergesetzte Methode anzuwenden. Diese Inter-
valle erstrecken sich bei der absteigenden Eatwickelung bis zu den unendlichen Werthen
—oo und + oo, bei der aufsteigenden aber gehen sie von 0 aus in der Doppelrichtung
-+ und — vor. Hat man diese Intervalle, deren stets zwel zu untersuchen sind, mit hinldng-
licher Grenauigkeit bestimmt, so ist diese erste Irage erledigt.

Soll aber entschieden werden, fiir selche Werthe von @ die ins Unendliche fortgesetzte
Reihe convergirt, so muss dic Entwickelung der betreffenden Wurzel hinlanglich weit fort-
gesetzt werden, und zwar so lange, dass die Gliedersumme @, weder ciner Wurzel der derivirten
Gleichung /' (z, @) = 0 noch der agderen /7" (z, @) = 0 w. s. w. mehr angehdrt, kurz dass die
Anfangsglieder von §,/, $,” und $,”, . ... unverinderliche Werthe erlangen. Ilierauf hat man
die Bestimmung des Erginzunggeliedes A und jene des entsprechenden Intervalles von a vor-
zunchmen, in der cben angedetiteten Weise mit dem einzigen Unterschiede, dass noch iiber-
dies bei der Bestimmung deglntervalles von o darauf Riicksicht genommen werden muss, dass
die Funetionen I’ (z, @) und I’ (z, @) innerhalb der Grenzen z, und , 4+ A und in der ganzen
Ausdehnung des Tntervalfes von @ ilir Vorzeichen nicht iindern; kurz dass den zwei Substi-
tutionsreilien (84) stetsd0, 0, 1 als die letzten drei Indices in der entsprechenden Indicesreihe
angechoren. Sind alle diese Vorarbeiten vollendet, so hat man nur noch von den beiden Grenzen
xz, und z, 4 A die #ussere zu suchen, d. h. jene, fiir welche F (x, @) und F (z,a) gleiche
Zcichen besitzen. dlaben §B,” und P, gleiche Zeichen, ist somit 2, die #ussere Grenze, so setzt
man dic in (84) dazwischen licgende Funetion P, gleich Null; findet aber das Gegentheil
Statt, haben also Q,” und L, gleiche Zeichen, so hat man Q,'= 0 zu setzen. [liir die so erhal-
tene Gleichudig P, =0 oder Q== 0 sucht man nun den grissten oder kleinsten Modulus
A der mit demselben versehenen Wurzel, je nachdem die absteigende oder aufsteigende
Entwickefung vorliegt. Ist der Werth von A anniiherungsweise bestimmt, so hat man nun nur
zu untegsuchen, ob die Werthe — A und 4 A in den fiir das Brginzungsglied A ermittelten
Interyallen von ¢ enthalten sind oder nicht. Sind sie darin nieht enthalten, so ist die unend-
liche’ Reilie in dem vollen Intervalle von @ convergent; findet sich aber der Werth A darin vor,
so muss man ihre Ausdehnung so weit verkleinern, bis sich derselbe nicht mehr darin vorfindet,
und lat dann wieder zwei Intervalle von «, fiir welche die unendliche Reihe jedenfalls convergirt.

Iis ist wohll iiberfliissig zu bemerkeu, dass man diese Intervalle von « jedenfalls zu enge
und iiberhaupt bald grésser, bald kleiner finden wird, je nachdem die Gliedersumme =z, eine




Auflosungsinethode fiir algebraische Duchstabengleichungen etc. 2

ardssere oder kleinere Anzahl von Entwickelungsgliedern in sich schliesst. Iliir das praktische
Bediirfniss smd auch zuniichst nur diese Werthe von ¢ vom Belange, fir welche die Conver-
genz eine raschere ist, wihrend die an der Grenze der Convergenz stehenden Werghe von a
ohne wesentlichen Nutzen bleiben. Man kann ferner die Gleichungen $, =0 oder Q=0
durch andere ersetzen auf unendlich viele verschiedene Weisen, denn die mit &'(a) bezeichnete
Funection hat nur die Bedingung zu erfiillen, dasselbe Zeichen wie B, und £ aber cinen
numerisch grosseren Werth zu besitzen und kann im Ubrigen ganz beliebig gewiihlt werden,
wenn sie nur diesen Bedingungen wirklich fiir alle in den betreffenden Intérvallen liegenden
Werthe von ¢ Geniige leistet. Von der Auflosung der Gleichung P, = 0 oder Q,’=0 oder
¢ =0 kann man sich aber nicht dispensiren, wiewohl die bei der Bestimmung des Ergin-
zungsgliedes A und der giltigen Intervalle von a eingeleitete Untersuchung dargethan hat,
dass keine reelle Wurzel dieser Gleichungen einen dazwischen fallenden Werth von A liefern
konne, denn der massgebende Werth A konnte von einem Paare imagindrer Wurzeln herriihren

und alsdann iiberschen werden.

9.

/0

Bisher wurde nur jene Approximationsmethode beriicksichtigt, bei welcher in der Glei-
chung (87) die Function I (x,+ p2/, @) fiir den ganzen Verlauf der Rechnung stets durch eine
und dieselbe Function @'(a) ersetzt wird. Dieses Verfghren liefert die Entwickelungsglieder
nur einzeln und war fiir uns zunichst aus dem Grunde von Interesse, weil sie zur Beurthei-
lung der Convergenz der hervorgehenden Reihen am besten sich cignet. Man kann aber anch
noch in anderer Weise vorgehen und die Functiond’ (z, 4+ pa’,a) bei jedem Schritte des Appro-
ximationsverfahrens durch cine stets neue Function ersetzen, die ihrem wahren Werthe fort-
wihrend nachriickt. In dieser Weise pflegt man bei den numerischen Gleichungen vorzugehen.
Auch bei Buchstabengleichungen ist diese Methode anwendbar und liefert dann bei hinlinglich
weit fortgeschrittener Entwickelung mit einem einzigen Schritte nicht nur immer ein cinziges
richtiges Glied, sondern eine ganze Gruppe von solchen. Das Verfahren selbst wurde schon
in der vorhergehenden Abhandlung §. ¥5 und §. 22 auscinandergesetzt; hier aber werden wir
dasselbe von einem viel allgemeineren Gesichtspunkte ableiten und uns tiberzeugen, dass die
dort bemerkte Eigenthtimlichkeit und Gesetzmissigkeit eine unmittelbare Folge der linearen
Approximationsmethode sei und iiberall auftaucht, wo man dieselbe anwendet.

Gehen wir von der beim dritten Gliede abgebrochenen Entwickelung von F(z, + 2, ) aus

(97) Flxe, 4+ ,a)&=F(x,a)+2.F(z,,a)+ -;_ o (o NG
in der wieder z, +pa cineszwischen «, und ¢ () fallende Mittelgrosse ist, und bilden wir durch
gleich Null Setzen dieseg Ausdruckes die Gleichung:

(98) F(xr,a)+ml'F’<mr7a) =k %xlz-F”(x, -{—p.’L" ; a):().

Dieselbe ist erfiillt, wenn man anstatt ' seinen exacten Werth ¢(¢)—a, setzt. Beim
lincaren Approximationsverfahren sucht man nun diesen exacten Werth der Correction o’
nicht, sondern begniigt sich mit der Auflésung einer Gleichung des ersten Grades, die hier die:

(99) Flx,,a) + uF'(x,,a)=0

bb*
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sein mag. Sic ist von der richtigen dadureh verschieden, dass Ffx,, @) an die Stelle
von /' (x,+pa,a) gesetzt wird, und es wurde desshalb auch die infihr erscheinende Unbe-
kannte zum Unterschiede von ' mit « bezeichnet. Man zieht aus ih# den Werth:

F (2, a)
' (rp, a) h

(100) w=—

welcher von der richtigen Correction & verschieden ausfillt sind zu z, hinzugefiigt den Aus-
druck @, + » liefert, der abermals von dem exacten Wurzelwerthe ¢(@) differirt und einer
ferneren Correction @ bedarf. Dieser Vorgang wurde von Newton angewendet, unterliegt
aber dem (Tbelstande, dass man nur unter gewissen Bedingungen sich dem wahren Wurzel-
werthe ¢ (a) fortwihrend nilert, in der Mehrzahl der IFille sich aber davon entfernt. Diesc
Bedingungen sind von Ifourier zuerst genau angegében worden. Es folgt hieraus, dass die
auf diesem Wege gefundenen unendlichen Reihen disweilen gegen ¢ (@) convergiren, sehr
oft aber divergiren oder gegen einc andere Wurzel convergiren. Hier, wo noch iiberdies
cine Buchstabengrsse @ erscheint, ist dieses.Verhalten der Reihe fiir verschiedene Werthe
von « ein verschiedenes. Wir haben aber adie auf die Convergenz oder Divergenz Bezug
habende Frage bereits beantwortet und wolden hier einen anderen Punkt erdrtern.

Denkt man sich in der Gleichug (98) @ durch den gleichgeltenden Werth « + «” ersetzt
und dabei auf die Relation (99) Riicksicht genommen, so erhilt man:

(101) ' (x,, ))& + ;—.F"(x, N S =0,
folglich:
(102) v _ il Wt APy % o

Pyl (‘xr , @)

Man kann jetzt voraugfetzen, die Entwickelung der Gliedersumme z, sei so weit vorge-
schritten, dass sich daddtch die Wurzel ¢ (@) der Gleichung F'(x, @) =0 von allen Wurzeln
der zwei derivirten Gleichungen: [/ (z, a)=0 und I'""(z, @) = 0 unterscheidet, denn jene
Iille, bei welchen man sclbst bei der ins Unendliche fortgesetzten Entwickelung gar nie zu
diesem Punkte gelangt, weil in den zwei Functionen /'(z, @), I"' (x, @) oder in den beiden
anderen [F'(z, a), & (x, @) ein x enthaltender Factor gemeinschaftlich erscheint, wird man
ohnehin, sobaldiman sie als solche erkennt, alsogleich durch Sonderung und gleich Null
Setzen dieser Factoren viel leichter behandeln. Die unmittelbare Folge dieser Voraussetzung
ist, dass die Anfangsglieder der beiden Substitutionsresultate /' (z,, «) und I (x,+ pa’, @) voll-
kommen bestimmt sind und anch im weiteren Verlaufe der Rechnung, beim Zunehmen der
Gliederzadil » ungedndert bleiben; namentlich ist das Anfangsglied des unbestimmten Substi-
tutionsrgsultates I (z, +pa', @) genau dasselbe, wie bei dem bestimmten F”(x,, @). Dass dem
wirklieh so sei, ist leicht ¢inzusehen, denn wiirden hinzugefiigte Glieder einer spateren Rang-
ordnung noch auf die Anfangsglieder der aus /' (z,¢) und /" (x,a) hervorgehenden Substi-
tutionsresultate einen Kinfluss nehmen, so miisste demnach auch durch eine zweckmissige
Wall dieser hinzngefiigten (ilieder cine Reduction anf Null in den Anfangsgliedern der Sub-
stitutionsresultate herbeigefiihrt werden konneun, und folglich ,, der gemachten Voraussetzung

zuwider, cinen Bestandtheil der geordneten Entwickelung einer Wurzel der derivirten Glei-
chungen darstellen.
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Bezeichnen wir nun die unveréinderlichen Anfangsglieder der Substitutionsresultate, die
aus I (x,a) und " (z, @) hervorgehen, beziehungsweise mit ,'a™ und $,” ™", das Anfangs-

glied von ' aber mit 4, ., a%+ = —g—r,-ag"—%‘ﬂ', so findet man aus der (102) das Anfangsglied
) LUz
rr " F
von «” in folgender Form:
2 "
2 1925 wgr—sapiowr |

2 H'pd

Aus dieser (leichung ist ersichtlich, dass die am Ausdrucke z, + % nech nothwendige
Correction z” nur bei dem mit dem Exponenten A, —3 A" 4 29[, versehenen Gliede und den

darauffolgenden ausgefiihrt werden miisse, alle vorhergehenden aber ungedndert bleiben. Ent-
F(wr, a)
7" (7"7'; a)
sive dem Gliede, welches den Exponenten A" —3 A’ -+ 29, besitzt,fso hat man eine Gruppe

von lauter richtigen Folgegliedern, an denen keine Correction mghr anzubringen ist. Diese

wickelt man daher den Quotienten = — in cine geordnete Reihe, aber nur bis exelu-

Ligenschaft wurde schon friiher bewiesen, findet aber hier ihre® eigentliche und allgemeine

Begriindung.

II. Bestimmung der Asymptoten bei Curven vpn einfacher Kriimmung.

g 10.

s gibt wohl kein geeigneteres Mittel, um analytische Wahrheiten zur klaren Einsicht zu
bringen, als geometrische Betrachtungen. Dieses Mittel leistet auch hier wesentliche Dienste
und verbreitet iiber das Auseinandergesctzte cim helles Licht. Wir haben schon im Vorher-
gehenden von diesem Mittel zu wiederholten Malen Gebrauch gemacht. Hier finden wir es
noch fiir zweckmissig, eine Anwendung dergshier erdrterten Auflésungsmethode auf ein Pro-
blem der analytischen Geometrie in Kiirze zu erwihnen.

Eine jede Buchstabengleichung mit wur zwei Buchstabengrissen hat eine geometrische
Bedeutung. Denkt man sich ndmlich diesunabhingige Grisse @ als Abscisse, die abhingige «
als Ordinate cines Punktes auf der Elene, so entspricht der Gleichung selber eine krumme
Linie von cinfacher Kriimmung. Allem auch alle hier erwihnten Auflssungsmethoden erhalten
cine geometrische Bedeutung, indem sie gewisse Eigenschaften dieser krummen Linien auf-
decken. Dic absteigende Entwickelung der Wurzeln, welche vorziiglich fiir sehr grosse
Werthe der Grosse @ sich als nassgebeud erwiesen hat, gibt Aufschluss iiber den Verlauf
der Curve im Berciche sehr gtosser Abscissenwerthe. Die Bestimmung der Anfangsglieder fiir
diesc Entwickelungsform ligfert dic Asymptoten der Curve im Bereiche unendlich grosser
Abscissen. In der That drtickt die einfache Gleichung @ = /,a% zwar nicht den zwischen
und ¢ stattfindenden Zugammenhang genau aus, aber unter allen Gleichungen von dieser
einfachen Form @ =~¢* ist sie dicjenige, welche fiir ins Unendliche wachsende oder abneh-
mende «, d. h. fiir ¢ == + co der Wahrheit am nachsten kommt, denn jede noch so kleine am
Exponenten &, oder dem Coéfficienten /4, augebrachte I\nderung vergrossert den Werth des
Substitutionsresultates P, fiir @ = + co, wie im Vorhergehenden ersichtlich ist, und vermehrt
daher die bestehende Unrichtigkeit. Dehnt man daher den Begriff der Asymptoten aus auf
solche einfache Curven, die die Iligenschaft besitzen, im Bereiche des Unendlichen dem wirk-

lichen Curvenaste so weit nahe zu kommen, dass eine fernere Anniherung nur durch Grossen
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niederer Ordnungen herbeigefiihrt werden kann, ohne dabei die Eigenschaft der unbegrenzten
Anniitherung der Asymptote gegen den Curvenast als eine wesentlichesmit in den Begriff auf-
zunchmen; so fithrt die Bestimmung der Anfangsglieder bei der absteigenden Entwickelung
zu den Asymptoten der Curve, dic im Bereiche unendlich grosser Abscissen liegen. Sie lassen
sich in drei Kategorien theilen, je nachdem in der asymptotischensGleichung:

x = hya o

der Exponent &, positiv, gleich Null oder negativ ist. 1i€ mit positivem & verschenen
Asymptoten sind parabolisel oder geradlinig, und zavar, wenn & >1 ist, sind dieselben
Parabeln hoherer Ordnungen init der Abscissenaxe als Axe; fiir & =1 gerade Linien, die mit
der Abscissenaxe einen Winkel einschliessen, dessen trigonometrische Tangente 7, ist, gewisser-
massen eine Parabel der ersten Ordnung; endlich, wenn & zwischen 1 und 0 liegt, abermals
Parabeln der zweiten oder hoheren Ordnungen, demén jedoch die Ordinatenaxe als Axe ange-
hort. Alle diese Asymptoten der ersten Kategoriechaben die Bigenschaft, dass mit der Abseisse
auch die Ordinate ins Unendliche wichst.

Die mit & =0 versehenen Asymptoten Stellen ecine zur Abscissenaxe parallele
Gerade dar.

Die mit negativem & verschenen Asymptoten sind Iyperbeln der ersten oder einer
hoheren Ordnung, welche sich beim fortwihrenden Wachsen der Abscissenaxe unbegrenzt
nahern.

Entwickelt man die betreffenden:Wurzeln in mehreren Anfangsgliedern . und namentlich
so weit, bis man mindestens alle mitgpositiven Werthen von &, den gleich Null mit einbegriften,
erschopft hat, so dass nur dic mit Aiegativen Exponenten verschenen Folgeglieder unentwickelt
bleiben, so erhilt man die Gleichungen der Asymptotenim engeren Sinne des Wortes,
d. h. die Gleichungen jener vosi der Curve selbst differirenden Linien, welche die Eigenschaft
besitzen, sich dem betreffenden Curvenaste beim fortwihrenden Wachsen der Absecisse unbe-
grenzt zu nahern, ohne wirklich zusammenzufallen. Diese Entwickelungsweise aller mit posi-
tiven & und dem £=0 versehenen Glieder ist insbesondere dann massgebend, wenn die
Anfangsgleichung die felgende war: z, =/4,a, also wenn & =1 ist und wenn dieses Anfangs-
glied zweien oder melireren Wurzeln gemeinschaftlich ist, denn sie wird dann zur Entschei-
dung bringen, ob dgs niichste Folgeglicd A,a% einen positiven und gebrochencu oder
den Werth & = 0.oder einen noch kleineren besitzt. Ist € gebrochen und positiv, in
welchem Falle cine Gruppe von zweien oder mehreren Wurzeln diesen Werth von & besitzen
muss, so bedeutet die Gleichung @ = hya + h,a® offenbar cinec Parabel, deren Axe eben die
Gerade x =/ @ 1st und mit der Abscisse cinen Winkel ecinschliesst, wiihrend im entgegen-
gesetzten Falle: & =0 dic Asymptote wirklieh cine Gerade ist und bleibt, nur dass sie nicht
mehr dure¢h den Anfangspunkt hindurchgeht, sondern zur fritheren @ =/, e parallel jetzt dic
Ordinaténaxe in einer Entfernung %, vom Anfangspunkte schneidet.

Iie Asymptoten im engeren Sinne des Wortes lassen sich daher in drei Classen
eintheilen:

1. parabolische, und zwar erstens mit einer zur Abscisscnaxe parallelen
Axe, wenn & positiv und grisser als Kins ist, zweitens mit einer schief stehenden
Axe, wenn & =1 und & gebrochen positiv ist, drittens mit einer verticalen Axe, die
zur Ordinatenaxe parallel ist, wenn & positivund kleiner als Kins, somit gebrochen ist.
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2. Geradlinige, und zwar bald horizontale, bald schiefe, je nachdem & =0 oder
& =1 und & =0 ist. Zu den horizontalen geradlinigen Asymptoten kénnen fiiglich auchjene
gerechnet werden, deren &, einen negativen Werth besitzt, wenn man annimmt, dass dem
Gliede hya% mnoch cin verschwindendes Glied % a° vorangeht, in welchem k=0 dst, und
bedenkt, dass sie nur einen speciellen Fall der horizontalen geradlinigen Asymptoten dar-
stellen, denjenigen namlich, wo sie mit der Abscissenaxe zusammenfallen.

3. Hyperbolische. Diese konnen jedoch im Grunde nicht als eine eigenesClasse darge-
stellt werden, sondern erscheinen vielmehr als die weiter getriebene Anndherung der gerad-
linigen Asymptoten. Sic konnen entweder die Abscissenaxe selber oder eing zu ihr parallele,
oder endlich eine schiefe Gerade als Asymptote besitzen.

Bei allen Asymptoten miissen die Coéfficienten %, die darin erscheinen, reelle Zahl-
werthe haben, weil nur in diesem Falle ihnen eine geometrische Bedeutung zuerkannt werden
kann. Imagin#re Werthe der Codéfficienten %2 in den asymptotischen (Gleichungen deuten
vielmehr darauf hin, dass die entsprechenden Aste der Curve im‘unendlichen Bereiche der
Abscissen nicht mehr erscheinen und in diesem Sinne die Curve gine geschlossene sei.

Will man ferner nicht der Gefahr ausgesetzt sein, reelle Asysmptoten fiir imaginire Curven-
dste zu finden und solchergestalt in Bezichung des Geschlossen- oder Nichtgeschlossenseins
der Curve in einen Irrthum zu gelangen, so ist man genithigt, die Entwickelung der Wurzeln
selbst tiber die Anfangsglieder und iiber die mit positiver lixponenten &€ und dem speciellen
=0 verschencn Glieder hinaus fortzusetzen, sobald cing'Gruppe von mehreren Wurzeln diese
Glieder gemeinschaftlich besitzt, und zwar so lange,’bis die vollstindige Isolirung der ein-
zelnen Wurzeln dieser Gruppe erfolgt oder die villige &rleichheit der nicht trennbaren erwiesen
ist, weil man nur in diesem Falle die volle Uberzeugung hat, dass in den spiteren Folge-
gliedern imagindre Werthe der Coéfficienten nicht mehr auftanchen konnen, wenn sic in der
entwickelten isolirenden Gliedersumme nicht erscheinen.

Dic absteigende Entwickelung fithrt jn' der angegebenen Weise zu allen Asymptoten,
welche im Bereiche unendlich grosser Abscigsen verlaufen, aber keineswegs zu denen, welche
im Bereiche endlicher Werthe der Abseisse vorhanden sind. Man konnte zwar auf einem

Umwege auch zu diesen gelangen vermittelst der absteigenden Entwickelung, indem man

?
die beiden Buchstabengrdssen @ und zahre Rollen vertauschen lisst, @ als die Unbekannte,
x aber als eine unabhéangige Grosse botrachtet. Dieser Weg ist auch meines Wissens bisher
cinzig wnd allein befolgt wordeny wic in Crammer’s ,Introduction & I'analyse de lignes
courbes algebriques® zu ersehen ist. Man kann aber auch auf einem directen Wege und ohne
diese Vertauschung der Unbekatinten zum Ziele gelangen vermittelst der Bestimmung der in
den Wurzeln erscheimenden Nénner und der'aufsteigendcn Entwickelungsweise. Dieser Vor-
gang wurde zuerst von Pegzval angegeben. In der That, soll fiir endliche Werthe « von «
x einen unendlich grossensWerth erlangen, so muss die aufsteigend nach Potenzen von
a-—a geordnete Entwickelung mit einem Anfangsgliede beginnen, dessen & negativ ist,
d. h. die Wurzel mit «—=% oder einer Potenz dieser Grissse im Nenner versehen sein. Man wird
daher nach der im Vorhergehenden angegebenen Weise durch gleich Null Setzen des mit der
hischsten Potenz von x verkniipften Coéfficienten 4, und Auflssung dieser Gleichung nach a
alle jene speciellen Werthe von o ermitteln, weleche einer Grissse (¢ — «) im Nenner einer oder
mehrerer Wurzeln angehdren. Einem jeden solchen Werthe o entspricht eine Gleichung:

a—=0a
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also eine verticale zur Ordinatenaxe parallele gerade Linie, die sich fiir fortwilirend wachsende
Werthe von z, fiir # = + 0o einem oder mehreren Curvendsten unbegréenzt nihert. Denkt man
sich namlich die betreffende Wurzel « aufsteigend nach dieser Grigsse a —a entwickelt, so
reducirt sich der Werth dieser Reihe beim Convergiren von ¢ gegen a immer mehr auf den
des Anfangsgliedes: ;

Xy = hy (@—a) "

welches cinen ins Unendliche zunchmenden Werth erhilt. Sctzt man zuvérderst ¢a—a=a
und ertheilt dem a einen sehr kleinen positivenWerth, der gegen Null convergirt, so erhilt
dieses Anfangsglied offenbar das Zeichen von 4, aber einen sehr grossen numerischen Werth
und die Gerade @ = « ist von dem entsprechenden Curyenaste in der Richtung der Abscissen-
axe nur um eine sehr kleine Grosse entfernt, die beim fortwihrenden Abnehmen von a stets
kleiner und kleiner wird und der Null beliebig nahesgebracht werden kann. Iirtheilt man nun
dem a cinen sehr kleinen negativen Werth und ligt diesen abermals gegen Null convergiren,
so besitzen die entsprechenden Ordinaten z gleichfalls sehr grosse Werthe, aber jetzt entweder
das Zeichen von %, oder das entgegengesetste, je nachdem £ eine gerade oder ungerade ganze
Zahl ist. Fiir gebrochene Werthe von % kamn das Anfangsglied z, imaginidr werden. Dies
geniigt, um ecinzusehen, dass die Gerade ¢&=«, und zwar bald nur in einer, bald in beiden
thren Richtungen ins Unendliche nach auf-sund abwiirts verlingert, eine gerade Asymptote zur
Curve 1st.

Die Gleichung des Anfangsgliede§ der aufsteigenden Entwickelung z, =@, (¢ —«)~* oder
dic aus einer Gruppe von zweien odet mehreren Anfangsglicdern gebildete, selbst daher gleich-
falls eine und zwar hyperbolisché Asymptote dar und gibt iiber die Curveniste genauere
Aufschliisse.

Man sicht hierans, dasscalle Asymptoten, die im endlichen Bereiche von e liegen,
geradlinige und bei weiteg’getriebener Anniherung derselben hy perbolische sind.

Hiemit ist also die DBéstimmung der Asymptoten geschlossen. Man sicht, dass die
Bestimmung aller Asymptdten bel einer algebraischen Curve eines beliebig hohen Grades auf
cine sehr cinfache Weis¢ und mit Hilfe verhiltnissmissig sehr einfacher Rechnungen bewerk-
stelligt werden konue.sund hiemit ist eine der wichtigsten Anwendungen der hier auseinander-

gesetzten Auflosungsmethoden in dem Gebiete der analytischen Geometrie dargethan.
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