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Vorbemerkung'.

± robleme der unbestimmten Analytik haben wohl bisher im Allgemeinen nur eine sehr

untergeordnete Anwendung in der Analysis gefunden; von dem vorliegenden Probleme jedoch

kann dies nicht mehr gesagt werden; dasselbe hat vielmehr für die verschiedensten Gebiete

der Analysis eine nicht geringe, nur bisher wenig beachtete Wichtigkeit. Es lassen sich solche

Fälle in grosser Anzahl aufführen. Hier mögen einige Beispiele genügen.

In der Theorie der höheren Buchstabengleichungen handelt es sich sehr häufig um die

Auflösung eines Systemes von binomischen Gleichungen höheren Grades mit mehreren Unbe-

kannten, wie z. B.

und diese lässt sich auf die Auflösung eines Systemes von zwei Gleichungen des ersten

Grades:

iß) m^ ^nrj = i
, 2)^+qyj=j

mit vier Unbekannten: |, rj, i,j in ganzen Zahlen zurückführen. In der That kann man die

Genüge leistenden Werthe von x und 1/ darstellen, in der Form:

wobei c und 3j reelle Zahlen bedeuten, die so zu wählen sind, dass die aus den Gleichungen

(/?) gezogenen / und^ ganze Werthe erlangen. Solcher Werthe ^, t^ lassen sich unendlich viele

auffinden; allein für die beabsichtigte Auflösung der Gleichungen («) sind nur jene von Wichtig-

keit, die nicht um ganze Zahlen von einander differiren , weil nur diesen ^, :y stets andere und

Jienksrhriften der matheni.-naturw. Gl. XIV. Bd. Ahhandl. v. Nichtmitgl. «1
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2 Ignaz Heger.

andere Werthe von x und y entsprechen. Um sich diese beschränkte Anzahl von Werthen

|. yj zu verschaffen, hat man mit der Auflösung des Systemes (/?) in ganzen Zahlen nach den

vier Unbekannten |, ^, i,j zu beginnen und findet so drei specielle Auflösungen: erstens: die

unmittelbar ersichtliche: i ^o,j= o-. zweitens: die i^=n. j ^o, wo /i den numerisch klein-

sten ganzen, von Null verschiedenen Werth von i bedeutet, dessen diese Unbekannte fähig ist,

wennj = o gesetzt wird, und drittens: diej = y, wo y den numerisch kleinsten ganzen, von

Null verschiedenen Werth bezeichnet, dessen ^ überhaupt fähig ist. Ertheilt man nun der Reihe

nach der Grösse i die Werthe: 0, 1, 2, 3, . . . /i— 1, der anderen J hingegen die: 0, 1, 2, 3. ...

.

V— 1, und zwar in allen hier möglichen jiv Combinationen, sucht nun aus den Gleichungen (y9),

die sich dadurch in bestimmte verwandeln, die Werthe von 6 und ;y, und substituirt endlich

die gefundenen c, fj in die Gleichungen {y) ; so ergeben sieh alle von einander verschiedenen

Werthe für x und ?/, welche das vorliegende System («) erfüllen. Mehr als diese /iv Auflösun-

gen bestehen nicht.

Diese Methode, ein System von zwei binomischen Gleichungen aufzulösen, lässt sich auch

dann noch anwenden, wenn die Anzahl der Gleichungen und mit ihr jene der Unbekannten

grösser ausfällt, nur liegt dann statt der zwei Gleichungen [ß) ein System von mehreren unbe-

stimmten Gleichungen mit der doppelten Anzahl von Unbekannten zur Auflösung in ganzen

Zahlen vor.

Eine andere Anwendung, die sieh von der Auflösung eines Systemes von mehreren unbe-

stimmten Gleichungen des ersten Grades machen lässt, findet sich bei der Darstellung viel-

gliedriger Ausdrücke in symbolischer Form mit Hülfe des Summenzeichens, das man dem

allgemeinen Gliede vorsetzt. Eine solche symbolische Darstellung von Polynomen erweist sich

sehr oft als vortheilhaft. Ein Beispiel dieser Art und von der einfachsten Form ist die bekannte

Polynomialformel

:

{a 4- a.x + a.,x- -\- -|- a^x'Y = S\ a^a.'^'a.r-. . .a;''.x'" + -'"+ + "'''].

\ ' ' - / La/ «j/ «2' . . . «r/
' J

Hier bezieht sich die Summirung auf die Buchstaben o., //,, a.,. ...«,. und ist auf alle jene

ganzen und positiven Werthe dieser Grössen auszudehnen, welche die Gleichung:

;?. = «-(- «1 -j- «o -|- .... -|- «^

erfüllen. Im gegenwärtigen Falle liegt nur eine einzige unbestimmte Gleichung vor, und sie

wäre auf alle möglichen Weisen , in ganzen und positiven Zahlen aufzulösen , wenn man das

symbolisch ausgedrückte Polynom entwickeln wollte.

So wie hier eine einzige, können in anderen Fällen zwei und mehrere Bedingungs-

gleichungen auftreten, um die Ausdehnung der Summe festzustellen. So z. B. ist in eben

dieser Polynomialformel der Coefficient von x-'" gegeben durch

:

8\ «"«,"'0./=. . .a/'-l
La/ «,.' a^,/ . . . Ur.'

" J

und die Summirung ist hier auf alle jene ganzen und positiven Werthe von o., «,, o..,,. . . «^

auszudehnen, welche die zwei folgenden Bedingungsgleichungen gleichzeitig erfüllen:

n = « -f «1 + a, -j-a., +. . . + o.,

m= '/, 4- 2 «. -j- 3 «3 -|- . . . 4- ra^.
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über die Auflösung e/'ues Si/s(emes von mehrereu nubentivirnten Gleichungen etc. 3

Almliclio Formeln mit einer, zweien und mehreren ßedingungsgleidningen lassen

sieh in Unzahl aulV.ählen; man begegnet iluien in den verseliicdenstcn Bereichen der

Analysis.

Die Anwendungen des in Rede stehenden Problemes sind demnach sehr zahlreich , und

das Gesagte dürfte zur Genüge beweisen, dass gerade dieses Problem der unbestimmten Ana-

lytik eine nicht unbedeutende Wichtigkeit besitze, und jedenfalls viel öfter in Anwendung
komme, als die unbestimmten Probleme höheren Grades.

Es ist gewiss überraschend, dass gerade dieser Theil der Analytik bisher wenig gepflegt

wurde, und keine allgemeine und zweckentsprechende Auflösungsmethode für solche Systeme

von Gleichungen besteht.

Die allgemeine Auflösung einer einzelnen, unbestimmten Gleichung des ersten Grades in

ganzen Zahlen ist schon lange bekannt. Die hiezu dienliche Methode wurde zuerst von Euler

angegeben; später gab Lagrange eine andere Ableitungsweise für diese Eegel, und zeigte den

Zusammenhang dieses Problemes mit der Theorie der Kettenbrüche; zuletzt endlich wurde

eben derselbe Gegenstand noch von Cauchy auf eine gänzlich verschiedene Art behandelt,

die zunächst in theoretischer Hinsieht von Wichtigkeit ist. Hiemit war gewissermassen die

Grundoperation für die unbestimmten Probleme des ersten Grades festgestellt.

Die Behandlung eines Systemes von mehreren unbestimmten Gleichungen des ersten Gra-

des mit einer beliebig grossen Anzahl von Unbekannten war aber, einige specielle Fälle aus-

genommen, nicht ei'ledigt; sondern bestand mehr oder weniger nur in blossem Probiren, aber

in keinem geregelten analytischen Verfahren. Der Weg, den man dabei einschlug, war stets

den bekannten Auflösungsmethoden für bestimmte Gleichungen des ersten Grades nachgebildet.

Nun eignet sieh von all' diesen verschiedenen Behandlungsweisen eines Systemes von

mehreren bestimmten Gleichungen des ersten Grades nur das Substitutionsverfahren für die

Auflösung eines Systemes von unbestimmten Gleichungen. Dieses allein hatte einen Anspruch

auf den Rang einer analytischen Methode. Alle übrigen für bestimmte Systeme bestehenden

Auflösungsmethoden sind bei unbestimmten nicht anwendbar.

Wenn aber schon bei den Systemen bestimmter Gleichungen die Substitutionsmethode

nicht allen Anforderungen Genüge leistet, und andere Methoden von grösserer Durchsichtig-

keit als ein Bedürfniss erscheinen; so stellt sich diese Mangelhaftigkeit bei unbestimmten Glei-

chungen in einem noch weit höheren Grade dar. Sehr oft nämlich handelt es sich gar nicht

um die wirkliche numerische Berechnung, sondern um die Aufstellung eines allgemeinen Ge-

setzes. Ein Beispiel dieser Art ist der von Gramm er gegebene Lehrsatz für die Auflösung

eines Systemes von mehreren bestimmten Gleichungen des ersten Gi'ades, überhaupt die so

fruchtbringende Lehre von der Determinante. Dieser Satz hat für die numerische Berechnung

nur eine sehr untergeordnete Rolle, kommt aber in den verschiedensten Gebieten der Analysis

in Anwendung und ist von unbestreitbarer Wichtigkeit. Ein ähnliches Bedürfniss stellt sich auch

bei den unbestimmten Problemen des ersten Grades heraus, und von diesem Gesichtspunkte

aus ist das in Rede stehende Problem bis jetzt als ungelöst zu betrachten.

Gauss hat in seinem berühmten Werke: Disquisitiones arithmeticae pag. 26 — 30

ein ähnliches Problem behandelt, nämlich die Auflösung eines Systemes von mehreren Congru-

enzen des ersten Grades mit einer gleich grossen Anzahl von Unbekannten und einem gemein-

schaftlichen Modulus. Es gibt allerdings Fälle, in welchen ein System von unbestimmten

Gleichungen sich darauf zurückführen lässt; allein dies ist keineswegs allgemein der Fall. Die
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4 Ignaz Heger.

daselbst ausgesprochene Behauptung: „Simili modo^ ut in aequationibus
,
perspicitur, etiam hie

totidem congruentias liaheri dehere, quot sint incognitae determinandae^^ wird nicht erwiesen und

ist in der That unrichtig. Es besteht im Gegentheile gar kein nothwendiger Zusammenhang

zwischen der Anzahl der Unbekannten und jener der Congruenzen, ohne dass dadurch das

Problem unmöglich würde. Eine einzige Congruenz kann genügen, um eine grosse Anzahl

von Unbekannten zu bestimmen, und eine einzige Unbekannte kann mehrere verschiedene

Congruenzen gleichzeitig erfüllen. Widersprüche, denen man dabei gelegentlich begegnet und

die das Problem uumöglich machen, können sowohl bei einer einzigen Congruenz, wie bei

mehreren solchen vorkommen, gleichviel, wie gross die Anzahl der darin erscheinenden Unbe-

kannten sein mag; sie hängen von ganz anderen Umständen ab.

Trotzdem, dass die erwähnte Behauptung sich als nicht stichhältig erweist, ist dennoch der

von Gauss betretene Weg an das Bestehen der Gleichheit in der Anzahl der Congruenzen und

der Unbekannten, als einer unerlässliehen Bedingung gebunden, und es dürfte sehr schwer

halten, sein Verfahren für jene anderen FäUe anzupassen, wo diese beiden Anzahlen ungleich

sind, weil es der bekannten Behandlungsweise eines Systemes bestimmter Gleichungen des

ersten Grades vollkommen nachgebildet ist.

Die in der vorliegenden Abhandlung niedergelegte Methode ist ganz allgemein. Sie eignet

sich eben so gut für die einfachen, wie für die complicirtesten Fälle. Denjenigen

Leser, welcher über die Hauptergebnisse dieser Abhandlung einen Überblick gewinnen will,

ohne sie ganz zu durchlesen, verweisen wir auf §. 17. Sie stehen mit der Lehre der

Determinante in einem innigen Zusammenhange. Die gewonnenen Sätze gewähren die grösste

Durchsichtigkeit und ertheilen zugleich der numerischen Berechnung die grösstmögliche

Einfachheit.

§• 1.

Wenn eine Gleichung des ersten Grades, oder ein System von mehreren solchen vorliegt,

welche eine grössere Anzahl von Unbekannten in sich schliessen, als sie zu bestimmen im

Stande sind, und nun unter der Unzahl von Auflösungen, die ihnen entsprechen, jene hervor-

gehoben werden sollen, bei welchen alle Unbekannten ganze Zahlwerthe besitzen; so zerfällt

diese Aufgabe in folgende drei Probleme:

Erstens: Es soll angegeben werden , ob der vorgelegten Gleichung oder dem gegebe-

nen Systeme durch ganze Werthe sämmtlicher Unbekannten Genüge geleistet werden könne.

Diese Frage, deren Beantwortung nur in Ja oder Nein bestehen kann, lässt sich noch in

einer allgemeineren Form, auf folgende Weise stellen: Es soll der kleinste mögliche Nenner

angegeben werden, der einer Gruppe von zusammengehörigen Werthen sämmtlicher Unbe-

kannten eigen ist, wenn man sie in Bruchform auf einerlei Benennung bringt. Die Beantwor-

tuno- dieser verallgemeinerten Frage besteht immer in der Angabe einer bestimmten ganzen

Zahl. Ist dieselbe zufällig Eins, so bestehen ganze Auflösungen, sonst aber nicht.

Zweitens: Man soll von den bestehenden Auflösungen in ganzen Zahlen eine ein-

zige und specielle angeben, z. B. jene, bei der gewisse Unbekannte die numerisch kleinsten

Werthe besitzen.

Drittens: Es sollen alle bestehenden Auflösungen in ganzen Zahlen durch eine Formel

dargestellt werden.

(
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über die Auflösung eines Systemes von mehreren unbestimmten Gleichungen etc. 5

Über die allgemeine Form der Auflösung eines Systemes unbestimmter G 1 c i cli u n g e

n

in ganzen Zahlen.

§ 2-

Ein System von n Gleichungen des ersten Grades mit einer überwiegenden Anzahl w?-]-^*

von Unbekannten lässt sich im Allgemeinen auf unendlich viele verschiedene Weisen erfüllen.

Dies findet nicht nur dann Statt, wenn die Werthe der Unbekannten keiner weiteren Bedin-

gung unterliegen, als der, das vorgelegte System von Gleichungen zu erfüllen; sondern auch

wenn nur durch ganze Zahlwerthe der Unbekannten dem Systeme Genüge geleistet werden soll.

In beiden Fällen lassen sich all' diese unendlich vielen Auflösungen des Systemes zusam-

menfassen in eine Formel, in der m unabhängigen Grössen erscheinen. Nimmt man keine Rück-

sicht darauf, ob die Genüge leistenden Werthe der Unbekannten ganze oder gebrochene

Zahlen sind; so können m Unbekannte, die meist nach Willkür erwählt werden dürfen, die

Rolle der unabhängigen Veränderlichen übernehmen, und die übrigen n Unbekannten sind

dann vollkommen bestimmte lineare Functionen derselben. Hat man aber nur jene Auflösungen

im Auge, bei welchen sämmtliche Unbekannte ganze Zahlwerthe besitzen, falls dies überhaupt

im Bereiche der Möglichkeit liegt, so kann im Allgemeinen keine der Unbekannten die Rolle

einer unabhängigen Grösse übernehmen; sie sind im Gegentheile alle bestimmt, als lineare

Functionen von m Grundgrössen, deren Wahl willkürlich bleibt, insofern man sie auf ganze

Zahlen beschränkt. Ertheilt man nun einer jeden dieser m Grundgrössen nach der Reihe alle

ganzen Zahlwerthe und zwar sowohl die positiven, so wie die negativen ; so liefern die bespro-

chenen linearen Ausdrücke der Reihe nach und gruppenweise die Werthe der Unbekannten in

ganzen Zahlen, welche das System von Gleichungen erfüllen. Diese allgemeine Form der

Auflösungen in ganzen Zahlen bildet den Gegenstand der folgenden Untersuchungen.

Wir betrachten das System:

ll^l + 12^2 + Is^S + •••• + 1», -^'m + lm+l^m+1 +•• + Im+a'-^m+n ^=^ ''

^l"*^! "T -^2 -^2 + ^3 ^3 T" • • • + -^m^m "T -m+1 ^'m+1 +•••+ "m+n'^m+ n
=^

(1) Siar, + S^x, -f 83X3 + + 3„.x-„, -\- i,„+,x„,^, + + 3„,+„:r,„+„ —

n,x^ -\- «2X3 + WgX-ä + -t- n„,x„, -I- »,„+iX,„+i + + «,„+„A',„+„— <»

mit den Unbekannten cCj , Xo , . . . . a;,„_^„. Die Symbole 1, , l, ,
I3 , . . . . »,„+„ bedeuten

die Coefficienten, die als bestimmte ganze Zahlen vorausgesetzt werden.

Es ist unmittelbar einleuchtend, dass dieses System durch ganze Werthe der Unbekannten

erfüllt werden könne. Die Werthe:

leisten Genüge. Es scheint, als ob durch das gleich Null Setzen der zweiten Theile dieser Glei-

chungen die Allgemeinheit der Untersuchungen beeinträchtigt würde ; allein man überzeugt

sich leicht vom Gegentheile. Das gleich Null Setzen der zweiten Theile gewährt den Vortheil,

dass man von der Voruntersuchung, ob ganze Auflösungen wirklich bestehen, oder nicht,

enthoben ist. Dem ersten Anscheine nach allgemeiner wäre die Betrachtung des Systemes von

n Gleichungen des ersten Grades mit m-\-n Unbekannten:
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6 Ignaz Heger.

(2) Oi^Cj -|- OjX., -|- Og^Jg -|- 042;^ -j- . . . -|- C),„iC„, -\- O^ l^^'m+l T • • • H~ ^,„+K^ni4.>,= ^Ic

?l,X, + ??22-3 + ?«3-'^3 + "4a^4 + • • + «»a^» + «™+ia^„,+ l + • • • + «,„+„*„,+,,=?*<.

von dem es aber in Zweifel steht, ob es durch ganze Werthe sämmtlieher Unbekannten erfüllt

werden könne oder nicht. Nicht so aber verhält es sich bei dem früher erwähnten Systeme:

ll^^l -f" l2*'2 "]~
•'-a'^'a "I -'-•l'^'l ~r • • • "r ^m^m . ^M+l-^m+l + • • • "T ^m+n^'m+„^ ^i^*

(3) OjCCi + o.,.T.j-j— 03CC3 -[- 04X4 -p . . . -|- o„, a'„-f- o„_|_i a;,„_|_i
-j- . . . -j- -j ,„.)_„ 2?,„+„ ^=: "J^-^'t

/ijCC] -|- n.2X.2 -\- n^Xo^ -f- ^i^x^ + ...-)- ;^„,.t,„ -|- w„,_|_i a;,„,^j -|- . . . -|- 'n,n^n-^m-\->i^^ '^a-^'*

denn dieses ist stets durch ganze Werthe der Unbekannten x^, ccg, x^, ^„,+„, x^ erfüllbar.

Findet sich nun unter all' den verschiedenen ganzen Werthen von Xj. auch zufällig der specielle

Werth Eins vor, so wird auch das System (2) in ganzen Werthen aufgelöst werden können, im

entgegengesetzten Falle aber ist dies eine Unmöglichkeit. Ja noch mehr, ist überhaupt N der

numerisch kleinste , von Null verschiedene Werth, den x^ bei der Auflösung des Systemes (3)

in ganzen Zahlen erhalten kann , so ist eben diese Zahl N der kleinste mögliche Nenner der

gebrochenen Werthe, durch welche dem Systeme (2) Genüge geleistet werden kann. In der

That, substituirt man in dem Systeme (2) anstatt der Unbekannten:

andere

:

(^)

was mit anderen Worten so viel heisst, als die Auflösungen desselben in Brüchen mit dem

Nenner ^suchen; so geht nach dem Wegschaffen des Nenners A^gei'adezu das System (3) her-

vor, mit dem Unterschiede, dass it'i, x-.j, X3, x^ x^, a;„+i, . . . x^_^^ durch die andere Bezeich-

nung ^1 , jCa ,
;C3

, ;£.! , . . . ;L',„
,

;L',„_,., .... ^,„+„, die Unbekannte er,, aber durch den bestimmten Werth

N ersetzt kommt. Die Auflösung des Systemes (3) steht daher mit jener des anderen (2) im

innigsten Zusammenhange. Der numerisch kleinste und von Null verschiedene Werth von x,.

entscheidet über die Möglichkeit oder Unmöglichkeit, das System (2) in ganzen Zahlen aufzu-

lösen, je nachdem derselbe gleich Eins, oder davon verschieden ist, und lehrt überhaupt den

kleinsten gemeinschaftlichen Nenner der in Bruchform gesuchten Auflösungen kennen. Die

ganzen Zahlwerthe der übrigen Unbekannten Xi, x.,, x«.... x;„^„ aber, welche dem speciellen

Werthe x,=^\ entsprechen, sind zugleich die ganzen Werthe der dem Systeme (2) Genüge

leistenden gleichnamigen Unbekannten
,
jene dem kleinsten von Null und Eins verschiedenen

Werthe x, ^ N zugehörigen aber sind die Zähler der dann nur in Bruchform (4) bestehenden

Werthe der" gleichnamigen Unbekannten in (2).

Hiedurch ist zur Genüge dargethan, dass mit der Auflösung des Systemes (1) trotz des

speciellen Falles:

x.
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über die Auflösung eines Systemes iion mehreren unbestimmten Gleichungen etc. 7

1,= 2, = 3, = .... = »,= ()

dor vollständigeu Allgemeinheit der Untersuchung keinerlei Eintrag geschieht. Wir wollen

nun die allgemeine Form der Auflösungen in ganzen Zahlen ermitteln, d. h. einen Ausdruck.

der in sich alle ganzen Auflösungen, keine einzige ausgenommen, enthält, seiner allgemeinen

Gestalt nach bestimmen.

Schon früher wurde bemerkt, dass

iCj X'j Ifj : .... 'Vm-\-n -

eine Auflösung in ganzen Zahlen des Systemes (1) sei. Wir werden nun noch die übrigen zu

ermitteln haben, bei welchen einige oder alle Unbekannte von Null verschiedene ganze Werthe

erhalten. Dass solche wirklich bestehen, lässt sich erweisen, wie alsogleich geschehen soll. Um
aber den Beweis in der einfachsten Weise führen zu können, ohne uns in die Discussion ver-

schiedener Ausnahmen einlassen zu müssen, die die Führung des Beweises keineswegs unmög-

lich machen, sondern nur seine Gestalt verändern; wollen wir von den Voraussetzungen aus-

gehen: erstens, dass das System (1) wirklich aus n von einander verschiedenen Gleichungen

bestehe, d. h. dass keine derselben aus den übrigen durch Multiplication mit gewissen Zahlen

und Addition hervorgehen könne, und zweitens, dass die n Unbekannten:

•^m+i 5 •'^»1+2 ) . • • • -^m+n

durch dieselben bestimmt werden können, wenn man die übrigen entweder mit beliebigen Zahl-

werthen belegt, oder als unabhängige Veränderliche betrachtet. Es ist hinreichend bekannt, dass

diese zwei gemachten Voraussetzungen nicht nothwendig immer erfüllt sind, und solche Aus-

nahmsfälle gar nicht zu den Seltenheiten gehören, wo unter den n Gleichungen eines gege-

benen Systemes, zwei oder mehrere von den übrigen nicht wesentlich verschieden sind; ferner,

dass gewisse, der darin enthaltenen Unbekannten, in keinerlei Weise die Eolle der abhängigen

Veränderlichen zu übernehmen im Stande sind; andererseits ist es aber auch einleuchtend, dass

man bei der hier vorausgesetzten Form der Gleichungen (1) diesen beiden Bedingungen, durch

Weglassen der von den übrigen nicht verschiedenen Gleichungen und durch ein entsprechen-

des Ordnen der Unbekannten, stets Genüge leisten könne. Bei der allgemeineren Form (2)

könnte dies ganz allgemein nicht behauptet werden, weil hier ein Widersprechen der Gleichun-

gen im Bereiche der Möglichkeit liegt; und solchergestalt gewahren wir einen neuen Vorzug

der hier getroffenen Wahl, in Bezug auf die Form der Gleichungen (1).

Nach diesen Voraussetzungen lässt sich der Beweis, dass auch von Null verschiedene

ganze Auflösungen des Systemes bestehen, ohne Schwierigkeit führen, so wie die allgemeine

Form der vollständigen Auflösung in ganzen Zahlen ableiten.

Man denke sich das System (1) auf bekannte Weise nach x,„^,, »;,„+.,, ••••««+„ aufgelöst,

indem man die überschüssigen Grössen a-, , x, , x„, als unabhängige Veränderliche betrach-

tet. Die Werthe dieser Unbekannten lassen sieh nach dem, was über Systeme linearer Glei-

chungen bekannt ist, darstellen in Bruchform. Der gemeinschaftliche Nenner aller dieser

Brüche ist eine bestimmte Zahl, die Zähler aber sind Polynome, welche die überschüssigen

Grössen x,, x.,, ... x,„ enthalten in linearer Form, aber kein constantes Glied besitzen. Also im

Allgemeinen sind es Brüche von der Form:
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8 Ignaz Heger.

ilfj, il£, -Mj, il/,„ und ^sind bestimmte ganze Zahlen. Den früher gemachten Voraus-

setzungen zufolge ist ^jedenfalls von Null verschieden, da ein Verschwinden dieser Grösse

nur in jenen zwei Ausnahmsfällen vorkommen kann, wo entweder nicht alle m Gleichungen

von einander verschieden sind, oder doch wenigstens die w Grössen a:;,„^.i, a?„,+2, a:,„^„ nicht

durch dieselben bestimmt werden. Hier unterliegt es nun keinem Zweifel mehr, dass man die

Grössen a-j, x.^, «3 , . . . x^^ von Null verschieden, ganz und dermassen wählen könne, dass die

Werthe aller dieser Brüche, oder was dasselbe ist, jene von x,„j^^ , x^,^^, x,„_^„ ganz ausfallen.

In der That erfolgt dies sonder Zweifel, wenn man für x^, x^-, ajg , . . . a;,„ ganze Zahlen setzt,

welche durch A^theilbar sind, und somit ist also erwiesen, dass das System (1) wirklich auch

durch von Null verschiedene ganze Zahlwerthe sämmtlicher Grössen cCj, »2, a^a , . . . a?^+„, und

zwar auf unendlich viele verschiedene Weisen erfüllt werden könne. Wir wollen jetzt durch

eine allgemeine Formel alle diese unendlich vielen verschiedenen Auflösungen darzustellen

versuchen.

Es lässt sich zeigen, dass alle Werthe einer Unbekannten, welche den unendlich vielen

ganzen Auflösungen entsprechen, die Glieder einer arithmetischen Reihe bilden. Bezeichnen

wir mit x den numerisch kleinsten und von Null verschiedenen Werth von CC], der unter allen

möglichen ganzen Auflösungen des vorliegenden Systemes vorkommt. Dass ein solcher wirk-

lich existirt, kann wohl nicht mehr bezweifelt werden, nachdem gerade früher erwiesen wurde,

dass von Null verschiedene Werthe der Unbekannten, also auch von a^j, den Gleichungen genü-

gen. Die diesem kleinsten Werthe x-^ entsprechenden ganzen Werthe der Unbekannten, oder,

Falls deren wieder mehrere verschiedene bestehen, eine specielle Zusammenstellung solcher,

gleichgiltig, ob sie gleich Null, oder davon verschieden sind, seien: iCg , a^g , a;^ , . . . .

a;,„ I „. Es ist nun eine unmittelbare Folge , dass auch dann die Producte dieser bestimmten

Werthe mit einer völlig willkürlichen ganzen Zahl ^,, d. h.111 I

X] C] ,
x'2 Ci 1 a?3 Ci ..... aj„,^„ CT]

den Gleichungen genügen werden. In der That unterscheiden sich die durch Substitution dieser

Werthe hervorgehenden Substitutionsresultate von jenen der früheren Werthe nur in dem hin-

zuo-etretenen Factor ?i und sind demnach gleichfalls Null, d. h. diese Werthe erfüllen die

Gleichungen (1). Es bestehen demnach unzählig viele Werthe von x,,., die alle durch die

Formel

:

1

(5) a?i= a;iCi

vorgestellt werden, unter ^1 eine völlig willkürliche Zahl verstanden. Allein ausser diesen

Werthen sind auch keine andern mehr möglich. Gesetzt nämlich, es bestünde noch ein

anderer ganzer Werth von x^ , dem auch ganze Werthe der übrigen Unbekannten x\ , x'j
,

. . .

'f'm+n entsprechen , der sich nicht in der Form (5) darstellen lässt , mit andern Worten
, der

durch £Ci nicht theilbar ist; so könnte x', nicht der kleinste mögliche von Null verschiedene

ganze Werth sein, dessen x, fällig ist. In der That sei x, dieser Werth, so liegt derselbe

offenbar zwischen zwei zunächst an einander liegenden Werthen der Formel (5) z. B,

1 — — 1 —
a;,e<Xi<x, (?+ 1)

und es ist offenbar:
— 1 — I

U <a34— x-,?<x,
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Über die AufllmuHj eiiie.i Si/atemc^s roi/ mchrcroi int/n\s/ii)niife7i Gleichungen etc. i)

abor g'K'ii'lizeitig .r, — .r, c zufolge der liucarcii l'dnu der ( Icicliiingcii ein (uüiiige leisten-

der ganzer Wertli , luul folglich wäre uielit .r, , t^ondern x\ — .r,c der kleinste unmerisehe

Werth, dessen .r, fähig ist, was der früher gemachten Voi'aussetziing widerspräche. Es folgt

hieraus, dass keine ganze Auflösung des Systemes (1) bestehen kiinne, in der a:, einen Werth

besitzt, der durch die Formel ['>] nicht darstellbar wäre.

Noch eine wichtio-e Folgerung wollen wir hier ziehen. Es enthalten nämlich die Zahlen:

III 1

Xy , .T.j , a'3 , . . . . .^,„_(_„

keinen von Eins verschiedenen Factor gemeinschaftlich, denn wäre ein solcher vorhanden, so

würden für f , statt ganzer Zahlen, auch Brüche mit eben diesem Factor im Nenner gesetzt

wei-d(Mi können, ohne dass III I

-t'i C| 7 ^"2^1 1 ^'.i ?! , • • • • •^',„-|.„Sl

aufhören, ganze Werthe zu sein und die Gleichungen zu erfüllen, a?, aber würde kleinere
1

Werthe, als a*, annehmen können, Avas zu dem schon früher erwähnten Widerspruch führen

würde, und demnach unstatthaft ist.

Wenn auch hier bewiesen wurde, dass x^ in keiner andern Form, als in der (5) voi'kommen

könne, so gilt dies doch keineswegs von den übrigen Unbekannten in Bezug auf die für die-

selben hier gefundenen Werthe:

< * ' ..

X.2<^\ ,
X^i;^ , . . . . .r„,_(_„ C|

Es lässt sich im Gegentheile zeigen, dass ausser diesen unendlich vielen Auflösungen

noch andere bestehen. In der That setzen wir in den Gleichungen (1)

(\3j X^ == X, C| 1 X.2^=X.j^l;i -\- X 2 1 ^3 ^''^3^1 T -^ 3 5 • • • • ^m+n—- ^»i+u^l I
^'

»i+i(

unter x!^ ^ x\ , . . . x'„,^„ unbestimmte Zusätze verstanden, so erhält man neue Gleichungen,

welche die neuen Unbekannten .r', , a^'3 , • • • a:^',„+„ hi sich schliessen und ihre W^erthe zu

bestimmen haben. Diese Gleichungen unterscheiden sich von den (1), und lassen sich unmit-

telbar daraus ableiten, wenn man:

X^ U , X.^ X^2 ) "^'3 «^3 , • • • Xj^^j^^, X
,^,_|_„

setzt. Sie sind folgende

:

%x'2 + %x',+ ... + %„,x'„, + 2,„^.,a;',„+, + . . . + 2„.+„a'',„+„= (>

(7) O2X2 + 33X3 + . . . + 3,,„a',„ -f 3„,+,x-',„+, + . . . + 3,„+„x-',„+„ =

/ZoX'o + n.;,x\-ir ... -I- n„,x'„ -h »,„+,a;'„,+, -f . . • -|- «,„+„<„+„= <»

Sie stellen gleichfalls ein System von unbestimmten Gleichungen dar, wenn überhaupt

/M einen von Eins verschiedenen Werth besitzt, aber mit m— 1 überschüssigen Grössen, und

verstatten gleichfalls unendlich viele verschiedene von Null diflferirende Auflösungen
,

Avie

früher allgemein bewiesen worden. Wendet man hier die eben früher angewendeten Schluss-

folgerungen an, so gelangt man zur Überzeugung, dass kein einziger Werth von x\_ bestehen

könne, der nicht durch die Formel:

Denkschriften der m.irhpiii.-naturw. CI. \IV. Ed. AblianclJ. v. Nichtmitgl.
*'
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10 .
Ignaz Heger.

{ O ) ^2 ~~ -^2 ^"2

2

gegeben wäre, unter a:, eine bestimmte ganze Zahl verstanden, die den kleinsten von Null

verschiedenen Werth angibt, dessen x-i fähig ist, um eine Auflösung des Systemes in ganzen

Zahlen zu ermöglichen, und wo ^2 eine völlig willkürliche Zahl bedeutet. Die Werthe der

übrigen Unbekannten sind, wohl nicht alle, aber doch einige, gegeben durch die Formel

:

2 2 2

(yj X ^^^^Xr^q.;, , X ^^^Xj^<;.2
, . . . . 3J „,_|_„

^= iC,„_j.„ 1^2

2 2 2

wo Xg , a?4 , ... a;,„^.„ ganze Zahlen vorstellen, die irgend einer speciellen Auflösung des
2

Systemes (7) entsprechen, wenn xj =x., gesetzt wird. Substituirt man diese Werthe (8) , (9)

in die Gleichungen (6), so erhält man

:

I 12 12^ 12
(iUj Xf ^=: a'j C| 5

X^^^ Xi,qi -f" •'^2^2 5 -*'3^'^3^1
I

*^'3 ^2 • • • • •^m+ n •^m+uCl I *^»i + h V)

und es ist nunmehr keinem Zweifel unterworfen, dass die beiden ersten dieser Gleichungen

(10) alle möglichen ganzen Werthe von er, und x., liefern, welche in den ganzen Auflösungen

des Systemes (1) erscheinen können. Von den übrigen Werthen (10) gilt dies jedoch nicht

mehr, im Gegentheile bedürfen dieselben alle noch einer Completirung, ausser wenn zufällig

m=2 ist. Diese Vervollständigung der Werthe (10) lässt sich auf dieselbe Weise vollführen,

wie jene der früheren Werthe so eben bewerkstelligt wurde. Sie führt zunächst zu folgenden

drei completen Werthen:
1

•^1 — *^ 1 ^1
1 2

n 1^ ^2 = »'2?i + ^i^i
\ ^ 12 3

CTg = X3 Ci -\- Xg C2 + ^3 ^3

3

und hier bedeutet fg eine willkürliche ganze Zahl, x^ aber den kleinsten möglichen, von

Null verschiedenen Werth von a^g, welcher für aTj = , £»,= im Systeme (1) ganze Auflö-

sungen ermöglicht.

Dieses Verfahren der Completirung der gewonnenen Werthe ist so lange fortzusetzen,

bis auch der Werth der letzten überschüssigen Unbekannten x-,„ vervollständigt worden.

Ist aber dies geschehen, so sind dann auch die Werthe der übi-igen Unbekannten x^^^
,

x„^2 , • ^,„+n vollständig, da sie durch die vorliegenden 71 Gleichungen vollkommen

bestimmt werden, sobald man über die überschüssigen Grössen x^ , x., ,
• x„, verfügt hat.

Man gelangt so zu den folgenden Werthen:

1

Xj Xj ^j
1

X.) Xii ^j ~j~ Xo s 2

3

3 "^3

12 3

Xg ^= Xg C'j -j- Xg ^o + ^3 S;

12 3 m
12' X,n =^^,Jl + X,.S, + a?„.e3 + + ^.nl,.

) 2 3
.

m

'^ni+l ^^ ^ni+ i f1 T" ^m+l '?2 T~ ^m+ \ ^3 "V ! *^m+l ^m

' » -'s. ^ '"
f

Diese Form schliesst in sich m willkürliche ganze Grössen ^, , Cj . fg , . • • $„„ so viele

nämlich, als überschüssige Unbekannte in den Gleichungen (1) erscheinen, und diesem
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Vber die Aiißösio/g eines Siistomes von mehreren inihestimniten Uleichangeii etc. 11

Unistande ist es zuzuschreiben, dass wii-klich alle in;>L;li<'lien ganzen AuHfisungon des

Systemes (1) aus diesen Formeln gewonnen werden künnen, indem mau den darin erseliei-

nenden willkürlichen Grössen alle möglichen ganzen (sowohl positiven, wie negativen)

Werthe ertheilt. Man bemerkt ferner, dass diese willkürlichen Grössen nicht in allen über-

schüssigen Unbekannten vorkommen : .x\ enthält nur eine einzige derselben. näiuli<h Ci : a-.,

enthält deren zwei: Ci , ^o ; x^ deren drei: Ci < Co , I3 und nur die letzte derselben a'„,

enthält alle m Grössen Ci , I2 , C3 . • • c„, ii> sich, gerade so, wie alle übrigen abhängigen

L'nbekannten : a-„,+, , x„,^., , . . . . a-„,_,_„.

Die Grössen x^ , x\, , Xg , . . . x„, sind vollkommen bestimmte Zahlen: x^ ist nämlich

der numerisch kleinste von Null verschiedene Werth, dessen x-^ überhaupt fähig ist, ohne irgend

einer der übrigen Unbekannten einen gebrochenen Werth aufzunöthigen; x., ist ebenso der

kleinste numerische, von Null verschiedene Werth von x.^. aber unter der Voraussetzung, dass

x'i := gesetzt worden; Xj ist der kleinste numerische von Null verschiedene Werth dessen

.^•3 fähig ist, aber nicht überhaupt, sondern für x^=x.2 = u. s. w. a'„, endlich der kleinste

zulässige nicht verschwindende numerische Werth von cc,,,, wenn alle übrigen überschüssigen

Unbekannten gleich Null gesetzt werden. Dessgleichen' sind auch die Grössen aj„,^i , a:„,^.2 , . . .

.

•^'ra+« vollkommen bestimmte Zahlen , denn sie gehen durch Auflösung der Gleichuiigen

(1) hervor, wenn man über alle darin erscheinenden überschüssigen Unbekannten in folgender

Weise verfügt hat:

m

^1 -^i •'-i •^m—\ " 1 •'^m *'?«•112
Alle übrigen in den Formeln (12) erscheinenden Grössen a:;^ , cCg , Xg , . . . . unter-

liegen noch immer einer gewissen Willkürlichkeit, die aber der Brauchbarkeit derselben

keinerlei Eintrag' thut. Es ist nämlich klar, dass x, nm ein Vielfaches von .r.> nach Belieben

geändert werden könne, ohne dass die für x.. bestehende Formel aufhören wird, alle möglichen

ganzen Werthe dieser Unbekannten zu liefern. Gleiches gilt von allen übrigen Grössen x^
,

2

ig , . . . . Es besteht demnach nicht blos eine einzige Formel der erwähnten Art, sondern

unendlich viele verschiedene, die aber alle in Bezug auf Brauchbarkeit gleichen Werth besitzen.

Diese Willkürlichkeit lasst sich freilich wohl auch beheben, man dürfte nur z. B. die Bestim-

mimg treffen, dass alle Grössen:

1

X.,

1 •>

Xo , Xi

die numerisch kleinsten und positiven Werthe erhalten sollen, deren sie überhaupt fällig sind,

so würde alsogleich jede Willkürlichkeit verschwinden.

Die in diesen Formeln angenommene Ordnung der Unbekannten lässt sich in den meisten

Italien durch jede beliebige andere ersetzen, allein in gewissen Ausnahmsfällen, die später

zum Gegenstande einer genauen Erörterung werden gemacht werden, besteht auch in dieser

Hinsicht eine gewisse Beschränkung, da sich bisweilen einige Unbekannte nicht dazu eignen,

die Rolle der unabhängigen Veränderlichen zu übernehmen. Avas im Grunde hier <lle m über-

schüssigen Unbekannten thun.
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12 Ignaz Heger.

Die hier aufgestellte Form der allgerueinen Auflösung unbestimmter Gleichungen des ersten

Grades ist keineswegs die einzige mögliclie, denn es lassen sich auch andere, namentlich voll-

kommen symmetrische Formen für dieselben finden, die sogar mehr als m willkürliche ganze

Grössen in sich schliessen , und gleichfalls alle möglichen ganzen Auflösungen zu liefern im

Stande sind, allein man ist dann genöthigt, die Werthe einiger der willkürlichen Grössen

innerhalb bestimmter Grenzen einzuschliessen, wenn man nicht Gefahr laufen will , eine und

dieselbe Auflösung zu widerholten Malen daraus zu erhalten.

Die hier aufgestellte Form, die nicht symmetrisch ist, besitzt aber den Vortheil, dass sie

alle Auflösungen liefert und keine einzige wiederholt, und dies ist der Grund, warum wir ihr

vor allen übrigen den Vorzug unbedingt einräumen, wenn es sich um wirkliche Auflösung des

Svstemes handelt. Die symmetrischen Formen hingegen eignen sich sehr gut, um vermittelst

der Substitutionsmethode die Auflösungen eines Svstemes von Gleichungen zu bewerkstelligen

und die für dieselben geltenden Eegeln abzuleiten. Wir fanden es aber zweckmässiger, von

einer andern Methode Gebraucli zu machen.

Die unmittelbare Betrachtung dieser allgemeinen Form der Auflösung des Systemes (1)

in ganzen Zahlen verstattet nun unmittelbar, auch die allgemeine Form der Auflösungen des

anderen Systemes (2) abzuleiten, welches im zweiten Theile der Gleichungen statt der Nulle,

andere Zahlen: 1^ , 2^. , 3i. , . . . . aufweiset. Denkt man sich nämlich zuvörderst die allge-

meine Form der Auflösungen für das System (3) gebildet, welches noch eine weitere Unbe-

kannte x,. enthält, der wir den ersten Eang einräumen wollen , so gelangt man zur folgenden

Formel

:

s-

X/. ^= Xj. ^,1

^ 1 ^12^12 3

a*3 =»"3 Co +3^3 ^1 + a;3?2 + a^sCa

(13) ; . . .

k

12 3 m

^»l+l -— •^m+1 Co 1 -^«i+ l ?'l . -^m+l Co ~r •^»i+l C3 + -p ^,„+lC,„

11 1 2 3 m
x,„-(-„ ^= •'^,„-(-». Co n "^ )«+)! Ci -r •^»j+ji C2 ~r •^m+n C3 ~r + -^m+n C,»

Sie ist mit TO -f 1 willkürlichen ganzen Grössen versehen und liefert alle möglichen ganzen

Auflösungen des Systemes (2). Gesetzt nun, es wäre zufällig:

Xf.= 1

also x^= 1 ein möglicher Werth , der auch den übrigen Unbekannten Xi , x., , .... x,„^„

verstattet, ganz zu sein, so wird auch das System (2) in ganzen Zahlen aufgelöst werden

können. Die vollständige Formel für die ganzen Auflösungen desselben geht aus den (13)

hervor für x,^^l , also für f^= 1. Sie ist folgende:
1

Xj — x^ -f- X^ Ci

X.,
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über die Auflösung eines Systemcs ron mehreren nnbestimmten Gleichungen etc. 11^

U I 2 3 m
1+) ^« =3',,, +a'„,^, 4-a',,.'?.. +a;„.l3 + + a-,„ jf„, •12 3 "' »

•^M+1 ^^^ •'^'m+l 1 •^»1+1 Cl "T ^m+I So ~r ^m+I Cn + -(- ^^«i+lCm

U 1 -2
:) //i

Hier hcdeutct nun

u ü u
^w ,-y» lyt -y^
•* 1 • •'-i ' •*':! , . • • • *,„-(-„

rgeuil eine specielle Auflösung der Gleichungen (2) in ganzen Zahlen, die übrigen Glieder

haben die bekannte Bedeutung.

Ist hingegen in (13) x^ von Eins verschieden, zum Beispiele gleich N, so verstattet

offenbar das System (2) keine ganzen Auflösungen. Es wird aber die Auflöslichkeit des

Systemes (2) in ganzen Zahlen allsogleich möglich, wenn man alle im zweiten Theile dieser

Gleichungen erscheinenden Constanten 1^ , 2,. , .... n,. mit der Zahl ^multiplicirt. Dies

geschieht aber geradezu, wenn man die Unbekannten in Bruchform (4) mit den Nenner N
aufstellt; und die ganzen Auflösungen, gezogen aus den solchergestalt veränderten Glei-

chungen, sind die Werthe der Zähler dieser Brüche. Es folgt hieraus, dass die mit dem

kleinsten Nenner iV" versehenen Auflösungen des Systemes (3) gegeben sind durch die Formel:

1 u 1

X, = ~ (.T, + X, C, )

10 12'
X, z=--(x., + X.Ci + ^^2^2)N ^ '

10 1 2 ä ^ \

J 1 2 3 '" ^ \

(15) x„, =-^ix„. + x„,^, + xj, ^x„J, + + x,„c,„)

1 " 1 2 3 ™
;> \

X.

1 II 1 2 3 "*

Über Systeme von zwei Gl eicliu ngen , mit mehr als zwei Unbekannten.

§• 3.

(16) a,x + b,7j + c,z -\- + d,u + e,v -4^g,w=k\

a,x + b.,i/ -\-c,z-\- + d.Ai -f e,r + g.,w =k,

sei das gegebene System von zwei Gleichungen des ersten Grades mit einer beliebig grossen

Anzahl von Unbekannten: x
, y ^ i ^

.•<", •y , w.

1. Erörterung derBedingung für das Vorhandensein ganzer Auflösungen.

Die Frage, ob einem vorliegenden Systeme von zwei Gleichungen ganze Werthe der

Unbekannten genügen können, oder nicht, lässt zwar in einem jeden speciellen Falle nur
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1-i Ignaz Heger.

immer eine einzige Beantwortung zu: Ja oder Nein; allein man kann auf sehr verschiedenen

Wegen zu diesem Endresultate gelangen. Die Beantwortung dieser Frage kann nämlich nicht

unmittelbar, durch blosses Ansehen der Gleichungen erfolgen, sondern erfordert immer eine

Rechnung. Dieses Kechnungsverfahren kann jedoch auf sehr viele verschiedene Weisen einge-

leitet werden, und alle diese verschiedenen Welsen führen zu demselben Endresultate; aber

nicht alle sind von gleichem Werthe in Bezug auf Einfachheit und Übersicht. Ich bin durch

eine sorgsame Prüfung all' der verschiedenen möglichen Methoden zu einer bestimmten Regel

gelangt, welche vor allen übrigen einen unbestreitbaren Vorzug der Einfachheit und Allge-

meinheit besitzt.

Die Regel lautet folgendermassen : Man bilde aus den Coefficienten der beiden
gegebenen Gleichungen:^

«1
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{a ())

[\9) [ar) . ((>c)

[ae) , [he] . (c-e) [de).

so ist umiiittelbar einleuolitend. dass ^'„ und ^'„ zwei relative Primzahlcu sind, denn jeder Factor,

welcher diesen beiden Zahlen gemeinschaftlich zukäme . würde auch gleichzeitig in allen

(irössen der Gruppe (18) und der andern (19), somit in allen Grössen (17) erscheinen, was

der gemachten Voraussetzung widerspräche. Führen wir nun. um di(\se Faetoren ersichtlicli

zu machen, die neuen Bezeichnungen ein:

((/ b) = (p^^ (a b

)

,

[ac) =f'„(aci . (^bc)='ip,,(\it)

(20) (a e) = ^„ (a e) . (6 e) = ^-^(b c) . {ce)=(p„{Ct) {d e) =^
(f,^{\i t)

{ag) = cPM) • {bg)^4>^{h<^)
,

(c^r) .= ^^(cg) ,, . . • (c?^) = ^.(bg) ,
(o'.ry) = ^^, (e g)

wobei

:

(ab)

(21) (nc) ,
(bc)

(rt c)
,

(b e)
,

(c e)
,

(b c)

als eine Cruppe von Zahlen anzusehen ist, welche keinen von Eins vei'schiedenen Factor

gemeinschaftlich besitzen können, und für die andere Gruppe

:

(22) (ag) . (bg) ,
(cg) ,

(bg)
,

(cg)

genau dasselbe gilt. Wir müssen hier die Relationen:

(23) «1 (6 c)— b, [a c) -f c, (« b) =
a, (b c)— b, (a c) + c, {a b) =

vorausschicken, von deren identischem Erfülltsein man sicli unmittelbar überzeugen kann,

wenn man die Grössen {ab)
,

(ac)
,

(bc) durch ihre binomischen Wertlie ersetzt und die dabei

möglichen Reductionen durchführt. Solcher Relationen lassen sich hier so viele Paare auf-

stellen, als die Grössen a , b , c , . . . . d , e
, g Combinationen zu dreien zulassen. Sie

lassen sich aus den (23) ableiten, wenn man die Grössen a , b , c beziehungsweise durch

jene der andern Combination: a , b , d ; a , b , e ; . . . ersetzt. An ihrer Giltigkeit ist

nicht zu zweifeln. Für unseren Zweck bedürfen wir jedoch nur jene Relationen, welche g m
sich schliessen, also einer g enthaltenden Terne entsprechen. Ihre Anzahl kommt

gleich der Anzahl Amben, welche die Grössen: a , b , c , . . . . d ,
e zulassen. Denkt man

sich dieselben gebildet, dabei aber die neuen Bezeichnungen (20) eingeführt, so findet

man:
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IG Ignaz Hege?-.

<P, [« (l^i 92)— b (Ol 9-2
) ] + 9, 9 ( 'ii ^"2) = <-»

*p9 [« (Ci 92) — c (a, g;)] + ^,5r (a, c, 1
=

(24

1

4',^,
[h (c, 93) — c (b, B,)] + cp,^,g (b, c) =

<P-j
[d (e> 92)— e (bi 9-i)] + f. <7 (b> £2) =

Jede dieser Gleichungen repräsentirt im Grunde zwei Gleichungen, indem man den ohne

Stellenzeiger versehenen Coeffifienten: a,ft,c,....f/,e,^ soAvohl den Index 1 als

den andern 2 beifügen kann. Multiplicirt man diese Gleichungen beziehungsweise mit Ö,

.

0., , 0. und addirt sie alsdann; so erhält man eine neue Gleichung von der Form:

(25 ) ^'„ A + <p,, .g [ia, b,) 6, 4- (0, c) e, + {{\ C,) ^3 + + (öl C2) Ö.] = <»

in welcher A ein mehrgliedriger Ausdruck ist, dessen Gestalt uns aber nicht weiter interessirt.

Wählt man nun die bisher unbestimmt gelassenen Multiplicatoren f)j
^ ß., , 0^ , . . . . ä„ der-

massen, dass sie sämmtlich ganze Werthe erhalten und zugleich die Eelation:

(26) (a, b,) 0, + ( a, c,) 0, + (b. c,) e,+ + (b, c,) ä„= 1

erfüllen, was immer möglich ist, indem die Grössen (21) keinen von Eins verschiedenen Factor

gemeinschaftlich besitzen und demnach diese unbestimmte Gleichung in ganzen Zahlen auf-

löslich ist; so geht die Gleichung (25) über in:

(27) ^.,A + ^^''.= <»

und A bedeutet nunmehr, wie leicht einzusehen, eine ganze Zahl. Diese Gleichung zeigt

unmittelbar, dass ^^ . g durch ^^ theilbar sein, und da ^^ und 4>,j relative Primzahlen sind,

dass geradezu g den Factor ^^ in sieh schliessen müsse. Dies gilt sowohl für ^j , wie inv g.,,

und man kann durch die neuen Bezeichnungen:

diesen Factor ersichtlich maclien.

Dieser Factor ist aber zugleich der grösste gemeinschaftliche Theiler von g^ und

g.> d. h. i], und 130 sind relative Primzahlen. Dies kann auf folgende Weise eingesehen

werden: Jeder in g^ und g., gemeinschaftlich ercheinende Factor muss nothwendig auch in

allen mit (jT verknüpften Grössen (18) vorkommen, weil sie Binome sind, deren erstes Glied

den Factor ^.,, das zweite g^ besitzt. Würde nun ausser 4)^ noch ein anderer Factor gleichzeitig

in g^ und in g., erscheinen, so müsste auch in den Grössen (18) ausser ^^ noch dieser andere

Factor vorhanden sein. Aber es wäre dann nicht jA^, sondern ein Vielfaches von ^^ der grösste

gemeinschaftliche Divisor dieser Grössen, was den gemachten Bestimmungen widerspräche.

Es kann somit ausser ^^^ kein anderer Factor gleichzeitig in g^ und g.^ erscheinen und ^^ ist ihr

grösster gemeinschaftlicher Divisor d. h.
fl,

. i:|o sind relative Primzahlen. Demnach ist der

obige Satz erwiesen.

§. 5.

2 . H i 1 f s s a t z. Leitet man aus den ursprünglich gegebenen zwei Gleichun-

gen (10) zwei neue, ihnen gleichgeltende:

(29) rt/ X -\- b; y -h <; s -f . , . . . -j- r/,' 2( -f e/ w -^ g; iv= k;
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Tiber die Auflosung eines Systemes roii nielircrcu unbestimmtpii (llrirlntiiqon <tr. 17

(;^0

1

a^x -\- h.Uj + c/s -f
-'- diu -\- e^v + glw=:k.J

ah: H(i s i II (I (l io diesem neuen Systeme en tspredi cnd e n Oi'ös.«en:

(31) (ö/e,') . [b; e:) , (c/e,') (c?/e;)

(a/^r.;) . (^./^r;) . (c'g:) (d,' gl) . (e/^r,')

(XV <) . (^i'6;) . (X/cV) [k,'d:) . (^ve3') . (kig.:)

enen des ursprünglichen Systemes;

(«1 bo)

(32) (a, e,) , (6,63) . (0,6,) (c^fea)

2;

(ÄJi«,) . (k^bo) . (/^iC.,) (Xi(?a) • {k^e^) . [k^g.^)

prop ortional.

Das Verfahren, mittelst dessen man aus den ursprünglichen Gleichungen neue, ihnen

gleichgeltende abzuleiten vermag, ist bekannt. Man multiplicirt nämlich die erste und die

zweite mit irgend welchen Zahlen, die völlig willkürlich gewählt seiü können, und addirt sie

alsdann, so erhält man eine neue Gleichung. Wiederholt man dasselbe Verfahren mit zwei

anderen willkürlich gewählten Multiplicatoren, so erhält man eine zweite Gleichung. Diese

zwei neuen Gleichungen sind dem ursprünglichen Systeme vollkommen gleichgeltend, wenn

man bei der Wahl der Multiplicatoren eine einzige Vorsicht gebraucht hat, von der alsogleieh

Erwähnung geschehen soll. Bezeichnen wir mit ^j, ^^ die beiden zuerst erwähnten Multipli-

catoren und mit (29) die entsprechende Gleichung, mit /i^, /i^ die beiden anderen Multipli-

catoren. welche zur zweiten neuen Gleichung (30) führen-; so sind, diese zwei Gleichungen für

alle Werthe der Unbekannten erfüllt, welche dem ursprünglichen Systeme genügen, und noch

überdies von einander verschieden, wenn die beiden Quotienten t^ und — ungleich ausfallen,

oder mit anderen Worten, wenn die Determinante X^/x.^— Ao/ii von Null verschieden ist.

Es ist auch leicht einzusehen, dass die hier erwähnte Ableitungsweise neuer Systeme

aus dem alten die einzio- möa:liche sei , da bei allen übrigen erlaubten Transformationen und

Combinationeu der Gleichungen die lineare Form derselben verloren ginge, abgesehen davon,

dass neue Wurzeln eingeführt würden. Trotzdem lassen sich dennoch unendlich viele Systeme

aufstellen, die alle dem ursprünglichen vollkommen äquivalent sind, weil die Multiplicatoren

^.1 , ^ ,
/jt]

, /J..2 auf unendlich viele Arten gewählt werden können, ohne dass die beiden Quo-

tienten — und — gleich werden. Wir übergehen es hier, diese Behauptungen zu erweisen und

weiter zu erörtern, da dieselben als bekannt vorausgesetzt werden können , und schreiten nun

zmn Beweise des obigen Satzes.

Man hat unter den angegebenen Umständen:

Denkschriften der mathem.-naturw. CK XIV. E<1. Abhandl. von Niciitmitgl. ^'
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18 Ignaz Heger.

(33) ciy = a^ki + a.,h ,
h^' --^b^A^ -\- b.,L , c/ = c-j >^j -)- Co 4 k^= Icyk^ -|- k.,k,

«.,' = Oj/ij -{- a.2iu , bj = bji^ + b.^/jL., , cV = Ci/ij -\- c^jio, ,
^2' ^= /w/x, -f A'o/i.

eine Reihe von Gleichungen, die im Grunde nur die Ableitungsweise der neuen Gleichungen

(57) und (58) feststellen. Aus ihnen folgt nun unmittelbar:

also

:

(34) {<h;) = {a,h.;){K,j..;)

und auf dieselbe Weise findet man für die übrio-en Grössen:

(«/ Co') = («1 Co) {ki /io)
, (6/ Co') z= (61 Co) (>^, /io)

(35) {a;g.;)= {a,g.^{k,n.^ .,
{b; g.:) ={b,g.;){k,n.^ {< g-i) = {ßig-^iKlJ-^)

{k;a.^):^{k,a,){k,iu) , (h'b.^) = ik,b.;){kji,) (h:g.^) = (k,g.;)(k,/x,).

Aus diesen Gleichungen ersieht man, dass die Grössen (31) des neuen Systemes den

Grössen (32) des ursprünglich gegebenen proportional sind, womit der obige Satz erwiesen

ist, und zwar lassen sie sich durch Multiplication mit (kifi.,) =Xi/io—-/lo/ii aus ihnen ableiten.

Dies ist der aus der Theorie der Determinanten bekannte Satz von der Multiplication der

Determinanten.

§• tJ-

3. Hilfssatz. Wenn bei einem Systeme von zwei Gleichungen die Deter-

minanten (17) einen grössten gemeinschaftlichen Divisor ^ besitzen und

derselbe auch in den Determinanten

(36) {k,a,) . (Ä-,6o)
,

(^,Co) (k,d.^ , (k,e.^ . [k,g.;)

als Factor erscheint, so lässt sich ein anderes System von zwei Gleichungen

(29) und (30) ableiten, das demselben vollkommen äquivalent ist, und bei

welchem die Determinanten:

(«,;&,')

(ß/cj')
,

{b;c.;)

(37) «d') . {b;d:) . (c/d')

(«/<) ,
{b;e:) . (c/a/) (d:e^)

K^/) , ib;g:) , {c;g:) {d;g:)
,

{e;g:)

keinen von Eins verschiedenen Factor gemeinschaftlich besitzen, ohne
dass die Coefficienten G!',6'.....e',(/'.Ä;'aufhören, ganze Zahlen zu sein.

Die neuen Gleichungen werden abgeleitet durch Multiplication der ursprünglichen Glei-

chungen mit schicklich gewählten Multiplicatoren und Addition , Avie dies im vorhergehenden

Lehrsatze umständlicher besprochen wurde. Dies ist nämlich die einzig mögliche Weise,-'aus
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über die Atißömng eines Systemes von mehreren Hübestimmten Glciclniugen etc. 19

einem Systeme vou /.wci Gleieliungeii ein anderes vollkommen glcichgeltendes abzuleiten und

es ist demnach unmittelbar einleuclitend, dass nur durch eine geeignete Wald der Multipli-

catoren /^ , L . /t, . /i, der gewünselite Z^veck erreicht werden könne, falls derselbe überhaupt

im Bereiche der Möglichkeit liegt. Im vorhergehenden Lehrsatze wurde erwiesen , dass die

Determinanten des neuen Systemes jenen des ursprünglich gegebenen proportional seien und

namentlich durch Multiplication derselben mit (>^i/i.) hervorgehen. Hieraus folgt nun wieder,

dass für ganze Zahlwerthe der Multiplicatoren
},i , X, , /i^

,
/i , . wo dann auch (,^j fi.^ eine ganze

Zahl bedeutet, die Grössen ausser dem Factor jj noch den anderen {Xji.^ , also im Ganzen

den Factor ^ (X^ /x,) gemeinschaftlieh besitzen werden. Der gewünschte Zweck wird daher

durch ganze Zahlwerthe der Multiplicatoren X^ , X.,
,

/x^
,
/x, niemals erreicht, sondern nur

durch gebrochene und namentlich mit dem Nenner ^ versehene solche, die so zu wählen sind,

dass

(38) f(^/A.) = l also a/i,)=7

ausfällt. Gelingt es, die Multiplicatoren
.^i , X.,

,
/ij

,
/x, dermassen zu wählen, ohne dass die

Coeflficienten : a^ ,
6,'

, c/ , . . . f?/ , e/ , (// , k^' , aj ,
6.,'

, c.,' , . . . clj , ej
, gj , LJ aufhören,

ganze Zahlen zu sein, so ist der gewünschte Zweck erreicht, denn man hat dann:

(39) («, 6,)=^_ , (a^c,) = —^ ,
{b^c,)=^^ ,..

Es erübrigt nur noch, die Möglichkeit einer solchen Wahl darzuthun.

Wir wollen hier die vollkommen analytische Behandlung dieses Problemes geben, weil

sie für die späteren Probleme wichtige Aufschlüsse ertheilt.

Die Bedingungen sind:

(iO)

(ii) 6, A, + b,x, = b; (12) 6,/ii + b,ii, = b:
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20 Ignaz Heger.

anderen aber nicht , die Letzteren durcti Elimination auf bekannte Weise herausschaffen und

von den dabei erhaltenen Gleichungen, welche nur noch jetzt diejenigen Unbekannten in sich

schliessen, deren Werthe ganze Zahlen sein sollen, zuerst allein Gebrauch maclien. Man ver-

wandelt dadurch das Problem in ein anderes, welches nur die Unbekannten der einen Gattung

enthält und nur durch ganze Werthe der darin erscheinenden Unbekannten erfüllt werden

darf. Die zu eliminirenden Grössen sind hier die folgenden vier : k^ , X^
,

/Xj
,
/x,. Allein selbst

bei dieser Elimination wird man eine Vorsicht zu beobachten haben, wenn man die lineare

Form der Gleichungen so weit als möglich zu erhalten wünscht. Da dies in unserer Absicht

liegt, wollen wir in folgender Weise verfahren: Das System (41) enthält nur zwei Grössen,

die eliminirt werden sollen, nämlich A, und X.^ und besteht aus lauter linearen Gleichungen.

Eliminirt man aus ihnen X^ und X.^ , so erhält man eine Anzahl Gleichungen, die nur noch die

übrigen Grössen a/ , 6/ , c/
, . . . . in sich schliessen. In ganz gleicher Weise lässt sich das

System (42) durch Elimination von ji^ und /x> auf ein ähnliches System von Gleichungen brin-

gen, in welchem weder /Xj noch /z^, sondern nur a/ , b.2 , c.^' . . . . . erscheinen. Es ist auch kein

Zweifel, dass sich diese aus dem Systeme (42) gewonnenen Gleichungen von den früheren

aus dem Systeme (41) abgeleiteten nur dadurch unterscheiden können, dass hier die Unbe-

kannten aj , b.2 , Co' beziehungsweise an die Stelle der dortigen «/ , £/ , c/ . . . . treten,

weil sich das System (42) von dem anderen (41) nur in den Unbekannten, aber keineswegs

in den Coefficienten unterscheidet. Hat man also die Eliminationsgleichungen für das System

(41) gebildet, so lassen sich auch gleichzeitig jene für das System (42) mit Leichtigkeit daraus

ableiten, wenn man die Unbekannten:

5

durch die anderen

('2 5 ^-2 1 (^1

ersetzt. Wir wollen dieselben alsogleich bilden. Man denke sich aus den Gleichungen

(41), z. B. die drei folgenden herausgehoben:

«1 Ai -!- «o ^2 = a/

6i ^1 -r b-, X2 --=^ h^

Cj /j -}- C, ^2 -—- ^'1

und aus ihnen die Grössen X^ und A, auf bekannte Weise eliminirt, so gelangt man zur Glei-

chung :

(43) < [b, C2)— bl (a, c.) -f c/ (a, 6.) = 0.

Die Ableitung derselben unterliegt keiner Schwierigkeit; man hat nänilicli nur die drei Glei-

chungen beziehungsweise mit den Multiplicatoren:

(ijCä)
, — («1C2)

, {(^ib.,)

zu -multipliciren und hierauf zu addiren, so erhält man unmittelbar die aufgestellte EHmiiia-

tionsgleichung, wenn man auf die zwei identisch erfüllten Relationen:

a, ( 61 c.,)— bi [cij c.,) -\- c, [11, b.,] -- U

a., [bi Cj.')— 60 («, Co) -j- Co (a, b.,) =
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über die Auflösimg eines Systcmes i-on mehreren rmhestimmten Gleichungen etc. 21

Rücksicht nimmt, deren Giltigkeit sich leicht erweisen lässt. In vollkommen ähnliclier Weise

lassen sich alle übrigen Eliminatiousglcichungen ableiten. Man liat nämlich die beiden ersten

C.leichungen in (41) mit allen späteren der Reihe nach zu combinircn. Die dabei hervor-

gehenden Elimiuationsgleichungen werden sich von der (43) nur darin unterscheiden, dass

der Buchstabe c durch die übrigen: d , e
, g , der Reihe nach ersetzt ist. Sonach sind

die durch Elimination von />, und L aus den (41) liervorgehenden Gleichungen folgende:

«/ (6j Co) — &/ ((?! Ca) -1- c/ («i ^a) =
(44) < (bi d^) — i,' (ffli (?,) -f (?; («1 6o) =

«i' (6, e») — 6/ («le.,) -r e/ («, to) =

Ihre Anzahl ist um zwei kleiner als jene in (41). Es ist wohl überflüssig zu bemerken, dass

man auch andere Gleichungen hätte erhalten können, wenn man bei der Combination der

Gleichungen zu dreien in einer anderen Ordnung vorgegangen wäre. Diese Verschiedenheit

wäre aber nur eine Formverschiedenheit gewesen, keine wesentliche.

Dieses so eben erhaltene System (44) geht, wie eben früher bemerkt wurde, durch Ver-

wandlung der Grössen:

«/ , ^i' , c/
,

111

aö , bj ,
c,/

über in die durch Elimination von /ij und /x, aus den (42) hervorgehenden (lleichuugen. Sie

sind folgende:

cio (6i Co) --- b.! («1 c,,) ^- c/ («1 Äg) =
(45) «; (6i d)— b: (a^do) -'- d.{ {a, b,) ^

aj (ij e-i) — bo {a^ e.^) -;- e.,' («i b.^) = ü

Diir./h das hier eingeschlagene Verfahren ist die lineaie Form der Gleichungen bewahrt wor-

den. Hätte man aber auch die (40) mit in die Elimination einbezogen, so hätte man die nicht

linearen Gleichungen:

(«1 *2)«6;)=-
9

46) (cf c,)— . (ft, Co) =

ia;d:)=^^^ . ib;d:)=^^^^

gefunden. Hier also ist zu den Gleichungen (44) und (45) noch die ( 10). oder, was dasselbe

ist, eine der (16). z. B. die

[ii) [^a,b,)r^-^^

hinzuzufügen.
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22 Ignaz Heger.

Der nächste Scliritt besteht mm in der Bestimmung der Auflösungen in ganzen Zahlen

für die Gleichungen (44), (45), (47). Wir beginnen wieder mit der allgemeinen Auflösung

des Systemes (44), denn mit ihr ist zugleich jene des anderen Systemes (45) bekannt, da nur die

Unbelvaniiten andere Bezeichnungen tragen, die Coefficienten jedoch dieselben sind. Die

allgemeine Auflösung des Systemes (44) enthält offenbar nur zwei willkürliche Grössen in

sich, wir wollen sie mit li und :yi bezeichnen. In gleicher Weise erscheinen in der allge-

meinen Auflösung des Systemes (45) wieder zwei willkürliche Grössen f, und tj^^. Substi-

tuirt man nun die Werthe von «/ , a.^ , 6/ , b.! in die (47) , so geht eine Gleichung hervor,

welche nur noch die vier Grössen ^^ , (f^ , 3y, , jy, enthält und in ganzen Zahlwerthen aufge-

löst werden soll. Die dabei hervorgehenden Werthe von ^j , ^^ , tj^ , 3y., sind dann die wirklich

brauchbaren. Man wird sie in die allgemeinen Werthe von «/ , i/ , c/ , r?,' , . . . . a.^ , 6./,

c'„ . (1.2 , . . . . substituiren und besitzt dann die Werthe dieser Grössen und hiemit also die

Coefficienten und Constanten der beiden gesuchten transformirten Gleichungen.

Die allgemeine Auflösung des Systemes (44) mit zwei unabhängigen Grössen ist nach

§. 2 in folgender Form vorhanden:

(48) c'^a +C,^,+ C,7i,

c/; = A + Ali + A'yi

e/ = E„ + E^ ^, -4- E, 7ji

Hier ist A„ , B^^ , C^ , D^, , E^,
,

eine speciel]e Auflösung in ganzen Zahlen. Eine solche

begreift hier in sich lauter Nullwerthe, und es können demnach diese Grössen durch Null

ersetzt werden. Hiedurch gewinnt die allgemeine Auflösung des Systemes die Form

:

(49) c/^ci, + a^,

dl = i)i?i + A'?!

cV = All + E.//}i

wo Ai . B., , G.2 , D., bestimmte Zahlen bedeuten. Die anderen /?, , C, , Z), . . . . unter-

liegen nocli einer Willkürliehkeit, die aber alsogleich behoben wird, wenn man B^ feststellt,

z. B. den kleinsten numerischen Werth ertheilt oder dergl.

Die Auflösung des Systemes (45) ist in ähnlicher Form vorhanden:

(1-2 -^^ -^1 ?'2

b;=^B,^,^B^,

(50) c/=ac, + a=7.

e:=E,^,^E^,
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über die Auflösung eines S//stemes ton mehreren unbestimmtcv (llcichungcn otc. 23

nur mit anderen ^villkiirliellen Grössen 1, iiiul r^.,. Substituiren wir uiiii die Wertlie von a,',

/;,'
, rt./ , h-i in die (47), so gehl die Gleichung

hei-vor. Alan erliält sie aueli ohne aller Eeehnung vermittelst der Ergebnisse von i?. l) , denn

man hat dem zufolge:

(a/ 6,;)= [A, 5,) (f, Tj.^ = .1, 1?, (I, :y,)

,

woraus mit Hilfe der (49) die (51) alsogleich hervorgeht. Diese Gleichung stellt die Be-

dingungsgleiclmng für Ci •, Co . J^i . ^i vor. Sie ist nicht linear, aber es ist leicht einzusehen,

dass sie durch ganze Werthe dieser Grössen erfüllt werden können nur daim. wenn "' '

eine ganze Zahl ist. Es ist nun A^ , i?, zu suchen und in die Gleichung zu setzen.

Wir beginnen mit der Bestimmung von I?o. Hiezu dienen die nachfolgenden Gleichungen:

(52) — B, {a, d^ + A («1 ^2) = (»

— B., («1 e.,) + E„ {a.-. 5.)=

Der blosse Anblick dieser Gleichungen lehrt, dass die Grössen:

(53) B,
, C, , D, , E, ,....

den andern

:

(54) («i&a) ,
(ßiC.) , («id) , («16.) ,

proportional sind. Da ferner laut §. 2 die Grössen Bo , C, , D.^ , Eo , . . . keinen von Eins

verschiedenen Factor gemeinschaftlich besitzen dürfen, so hat man nur die Grössen (54) durch

ihren grössten gemeinschaftlichen Theiler zu dividiren, um alsogleich die Grössen (53) zu

finden. Dieser grösste gemeinschaftliehe Theiler ist unserer Bezeichnungsvsreise zufolge: ^^^
und demnach erhält man:

(o5) Bo= +—;— , U = ±—-—
, L>„ = ±—;— , iio = ±—;— , . . . .

Es ist noch übrig, die anderen Grössen: A^ , B^ , C^ , D^ , E^
,
.... zu suchen und

zwar aus dem Systeme von Gleichungen:

A, (b, c,) — B, (a, c.) 4- C, (a, 5,) =
(56) A,{b, d,)— B, {a,d) + A (% ^2) =

A, {b, e,) -A («, ^2) + ^1 («1 b,) =

Dieses System ist aufzulösen durch ganze Zahlenwerthe und dabei soll A^ den möglich

kleinsten von Null verschiedenen Werth erlangen. Zuerst handelt es sich also darum , diesen

Werth von A^ zu finden. Multipliciren wir diese Gleichungen beziehungsweise mit ganzen

Grössen /' . (j . e so erhält man

:

(57) A,\ib,c.;)y -r {b,d._)d-X- (5,e,)£ + . . .]—A [(«iC,)r + {a,d,^rl^ {a,e.;)s-\- . .

.] +

+ ichb.;)[c,r + D,ö + E,s + ...]=.
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24 Ignaz Heger.

Wenn ;-,<?,£, .... völlig willkiirliclie Grössen bedeuten, so ist diese Gleiclning

dem Systeme (56) vollkommen äquivalent. Dies ist auch dann noch der Fall, wenn man für

diese Multiplicatoren eine Bedingungsgleicliung aufstellt, die aber noch eine fernere Grösse

ß in sich schliesst, denn eine solche Gleichung enthält in ihrer Auflösung, gleichgiltig ob sie

in ganzen Zahlen geschieht oder nicht, gerade so viele willkürliche Grössen, als im Systeme

Gleichungen vorhanden sind. Diese Bedingungsgleichung sei:

(58) («, b.^

ß

-L [a, c.,) ;- -l (a, d.^ d^ {a,e.^s^ . . . = (p<p,.

Sie verstattet stets ganze Auflösungen. Die aus ihr hervorgehenden ganzen Werthe für

^? ,

/•- . ö , c . . . . in ihrer allgemeinen Form mit m willkürlichen Constanten, denke man

sich in die Gleichung (57) gesetzt, so geht sie über in:

(59) A,[{b,c.;)r + {h,d.)d-V{b,e.;)e^...]-B,[<p<p^—{a,b.;)ß] +

und ist noch immer dem Systeme (56) äquivalent. Um den kleinsten Werth von A^ zu finden,

der einer ganzen Auflösung dieser Gleichung entspricht, schreibt die bekannte Eegel voi-, den

grössten gemeinschaftlichen Divisor der Coefficienten:

(60) (p4'„~(a,b.;)ß
, («,i.,)Y ,

{a,b.;)d
,

{a,b.^s ....

zu dividiren durch den grössten gemeinschaftlichen Divisor aller dieser Grössen und dei-

(^ic,)r4 {b,d.^d^-{b,e.;)s+

Nun zeigt eine leichte Überlegung, dass wenn den grössten gemeinschaftlichen Factor

der Grössen ^ , <? , e , . . . . bezeichnet, die Coefficienten (60) höchstens (p(p,j als grössten

gemeinschaftlichen Factor aufweisen können. In der That ist der grösste gemeinschaftliehe

Factor von:

{<^A)r ) («i^-..)«? , («1^2)^ , • • •

gleich («1 62) 0. Sucht man nun den grössten gemeinschaftlichen Factor von

:

(61) <p(p„~{a,b.^ß und (fl,i.)^

so erscheint jedenfalls <p(p^ in beiden Grössen als Factor, weil {a^b^ diesen Factor enthält. Die

ausser <p^„ noch in {a^b.^ erscheinenden Factoren kommen aber in f<p^— (aj 63) /9 unmöglich vor,

weil nur ein Theil diesen Factor enthält, der andere aber gewiss nicht. Folglich könnte nun

höchstens noch ö, im Ganzen also <p^„d in beiden Grössen (61) erscheinen. Fasst man nun

noch die Grösse : (b^ c.,) y + (ij tZ.,) d -\- ib^e.^s A^ ins Auge , so zeigt sich alsogleich,

dass in ihr jedenfalls (pü als Factor erscheint; von
(f>„

aber kann man weder das Erscheinen

noch das Fehlen unmittelbar nachweisen. Es geht hieraus hervor, dass der kleiiiste Werth von

Ai keinesfalls kleiner sein könne, als ^^. In der That bestünde ein kleinerer Werth z. B.yli= —

so ginge die Gleichung (51) über in:

oder:

I
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über die Auflösung eines Sjistemes ron mehreren tiiilxstlmmtc)) Gleichungen rfc 2."»

Diese Gleichuno- ist offenbar in i;;uiz('ii Werilieu autlüslidi, z. J>. für <?, ^ 1 , rj, =: p ,

^, :y,
:^0. Ilienuis folgt, dass jedenfalls zwei (Gleichungen bestehen, deren Coeffieicnten ganz

sind, und deren Determinanten die oben verlangten Werthe:

fff, />.,) (ajC.,)

besitzen. Man hat hier (7/1=-^"
, a_; = 0. Nun sollen «,' und a.,' den Faetor ^'„ gemeinschaft-

lich besitzen, Aveil er in den mit c/ verknüpften Determinanten ei'sclieint. Dies ist aber iiui- l'üi-

/> = 1 der Fall. Folglich ist:

(63) -1, = (^'„

und die Bedingungsgleiehung (62) verwandelt sich in:

m (c.r;.) = l.

Nachdem nun ^j bekannt ist, unterliegt es keiner Schwierigkeit, auch J!^ . C\ , I)^ . ...

zu finden. Substituiren wir yl, = f/i^ in die Gleichung (59), so finden wir:

(65) ^^,[^7;,a,)/-+(^fyo^+(^:^.)s + .-.]-^.[^5^'.-K^.)A^J +

Diese Gleichung lässt sich durch ^{/'„ abkürzen, und gewinnt dadurch die Form:

(66) llh^y ^ h:!ilj ^ ^^^l^s+ . . .]-BAl^^ß]+
'

Die hier angezeigten Divisionen lassen sieh wirklich ausführen. Es ist dies eine unbe-

stimmte Gleichung, wie für sich klar ist. Da es sich aber nun um irgend eine beliebige Auf-

lösung derselben handelt, so können wir noch Verfügungen treffen, die nur ganze Auflösungen

nicht unmöglich machen dürfen. Hier ist eine einzige Grösse willkürlich, folglich dai'f auch

nur eine einzige Grösse zur willkürlichen Verfügung erwählt, oder, was dasselbe heisst, eine

einziffe Bedino-unofsg'leichuno- aufo-estellt werden. Für unsere Zwecke ist die folgende:

(67) B,ß+C,r + D,d-^E,s+....^0

die zweckdienlichste. Sie ist nämlich stets durch ganze Werthe auflöslich und verwandelt die

(66) in die sehr einfache bestimmte Gleichung:

(68) B, = ^[(b,c.^r + {b^d.^0^ + {b,e.^e + . .

.J.

Die entsprechenden Werthe von Ci ^ D, , E^ findet man unmittelbar aus den einzelnen

Gleichungen des Systemes (56), Avenn man A^ und B^ durch ihre Werthe (63) und (68) ersetzt.

Sie sind zufolge der (58):

^ ^ "' ~ ? («1 *2) l— {a,b.;)(b,c.;\ß— (a, c,) (6, c,) ;-— (a, d) {b, c.) d— (a, e,) (b, c,) c + . . . .
J

und mit Rücksicht auf die identisch erfüllten Relationen

:

Iienkscbriften ik-r mathem.-naturw. Cl. XIV. Bd. Alihandl. v. Kichlmil;;!.
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26 Ignaz Heger.

(«1 Ca) (hl cl^— (ff, d.^ {h, c.,) = (o, 5,,) (c, d,)

(»iCa) (6, e.,)— (a, eo) (6i c.) = («, 6.) (e, e.,)

lassen sieb Reductionen ausführen und man erhält solchergestalt

:

(70) ^. = 7 [— (^. «^O /^ + (^1 ^^-') «' + (^. '-^ ^ + ---]

In vollkommen ähnlicher Weise eingeben sich die Werthe der übrigen Grössen D, , Ej
,

.... Im Folgenden haben wir die Werthe aller dieser Grössen zusammengestellt und eine

blosse Anschauung gibt über das Gesetz ihrer Bildung Aufschluss

:

B, = 1 [{b, c,) r + (i. <.) r; + (b, e,) s + ...]

(71) C, =^^[— (iic,) ß + (c, r/,) o^ + (c, e,) £ + . . .]

1A = T[-(*>^^)/5-(">^^^)r + (fA^,)^-+ . • .]
¥>

Die hier erscheinenden Grössen ß ,
j- , d , s . . . . sind ganze Zahlen , die dui'ch Auf-

lösungen der Gleichung (58) gewonnen werden. Hiemit sind demnach sämmtliche Coefficienten

der zwei transformirten Gleichungen bekannt: Man hat nämlich die gefundenen Werthe (55)

und (71) nur in die Gleichungen (49) und (50) zu substituiren, für die Grössen fi , l> , y]i ,

7^.> aber ganze Werthe zu wählen, welche die Gleichung (64) erfüllen; so sind sämmtliche

Coefficienten der zwei gesuchten transformirten Gleichungen bekannt. Man kann sich leicht

hinterher überzeugen, dass bei denselben die Determinanten sich von jenen des ursprünglichen

Systemes nur im Fehlen des allen gemeinschaftlichen Factors ^ unterscheiden. Noch leichter

geschieht dies aber, wenn mau den Wertli von (Aj n,) betrachtet.

Wir wollen nun noch die Werthe von ^^i , L ,
/ij

,
/jl.> entwickeln. Zu ihrer Bestim-

mung braucht man nur zwei der Gleichungen (-41) und zwei der (42) zu erwählen:

z.B.

61 ^1 -\- b, 1, = b^' , /^i/i, -f b.,fx.^ = bj

die Grössen a/ , i,' ,
02'

, bj durch ihre Werthe zu ersetzen

:

(73) < = <pj. , «;={^„e,

Die Auflösung der Gleichungen (72) liefert zunächst:

X, = [0/ b.,— o.,A,'
I ,

/i, = [«..,' b.^— a, 6./1

und diese p-ehon diu'fh Einführunii' der Werthe über in:

I
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XJbcr die Auflösung eines Systevies von melirercn nnbestimmten Gleichungen etc. 27

^^= kW t- (^' '^
- «' -^^') ^' + ''' ^-^ 'y-]

(74) ,M= ^[(<f>A-a,B,)i,-a,B,yi.;\

Ersetzt mau hier ^„ , Bi , B., durch ihre Werthc, so erhält mau znuächst:

1 r /;, («, b.;) ß + l>,{a, a,) ;- + h, (ff, d.^ d + 6, (ff, e,) e + . . .i

(0„O., ff,i>,)=:~ I

^L — ff.,(6,c,)r— a,(i:^/,)«— «2(^'.f^2)£+- .-l

iiud mit Rücksicht auf die identischen Eelationeu:

6o (ffi Co) «2 (i, Co) =: C, («1 6o)

^2 («1 ^2) (^2 (^•'1^4) = (f-l (ö!i ^2)

^2 (ff
1
e2)— '^2 (^1 62) = ^2 (ö'i ^a)

also:

Hingegen

:

{(P„
b,— cu B,) = i^^i^

[6,/5 Jr c,r + d,d + e,s ^- . . .]

(^,,i,— ff,A) =
[

^ (ff, Ö2) ß + ^. («: ^-2) r + ^i («1 f/2) o + /*, (ff, f>2) £ +
— ff, (6, c.?j X— ff, (ö, d.^ d— ff, (6, 63) £—

oder mit Rücksicht auf die identischen Relationen

:

6, (ffi C,)— ff, (^>, C.) = C, (ff, 6.)

6, (ff, c7._,)— ff, (/;, (/.)= (/, (ff, 6,,)

6, (ff, Co)— «, (i, e^) = e, (ff, /^j)

folglicli

:

(^'„5,-ff, 7?,) =i^[i,y9+c,;- + fZ,ff^+ .,£ + ...]

Durch diese Werthe erhält man aus den Gleichungen (74)

;, = ^[{h,ß+c,r^d,d+e,s + . . .)f, --^Jr;,]

1

;., = - [{b,ß + c,r + d, ,; + ^, £ + . . .) f, — -1 ry,]

/i, = -^ [
(7>,;? J^ c,r + d,d + e,e -Y . . .) e.— -^'; rj.^

ti..
= ^\(b,ß^ cj + dj + e,B + . . .)l,— ^rj.^.

*

(p '
' ya

Die Grössen /9 ,
/-

, 0% £ , ... sind durch Auflösung der unbestimmten Gleichung (58).

jene von c, , c.. , rj^ , ^y.. aber aus der (64) zu suchen.
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28 Ignaz Heger.

Die Auflösung der Gleichung

wiewolil sie schon der zweiten Ordnung angehört, lässt sich dennoch bewerkstelligen vermit-

telst jener Vorschriften, die für eine unbestimmte Gleichung des ersten Grades gelten. In der

That kann man Cj und ifj vollkommen beliebig wählen , nur dürften sie keinen von Eins ver-

schiedenen Factor gemeinschaftlich besitzen. Sind die Werthe dieser zwei Grössen festgestellt,

so verwandelt sich die Gleichung in eine gewöhnliche unbestimmte Gleichung des ersten Grades

und die Werthe von /ij und jx^ ergeben sich mit Leichtigkeit.

Für unsere Zwecke ist nur eine sjjecielle Auflösung von Wichtigkeit, nämlich:

C, rj.,— \
, i, rj, —

^, = 1 , 3j2 ^= 1 1 ?j oder 3^j oder beide = 0.

;., = i [b,ß + ^3 r + d, d^e,s + ...]

h = - Vhß + ^, r -f (h et + ^^ c + . .

.

j

also:

Dies liefert:

Ih=

Fassen wir nun alle bisherigen Ergebnisse zusammen, so geht folgende einfache Eegel

liervor, um ein System von zwei Gleichungen:

«1 ^' + ^hii 4- c, .3 ^-— -I- (h « + f
1

^' -f g^ f^ = /"'i

a.,x -\- li.,y -'r c.,z -\- . . . . + d.yu -j- e., r -{- g.,iD = k.,

dessen Determinanten

:

(« b)

(a c)
, (6 c)

I

[ad) . [bd] . ied) ,

[ae)
,

{be)
,

(c e) , {de) |

(ag)
,

(bg) , (cg) , {dg) , {cg)

einen gemeinschaftlichen Factor ^ besitzen, der auch in:

(ka)
,
{Lb)

,
{kc) ..... {kd)

,
{ke)

,
(kg)

erscheint, in zwei andere vollkommen gleichgeltende Gleichungen:

< ^ 4- b,'i/ + c;z +— -t- fZ; u + e; v + g; w = k;

cio X -^b^ly -|- c./ 3 -f . . . . -|- f/.,' H + f'l ?' + /Z-/
''^ = ^^-1

zu transformiren, welche gleichfalls lauter ganze Zahlen zu Coefficienten besitzen und deren

Determinanten von dem gemeinschaftlichen Factor (p befreit erscheinen: Man multlpliciro-- die
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über rh'e Auflüsung eines Systemes von mehreren unbestimmten Cileichungen etc. 20

beiden tUeieliungen zuvörilei-st mit bestimmten Zahlen >1, , i, und addire sie und erliält so cim-

erste transformirte Gleichung; hierauf verfahre man mit zwei andern Multiplicatoren /i, und /i^

in vollkommen ähnlicher Weise und gewinnt so die zv^reite transformirte Gleichung. Die Werthc
von ^1 . L , |L^ , /i, sind gegeben durch die Formeln:

^. = 7 \'>U^ + ^'-' r + d, o^ + c. s + g, rj\

L = —-{l),ß 4- r, y 4- d, r? + p, c + ,9, ^]

<p<i><l

/^2
=

Hier bedeuten die Grössen ß . )
, o ^ s , ... ganze Zahlen , welche die unbestimmte

Gleichung

:

{ab)ß-\-{ac)r+ {ad)ö+ {ae)£ + {ag)rj = (p(l>„

erfüllen:
<f<l\ ist der grösste gemeinschaftliche Divisor der mit a verknüpften Determinanten:

{ah)
,

{ac)
,
{ad)

,
{ae)

,
{ag).

Diese unbestimmte Hilfsgleichung hat man in einer speciellen Form aufzulösen in ganzen

Zahlwerthen.

Die Coefficienten der transformirten Gleichungen sind gegeben durch die Formeln:

<=]:[ {ah)ß+{ac)r^-{ad)d-^{ae)s + {ag)iQ]= 4>,

/V=^[ {hc)r ^{hd)d -^{be)s^{hg)ri\^ (bc)j' + (bbH+(&e)s+ (hg)^

r:=l-\-[hc)ß J^{cd)d^{ce)s^{cg)-q\=.-{hz)ß + (cb) (?+ (c e) £+ (cg)^

di^'-{-{bd)ß-{cd)r +(rfe)£ + (fZ<7):y] = -(b&)/9-(cb)r +(be)s+(bg)^

^>'=^[-(*^)/^-(c^)r-(f?e)o^ +(e5r):y] = _(be);5--(cc)r-(be)o^ +(eg);y

9i=-{-{hg)ß-{cg)r-{dg)d^{eg)e ]
= - (bg)y9- (cg) r- (b8)«-(e9)^-

ÄV=:^[ {kb)ß\. {kc)r-^{kd)() + {ke)e-^{kg)vi]=^ (f 6)^ + (f c)^ + (f b).?+(f e) e+ (f gh

a; = , h: = {ab) , c: = (ac) , f7; = (ab) , e; = (ae)
, i/,'

= (ag) ,
k.: = {al).

Die Determinanten des transformirten Systemes sind von dem gemeinschaftlichen Factor <p

befreit, da

(A/i) = 4;^[{ah)ß + {ac)r + {ad) d + {ae) s + (a^) 7^] = ^

ist.

Ausser dieser Form der transformirten Gleichungen bestehen, wie sich von selbst ergibt,

noch unendlich viele andere Formen. Sie sind durch die allgemeinen Formeln gegeben
,
zu

denen wir gelangt sind.
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über die Auflösung eines Systemes vo7i mehreren anlicstlniDitcii < Ih'ii-Iinnfieit etc. 31

dor IC betreit ist. und die Uetermiiuinteii der neuen Gleiehungen, welche von 7 frei sind.

nUmlieli

:

(«7/)

(77) [a c)
,

(b'c)

(a'd)
,

(i>d)
,

[c (!') ,

{d e')
, (1/ e')

,
(c e') , [d e)

keinen von Eins verschiedenen Factor gemeinschaftlicli besitzen.

Der Nutzen einer solchen Transformation ist unschwer einzusehen. In der That sind

dann die transformirten Gleichungen folgende :

ßj' X -{- bi 1/ -\- Cj^ z -\- . . . . -\- dl u -\- e,' v = /c,'

ajx -f bji/ + c/s +.... + <f./ «6 + e,,' r -f g,' w --:=k.J.

Durch Einführen einer neuen Hilfsgrösse lo' vermittelst der Substitution:

aj X -\- b.,'y -\- c.,' z -^ . . . . -\- dj u + ej r = w'

verwandelt sich die zweite Gleichung in:

io' -f g.> w = kj

Diese Gleichung ist eine unbestimmte mit nur zwei Unbekannten : lo und 10'. Gesetzt,

man hätte sie in ganzen Zahlen aufgelöst, was, wie später gezeigt werden soll, immer

möglich ist, so kann man den gefundenen Werth von to' in die zweite der beiden folgenden

Gleichungen

:

a/ a; -f 6/ ?/ + c/ ,s 4- . . . . + f// u + e/ r = l\

aj X + bjg -\- cj 2 + .... + fZ.' zf + e.,' v= w'

setzen und hat nun zur Bestimmung der übrigen m— 1 Unbekannten eben diese zwei Gleichun-

gen mit lauter ganzen Coefiieienten und Constanten, bei welchen dieDeterminantengruppe keinen

gemeinschaftlichen Factor aufweist und folglich derselben Transformation abermals unter-

worfen werden kann.

Bei diesem Probleme handelt es sich zunächst um die Bestimmung der Multiplicatoren

/i , ;..
,
/ii

, lu. Da die neuen Determinanten der ursprünglichen proportional sind und nament-

lich durch Multiplication mit der Determinante (;./i) entstehen; so muss offenbar {X ß) gleich-

kommen dem reciproken Werthe des grössten gemeinschaftlichen Factors aller von g freien

Determinanten.

[ab)

(ac)
,

(bc)

[udj
,

[bc)
,

{cd) ,

(ac)
,

(be)
,

(ce)
,

(de)

des ursjH-ünglichen Systemes. Diesen grössten gemeinschaftlichen Factor wollen wir, emer

schon früher gebrauchten Bezeichnung gemäss, mit ^^ andeuten. Ferner ist noch eine zweite

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



32 Ignaz Heger.

Bedingung zu erfüllen, nämlich die gi= und endlich noch eine dritte, welche besagt, dass

alle Coefficienten und Constanten der transformirten Gleichungen mit Ausnahme von g.! und

L! ganze Zahlwerthe erhalten sollen. Diesen Bedingungen ist Genüge zu leisten.

§• -^-

Wir wollen nun zeigen, wie diese Werthe der Multiplicatoren X^ , X.,
,

/x,
,
ju durch ein

analytisches Verfahren abgeleitet werden können. Die zu erfüllenden Bedingungen sind durch

die nachfolgenden Gleichungen ausgesprochen:D

1

(78) X,n,—k,ii,= ±

("9) g.K^g,h= ^'^

(80) g^ih + g,!h=g^

fl] /, + «2 ^-1 = ^i' ('\!h + (l'ilh= f'ä'

^1 ^'1 + ^i K ^= ^i' ^ilh + b-ilh = ^i

C, Ai + C, X., = c/ C-,/X] + Co/X, = Co'

(81) (7, /, + d, X,= '/; (82) d,ii, + fZ,/i,= cZ;

Pi Ai -f e., 1, = e/ Gi/ii + e.,/i,, = €.{

k, X, + Ic, X, = /.•/

Diese Gleichungen sollen erfüllt werden für ganze Werthe von a,' , 6./ , c/ , . . . c//
,

e/ , /v/ , cu> , 6o' , Co' . . . cZo' , 6.2 und beliebige Werthe von X^ , 1,
,

/ij
,

ji.,
,

g.,' gleich-

gültig, ob sie ganz, oder gebrochen sind.

Die Anzahl der hier vorliegenden Gleichungen ist 2?«-)- 2, jene der .Unbekannten aber

2???-|-4, also um zwei grösser. Das vorliegende Problem ist demnach ein unbestimmtes und

enthält voraussichtlich zwei überschüssige Grössen. Um zu einer Auflösung dieser Gleichungen

zu gelangen, wollen wir den folgenden Weg einschlagen. Wir heben zuvörderst die zwei

Gleichuno-en

:

ö

(83) /,/io— /o/ii= ±-
, g,ih+ giih = gi

heraus und eliminiren aus ihnen jx^ oder /io, z. B. /i,, so erhalten wir:

igi K + g-i ^di^-2 = ± ^ + gj L

und wenn man jetzt auf die Bedingungsgleichung

(84) gJ^r+g,i,= ^^

Rücksicht nimmt, geht dieselbe über in:

(85) + — + g.:X.,= i) oder X. = + -^^

.

Dies belehrt uns, dass die beiden Gleichungen (83) zur Bestimmung der zwei Grössen

/i, und /io nicht, sondern nur zur Ermittlung einer dieser beiden benützt werden können , da

eine Elimination einer dieser beiden Grössen gleichzeitig auch die andere herausschafft. --
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tJber die Auflösuug eines S>/stemes von mehreren unbestimmten Gleichungen etc. 33

Substiriiirt man nun Jen W(>rtli (So) in tlic (84), so t'ol^-t:

(86)
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34 Ignaz Heger.

ö/ 1 ^1 ) <^i 5 • • ^A' ) (^i 5 ^»-'i'
besitzen könne, so gilt dies um so mehr von dem Systeme (88).

Nehmen wir jetzt an, «
,
y5 , ^ , . . . o , £ , x seien der Bedingung:

(90) {a,g.^ a + {hg;) ß + (c,^,) T + • • • • -^ {d,g.;) d + (e, r^,) £ + (^^572) ^ =S^,

entsprechend gewählt, wo (p,^ der schon früher gewählten Bezeichnung gemäss den grössten

gemeinschaftlichen Factor von g^ und g., und nach §. 4 auch aller mit g verknüpften Deter-

minanten :

{a,g.,)
,

{h^g.^
,

{c,g.^ , (c^i^'.)
,

{e,g-^

darstellt, und auch in {k^g,) als Factor erscheint. Eine solche Wahl von «,y9,^,...<?,£,x

ist immer möglich, ohne diesen Grössen andere, als ganze Werthe zu ertheilen, indem (p^ der

grösste gemeinschaftliche Factor der in dieser unbestimmten Gleichung des ersten Grades

vorkommenden Coefficienten ist, und so ist es klar, dass einerseits nur eine einzige Grösse ihrer

Willkürlichkeit beraubt wird, andererseits aber, dass in denWerthen von a
, y? , ^ ,...(?,£

,

X kein von Eins verschiedener Factor gemeinschaftlich vorkommen könne. Es geht hiedurch

die Gleichung (89) über in:

(91) a;a + h;ß^c;r^----^-d;d^e;s + k;x=± ^''"

V'j9-i

und es unterliegt nun wohl keiner Schwierigkeit mehr, alsogleich auch einzusehen, dass diese

Gleichung nur dann in ganzen Zahlen nach 0/ , l\ , e/ , . . . cZ/ , e/ , h^ aufgelöst werden könne,

wenn —^ eine ganze Zahl ist, also:

4'9

(92) g:
<P.j:

gesetzt wird, unter ^ eine willkürliche ganze Zahl verstanden. Also auch nur unter dieser

Bedingung ist es möglich, keineswegs aber nothwendig, dass auch das System (88) in ganzen

Zahlen aufgelöst werden kann. Um nun Gewissheit zu erhalten, ob für beliebige oder,

nur für beschränkte Werthe von C das System (88) in ganzen Zahlen aufgelöst werden

könne, substituiren wdr den gefundenen Werth von g! in die Gleichungen (88) und finden]

sonach

:

(9o) ff, = ± -—
, 61 = ± , C, = ± — , c/i = ±

Da nun ^^ als Factor in allen Grössen: («i^o) , (&i f/o)
) i'^iff'!)

••• i^i g-i) > (^192) >
(k^ g.;^

erscheint, so ist die hier angezeigte Division wirklich ausführbar und wir gelangen sonach

zur Überzeugung, dass wirklich und für völlig willkürliche Werthe von C die Grössen a/
,

6/ , c/ , . . . dt , e/ , k; ganze Zahlwerthe erhalten. Die Wahl des Werthes von g^' in (92)

ist demnach hinreichend, aber auch erforderlich, um a/ , 6/ , c/
,
... fZ/ , e/ ,

^\' ganz aus-

fallen zu machen.

Es erübrigt aber auch noch, zu untersuchen, ob auch aj ,
6.,'

, c.,' . . . . d.,' ,
63' ganze Werthe

erlangen können und für welche Werthe von
.f".
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tJber die Auflösung eines Systemes von mehreren unbestimmten Gleichungen etc. 35

Zu diesem Zwecke ist es aber notliwendig, auch aus dem Systeme (82) die Grössen //,

.

/jo herauszuschaffen und dafür ^2' einzuführen. Dies lässt sich auf verscliiedene Weise bewerk-

stelligen, so z. B. könnte man aus der Gleichung (80) und je zwei Gleichungen des Systemes

(82) /ij und/x, eliminiren und solchergestalt alsogleich zu Gleichungen gelangen, in denen /i, und

/i, durch ^/o' ersetzt ist. Es besteht aber noch ein viel kürzerer Weg, Avir wollen diesem hier

einschlagen.

Aus dem in §. 5 entwickelten Satze folgt nämlich, dass hier, wo die Multiplicatoren-

Determinante (kij) den Werth — besitzt, zwischen den Determinanten des neuen Systemes und

jenen des ursprünglichen folgende Eelationen bestehen:

(«,^-o) = ^„(ffi'i,;)
,

{a^c,) = (p^{a;c:)
,

{a,d.^= (p^{a;di)
, («1 c.) =

{^, («/ e.,')

(9i) {h.c.;) = <f.^{h;c.:)
, {hd.^= <p,{h;d:)

,
(6,a,)=^^(^*;e,')

(cj f/,) = j£>^ (c/ d.^)
,

(cj e.) —
(p^ (c/ e/)

und da nun fi^ geradezu der grösste gemeinschaftliche Factor ist, der in allen hier aufgezählten

von g und k freien Determinanten des ursprünglichen Systemes erscheint, so werden

nothwendig:

{al 60')

(95)

«c,') .
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36 Ignaz Heger.

die Gleichungen (87) aber gewinnen die Form:

(98) ^'>=±f- ' ^2=±fV<7 V'J

Es erübrigt also noch , die WertLe von /ij
,

/z, und von a.{ , 6./ , c^' rfo' , e..' zu

bestimmen, wobei die zuletzt aufgezählten Grössen ganze Zahlwerthe erlangen sollen. Die

hiezu dienlichen Gleichungen sind:

(99) ^,/,,+5r,/z,= ±^
cij/i^ + a.2ii2= ('2

^iPi -\~ ^2lh =^ ^2'

(100) Ci /ii + C.2JJL2 = c,'

61/^1 + Po /J3 = e,;.

Die Anzahl der Unbekannten übersteigt hier jene der Gleichungen um Eins und demnach

ist das hier vorliegende Problem ein unbestimmtes , dessen complete Auflösung eine willkür-

liche ganze Grösse in sich schliessen wird. Da aber zwei der hier erscheinenden Unbekannten,

nämlich: /i, , /Xj an die Bedingung, ganz zu sein, nicht gebunden sind, so werden wir mit der

Elimination dieser beiden Grössen beginnen, um dann nur jene Unbekannten zunächst zum

Gegenstande der Untersuchung zu machen, welche ganze Werthe erlangen sollen. Beginnen

wir mit der Elimination von /tj und /x, aus den drei Gleichungen :

(IUI) f'jj-i -\- Km = ^2'

g^n^ + ff2ih= ± —-
<?g

SO gelangt man zur Gleichung:

(102) a2{l\g-^—h:{a,g.^ ± ^(a,b,)=0.
'Po

Man hat nämlich nur diese drei Gleichungen beziehungsweise mit [h^g^ ,
— («if/a) 1 {c-i^i)

zu multipliciren und hierauf zu addiren, so verschwinden zufolge der oft erwähnten identischen

Relationen

:

a, {b^g.)—\ {a,g.^ + g^ [a, b,) =
«2 ibl9-2)— *2 («I g-i) + 5'2 («1 ^2) =

die Coefficienten von /i, und /u. Auf ganz dieselbe Weise ergeben sieh alle übrigen von /ij und

/i., freien Gleichungen, indem man in (101) die Zweite ersetzt durch eine der darauffolgenden

im Systeme (100) oder mit anderen Worten, wenn man in der Gleichung (102) den Buchstabenj

h der Reihe nach in c . . . . d . e verwandelt. Das durch Elimination von /x, und /j» aus den

Gleichungen (99) und (100) hervorgehende System ist sonach folgendes:
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Über die Auflösung eines Systemes von mehreren unbestimmten Gleichungen etc. 37

a-l {b, g-i)
— b: («, .9..) ± A („, h\=

«2' (Ci 5'-.) — Co' (a, ^J ± -^- (0,6-2) =

( 103) ö..' ((7,^2,) — f^' [aig-2) ± — («1 f^-.) =
?9

«2' (ex(/,) " e,' («, (7,) + ^ [a, e,) =0.

Es ist beinahe überflüssig, zu bemerken, dass:

— {a,b.^
,
— («,c.,)

, —(«.(^2) , —(«1^2
^9 99 Y9 99

keine wirklichen Brüche, sondern ganze Zahlen sind, weil nämlich
<f,^

in allen von g freien

Determinanten, also namentlich auch in

:

•)

(a, 6,) ,
(o, Co) , (a, Jo)

, («1 e^)

als Factor vorkommt. Hier handelt es sich nun zunächst um die Untersuchung, ob dieses

System von Gleichungen durch ganze Zahlwerthe der darin erscheinenden Unbekannten «2'

6.,'
, t'o' . . . f/o' , e./ erfüllt werden könne, und, wenn dies möglich ist, um die Auflösung des-

selben in ganzen Zahlen. Wir wollen beide Zwecke, nämlich den Beweis der Auflöslichkeit

in ganzen Zahlen sowohl, als auch die wirkliche Auflösung durch ein sehr einfaches Hilfs-

mittel bewerkstelligen und zwar auf folgende Weise : Man denke sieli zuvörderst zu diesen

Gleichungen (103) noch eine identische Gleichung, nämlich die:

(104) o,' («1 (/.,)
— «2' («, g,) =

hinzugefügt. Ein solches Hinzufügen einer identischen Gleichung zum Systeme (103) kann

nun ofi'enbar keine Veränderung bewirken, da dieselbe keine neue Bedingung für die Unbe-

kannten enthält; im Gegentheile für alle möglichen Werthe von cio erfüllt ist, also auch für

jene Werthe, welche dem Systeme (103) entsprechen. Dennoch bewirkt man dadurch eine

Vergrösserung der Anzahl der Gleichungen um Eins, wovon der Nutzen alsbald wird einge-

sehen werden können. Multipliciren wir nun die (104) und die Gleichungen (103) beziehungs-

weise mit völlig willkürlichen ganzen Grössen: a
, ß ^ y . ... d , £ und addiren sie hierauf,

so erhält man eine einzige Gleichung:

a.:[[a,g.^a -)- {b,g.^i3+ {c,g,)r -^ • • • • + {d,g.Ad+ {e,g.;)s]~

(105) —(01^2) K« + b.:ß -h co'r + — + (J20+ c^s] ±

+ -^ [(«, 62) ß ^- («. C2) r + • • • • ^ («> ^^2) d + {a, e,) £] =
99

die jedenfalls für alle Werthe von a. , b.^ , c.; , . . . cZ; , e.: erfüllt ist, welche dem Systeme (103)

(genüge leisten. Aber auch der umgekehrte Satz gilt: Jede Auflösung der Gleichung (105)

leistet auch dem Systeme (103) Genüge, unter der Voraussetzung, dass die Grössen: ß ^y . . . .

o , s völlig willkürlich bleiben. In der That, sind Werthe für aj , bj ,
cV , . . . ci:

,
ej bekannt,

welche die Gleichung erfüllen, und zwar welche Werthe man auch immer den Grössen ß , y ,
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38 Ignaz Heger.

d , c ertheilt; so geschieht dies auch offenbar für eine Eeihe von speciellen Werthen dieser

Grössen, namentlich für:

ß von Null verschieden und ^ :^. .= o= c =

^- .. . . „ ß=r=..=d=o
mit andern Worten sie erfüllen auch die einzelnen Gleichungen des Systemes (103) w. z. b.w.

Es ist dies selbst dann noch der Fall, wenn man für die Grössen «,^,^, ...<?,£
eine Bedingungsgleichung aufstellt, denn dadurch beraubt man nur eine einzige Grösse ihrer

Willkürlichkeit. Die Grössen ß ,
j- , . . . d , s sind noch so, wie früher aller möglichen

Werthe fähig und nur a verliert seine Willkürlichkeit. Diese Bediugungsgleichung kann man
noch überdies so wählen, dass sie durch ganze Zahlwerthe der darin erscheinenden Grössen:

a
, ß , y , . . . o , s erfüllt werden kann. Aus dem bisher Gesagten geht deutlieh hervor,

dass man anstatt des Systemes (103) ebenso gut auch die einzige Gleichung (105) vornehmen

könne, wenn man für die darin enthaltenen Grössen a , ß ,
j- , . . . d , s nicht mehr als

eine einzige Bedingungsgleichung aufstellt'. Man wird aus dieser Gleichung (105) gleich-

falls die Frage zu beantworten im Stande sein, ob das System (103) durch ganze Werthe von

a.,' , b.2 , c./ , . . . fZä'
, ej erfüllt werden könne , oder nicht, und auch die Genüge leistenden

Werthe abzuleiten vermögen.

Wir wählen als Bedingungsgleichung für diö Grössen a,y9,^, ...<?,£ die folgende:

(106) (a,g.;)a+ {b,g.;)ß + ic,g,)r + .... + id,g.;)d+ (e.g.^ s= <p,^

.

Sie ist stets in ganzen Zahlen auflösbar, da die im zweiten Theile erscheinende Constante

^j, geradezu der grösste gemeinschaftliche Divisor aller Coefficienten dieser imbestimmten

Gleichung vorstellt und demnach die bekannte Bedingung für die Auflöslichkeit in ganzen

Zahlen erfüllt ist. Nun unterliegt es keiner Schwierigkeit mehr, alsogleich einzusehen, dass

die Gleichung (105) durch ganze Werthe von aJ , b.^' , c.,' , . . . dj , e.^ erfüllt werden könne.

Sie erhält nämlich, wenn man den Coefficienten von a,' durch seinen in (106) ersichtlichen

Werth ^y ersetzt und gleichzeitig dieselbe durch ^^ dividirt, folgende Gestalt:

(107) a.^^-'^[a.:a^b.:ß + c^y ^ . . . . ^ d.! d -i <c] ±

± -^ \{a, b.^ß+ (a,c,) y + ....+ (a, rZ,) r? + («, e.^ c] =
oder:

(108) ^-'•^rAa.:-^^\ßb.: + yc: + •••• + 'id: + ^e.:] ±
- V'j J Vg

± -^ [l«. ^2) ß -f («I c,) ^ + . . . . + {a, d) d + (flj e,) £] = 0.

Diese Gleichung ist nun jedenfalls in ganzen Zahlen auflöslich. In der That, bezeichnen

wir den grössten gemeinschaftlichen Divisor von: ß , y ,
• . (j , s mit ^, so ist ^^^^0 der

grösste gemeinschaftliche Divisor der Coefficienten der Unbekannten b.! , c./ . . . . fZ._,' , e^'. Die

beiden Grössen:
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über die Auflösung eines Sysiemes von mehreren unbestimmten Gleichungen etc. 39

(«1.92) 1 . . 1 {«la-i)[1
(«1.92 1 11 ; « Uiul

4>3 '
V:>

können nur Factoren von 0. keineswegs aber ^^^ als gemeinschaftlichen Factor besitzen.

Da mm aber 1) jedonfalls ein Factor der Constante

-^ [ («1 i-.) /5 + («1 c.) r + • • • • + («: ^4) « + («I e,) £]

ist, so kann der Fall niemals eintreten , dass die Coefficienten der Unbekannten in der unbe-

stimmten Gleichung (108) einen Factor gemeinschaftlich besitzen, der in der Constante fehlt.

Es ist demnach die Gleichung (108) und somit auch das System (103) stets in ganzen Zahlen

autlöslich. Di-e wirkliche Auflösung desselben unterliegt gleichfalls keiner Schwierigkeit.

Suchen wir zuvörderst eine specielle Auflösung. Hiezu eignet sich insbesondere die Gleichung

(108). Beim Aufsuchen einer speciellen Auflösung kann man über eine Unbekannte willkür-

licli verfügen, oder richtiger gesprochen, man kann eine Bedingungsgleichung nach Willkür

hinzufügen, die nur ganze Werthe nicbt unmögKch machen darf. Die Wahl dieser Bedin-

gungsgleichung liegt beim Anblicke der (107) vor Augen. Sie ist am zweckmässigsten

folgende

:

(109) a: a -K b.:ß -f- c.^y + f cZ; (?+ e,' £= .

Diese, mit der (107) verknüpft, liefert:

(110) ct.:= + — Ua, h.^ ß + («1 Co) r + + («1 f?2) ö+ («1 e.,)£\.

Die Werthe der früheren Unbekannten b.^ , Cj' ,
. . . d.: , e,' ergeben sich nun ohne alle

Schwierigkeit unmittelbar aus den Gleichungen (103) wenn man in denselben a.^ durch den eben

gefundenen speciellen Werth ersetzt. So z. B. erhält man bJ aus der ersten der Gleichungen

(103):

(111) f,^' = ^^^a.:ib.g.)±^(aM-

In dieser Gleichung nun hat man < durch seinen Werth (110) zu ersetzen und thut gut,

^„ durch das in (106) ersichtliche Polynom auszudrücken. Man erhält so:

03' (big-i) ± -— («i^ä) =

_ _ j_
j

+ ia,b.;){b,g.^ß+ {a,c.^{b,g,)r^....+ {a,d.;){b,g.^ d + {a,e.;){b,g.;) e

~ "^
?, \—{a,b.;) {a,g.;)a— (a,b.^ (b,g.;) ß—(a,b.;)(c,g.;)r—--—(a,b.^ {d,g.)ö—{a,b.;}{e,g.^s

Mit Rücksicht nun auf die bekannten identischen Eelationen :

(«1 c.) (^1^2)— («1 ^2) (c, g-^ = («I g.) {h e,)

(ßid) (61^0)— {a,b.^ {d,g.) = {a,g,^ {b,d,)

(«1 62) (61^2)— («: ^2) (ci^'ä) = (015^2) (^1 62)

lassen sich Eeductionen vornehmen und man erhält

:

«; (^1^2) + -^(«1^2)= + ^[—{a,b.;)a + (b,c.^r + + {b^d.^0 + [^^'^2) s\
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40

und folglich:

(113)

Ignaz Hege.

bj = + — [— («1 h)a -^ (6j c,) ^ +
^9

-^(b,d,)d + (b,e.^s].

Auf vollkommen ähnliche Weise ergeben sich die Werthe der übrigen Grössen aus den

anderen Gleichungen des Systemes (103). Im Folgenden sind die Werthe der Grössen «./ , &.,',

cj , . . . dj , e.,' zusammengestellt:

a.,' = + — [ («, 6.) ß + (a, c.^r + -r («I '^2) (> + («1 «ä) =]

b^ —+ — [— («1^2) ^^- + (pi^dr + + (^1 ^4) ^ -r (^1 e.2) £]

(114)
; ^ + — [_ (a^c) «— (6, c,)y9 + + (ci cZ,) o^ + (c, a,) e]

'Po

d; ^- + — [— (o, d.^ «— (6, d) ;5— — (c, f4) ;- + {d, e,) e]

+ — [— («1 e.,) a— (61 ßo) y3— — (cj 63)
;-— [d^ e,,) o^].e..

?"?

Alle diese Werthe sind ganze Zahlen, weil die hier angezeigte Division durch ^„ sich

wirkKch durchführen lässt. Sie stellen eine speeielle Auflösung des Systemes (103) dar. Aber

auch die complete allgemeine Auflösung in ganzen Zahlen sind wir im Stande abzuleiten. Um
dieselbe zu bilden, hat man zu den eben gefundenen speciellen Werthen gewisse Zusätze hin-

zuzufügen, die mit einer willkürlichen Grösse ^ multiplicirt sind. Diese Zusätze sind nämlich

die allgemeine Auflösung eines anderen Systemes von Gleichungen, welches aus dem (103)

hervoi'geht, wenn man alle darin enthaltenen constanten Glieder durch Nullen ersetzt, nämlich

des nachfolgenden

:

a-l (fti^'o)— b.2 {a^Si) =

(115)

a^' {dig.2) — d.^' {ttig.^=
<(ei5'2) — e2'(«i5'2) = 0-

Der unmittelbare Anblick dieser Gleichungen zeigt, dass die Grössen:

Lto , [^2 1 ^'2 * 2 ? 2

proportional sind den anderen:

(116) {a^g.^ ,
{b,g.^

,
(Cj^r.,) , {d,g.^

,
(e,g,):

der numerisch kleinste ganze und von Null verschiedene Werth von a.,' und mit ihm auch die

ganzen Werthe der übrigen Grössen bj , c./ , . . d.,' , c.> , werden daher erhalten, wenn man

die Grössen (116) durch ihren grössten gemeinschaftlichen Divisor ^^ theilt. Man erhält

demnach

:

(«1 ff2) (1>1 0-1) (g< ff-l) ('^1 92) («i 9-2)

als die gesuchten Werthe. Dieselben sind nun mit einer willkürlichen ganzen Grösse ^ zu

multipliriren und bilden dann die Zusätze, welche bezielningsweise zu den speciellen Werthen
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Vber die Auflösung eines Systemes von mehreren unbestimmten Gleichungen etc. 41

(114) noch hinzugefügt werden müssen, um die alJgcmeine Auflösung des Systemes (103) zu

erhalten. Dieselbe ist demnach folgende:

(11.7)

«2 ^ +

b: = +

c,' = +

1

<p,J

1

99

1

99

ci:
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42 Ig nazileger.

Aus ihnen folgt mit Rücksielit auf die bestehende Relation (106):

Ml = + — la-. a.
J- h,ß ArC'-T^ + c?2<? + e-^l + ~-

^

(121) ? r

Hiemitist also das vorliegende Problem erledigt. Die liier gewonnenen Werthe (117), (121)

sind allgemeiner, als die früher erwähnten (114), indem in (117) und (121) eine willkürliche

ganze Zahl c erscheint. Für ?=0 gehen beiderlei Resultate in einander über. Eine kurze

Überlegung zeigt auch, dass die hier gewonnenen allgemeineren Resultate keinerlei Vorzug

verdienen vor den früheren speciellen, denn im Grunde gehen die allgemeinen Werthe (117)

dadurch hervor, dass man die Grössen a/ , hl , c/ , . . . (7/ , e/, deren Werthe in (97) ersicht-

lich sind, mit ^ multiplicirt und zu den speciellen Werthen (114) addirt, mit anderen Worten,

indem man die Gleichung

:

a/ X — hly -L c/ s -f . . . . ^ d^ u -f e/ v = k^

mit einer beliebigen ganzen Zahl c multiplicirt und zur

:

«a' X -\- hj ij -{- cj z -\- . . . . -^ d.2 u -f- e.,' v -f gj ic = ^'o'

addirt. Es ist auch leicht ersichtlich, dass damit kein wesentlicher Vortheil verknüpft sei, und

man daher immer vorziehen wird, |==0 zu setzen.

Bevor wir unsere Aufmerksamkeit einem anderen Gegenstaude zuwenden, wollen wir

noch die gewonnenen Resultate einer näheren Betrachtung würdigen. In den hier erhaltenen

Formeln (117) und (121) erscheint nämlich nur eine einzige willkürliche Grösse |, in den

übrigen (97) und (98) aber gar keine. Dies dürfte wohl bei vielen Lesern einen Zweifel erregen,

ob denn doch die gewonnene Auflösung des Systemes (78) , (79) , (80) , (81) , (82) eine voll-

ständige und ganz allgemeine sei, da doch, wie schon Anfangs bemerkt wurde, die Anzahl

der Unbekannten 2to -f 4 jene der Gleichungen 2w?- + 2 um zwei übersteigt. Es ist demnach

hier eine willkürliclie Gi'össe abhanden gekommen. Diese Grösse ist eben C in den Glei-

chungen (93). So lange nämlich nur die Gleichungen (78) , (79) , (80) , (81) berücksichtigt

werden nebst der Bedingung , dass «/ , 6/ , c/ , . . . f?/ , e/ ganz sein sollen , während die

Gleichungen (82) und mit ihnen auch die Grössen a.! , h! , cj , . . dj , e.^ ausser dem Bereiche

der Untersuchung bleiben, sind in Wirklichkeit noch immer zwei willkürliche Grössen vor-

handen, nämlich C und eine der zwei Grössen /j„ ju. Dies ist in den Gleichungen (92), (93), (87)

zu sehen, welche eben die allgemeine Auflösung der aufgezählten Gleichungen darstellen. Wie

nun aber auch das System (82) hinzutritt, zeigt sich, dass ganze Werthe von clI , bj , Co , .

do , e.,' nur dann möglicli sind , wenn C^ ± 1 gesetzt wird und hier liegt der Grund des

Verschwindens einer der beiden willkürlichen Grössen, die im A'^oraus vermuthet wurden.

Die erfolgt aber lediglich nur in Folge der nicht linearen Form der Gleichung (78). Bei nicht

linearen unbestimmten Gleichungen ereignet es sich sehr häufig, dass durch die Bedingung

der Auflösung in ganzen Zahlen gewisse Unbekannte einen vollkommen bestimmten Werth

erlangen. Das einfachste Beispiel der Art ist die unbestimmte Gleichung xy = l, welche nur

zwei Auflösungen in ganzen Zahlen besitzt: a;=-fl ,?/=4-l und x=^— 1
, y= — 1- Bei

linearen Gleichungen kann jedoch dies nie stattfinden.

Hier folgen die gefundenen Werthe der Multiplicatoren /j , l^
,

/x,
,
/u und der in den

transformirten Gleichungen erscheinenden Coefficienten und Gonstanten. In denselben, ist
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Ulwr die Auflösung eines Systemes von mehreren unbestimmten Gleichungen etc. 43

die willkürliclio Grosso c gleich Null ang-onomuicii , ila dicso Wahl die oiiii'aohsto Form

liefert:

^1= 4- 9ä » -^2= — 9i

(122) /i, — + -i- [a.,a + b.ß -p c.,;- -4- + d.,d + e^s]

<=(ag) 5 ^i'=(6g) > c/=(cn) , f^i'=(bg) , e.'=(cg)
, ,7/^0 , /^•,'=(fg)

<= + {ah)ß+{ac)r + ....+ (ab)(?+ (ae)£

5; = — (ab)ry.+ (bc)r + . ... +(bb)<?+ (be)£

C2' = — (ac)«— (bc)/5+ + (cb)r;+ (ce)£

(123) tZ,'= — (ab)«— (bb)/5— ....— (cb)r— (be)£

e,' = — (ae)«— (be);5— . . . .
— (ce);'^(be)o^

k: r= -^ [(A-1 a,) « + (/v, ^.,)/? ^r (ki c.) r + ^ (^'1 ^2) ^ + (^^ eo I s].

In diesen Formeln bedeutet ^,j den grössten gemeinschaftlichen Factor der von g freien

Determinanten des ursprünglichen Systems:

(ab)

(ac)
,

[bc)

(ad)
,

(bd)
,

(cfZ)

(ae) , (be)
,

(c e) , (de)

<pg ist der grösste gemeinschaftliche Factor von g^ und g, oder, was nach § 4 dasselbe ist, von

den mit g verknüpften Determinanten:

(ag)
,

(bg)
,

(c*/) ,
(dg)

,
(e^r)

,
(kg).

Die Grössen a
, ß ,y , . . . d , s sind ganze Zahlen, welche die Bedingungsgleichung:

(124) (ag)«-^(bg)/5+(cg)r + -.-- + (bg)o'--(eg)£= l

erfüllen. Diese Bedingungsgleichung ist zwar von der (90) verschieden, allein dies thut der

Richtigkeit keinen Eintrag, weil die Determinanten

:

(«^) , C^g) >
(c<7) . {dg)

,
(eg)

ausser ^^ keinen anderen Factor gemeinschaftlieh besitzen können, wie in §. 4 erwiesen

wurde, und demnach ist für jeden beliebigen Werth von k die (90) in ganzen Zahlen auflös-

lich, also auch für Ä; = 0.

Die übrigen in diesen Formeln erscheinenden Bezeichnungen 9 = -^,;^" 5
(ag)=^ ^ ,

iba] = -- {ah) = ^-^ (ac) = — , . . . . sind aus dem Früheron her bekannt.
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44: Ignaz Heger.

§.9.

Mit der eben auseinandergesetzten Transformation der ursprünglichen Gleichungen:

(125) «jX -f b^y -^ c^z ^ . . . . ^ d^it -\- e^v -^ g^w ^ä;,

a^x -)- b^y -j- CoS + . . . . + dl^u -\- e^v -j- g.-,w^k^

in zwei andere

:

(126) a/x-f 6/?/ + Ci'2 + .... + c?,'m + e/?; =Ä;,'

a^x + Kly -j- Cg's -|- . . . .
-l c?,'« Ar e^v -^ g^w^^h^

ist der Weg zur Beurtheilung, ob ganze Auflösungen bestehen, oder nicht, bereits angebahnt.

Die erste der beiden transformirten Gleichungen ist von der Unbekannten lo befreit

und enthält lauter Coefficienten und eine Constante mit ganzen Zahlwerthen, die in (122)

ersichtlich sind; nur die zweite Gleichung der (126) enthält noch die Unbekannte w in sich.

Ihre Coefficienten «,'
,
6,'

, c^', .... dl , e/ besitzen die in (123) ersichtlichen ganzen Werthe

und nur gj und kj sind nothwendig gebrochene Zahlen. Führt man nun vermittelst der Sub-

stitution :

(127) «2'^+ h'y -r (^2'^+ . . . . + d.^' u + ej V = w'

eine Hilfsgrösse w'
,
gewissermassen eine fernere Unbekannte ein, so verwandelt sich die

zweite der Gleichungen (126) in:

w' + g.2 10= k.^

oder mit Rücksicht auf die in (123) aufgestellten Werthe fäv g^ und k.,' in:

(128) <p,;w'~(p^io^{kyai)a + {k,b.;]ß -J- {k,c.,)Y {k,d.^d^ {Ke.^s.

Zu dieser Gleichung hat man noch die zwei anderen:

(129) a/ X -f b^y + c/ 2; +.... + r// u + e/ v= k^

aj X -r- bo y -^ C.2 z -\- . . . . + d^ u + e.,' v := w'

hinzuzufügen. Die drei Gleichungen (128), (129) sind nun dem ursprünglichen Systeme (125)

vollkommen äquivalent. Die erste derselben (128) enthält nur zwei Unbekannte to' und w, die

beiden anderen (129) sind ein System von zwei unbestimmten Gleichungen, welches ähnlich,

wie das ursprünglich gegebene (125) lauter ganze Coefficienten und Coustanten besitzt, vor-

ausgesetzt, dass w' ganz ist, und deren Detei-minantengruppe keinen von Eins verschiedenen

gemeinschaftlichen Factor enthält; aber sie enthalten um eine Unbekannte, die lo nämlich,

weniger, weil wir hier annehmen, dass man zuvörderst mit der Auflösung der (128) in gan-

zen Zahlen beginne und den gefundenen Werth von %o' in die zweite der Gleichungen (129)

setze.

Die Gleichung (128), für sich allein betrachtet, kann in ganzen Zahlen aufgelöst werden,

denn sie enthält nur die zwei Unbekannten ^o und io und die Coefficienten derselben : (p^ und

<pg sind nothwendig relative Primzahlen, da vorausgesetzt wurde, dass die Determinanten des

Systemes (125) keinen gemeinschaftlichen Factor besitzen. Man kann daher irgend eine

ganze Auflösung derselben , in der bekannten Weise gesucht , und den gefundenen ganzen

Werth von w' in die zweite der Gleichungen (129) gesetzt denken.
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über die Aufiösimg eines Systemes rou mehreren rnihestimmten GleicJmngen etc. 40

Vermittelst dos hier angogebenen Vcrfalirens kann man daher das urspriingliehe System

von zwei Gleichungen mit ni Unbekannten, dessen Deternunantcugriippe keinen gemein-

schaftliclien Factor aufweist, transformiren in ein gleiehgeltendes System von drei Gleichun-

gen, nämlich in eine gewöhnliche unbestimmte Gleichung mit zwei Unbekannten to und w'

und in ein System von zwei neuen Gleichungen mit nur m— 1 Unbekannten. Die unbestimmte

Gleichung mit den zwei Unbekannten w und w' ist in ganzen Zahlen auflöslich und das neue

System von zwei Gleichungen besitzt in der Determinantengruppe gleichfalls keinen gemein-

schaftlichen Factor und verstattet daher eine ähnliche Transformation, wie das ursprüngliche

System.

§• 10.

Das hier erörterte Verfahren lässt sich mehrmals wiederholen und wird die Anzahl der

Unbekannten von m der Reihe nach auf die kleineren: m— 1 , m—2 , m—3 , . . . bringen. Für

jede aus dem Systeme von zwei Gleichungen herausgeschaffte Unbekannte erhält man eine

unbestimmte Gleichung mit zwei Unbekannten. Man wird demnach zuletzt zu einem Systeme

von zwei Gleichungen gelangen, welches nur noch zwei Unbekannte, etwa x, y enthält und

zur Bestimmung derselben vollkommen hinreicht. Ausser diesen zwei Gleichungen hat man

aber dann noch eine Reihe von gewöhnlichen unbestimmten Gleichungen mit je zwei Unbe-

kannten, deren Anzahl gleich m— 2 ist, die und zur Bestimmung der übrigen Unbekannten

s ,..«,?:>, ;o dienlich sind.

Es ist nicht schwer, sich diesen weiteren Gang der Rechnung zu vergegenwärtigen. Zu-

nächst lässt sich dieses Verfahren auf die beiden Gleichungen (129) anwenden. Die hier gel-

tenden Multiplicatoren sind :

x; ^e,' ,
^' =— e/

(130) yü/ =— [ ai ry! ^ b.^ ß' + < T + + ^^2 '^l

/ij =— [— a/ a — 6i'/9'
— c/;-'— .... — c^a' ü']

wobei a
,

jS'
, f , . . . J ganze Zahlen bedeuten, welche die Relationen

:

(131) «e,')«' -f- {b;t.:)ß' + (c;e;)r' + ••• + (d,'t:)d' = i

zu erfüllen haben. Diese Bedingungsgleichung kann noch in einer anderen Form geschrieben

werden, denn die Determinanten des Systemes (129) sind jenen des ursprünglichen propor-

tional. Man hat namentlich:

Ke.;)=-~f^ :
(^^e,)=——- ,

(c,e,) =--— '•••• (^^^e,)_-—

-

99 Ve (pg 4>e ^
'

<Pg4'e
"

'

<Py V"

w^o ^,, (f)^
den grössten gemeinschaftlichen Factor aller von g freien und mit e verknüpften

Determinanten des ursprünglichen Systemes bedeutet. Hiedurch geht die (131) über in:

{a,e,)a: ^ [b.e.^ß' + (c^e-^f + + {d,e.^ o = — %'P.

Vermittelst dieser Multiplicatoren (13Ü) gehen zunächst zwei neue Gleichungen hervor, die

den beiden (129) vollkommen äquivalent sind, sich von ihnen aber dadurch unterscheiden.
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46 Ignaz Heger.

dass die erste derselben von der Unbekannten v gänzlich befreit erscheint, die zweite hin-

gegen diese Unbekannte zwar noch enthält, aber durch die Einführung einer Hilfsgrösse

davon befreit werden kann.

Um aber den Formeln eine Regelmässigkeit zu ertheilen, vroUen wir in den beiden Glei-

chungen (129) die Grössen k^ luid tß,' durch w^, und to^, ersetzt denken. Sie sind daher fol-

gende :

(132) a;x-\-hly-\-c;z + . . . . -{- d^u -\- e.; v= w,

aö X -\- h.2 y ^ c^ z Ar . . . . ^ cL' u + e« v --= w^.

In der Gleichung (128) aber wollen wir das im zweiten Theile erscheinende Polynom durch

einen einzigen Buchstaben ersetzen, nämlich:

(133) (k, a,) a + {k, 6,) ß + {k, c,) ^ + • • + {K ^2) ^ + [K ^2) £= ^C

setzen, wodurch dieselbe übergeht in:

(134) <p^w,— ip^io = K,.

Man hat hier:

(135) 'Wj= kl =zk^ 0,2
— ^2 Gfi-

Führt man nun vermittelst der oberwähnten Multiplicatoren (130) die Transformation

der Gleichungen (132) aus, so erhält man zunächst zwei gleichgeltende Gleichungen von der

Form

:

(136) a;'x + bl'y + c/'s; + -f d^' lo V

a-l' X -}- h.{y -f Cg" s + . . . . + d.!'w = w.{ =— K^

und vermittelst der Einführung einer neuen Unbekannten v^ daraus

:

(137) f,v,-<p^v^K,

(138j a;'x + b;'y -h e/'s + . . . . + d;' u == v,

tto'x + bi'y + Co" z + .... + dJ'u--= v^.

Die Gleichung (13 7) ist eine gewöhnliche unbestimmte Gleichung mit nur zwei Unbekannten und

ist immer in ganzen Zahlen auflöslich, weil f^ und ^^ relative Primzahlen sind. Alle Deter-

minanten des ursprünglichen Systemes nämlich , die von g frei sind , besitzen in dem ange-

nommenen Falle den grössten gemeinschaftlichen Factor f^. Theilt man sie in zwei Gruppen,

deren erste die von e freien, die zweite aber die mit e behafteten Determinanten in sich

begreift, so ist der gewählten Bezeichnung gemäss
^,, f^ der grösste gemeinschaftliche Factor

der Grössen der ersten Gruppe, ^^ ^^ jener der zweiten, und demnach müssen ^, und ^^ rela-

tive Primzahlen sein. Denkt man sich die Gleichung (137) in ganzen Zahlen aufgelöst und

einen der gefundenen ganzen Werthe von v., in die zweite der Gleichungen (138) gesetzt; so

enthält dieses System nur noch m= 2 Unbekannte : x
, y , z , . . . . u und die zugehörige Deter-

minautengruppe enthält keinen gemeinschaftlichen Factor, weil (A/ fij) zufolge der angenom-

menen Werthe (130) und der Bedingungsgleichung (131) gleich — ist. Nun gehen aber die

Determinanten des Systemes (132) aus jenen des Systemes (129) durch Multiplication ,mit
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über die Aioflxmmci eines Sj/stemcs ron mehreren imbestimmten Gleichungen etc. 1 7

(A,' /i./) = — licrvor und folglich verschwindet der in iliiion nofli enthaltene grösste geraein-

sehaftliche Factor ip^ durch die eingeleitete Ti-ansfornuitiou. \Vii- gelangen sohin zu einem

Systeme mit nur m— 2 Unbekannten, dessen Determinanten abermals keinen von Eins ver-

schiedenen Factor gemeinschaftlich besitzen.

Eine zweimalige Anwendung des angegebenen Transformationsverfahrens vermindert

demnach die Anzahl m der Unbekannten um zwei, führt aber zu zwei gewöhnlichen nwha-

stimmtcn Gleichungen.

Eine abermalige Transformation des Systemes (138) erheischt die Multiplicatoren:

V = b.," ,
^/' =— b,"

(139) /V = -]^ [
«," a" + b.;'ß" + c," r" + • •

-J

/i;'= ^-[-<«"-V/5"-<r"-...]

wobei «"
,
ß" ,;-",.... ganze Zahlen bedeuten, welche die Bedingungsgleichung:

(140) «b,")«" + [b;'h.:')ß".+ (c,"b.;')r" + •.•= i

erfüllen müssen. Man gelangt so zu den Gleichungen

:

(141) (p^u.,— ^',,u=zK,^

( 1 42

j

«/" X + b;" y + c/" s + .... = tt,

a.:" X + b^"y + c.;"s + = «..

Hier bedeuten <p^, und (p,i
zwei relative Primzahlen, nämlich (p^ cp^ (p^ den grössten gemeinschaft-

lichen Praetor der von d freien Determinanten:

(a,6,)

(«iCa) ,
(^iC.)

und ^, ^,. ^',, jenen der mit rZ verknüpften

:

(ajC?o)
,

{byd.^
,

(ci(?o) ;

Die erste dieser Gleichungen (141) ist eine gewöhnliche unbestimmte Gleichung mit zwei

Unbekannten und liefert die ganzen Werthe für u, und u. Sucht man eine specielle Auflösung

derselben und substituirt den Werth von u. in die zweite der (142), so liegt nun zur Bestim-

mung der übrigen Unbekannten m— 3 an der Zahl ein System von zwei Gleichungen vor,

dessen Determinanten abermals keinen gemeinschaftlichen Factor besitzen und welches folg-

lich diesem Verfahren nochmals unterworfen w^erden kann, wodurch wieder eine Unbekannte

herausfällt.

Verfährt man anf diese Weise, so gelangt man endlich zu einem Systeme von zwei

Gleichungen mit nur noch drei Unbekannten, dessen Determinanten keinen gemeinschaftli-

chen Factor besitzen und erhält zur Bestimmung der übrigen Unbekannten m— 3 an der

Zald eben so viele gewöhnliche unbestimmte Gleichungen mit je zwei Unbekannten.
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48 Ignaz Heger.

§ 11.

Auch das zuletzt erwähnte System von zwei Gleichungen mit nur noch drei Unbekann-

ten : X ,y , 3 nämlich :

welches das Ergebniss einer {m— 3) maligen Transformation ist, kann demselben Ver-

fahren unterworfen werden.

Bezeichnen wir nämlich mit <p^ den grössten gemeinschaftlichen Factor von Cj
'^"'^^' und

c.2^'"~^\ also auch von («i'"'"^' h^^'"~^^) und (ij
'"'~^'

Cj'"'"^^) und setzen, um den früheren Bezeich-

nungen treu zu bleiben, (ai'""^'' ^i''""^')= {2J^ , so werden die Multiplicatoren , der allgemeinen

Regel entsprechend, sein:

wobei «'"'"*' und ß^'"-^'^ ganze Zahlen bedeuten , welche die Relation :

(143) (a,('"-ä' c./'"-'') «'"'-'^
-f (^>/'"-^' c,'"-^^) /5<™-'> := 1

zu erfüllen haben, eine unbestimmte Gleichung, deren Coefficienten erwiesenermassen relative

Primzahlen sind und die demnach stets durch ganze Zahlen erfüllt werden kann. Vermittelst

dieser Multiplicatoren erhält man zunächst, wenn man sich der Bezeichnung:

(«.C"-') 6./'"-^)) = (p^

erinnert

:

Dies sind jene Gleichungen, welche der angenommenen Bezeichnung gemäss mit:

(144) «/""-ä' X + ll'^'-Uj = s,

angedeutet werden. Der nächste Schritt besteht nun in der Einführung einer neuen Unbe-

kannten Z.2 vermittelst der Substitution

:

«2""--^«+ &./'"-)?/= So,

wodurch die zweite der Gleichungen (144) in zwei zerfällt. Man erhält sonach folgende drei

Gleichungen

:

(145) (a/"-^' b.}"^-^^) Z„— (p^Z = JC == (^•/'"-''' «/"-'') r/"'-'" -f
(l-jf™-«) ft^^(m-3)-)^(m-3)

(146) («/"'-=" «,/'"-^') a; + (6/"'-^^ rV"'-^)) y= (^/"'-^> «J"'-«)-!

(147) /5('"-3> a;— «'"'-^^3/= z..
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über die Auflösung eines Systemes von viehrcren unbestimviten Gleichungen etc. 49

Die (145) ist eine unbestimmte Gleicliung mit zwei Unbekannten z und .;., uml kann durcli

ganze Zalilenwei-tlie erfüllt werden, weil («/"'~'^ h.}"'~^^) = ^^ und <p^ relative Primzahlen sind.

Denkt man sic^h eine specielle Auflösung in ganzen Zahlen gesucht und den Werth von s^ in

die dritte (147) gesetzt, so liegen nun zwei Gleichungen, nämlich die (146) und (147) zur

Bestimmung von x und ^z vor. Diese Gleichung-en sind aber bestimmte und liefern nui- einen

einzigen Wertli von x und y. Die diesem Systeme entsprechende Determinante:

(a ("'-^'
c„'"'~'') a'"'"~^' + (b

('"-3)
c,/"'-3)-\

o('«-3)

ist zufolge der Relation (143) gleich Eins und sohin sind die aus den Gleichungen (146) und

(147) gezogenen Werthe a;, y nothwendig ganze Zahlen.

Durch eine m—2 malige Wiederholung der angegebenen Transformation gelangt man

sohin von dem ursprünglich gegebenen Systeme:

a^x + b^y + 0,2-1- + f^i« + ^i^ + 5^1^^ = \
a^x -\- hjj + CoS -1- + d^u -\- e^v -\- g.,w =: k,

zu m—2 unbestimmten Gleichungen mit je zwei Unbekannten und zu einem Systeme von zwei

bestimmten Gleichungen , dessen Determinante gleich Eins ist. Alle diese Gleichungen lassen

sich durch ganze Zahlwerthe der darin erscheinenden Unbekannten: x,y,z,...u,v,w und

Hilfsunbekannten x.,. .
. . ti, , t'o , lo., erfüllen, wenn in der Determinantengruppe:

(«1^2)

(«iCa) , (62*^2)

(«1.^2) ,
{b.g.^. .. . (e,g,)

kein gemeinschaftlicher Factor erscheint und somit ist also dargethan, dass unter dieser Bedin-

gung auch das ursprüngliche System für ganze Werthe der Unbekannten erfüllt werden

könne, wie z. b. w.

§ 12.

Hier liegt die Frage nahe , ob ganze Auflösungen nur unter der eben angegebenen Be-

dingung vorhanden sind, und wenn nicht, welche die allgemeinste Bedingung für das Beste-

hen ganzer Auflösungen sei? Mit der Beantwortung dieser Frage wollen wir uns hier beschäf-

tigen.

Vor allem ist schon, dem in §. 6 gewonnenen Satze zufolge, ersichtlich, dass auch in dem

Falle, wo die Determinanten des Systemes einen von Eins verschiedenen Factor gemein-

schaftlich besitzen, derselbe aber auch in allen Grössen

:

(Ajjßa) ,
(k.b.)

,
(ÄJja.) ,

[k^d,)
,

(k.e.;)
,

(k^g,)

erscheint, ganze Auflösungen bestehen werden, indem man durch die in §. 6 angegebenen

Transformationen das System in ein anderes gleichgeltendes verwandeln kann , dessen Deter-

minanten keinen von Eins verschiedenen Factor gemeinschaftlich besitzen. Dies beweist

schon, dass zum Bestehen ganzer Auflösungen das gänzliche Fehlen eines gemeinschaftlichen

Factors in den Determinanten keine unerlässliche Bedingung sei.

Denkschriften Her niathem.-iiaturw. Cl. XIV. Bd. Abhaiull. v. Nithtmirgl. S
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50 Jgnaz Heget

Es ist sonach die Frage zu beantworten: Unter welcher Bedingung besitzt ein System

von zwei Gleichungen ganze Auflösungen, wenn die Determinanten desselben einen von Eins

verschiedenen Factor gemeinschaftlich besitzen?

Mit der Beantwortung dieser Frage steht aber die einer anderen im innigsten Zusammen-

hange, nämlich der folgenden: Wenn ein System von zwei Gleichungen mit beliebig vielen

Unbekannten vorliegt, dessen Determinanten keinen von Eins verschiedenen Factor gemein-

schaftlich besitzen und dem somit dem früher Erwiesenen zufolge stets durch ganze Zahl-

werthe der Unbekannten Genüge geleistet werden kann, welcher ist der grösste gemeinschaft-

liehe Factor, der in einer Gruppe zusammengehöriger Werthe der Unbekannten erscheinen kann?

Der innige Zusammenhang dieser beiden Fragen wird durch die folgenden Bemerkungen

eingesehen werden

:

Denken wir uns ein System von zwei Gleichungen gegeben, dessen Determinanten einen

von Eins verschiedenen Factor <p gemeinschaftlich besitzen, so kann man zwar im Allgemeinen

durch die in §. G angegebene Transformation die Befreiung der Determinanten von diesem

Factor nicht bewerkstelligen, ohne die ganzen Grössen ä;, und k.2 in Brüche zu verwandeln,

allein eine Änderung der Veränderliehen führt augenblicklich zu dem gewünschten Ziele. In

der That führen wir anstatt der Unbekannten:

X u

andere ein :

vermittelst der Substitutionen:

^"
7 1? , 5

w

D , \V

(148) X-- y
1) j

11 ü m

if V ^ ^ ^

SO verwandelt sich zunächst das ursprünglich gegebene System in ein anderes mit den neuen

'

Unbekannten ;c
, ^ , j , . . . u , D , tu , in welchem zwar die Coefficienten Brüche sind mit dem

Nenner ^, aber sich alsogleieh in ganze Zahlen verwandeln lassen, wenn man beide Glei-

chungen mit <p multiplicirt. Die solchergestalt hervorgehenden Gleichungen sind

:

ß2PH-^2^ + ^2?)+ ••• A-d^U^ e-^)} -\- goW= k.,<p.

(149)

Sie unterscheiden sich von den ursprünglich vorgelegten ausser den neuen Unbekannten noch

in ihren im zweiten Theile erscheinenden Constauten k^ (p und k^ f, welche beide den Factor

<f
besitzen und können daher der in §. 6 angegebenen Transformation unterworfen werden.

Thut man dies, so gelangt man zu den zwei neuen, den beiden (149) völlig gleichgeltenden

j

Gleichungen

:

(150) «!>• + *!> + f-,' 5 + • • • • -f d; u -f e; D + (// m= k;

aj ^- -I- 6; t) -I- Ca' 3 + .... -1- dj u + e,' ü -}- gJ W= k.^

in welchen alle Coefficienten sowohl, wie die Constanten /j/ , k.,' ganze Zahlwerthe besitzen)

und deren Determinanten von jedem gemeinschaftlichen Factor frei sind. Dieses System ist

demnach jedenfalls in ganzen Werthen auflöslich; kann aber noch überdies dazu dienen, der]

Auflösungen des ursprünglichen Systemes habhaft zu werden. Substituirt man nämlich die

gefundenen Werthe von ^ , t)
, 3 . . . . u , ü , in , in die Gleichungen (148), so gehen unmittelbar
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Über die Auflösung eines Systemcs von mehreren unhestimmicn Cloichungen etc. 51

die correspondireiulen Wcvtlie von ;t , t)
, 5 , . . . ii , b , W liorvor, welche dem ursprüng-

liclion .Systeme Genüge leisten. Diese Letzteren sind, wie unmittelbar zu ersehen, Brüche mit

dem Nenner
<f
und können nur dann ganze Zahlwerthe erlangen, wenn in der entsprechenden

Reihe der Werthe von ;i; , 1} , 3 , . . . u , D , in der Factor ip gemeinschaftlich erscheint und

demnach den Kenner <p tilgt. Besteht daher unter all' den unendlich vielen verschiedenen

Auflösungen der Gleichungen (149) in ganzen Zahlen keine einzige, bei welcher in den

Werthen der Unbekannten ^ , t)
, 3 , . . . u , D , ID der Factor (p gemeinschaftlich erscheint, so

kann auch keine einzige zu ganzen Werthen aller Unbekannten x ^y ^ z ^ . . .ii ^v ^to führen,

und es wird demnach auch unmöglich sein, durch ganze Zahlwerthe den ursprünglichen Glei-

chungen Genüge zu leisten.

Hier ist also unmittelbar der Zusammenhang der beiden oberwähnten Fragen ersichtlich.

§."l3.

Stellen wir uns demnach die Frage : Welcher Factor kann bei einer beliebigen ganzen

Auflösung eines Systemes von zwei Gleichungen, dessen Determinanten keinen von Eins ver-

schiedenen Factor gemeinschaftlich besitzen! , möglicherweise in den zusammengehörigen

Werthen aller Unbekannten : x,y,z,....u,v,io gleichzeitig erscheinen ?

Vor allem ist aus den beiden Gleichungen unmittelbar ersichtlich, dass jeder Factor, der in

irgend einerReihe von zusammengehörigen und Genüge leistendenZahlwerthen der Unbekannten

X ,y ^ z . . . . . u , V ^ w erscheint, nothwendig in den beiden Constanten ^\ und k^ als Factor

vorkommen müsse, indem sie nur dann den im ersten Theile stehenden Polynomen identisch

gleich sind. Es können demnach nur jene Factoren in cc , ?/ , s , . . . . m , ?; , w gemeinschaftlich

erscheinen, welche gleichzeitig in k^ und k^ enthalten sind. Es lässt sich aber auch umgekehrt

zeigen, dass zum mindesten eine specielle Auflösung besteht, welche diesen gleichzeitig in k^

und ^•., erscheinenden grössten gemeinschaftlichen Factor in den Werthen sämmtlicher Unbe-

kannten : X ^y ,z ^ . . . u ,v ,10 wirklich besitzt. Dies wollen wir auf folgende Weise darlegen

:

Zuvörderst denken wir uns dieses System durch die in §. 9, 10 gezeigten Transforma-

tionen in eine Reihe von Gleichungen verwandelt

:

(151) <PjU^— <PjU=^K^

(152) a/"'-^)x-fV'"--)2/= 2i

für die hier erseheinenden Grössen bestehen folgende Gleichungen:

Mj,= ^•; = k, X, + ^2 4 , Kw = [hih + ^^2/^2] ff,

y, = w;= tc, x; + «5,^2' , K„ = [w, n; + ««^/V] <f.

(153) u,— v;—v^x;' + vjj' , K„={v,ii^' ^ v„_ii:']f,i

= Uy ==:U,^"»-'>-f M^V"'"" , A", =[«,/V"'-''-f-Mo/iof"'-'']f<.

g'
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52 Ignaz Heger.

Fassen wir nun zuvörderst die ersten beiden Gleichungen der (153) ins Auge, so zeigt sieh

unmittelbar, dass jeder gemeinschaftlich in k^ und Ä;, vorkommende Factor auch in lo er-

scheinen vs^ird. Die erste der unbestimmten Gleichungen (151) verstattet aber, da
(f^

und (p^

relative Primzahlen sind, ganze Auflösungen, und unter diesen bestehen, wie bekannt, solche,

die durch K,, theilbar sind. Es wird .sonach ein Werth von w und w^ bestehen, der den in k^

und ^^ gemeinschaftlich vorkommenden Factor entliält. Dieser Factor erscheint also nunmehr

in ^0l und ?ü, und folglich auch in K^, wie in der zweiten (153) zu sehen. Man kann nun in

gleicher Weise bei der Auflösung der zweiten unbestimmten Gleichung in (151) dafür Sorge

tragen, dass dieser Factor auch in i\ und v gleichzeitig erscheint. Nun erscheint also der in

^, und Ä;., vorhandene Factor schon in w , v , dann in i\ und i\ , folglich auch in i\ und ÜT,,,

somit auch in ««, und kann bei der Auflösung der dritten unbestimmten Gleichung in (151)

auch dem Werthe von u^ und u ertheilt werden. In solcher Weise fortfahrend, gelangt man

endlich zum Schlüsse, dass bei zweckmässiger Wahl auch s, und s, diesen Factor tragen, und

demnach derselbe auch in den aus den beiden bestimmten Gleichungen (152) (mit der Deter-

minante Eins) gezogenen Werthen von x und y erscheinen wird. Es ist folglich möglich , die

ganzen Werthe der Unbekannten x
, y , z . . . . w sämmtlieh mit dem Factor zu versehen, der

in k^ und Ä.', gemeinschaftlich vorhanden ist.

Fassen wir all' das bisher Gesagte zusammen, so gelangen wir zur folgenden Beantwor-

tung- der oben aufgestellten Frage: Bei einem Systeme von zwei Gleichungen,

dessen Determinanten keinen von Eins verschiedenen Factor gemeinschaft-

lich besitzen, kann höchstens nur der grösste gemeinschaftliche Factor der

beiden Constanten A'j , ä;, gleichzeitig in allen Werthen der Unbekannten,
welche zu einer und derselben Auflösung gehören, enthalten sein, und es

las st sicli stets eine solche Auflösung wirklich angeben.

§. 14.

Nach der Beantwortung dieser Frage wird es keiner Schwierigkeit mehr unterliegen,

auch die mit ihr im innigen Zusammenhange stehende andere zu erledigen, nämlich anzuge-

ben, unter welchen Bedingungen ein System von zwei Gleichungen ganze Auflösungen ver-

stattet, selbst dann noch , wenn seine Determinanten einen von Eins verschiedenen Factor

gemeinschaftlich besitzen. Um aber der nachfolgenden Untersuchung alsogleich die nothwen-

dige Allgemeinheit zu verleihen, bezeichnen wir mit ^{^^ den grössten gemeinschaftlichen

Factor aller Determinanten, mit ^^^. jenen aller Grössen (ka)
,
[kh)

,
(kc) .... (kg), wo selbst-

redend ^ der grösste gemeinschaftliche Factqr ist, der sämmtlichen Determinanten, die sich

aus den Coefficienten und Constanten der Gleichungen biklen lassen, ^^ und ^f. hingegen

zwei relative Primzahlen bedeuten. Dem in §. i Bewiesenen zufolge ist nur ^^ gleichzeitig

auch ein gemeinschaftlicher Factor von /., und ko. Das hier in Rede stehende System sei durch

die beiden Gleichungen

:

(154) «iX -f b^y 4- c,3 -f . . . . -|- d^u -\- e^v -\- g^io --r^^i^t

a^x -\- L,y -f- c-s + • • • + d, u -)- e^>z; -f- g.^ lo= f., tp,,

vorgestellt, wobei der in den beiden Constanten erscheinende gemeinschaftliche Factor <p^

ersichtlich gemacht Avurde. Dasselbe lässt sieli nun durch die im ' §. 12 angewenglete
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TJber die Axtflösiing eines Systemes von mehreren icnbestimmten Gleichungen etc. 53

Aiulening der Veräiulerliclien in ein anderes verwandeln, bei dem die J)eterminanten keinen

gemeinscliaftliohen Factor mehr aufweisen, der nicht aucli zugleich ein Factor aller Grössen

(^ö) ,
[kb) .... {kg) wäre; kurz, lässt sich in ein System verwandeln, das ganze Auflösungen

zulässt. Im gegenwärtigen Falle treten aber an die Stelle der in §.12 angewendeten Substi-

tutionen (148) die anderen

:

(155) a: =— , ?/ =— , s =— , . . . . m=— e;=— w =—
weil sich offenbar der in allen Determinanten und Grössen (/,•«) , {l^h) . . . erscheinende Factor

if auch ohne Einführung neuer Veränderlichen , durch die in §. 6 angegebene Combinatiou

der Gleichungen entfernen lässt. Hiedurch geht das System (154) in ein anderes über, mit

den neuen Unbekannten ^,l),3 U,D,lt), welches nach dem Wegschaffen aller Nennei-

der Brüche die Gestalt erlangt:

.jggs aijC + 6,^ -L c,ä + + f7,u + e^ ü + 5r, m = l,ip,(p,

«2?: + ^2 1> + Coj + -f c?2U + 6.2 D + g.> m = f., (pi,<p,,.

Die Determinanten dieses Systemes sind von-jenen des ursprünglich vorgelegten (154) nicht

verschieden, und demnach so wie jene mit dem grössten gemeinschaftlichen Factor
(pf,^ ver-

sehen. Die Constanteu aber und demzufolge auch die Grössen (kd)
,
{]ih)

,
{leg) unterscheiden

sich in einem weiteren Factor
f,.

von jenen des ursprünglichen Systemes. Während also früher

die Grössen {ka)
,
{kh) , . . . ikg) den grössten gemeinschaftlichen Factor (pip,. besassen, werden

sie bei dem neuen Systeme (156) den anderen: cpcp^tp^. aufweisen. Der grösste gemeinschaft-

liche Factor (fip;. der Determinanten ist demnach bei diesem Systeme (156) gleichzeitig auch

in allen Grössen (ka)
,
(kb) , . . . (kg) als Factor enthalten und es lässt sich demnach durch die

in §. 6 auseinandergesetzte Transformation dieser Factor aus allen Determinanten heraus-

schaffen, mit anderen Worten, dieses neue System (156) lässt sich den früheren Ergebnissen

zufolge durch ganze Zahlwerthe der Unbekannten ;i: , t)
, 5 , u , ü , lu erfüllen. Führt man

die in §. 6 angegebene Transformation wirklich aus, so gelangt man zu zwei Gleichungen

von folgender Gestalt:

, _, <?: -!- b,'i) +c/3 + + cZ/u + e/ü -f ^'/lu = t,'(/>,

(lo/)

wobei sämmtliche Coefficienten und auch die Constauten k^' , k.^ ganze Zahlwerthe besitzen.

Eine leichte Überlegung zeigt noch überdies, dass k^ und k^' relative Primzahlen sind. In der

That, besässeu sie noch irgend einen von Eins verschiedenen Factor z. B. gemeinschaftlich,

so würde d^^. in allen Grössen (ka)
,
(kb) .... (kg) dieses Systemes (157) als Factor enthalten

sein und, da die entsprechenden Grössen des Systemes (156) nur in einem Factor ^yif.

davon verschieden sind, so müsste ihnen (f(p^<p^d und nicht, wie unserer Annahme entspricht,

(p<fk<pk als grösster gemeinschaftlicher Factor angehören, und somit ist klar dargethan, dass

d keinen von Eins verschiedenen Werth besitzen könne, mit anderen Worten, dass kl und k,^

relative Primzahlen sind. Dieses zuletzt erhaltene System (157) hat demnach in all' seinen

Determinanten keinen von Eins verschiedenen Factor mehr gemeinschaftlich und <p^ ist der

grösste gemeinschaftliche Factor der Grössen {ka)
,
(kb) , . . . (kg). Wir schliessen hieraus zu-

folge §. 10 . dass man demselben durch ganze Zahlwerthe von ;i:. t)
, 3 , u , D , lü Genüge
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54 Ignaz Heger.

leisten, und nacli dem im §. 13 gewonnenen Satze, dass nur
<l<,.

oder einzelne Factoren von 9^4,

keineswegs aber eine andere Zahl in einer Auflösung, d. h. in einer Gruppe von zusammen-

gehörigen Werthen der Unbekannten gemeinschaftlich erscheinen könne: also weder (p,. noch

irgend ein einfacher Factor dieser Zahl. Denken wir uns demnach irgend eine beliebige Auf-

lösung gesucht und die gefundenen Werthe von ;t; , t)
, 3 , . . . u , ü , in in die Gleichungen

(155) substituirt, so gehen die correspondirenden Werthe von x
, y , z , . . . . 10 , v , ic hervor,

welche das ursprünglich vorgelegte System erfüllen ; sie sind aber alle oder doch zum min-

desten ein einziger, wirkliche Brüche, wenn
<f,.

von Eins verschieden ist. Bringt man sie alle

auf einerlei und kleinste Benennung, so ist der gemeinschaftliche Nenner von
<f^.

nicht ver-

schieden. Dass dieses Endresultat immer dasselbe bleibt, welche Auflösung des Systemes

(157) man auch unter den unendlich vielen bestehenden erwählen mag, ist wohl überflüssig

erst zu erwähnen und somit ausser allem Zweifel , dass ganze Auflösungen des ursprünglichen

Systemes unmöglich sind, wenn ^^ einen von Eins verschiedenen Werth besitzt.

Wir gelangen sohin zur folgenden allgemeinen Eegel, um die Frage zu entscheiden, ob

ein gegebenes System von zwei Gleichungen mit beliebig vielen Unbekannten ganze Auflö-

sungen zulässt oder nicht:

Man bestimme den grössten gemeinschaftliehen Factor
(f(fi.

aller aus

den Coefficienten der Gleichungen gebildeten Determinanten:

{ah)

{ac)
,

(bc)

J

(ad) . (bd)
,

(cd)

(ae) . (be)
,

(ce)
,

(de)

suche hierauf den grössten gemeinschaftlichen Factor ^, der sowohl in

dieser Gruppe von Determinanten, als auch in den Grössen:

(ka)
,

(kb)
,

[kc) (kd)
,

[ke)
,

(kg)

erscheint, und dividire nun den ersten dieser gemeinschaftlichen Facto-

ren durch den zweiten, so entscheidet der erhaltene Quotient ^4, der

jedesmal eine ganze Zahl ist, die obige Frage: Ist ^^ = 1 , so sind ganze
Auflösungen wirklich vor banden. Erhält aber ^4 einen von Eins verschie-

denen Werth, so kann man dem vorgelegten Systeme nur durch wirkliche

Brüche Genüge leisten und ^^. ist geradezu unter allen möglichen der kleinste

gemeinschaftliche Nenner derselben.

§• 15-

II. Über das Aufsuchen einer speciellen Auflösung in ganzen Zahlen,
oder in gebrochenen Werthen mit einem bestimmten Nenner.

Das Problem, eine specielle Auflösung aufzusuchen, ist im Grunde schon durch die in §. 9

und §. 10 gelehrte Transformation vollständig gelöst, da zur Bestimmung der überschüssigen

Unbekannten gewöhnliche unbestimmte Gleichungen mit je zwei Unbekannten , oder wen-o
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Über die Aiißösiuig c//ie&- Systemes von mehreren unhestivimten Gleichungen etc. 55

man will, gewüliuliehe Congruenzen des ersteu Grades vorliegen; die Bestimmung dei-

übrigen zwei Unbekannten aber dann durch Auflösung eines Systenies von zwei Gleichungen

des ersten Grades auf bekannte -Weise bewerkstelligt werden knnn. Unsere Absicht ist hier

auch keineswegs eine andere, als den Gang der Rechnung zu regeln \\\\i\ namentlich die Bil-

dung der unbestinunten Gleichungen auf eine einfache und indepcndente Regel zurückzu-

führen. Unter (151) in §.13 finden sich die unbestimmten Gleichungen zusammengestellt, die

dem gegebenen Systeme von Gleichungen gleichgeltend sind. Bei den darin erscheinenden

Grössen : Ä'^
, Jv,. , TT,, .... K, ist eine indepcndente Bestimmung wünschenswerth , nach-

ilem sie bisher nur auf recurrirende Weise abgeleitet wurden. Um zu den Werthen dieser

Grössen zu gelangen, werden wir nicht die früheren Substitutionen verfolgen, sondern einen

anderen kürzeren und directen Weg einschlagen, indem wir aus den ursprünglich gegebenen

Gleichungen alsogleich diejenigen ableiten, die durch eine öftere Wiederholung des bekannten

Transformationsverfahrens hervorgehen.

Wir wollen also die gegebenen Gleichungen:

a, .-r -f 6,?/ + CiS + . . . . -^Ij-^ . . . . + d,u + e^v + g,w = k,

«oX + b,7/ -\- c^z -\- . . . . + ht.-T . • . • + dc,u -f 62?" + <72^ = ^2

vornehmen, und hier zwei neue Gleichungen mittelst einer einzigen Transformation ableiten,

von welchen die erste von t frei ist, und bei welchen die von l .... d , e
, g , k freien Deter-

minanten von ihrem grössten gemeinschaftlichen Factor ^, ^a • <?€ • 9^; • ^ befreit sind.

Hier bedeutet ^ den grössten gemeinschaftlichen Factor aller Determinanten

:

(ab)

(ac)
,

(bc)

(al)
,

(bl)
,

(cl)

[ad)
,

[bd) . {cd)

(ae) . (be) . (ce) (de)

(ag) . [bg)
,

(cg) (dg) . (eg)

(ka) . (kb) ,
(kc) (kd) , (ke) , (kg).

(f(f^
ist der grösste gemeinschaftliche Factor aller jener Grössen dieser Gruppe, die nach Hin-

weglöscheu der letzten Zeile übrig bleiben; (p<Pk<Pg der grösste gemeinschaftliche Factor der

nach dem Wegstreichen der zwei letzten Zeilen noch übrig bleibenden Grössen dieser Gruppe,

d. h. der von k und g freien Determinanten u. s. w.

Ferner bedeutet (p<p,. den grössten gemeinschaftlichen Factor der mit k versehenen Grössen

der letzten Zeile;
jjf^.j!',

jenen der xmt g versehenen und von k freien Grössen der vorletzten

Zeile u. s. w.

Es sollen nun vermittelst schicklich gewählter Multiplicatoren /j , /.
,

/Xj
,
/x, und unter

der Annahme f^= 1 zwei neue Gleichungen abgeleitet werden :

alx -[- b;y + ciz -f .... -f //^ -f .... -h d^u + e^v Ar g^w = kl

a:x -\- b.ly ^ CoZ -t .... + l.:t ^ .... + d.lu + eJv -(- g.J w — Ä;./,
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56 Ignaz Reger.

welche den ursprünglichen (158) vollkommen gleichgeltend sind. In diesen transfor-

mirten Gleichungen soll 1^ = sein, ferner sollen die Coeffieienten: «/ , b^ , c,' ,....

Co' , h.! , Cj' , . . . . ganze Werthe besitzen, mit Ausnahme der übrigen: m^ , . . . c?/ , e/
, g^ ,

^•l'
und IJ , . . d.2 ,

63'
, g.!, welche auch gebrochene Werthe erhalten dürfen, und endlich

sollen die von l ,. .. d , e
, g , k freien Determinanten von jedem gemeinschaftlichen Factor

befreit erscheinen.

Diese Aufgabe hat nicht geringe Ähnlichkeit mit dem in §. 8 behandelten Probleme. Es

ist namentlich einleuchtend, dass die Multiplicatoren - Determinante {Xiß.^ ein Brucli und

zwar geradezu der reciproke Werth des gemeinschaftlichen Factors (p, . . . (p,, . f^ . (p^ . f sein

müsse. Es unterliegt keiner Schwierigkeit , alle Bedingungen aufzustellen und durch ein rein

analytisches Verfahren, ähnlich, wie in §. 8, zu den Werthen von X^ , Xn_
,
/i,

,
/i, zu gelangen und

zwar zu ihren allgemeinen Werthen. Wir halten eine Wiederholung der dort gemachten

Bemerkungen für überflüssig, da der Leser dies leicht completiren kann, und geben hier nur die

hervorgehenden Werthe der Multiplicatorön, aber nicht in ihrer allgemeinen Form, sondern in

der für unsere Zwecke hinreichenden speciellen

:

K = ^l.„.„ K

(160) a, = — \a, a + Kß+c.,r+ 1

m = ^
[«1 « r ^1/5 + Cir -r ],

WO die Grössen «, y9 ,;-,.. . ganze Zahlen bedeuten, welche die Gleichung

(161) (a,l^a + (b,l.^ß-^(c,l,)r-i- ^<p><p,„- -fafef.f

zu erfüllen haben.

Die Werthe der Coeffieienten der transformirten Gleichung (159) sind dann folgende:

(162) a, =~- —-—- ,\— " —
i'lfm <pd<pe<Pg<P

' "'
<Pl<Pm <pa9e<Pg<P ' "^ IpKPm <Pd <?€<?}<?

i, = U e, = , q, = -,
} "-1 —

(pl<pm- <Pa 'Pf.fg'P 4'! 9>'> f.l'Pe <p,j <P V' f'n tpd <Pe <Pg a

a, =
[ («163) ß ^- {a,c.^ ;' + ....]

<pi<pm (fd 9t <fg <P

— 1

(pi lfm <Pd'Pe<Pg<P
[—{a,b.^a~r {b^c.;)r + ]

cj = f
— (et, c.) a— (61 c,)ß -f

plipm <pd<Pe<Pg<P

(163) 4 = —
91

d:= ^ [(a,d) a + {b,d,)ß j- {c,d.;)r -^ . . .

.]
<fi<pm- ..9d9i9g9

[(«,e,)a + (Ä,e,)y3+ (e,e.,)^ +
]e.2 =

(fl (pm 9d9efg9
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über die Auflösung eines Systemes von mehreren unbestimmten Gleichungen etc.

''^ = ^^„„.'L.^^'P t ^''' "^^"^ '' -^ ^^'' ^-^ '^ -i- (Ä;. c,) r + . . .

.

].

In diesen Formeln ist unmittelbar ersichtlich, dass

«/ , ^l' , Ci

a.2 , b.,'
, Co' ,

:> (

ganze Werthe besitzen, indem sich alle hier angezeigten Divisionen wirklich ausfülu-en lassen.

Ferner sind alle aus diesen Coefficienten gebildeten Determinanten von dem ursprünglich darin

vorhandenen gemeinschaftlichen Factor ^i^„, ... f ,/ f^ fo f befreit, weil (^i/ia) den Werthcn
1

ilGO) zufolij-e und mit Rücksicht auf die Bedingungsgleichung (161) den Werth —
' ^ ö ö ö ö V ^

p;^„. ...y.^iyj.yjyy-

besitzt. Endlich ist l^^O und somit sind alle Bedingungen erfüllt, die gefordert wurden. Ver-

mittelst dieser Formeln lassen sich nun die Werthe von

:

mit Leichtigkeit ableiten und die unbestimmten Gleichungen bilden. Ersetzt man zuvörderst

/ durcli den letzten Coefficienten g , so erhält man:

(164) ^•.; = -^[{k, a,) a, -f {k, b,) ß, + {k, e,) y, + ^ {K e^) ^i] •

wobei «, , ßi ,
j-^ . . . ganze Zahlen sind, gezogen aus der unbestimmten Gleichung:

(165) («,5-.) «, + {b,g.;)ß, + {c,g,) ;-, -f + {e.g^)^. = 9'Pr

die erste der unbestimmten Gleichungen in (151) ist demnach :

(166) f^w., — ip^w = ^ \{kxO'^ «1 + (^iÖ2)/?i + {Ko-i)r. + + {h<i-^^\

Die hier im zweiten Theile angezeigte Division durch cp lässt sich wirklich ausführen, da

die Grössen: {k-^a^
,
{k^b.^ , {Kc.^ . . . (kiS,) sämmtlich durch ^ theilbar sind.

Ersetzt man jetzt die Grösse l in den allgemeinen Formeln durch den vorletzten Coeffi-

cienten: e, so findet man zwei transformirte Gleichungen in der Form:

«,' X + big + riz -L A^ d^u +gi ic = k,'

a^' X -f kjg + Ca' s + -^ doU^, v -\- gj w = kj
,

und wird in der zweiten derselben:

tto X -f b-^'g -\- c^ z -j- ^ d-^u ^= — i'a

setzen. Man gelangt so zur unbestimmten Gleichung:

(167)
'

^^'

tp<fg

Denkschriften der m.ithem.-naturw. Cl. XIV. Bd. Abhandl. von Nichtmitgl h
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58 Ignaz Heger.

wo die Grössen «»
-, ß'iT-i • <^2 ganze Zahlen bedeuten, welche die unbestimmte Gleichung

erfüllen

;

(168) (ß, eo) öo + (6, e,) ß, + (c, e,) ^, + + (rf, e,) (?, = jr f^ ip,

.

In ganz ähnlicher Weise ergibt sich die dritte unbestimmte Gleichung der (151), wenn

man den allgemeinen Buchstaben l durch den andern d ersetzt. Die transformirten Gleiehun-

oen haben in diesem Falle die Gestalt:

<!r + 6/i/ + 6/3 + + ^elvArglw=k;

a,2X -\-böy ^c^z -\- -\ u -{- e^v -}- g.^ lo = Ä;./

und man wird:

a^x -\-h,^y -^ c^ z -\- . . . . ^ — u.,

setzend, zur unbestimmten Gleichung gelangen:

9äU2— <paU=~-~— [(^i«2)«3 + {^A^ßi + (^'1^3)^3 + • • ]
fpe Yg Y

(169) + -^ {{a,g.^ a, + {b,g.)ß, + {c,g.^ r^ + • • •]

+ -^^ [(«1 62) «3 -f (^1 62)A + (ci e^) r. + • •]

wo die Grössen «3 , /?3 ,
^'3 . . . ganze Zahlen sind, welche durch Auflösung der unbestimmten

Gleichung:

(170) (a, d) «3 + (^1 f^) A + (ci d) ^3 + • • = <P, <P. <Pg9

gewonnen werden.

In dieser Weise fortfahrend, kann man der Reihe nach alle unbestimmten Gleich inigen]

(151) aus den hier aufgestellten allgemeinen Formeln ableiten, indem man den allgemeinen

Buchstaben l durch den passenden ersetzt. Das Gesetz, nach dem dieselben gebildet werden,

ist aus den Formeln (166) (167) (169) mit den Bedingungsgleichungen (165) (168) (170)1

unmittelbar zu ersehen und es unterliegt keiner Schwierigkeit, auch die folgenden unbestimm-]

ten Gleichungen alsogleich zu bilden.

Es bleibt jetzt nur noch übrig, die zwei allerletzten bestimmten Gleichungen (152)

zu bilden. Auch diese gehen aus den allgemeinen Formeln (163) hervor, und zwar wenn

mau l durch c ersetzt. In der That sind in diesem Falle die transformirten Gleichungen

folgende

:

a^x -|- 6/3/ -\- 4- . . . . + tZ/w + e/ i' -f-_^/ w =: k^

O2' X -|- K^y -{ -— z ^ . . . . + d.2 u -^ e.^ V -^ g^ w =^ k,'.

Hier ist nun:

4'i'
— g^ w— e/ w— d,'u— . . . . = 4-2,

a/ X + b.y y=^— S2

zu setzen. Man gewinnt so die letzte unbestimmte Gleichung der (151) in der Form:

I
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über die Auflösung eines Systemes von mehreren unbestimmten Gleichungen etc.

wo a , y? ganze Werthe besitzen, gezogen aus der Gleichung:

(172) (a,c,)«4- (6,c-,)/5= ^.. .
. ^"^ ^^. jp^ j?.

Die zwei bestimmten Gleichungen in x , ij sind:

(173) <a; + 6,'?/=: + 2i

«./x -f- h.^y=— s.,

mit den Werthen:

(1<4) «, =- , 6i
=-

«a' =—ß ,
bj ^ -j- a

weil («,6.,) = -)- ^ (pg<p^(p^j(p ist, und:

(175) + z^ = - [(^,Co)^-(Cl5'.,)^<;4- (t'.e.)?;^- (c, d) m + . . . .]

'^-
(«,*,)[.

[(^Ja,) + {a^g.^w + («iß.,)« + («icZa)^ -t- ....]« +-i

[(Ä;, ^.,) + (ii^'o) MJ + (6, e,) z; + (6, e.) m +....] /? J

'

Hiemit ist die wirkliche Berechnung vollkommen angebahnt. Um eine specielle Auflösung

in ganzen Zahlen zu finden, wird man mit der Auflösung der ersten unbestimmten Gleichung

(166) beginnen; nachdem man früher die darin enthaltenen Grössen «, , /5, ,;-,,.. £, aus der

Bedingungsgleichung (165) gezogen hat. Den gefundenen ganzen Werth von w setzt man nun

die zweite Gleichung (167) nachdem man früher die Hilfsgleichung (168) in ganzen Zahlen

aufgelöst und die Werthe von a.^, ß<, .j. , fJ, gesucht hat. Der zweite Theil der Gleichung

(167) verwandelt sich hiedurch in eine ganze Zahl, wie aus den früheren Untersuchungen

bekannt und leicht einzusehen ist, und man wird für v einen ganzen Werth finden können. Die

gefundenen Werthe von v und?« werden dann in dritte Gleichung (169) gesetzt, nebst den

aus der (170) zu suchenden Werthen o.^
, ß.^ , y., , . . . Der zweite Theil verwandelt sich aber-

mals in eine ganze Zahl und man wird demnach auch für u einen ganzen Werth finden u. s. w.

bis endlich die letzte Gleichung (171) den zugehörigen ganzen Werth von z geliefert hat. Die

Werthe von x und y findet man nun gleichfalls in ganzen Zahlen aus den Gleichungen (173)

nachdem man die durch die (174) und (175) gegebenen Werthe von a/ , b^ , a.,' , bj ,
z, ,
— s.,

mit Hilfe der früheren Ergebnisse berechnet hat. Die zwei Gleichungen (173) liefern in diesem

Falle nur ganze Werthe für x und y, weil ,i', und — ^g ganze Zahlwerthe erhalten und die

Determinante «,' L,' — aJ 6,', wie auch aus den Formeln (174) und der bestehenden Bedin-

gungsgleichung (172) ersichtlich ist, den Werth 1 besitzt.
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60 Jgnaz Heger

§. 16.

III. über das Aufstellen der allgemeinen Formel, welclie alle möglichen
ganzen oder gebrochenen Auflösungen mit einem be stimmten Nenner in sieh

enthält.

Die in §. 7 — 10 gelehrte Transformation eines unbestimmten Systemes von zwei Glei-

chungen wurde im Vorhergehenden mit Nutzen angewendet, um zuvörderst die Frage zu

entscheiden, ob ganze Auflösungen bei einem Systeme zulässig seien, und Avenn dies nicht

der Fall war, den Werth des kleinsten möglichen Nenners kennen zu lernen; ferner hat sie

ihre Wirksamkeit erwiesen bei der Berechnung einer speciellen Auflösung des Systemes; sie

führt aber auch zur allgemeinen Formel, welche alle Auflösungen einer bestimmten Gattung

(entweder alle ganzen oder alle gebrochenen mit einem bestimmten Nenner) in sich schliesst

und mit einer entsprechenden Anzahl ganzer willkürlicher Grössen verknüjjft ist. In §. 2

wurde die allgemeine Gestalt einer solcher Formel bereits entwickelt, und angegeben, dass

die Aufstellung derselben im Grunde die specielle Auflösung mehrerer verschiedener Systeme

von Gleichungen voraussetze, die aus dem gegebenen Systeme durch sehr einfache Substitu-

tionen abgeleitet werden können. Die hier in Eede stehende Transformationsweise des

Systemes von zwei Gleichungen würde ohne alle diese früheren Untersuchungen zu genau

demselben Resultate führen , wenn mau anstatt, wie bisher geschehen, bei der Auflösung der

unbestimmten Gleichungen nur einen einzigen speciellen Werth der darin enthaltenen Unbe-

kannten aufzusuchen, den completen , mit einer willkürlichen ganzen Grösse verknüpften

Werth sich verschaffen würde. Die so eingeleitete Rechnung würde dann offenbar zu einer

gleichen Anzahl von willkürlichen Grössen führen, als unbestimmte Gleichungen, oder was

dasselbe ist, als überschüssige Unbekannte in den Gleichungen vorhanden sind. Insoferne

wäre demnach mit der in Rede stehenden Transformation eines Systemes von zwei unbestimm-

ten Gleichungen sogar das hier vorliegende Problem, nämlich die allgemeine Auflösung als

erledigt und auf bekannte Grundoperationen zurückgeführt anzusehen. Nichts desto weniger

halten wir es für erspriesslich, dieses Problem noch einer näheren Erörterung zu unterziehen,

da es in allen Fällen , wo diese Rechnungen nur einigermassen an Umfang zunehmen , eine

klare Übersicht und das Vermeiden aller Umwege unerlässlich wird. Dies ist der Grund

warum wir hier die in Rede stehende Transformation ersetzen werden durch ein anderes gere-

geltes Verfahren.

Nach den Ergebnissen des §. 2 ist die allgemeine Formel der Auflösungen eines Systemes

von zwei Gleichungen ihrer Gestalt nach durch die (15) gegeben, wenn man darin ?i=2 setzt.

Bevor man aber zur Aufstellung derselben schreitet, ist noch früher zu bestimmen, welche

Ordnung man den verschiedenen Unbekannten anzuweisen gesonnen sei, gewissermassen,

welche derselben man als unabhängige und welche als abhängige betrachten wolle, weil

von dieser Anordnung der Unbekannten die Gestalt der allgemeinen Auflösung abhängt, wie

schon im §. 2 erörtert wurde. In den gewöhnlichen Fällen, wo alle Determinanten des Systemes

von Null verschieden ausfallen, unterliegt diese Anordnung der Unbekannten keinerlei

Beschränkung und man kann nach voller Willkür dabei zu Werke gehen , indem eine jede

mit gleichem Geschick die Rolle der Unabhängigen, wie jene der Abhängigen zu übernehmen

geeignet ist. In gewissen Fällen aber, die zu den Ausnahmen zu rechnen sind , erweisen sich

manche Unbekannte als untauglich, die Rolle der Unabhängigen zu spielen, indem ihre Wejthe
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über die Auflösung eines Systemes von mehreren unbestimmten Gleichungen etc. Ol

ilurrli die lileicliungen bostiuimt sind: und dann daii'niaii wohl luclit melir ganz nadi \Villkiir

dabei zu Werke gehen. Diese Ausnalinisfälle geben sieli aber immer durcli das Nullwerdeu

einzelner Determinanten zu erkennen und können gelegentlicli sogar zum Wegfallen einer der

beiden Gleichungen fuhren, weil sie von der andern nicht verschieden ist, odei' w(dil gar einen

Widerspruch zwischen beiden (ileichungen aufdecken, liier nehmen wir aber auf alle diese

Ausnahmsfälle keine Ivücksieht, sondei'n werden sie in einem späteren Paragraj)he (§. 2.5) zum

Geiienstande der Erörterung machen. Hier nehmen wir nur auf jene Gleicliungen Kücksicht,

bei denen eine solche J^eschränkung in der Wahl der abhängigen und unabhängigen Unbe-

kannten nicht eintritt, mit anderen Worten, bei denen keine der Determinanten gleich Null wirtl.

Es seien auch hier, so wie früher:

il76i ^ir=:«.ja; + 6]?/ + t',s-; . . . . il^n Ar e^v A^ g^w

k.,= «jX + b.>y -)- c-.,3
-f-

. . . . i- dn u -{- e., v 4- g., ic

die zwei gegebenen unbestimmten Gleichungen und wir wollen hier voraussetzen, dass keine

einziffe ihrer Determinanten einen Nullwerth erhalte. Den darin erscheinenden Unbekannten:o

X . g . z , . . . . u . r ^ w

wollen wir die hier ersichtliche Rangordnung ertheilen, wo also v und lü die beiden abhän-

gigen , die übrigen aber die unabhängigen Unbekannten vorstellen. Den Ergebnissen des §. 2

zufolge ist die allgemeine Auflösung dieses Systemes alsdann in folgender Gestalt zu suchen:

(177) u = ^- [Uo + Ui? - iur/^ u,C + + u„,_o/5]

^ = ^K + i^f -r ^,-^/ - ü.C + \- u_.''>J

Hier bedeuten c , 5^ , f , • • • * willkürliche Grössen m— 2 an der Zahl, welche alle

beliebigen ganzen Werthe erhalten können. 9J
, ;l'u • t)o ^ äu • • • ^o • i-'"

? ^^V • Xt • '>^\ ]i •

u, , Dl . \x\ : 1^2 , 5,, , . . . Uo , üo . Wo ; u- s. w. bedeuten aber bestimmte ganze Zahlen.

Die Bestimmung dieser zuletzt aufgezählten Grössen ist eben die hier gestellte Aufgabe. 5R ist

der allen zu suchenden Auflösungen zukommende Nenner und als solcher entweder im Voraus

als eine bestimmte Zahl gegeben, oder erst zu suchen. Verlangt man die mit den kleinsten

möglichen Nenner versehenen Auflösungen, so ist 9i noch nicht bekannt, sondern muss erst

bestimmt werden und besitzt namentlich den kleinsten möglichen ganzen positiven Werth,

welcher aus den zwei Gleichungen

:

(178) A;,9?r=rtji; + /',t)^(n- . . .
- d,u + e,\) + g,\v

kJl= a,X^b,\:) -c,5-r + d.,n + e,l^ -i,- g.AV
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62 Ig7iaz Heger.

überliaupt erhalten werden kann , ohne die übrigen darin erscheinenden Unbekannten

^ , t)
, j , . . . u , D , >U , der Möglichkeit zu berauben, ganze Werthe zu erlangen. Diese

zwei Gleichungen unterscheiden sich von den ursprünglich gegebenen nur darin, dass diel

Constanten Grössen k^ , k., mit 9l multiplicirt werden und die Unbekannten cc , ?/ , s , . .

u , V ^ 10 beziehungsweise in ^ , ^ , j . . . . u , d , It) geändert werden. Es kann aber

auch 9i schon im Voraus gegeben sein, nur muss dann, soll das Problem überhaupt möglich

sein, dieser gegebene Werth von 9t theilbar sein durch den numerisch kleinsten und von Null

verschiedenen Werth von 9t, welcher den ganzen Auflösungen des kSystemes (178) entspricht.

Der Fall wo 9t= 1 ausfällt, ist ein specieller und bezieht sich auf die ganzen Auflösungen.

Jedes auf die Gleichungen (176) Bezug habende Problem, gleichgültig, ob dabei ganze oder

gebrochene Auflösungen gesucht werden, lässt sich aus den allgemeinen Gleichungen (178)

durch Auflösung derselben in ganzen Zahlen erledigen, wenn man über den Wertb der darin

erscheinenden Grösse 9t die geeigneten Verfügungen trifft. Die in der allgemeinen Formel

(17 7) erscheinenden Grössen ;Co , t)o , 3o ? • • • Uu ? t)o » ll^o sind eine specielle Auflösung

des Systemes (178) in ganzen Zahlen, wenn 91 darin jenen bestimmten Werth besitzt, den es

in den Formeln (17 7) bedeutet, und:

(179) X =:
fo

y
_äu_

31

^o=

ist alsdann eine specielle Auflösung des ui'sprünglich gegebenen Systemes (176) in Brüchen

mit dem Nenner 9{.

Ersetzt man in den Gleichungen (178) 9t durch Null, wodurch sie übergehen in:

(180)

= o2;i: -f h.,\) + Cgj + . . . . + cLu 4 c^oD + g.iW

und sucht nun den kleinsten positiven, von Null verschiedenen ganzen Werth von ;i:,

welcher ganzen Auflösungen dieser zwei Gleichungen entspricht, so ist dies geradezu der

Werth von ^, , und die übrigen Grössen t)i , ji , . . . Ui , D, , Wj, welche in den

Formeln (177) die zweite Verticalreihe von Coefficienten vervollständigen, sind irgend

eine specielle Auflösung dieser zwei Gleichungen (180) in ganzen Zahlen, die dem Werthe

i; = ^-j entspricht.

Auf vollkommen ähnliche Weise findet man aus den zwei (ileichungen:

(181; =6,t^ + r-,5 + + d,\x -f e, D -f g, xo

die für 9t = , ^= ü aus den Gleichungen (178) hervorgehen, zunächst t)._, . wenn man den

kleinsten positiven von Null verschiedenen Werth von y sucht, der ganzen Auflösungen ent-

spricht, 1111(1 hierauf,^. , . . . Uo , ü._, , W-, , wenn man t)=t)j setzt, und irgend eine specielle

Auflösung des Systemes nach den übrigen Unbekannten sucht.

Endlich die letzte in der Formel (177) erscheinende Verticalreihe von Coefficienten:

U„,_, ,
li„_ \V„,_o geht aus den zwei Gleichungen:

(182) =- r?, u + 61 D -f g^ \v

=: (l, u 4 e, D -f g., \v
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über die Auflösung eines Systemes ro)i iiiehrcrf» iiiihe.sfinivi/ci/ (l/cirlniiigoi de. 63

hervor, welche für :^Ji:^0
,

|i;= Ü , t)^0 , 5= , .... aus den (178) abgeleitet werden.

ii„,_.j ist der Ideinste von Null verschiedene ganze Wertii, dessen u fähig ist, ü„,_..> , lu,„_2 sind

die entsprechenden, diesmal vollkoiniiien bestimmten Werthc von u und \\\

Dies sind die Ergebnisse des §. 2, angewendet auf den hier vorliegenden Fall von zwei

unbestimmten Gleichungen mit 7n Unbekannten.

Nachdem sich also, die vollständige Auflösung der Gleichungen (176) aufeine speeielle Auf-

lösung der Systeme (178) (180) (181) (182) zurückführen lässt, so wollen wir das zu diesem

Zwecke dienlicheVerfahren, welches imVorhergehenden erörtert worden, in Anwendungbringen.

Beginnen wir mit der Auflösung der Gleichungen (178), welche die Werthe von fo , t)^ , j« , . .

.

Ui, , Do , U\i und 9i zu liefern bestinnnt sind. Die Bestimmung des kleinsten möglichen Werthes

von 9i kann man niemals umgehen, selbst dann nicht, wenn Auflösungen in ganzen Zahlen

gefordert werden, weil man sich früher von der Möglichkeit überzeugen muss, dass 5R wirk-

licb gleich Eins gewählt werden könne und demnach ganze Auflösungen bestehen. Der Gang

dieser Untersuchung ist schon im §. l-i angegeben. Die Eegel schreibt vor: die Determi-

nanten :

(ka)
,

(kb) . {kc) {kd)
,
(ke)

,
{kg)

(ab) . (ffic) (ad) . (ae)
,
(ag)

{bc) , {bd) . {be) . (bg)

^^^^^
(od)

,
(ce) . [ag)

(de)
,

(de)

zu bilden und aus ihnen die im Vorhergehenden mit (p^. bezeichnete Zahl zu suchen. Diese

Zahl
(fi.

ist der kleinste mögliche Werth, der dem 9^1 ertheilt werden darf und wird gleich Eins

gefunden, wenn ganze Auflösungen bestehen. Um diese Zahl
(f,.

zu finden, suche man zuerst

den grössten gemeinschaftlichen Factor
<f

aller hier aufgeführten Determinanten (183) und

dann den grössten gemeinschaftlichen Factor <p (f,.
aller von k freien Determinanten, die nach

dem Weglöschen der ersten Horizontalreihe übrig bleiben, und bilde den Quotienten -^=^^4.

Dem 5R kann jeder durch (p,. theilbare Werth ertheilt werden.

Ist der Werth von ?{ festgestellt, so kann man zur Bestimmung einer speciellen xVuflö-

sung: jCy
, ^„ , 3o ,

. . . Uo , Do , IDo des Systemes (178) nach der im §. 15 auseinander gesetzten

Regel schreiten. Man hat nämlich zuvörderst eine Reihe von unbestimmten Hilfsgleichungen

in ganzen Zahlen aufzulösen, nämlich die folgenden

:

{ab)ß' + {ac)y' -f + {ad)d' + (ae)^'

{bc)f ^~ + {bd)d" -r{be)e"

(184) -V^{cd)d"' + {ce)s"'

+M -n
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04 Tgna z Heger.

(183) die zweite Horizontalreihe bilden, die also von k frei sind und a in sicli enthalten, i^,,

oder nach der frühereu Bezeichnung (p <f^ <p^ (pj, ist der grösste gemeinschaftliche Factoi- aller

von k und a freien und mit h versehenen Determinanten, die in (183) die dritte Horizontal-

reihe darstellen u. s. v\r.

Die Auflösung dieser Hilfsgleichungen (184) ist, wie leicht einzusehen, nur mit einer

geringen Mühe verknüpft, weil mit dem Aufsuchen der Factoren F^ , F,j
,
F^ , . . . F^ der

grösste Theil der Rechnung schon vollendet ist, wenn man bei der vorausgegangenen Bestim-

mung von
(f,.

den zweckmässigen Weg eingeschlagen hat.

Hat man diese Hilfsgleichungen (184) aufgelöst und für die Hilfsgrössen ß'
,

y'
,
iT

, s
,

rj' . ß" ,;-".... 7^'"'+-^ ganze Zahlwerthe ermittelt, die ihnen Genüge leisten; so hat man nun

nur noch die Werthe

:

(185) /C= {kb)ß' + {kc) r' -T ~ {kd) ff + {ke) s' -f (kg) r/

K„== {kc)f + + [kd) d" + [ke] s" + [kg) yj"

^^ ' A = («c)r" + + («fO ^" +M ^" + («S') rj"

K, = {ke)e^-"-^^ + {kg)r/"'-^^

^^'-'^
B,^^{be)s^-^^ + {bg)vi^"'-'^

zu rechnen, um dann alsogleich zu den Gleichungen zu gelangen, welche die Werthe j:u,t)o5 5o>

. . . Uo , Do , U">„ zu liefern geeignet sind. Dieselben sind nach §. 15 folgende:

(188)

^.,u+f„U--^[7v:, ?f--.l„ f--7?„ >5^-a, ^- ..-i

^^ =
Te,^ [ ^''3)

'^' - - - ^«.9) ?^ - (^J7) »}
- {<^9) 5

- ' {d<i) u]

111 -^ -^ [
(^e) 9i — [ae) f

- - \h e) l^ - - (ce)
,^

-....- fc/e) u].

In <Iiesen Gleichungen bedeuten (p^ . </>,, , ^, , . . . ^„ . ^,. , <f,, , f , , . . . f„ beziehungsweise die

früher mit </>„ . ^,, , ^^ . . . . (p,, , <p„ ^ <p,, , (f^ , . . .

<f,,
bezeichneten Factoren: /^ ,f,-,f, ./',

aber liali(-u folgende Bedeutungen:

(189) f.,^<f<f,f,cf,^,
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über die Außösung chies S^/.sfeines rni/ mehrenn unbetithnviteii Gleidtuiiijeii <tc. 05

Die ersten m—2 dieser 711 Gleichungen sind unbestimmte Gleiolningen mit je zwei Unbekann-

ten. In ihnen stellen 3: , D , 3 ? • • • l-l ^'*— - neue Unbekannte vor, die weiter in der.Keeli-

nung nicht mehr erscheinen. Diese unbestinmiten (^«leichungen konnten auch in Form von

Congruenzen aufgestellt werden, mit dem Modulis: <p^ , <p,^ , . . . (p^^. Man hat aus ihnen die

ganzen Werthe von r . l;
, 5 . . . . u zu suchen und tliut gut, für jede dieser Unbekannten den

numerisch kleinsten Werth zu nehmen.

Mat hat dabei die hier ersichtliche Ordnung zu befolgen. Man beginnt nämlich mit der

ersten dieser Gleichungen, nachdem man die darin erscheinende Grösse 91 dui'ch den gefun-

deneu Werth
(f,.

oder ein gegebenes Vielfache desselben ez'setzt. Beim Aufsuchen ganzer Auf-

lösungen x,y.z....u,c^w hat man 5R=1 zu nehmen. Diese unbestimmte Gleichung

liefert nun entsprechende ganze Werthe für^; irgend einer derselben, etwa der numerisch

kleinste kann für ;Co angenommen werden. Nun geht man zur zweiten Gleichung der (188) über,

ersetzt 9i und ^' durch ihre bereits bekannten Werthe und findet aus ihr brauchbare Werthe für

^, von denen man wieder einen bestimmten, etwa den numerisch kleinsten für t)o erwählt.

Die dritte Gleichung liefert dann j^ u. s. w. ; endlich die [m—2)"" Ug- I^ie beiden letzten Glei-

chungen, welche bestimmt sind, nachdem man 5R
,

;c , t)
, 3 , . . . . U in ihnen durch die ermit-

telten Werthe ersetzt hat, liefern nun die zugehörigen Werthe Do »nd aio-

Hiemitist demnach die Bestimmung der ersten Verticalreihe von Coefficienten : y.„ . ^,1 , ^^,.

. . . Uo , üo ) tÜQ in der allgemeinen Formel (177) beendigt.

Allein auch die den späteren Verticalreihen angehörigen Coefficienten iCi , t>i , Ji , • • •

Ui , l\ m,; ^3 ,
5., , . . . IV3; welche die Gleichungen (18ü) (181) . . . (182) zu erfüllen

haben, lassen sich auf eine ähnliche Weise und zwar aus den eben benutzten Gleichvmgen

(188) ableiten. In der That unterscheidet sich die (180) von den (178) nur darin, dass 9?=
gesetzt ist; folglich werden auch die durch die bekannte Transformation und Zerlegung abzu-

leitenden Gleichungen sich aus den (188) unmittelbar ergeben, wenn man in ihnen 9i =
setzt. Die solchergestalt gewonnenen Gleichungen können unmittelbar zur Bestimmung von

;i;,
, ^1 , 5i , . . . Ui , Dl , It»! benützt werden, wenn man für ;i;i

den numerisch kleinsten von Null

verschiedeneu Werth ^^ annimmt, dessen diese Unbekannte p zufolge der ersten der Glei-

chungen (188) fähig ist, welche sich für 9t=;0 in:

verwandelt. Dieselben haben nach Hinweglassung der ersten folgende Gestalt:

<190)
i^„u-t-F«U-=4-[-'-^« ^^-^" ^-^'" ä-----]

J

=~ [-"M 9. - ih) ^ '- - {^9) 5 - — — i'^9) "J

n) = -— [— («e){^, — (6e)^— (ce)5 — {de)u].

Die in den zweiten Theilen angezeigten Divisionen lassen sicii iniincr olim- liest aus-

führen, nachdem man die Grössen ij
, 5 , . . . u durch ihre AVerthc \), , ^, . u, ersetzt har.

Denkschriften der mathem.-naturw. 11. XIV. Bd. .-Vbh.iiidl. v. Nicbtmit|i].
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66 Ignaz Heger.

Auf dieselbe Weise findet man die dritte Verticalreihe von Coefficienten: t),
,

jo

U2 , fo j li-\. aus den Gleichungen (188), wenn man in denselben 9'J=:0
,
^'^O , t)^^",, an-

nimmt, wodurch die zwei ersten, als identisch erfüllt, wegfallen u. s. w. Auch die letzte Ver-

ticalreihe von Coefficienten, nämlich: u,„_ä , 0,„_2 , 1Vm_2 geht aus ihnen hervor, wenn man

9i=0 , r= , b^Ü ,
1^0 , . . . . u^cf'z.^ ' annimmt, wodurch alle m—2 unbe-

stimmten Gleichungen, als identisch erfüllt, wegzufallen haben, und nur die zwei letzten

bestimmten übrig bleiben und die ganzen Werthe

:

<P'Pk <px <Py <pt
"

(ftpklfx <fii <Pt

liefern.

In dieser Weise erhält man alle Coefficienten der allgemeinen Formel (17 7) mit Leich-

tigkeit aus den Gleichungen (188) und es unterliegt dann auch keiner Schwierigkeit mehr

die allgemeine Formel (177) aufzustellen, welche vi—2 willkürliche Grössen in sich schliesst

und alle möglichen mit dem Nenner 9t versehenen gebrochenen Auflösungen des vorgelegten

Systemes (176) liefert.

§. 17.

Es ergibt sich sonach zur Auflösung eines vorgelegten Systemes von zwei Gleichungen

mit mehr als zwei Unbekannten in ganzen Zahlen oder in Brüchen mit einem bestimmten

Nenner 9t folgende Eegel

:

Erstens: Man ordne die Unbekannten der beiden vorgelegten Gleichungen in einer

bestimmten Weise, die meist nach Willkür gewählt werden darf, z. B. der folgenden:

ko = ttaX -\- b,^y -\- c.,z -|- d.Ai -|- 63 w -f g^'^^-

Ob diese willkürlich angenommene Ordnungsweise wirklich zulässig sei, oder abgeändert ^
werden müsse, lehrt der fernere Gang der Rechnung. Die beiden letzten Unbekannten v und

w spielen hier die Rolle der abhängigen, die übrigen: x
, y , z u jene der unabhän-

gigen Veränderlichen.

Zweitens: Nun bilde man die Determinanten dieses Systemes, d. h. gewisse Grössen

aus ihren Coefficienten und Constanten durch ein regelmässiges Combinationsvei'fahren, das

im Folgenden näher angegeben ist: Man bilde nämlich aus den Buchstaben:

ö

k , a , b , c d , e , g

alle möglichen Amben

:

(ka) . (kh) . (kc) (kd) , (ke)
,

(kg)

(ab) , (ac) , (ad) . (ae)
,
(ag)

, ^

{hc)
,

{bd) . {be)
,

[bg)

(192)

{de)
,

{dg)
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über die Außöniiiiij t'iiies Systemes von mehreren unbcatimmt.cn Gleickungen etc. 67

und ordne sie, wie hier gcst-lielien , in Vertical- und ITorizontalrcihen. Der erste Buchstabe

einer jeden Ambe bezeichnet zuo-Icich die betreffende Ilorizontalrcilie , der zweite aber die

Verticalreihe. Eine jede solche Ambe, wie z. B. [ka) bedeutet einen binomischen Ausdruck

:

ihM- aus den vier Cocfficienten

:

k, «1

abgeleitet wird, und für den die Bezeichnung : „Detei'minantc"' gebräuchlich ist. Solcher Deter-

minanten hat man so viele zu bilden, als xVmben vorlianden sind.

Hat man alle Determinanten (192) gebildet und in der angegebenen Weise in Horizon-

tal- und Vertiealreihen geordnet; so hat man zwei Fälle zu unterscheiden: erstens alle

Determinanten sind von Null verschieden, oder doch wenigstens in einer jeden Horizontalreihe

eine einzio'e; oder zweitens sämmtliche Determinanten einer Horizontalreihe sind Null. Im

ersten und häufigeren Falle kann man ungehindert weiter schreiten , im zweiten jedoch ist es

erwiesen, dass eine bisher als unabhängig betrachtete Unbekannte ihre Rolle mit einer der

beiden bisher als abhängig betrachteten Unbekannten v , w vertauschen müsse. In einem sol-

chen Ausnahmsfalle hat man sich im weiteren Verlaufe der Rechnung an die Vorschriften des

§.25 zu halten.

Drittens : Nun suche man für jede Horizontalreihe von Determinanten (192) den gröss-

ten gemeinschaftlichen Factor. Die so gefundenen Zahlen seien beziehungsweise:

(193) F,
,
F^ , F^

,
F„

,
(eg).

Aus dieser leitet man nun drei andere Reihen ab

:

(194) / , ./. , y; / ^ {^9)

(195) ^. , ^. , i^, </'. , 1

(196) ^, , ^, , f„ ip„.

Die erste dieser Reihen (194) wird aus der (193) in der Richtung von rechts nach links abge-

leitet, y^ ist der grösste gemeinschaftliche Factor der zwei letzten Glieder F,,
,
(eg) der Reihe

(193) ; f^ der grösste gemeinschaftliche Theiler von F^ , F. , . . . F^
,

[eg)-., f,.
der grösste ge-

meinschaftliche Factor von F^ und/^, also auch von F^ , F,^ , F^
,

. . . F^
,
(eg); endlieh/ der

grösste gemeinschaftliche Factor der zwei Zahlen F,^. und /,., also auch der completen

Gruppe (193). Es ist hiemit klar, dass /der grösste gemeinschaftliche Theiler aller Deter-

minanten (192), /,. der grösste gemeinschaftliche Factor aller von /.; freien Determinanten sei,

die nach dem Weglöschen der ersten Horizontalreihe übrig bleiben. / entspricht allen von k

und a freien Determinanten, welche nach dem Weglöschen der zwei ersten Horizontalreihen

übrig bleiben, als grösster gemeinschaftlicher Factor u. s. w.

Die Glieder der Reihe (195) werden durch Division der Glieder der Reihe (193) durch

die entsprechenden der (194) gewonnen. Ihre Werthe sind folgende:

(i9o) ^^ = 7 •

^'' =7r • ^." = 77 ^" =X •

^-
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68 Tgnaz Heger.

Die Glieder der Reihe (196) endlich gehen aus der (194) liervor, indem man jedes Glied der-

selben durch das unmittelbar vorhergehende dividirt. Man hat sonach zu bilden

:

/ 1 n p \
^'* -^-^ J"" (*^)

(196) 9.=^ ' ^^ = /r ' ^^=:^ ' ^« = x-
Vermittelst dieser Resultate lassen sich schon mancherlei Fragen beantworten. So z. B. ent-

scheidet der gewonnene Werth ^/.= -— darüber, ob dem vorgelegten Systeme von unbestimm-
J IC

ten Gleichungen durch ganze Zahlwerthe der darin erscheinenden Unbekannten Genüge ge-

leistet werden könne, oder nicht. Ist nämlich f^ = 1 ; so bestehen ganze Auflösungen, sonst

aber nicht,
f,.

ist stets der kleinste mögliche gemeinschaftliche Nenner der gebrochenen Werthe

der Unbekannten, durch die das System erfüllt wird.

Viertens: Bevor man zur wirklichen Auflösung des vorgelegten Systemes von zwei

unbestimmten Gleichungen schreiten kann, muss man noch eine Reihe von Hilfsgrössen bil-

den und zu diesem Zwecke eine Reihe von unbestimmten Hilfsgleichungen auflösen. Diese

Gleichungen sind folgende:

{ab) ß' + (ac) r -r + [ad) ff -\- iae) s + (ag) rj ^-= F^

{bc)r"' +{bd) ö" + [b e) s" ^ [bg) rf = F,,

(190

((?e)£""-^' + (c?^):yt'"--) = i^„.

Ihre Bildungsweise ist von selbst ersichtlich, denn die' darin erscheinenden Coefficienten

sind geradezu die Determinanten der 2'"°
,
3"° .... m— P'™ Horizontalreihe der Gruppe (192)

und die in den zweiten Theilen erscheinenden Grössen i^ , i'y , . . . F„ sind die grössten ge-

meinschaftlichen Factoren dieser Horizontalreihen. Die Auflösung jeder einzelnen dieser unbe-

stimmten Gleichungen in ganzen Zahlen nach den Unbekannten yj ,;-,... ^ , £ , ly ist zum

grössten Theile schon durch die früher gemachte Bestimmung der grössten gemeinschaftlichen^

Factoren i^ durchgeführt und es bedarf nur noch geringer Rechnungen , um die ganzen "Werthe ;

ZU erhalten. Es genügt, für eine jede dieser Gleichungen eine einzige, specielle Auflösung

zu suchen.

Aus den erhaltenen Werthen leitet man dann alsogleich folgende Hilfsgrössen ab:

K,--^.-.{kb)ß' + {kci)r + + {kd)d' + {ke)e -^ {kg)vi'

K, = {kc)r" + + (kd)d" + ike)e" ^r [lcg)r;'

A„ == (ac)y' + + {ad)d" + {ae)s" + («^r) y/'

(198J
7v„= (^"e)s"»-M-(A.^)^/

<"'-"'

.4„ = (ae) £('"--) -^(a^) //'"--'

7>'„=(6e)c<"-^)-f(65r);yC"-^)

0:--(ce)c""-^) + (cr7)r/"'-^'.

i

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



Über die Aitjiunutig einc.s Sijstemea i-oii mehrorou uiibc.stininilvii GltjivlnoKjeii etc. tii)

Das Bildung-so-esetz dieser Hilfsgrössen ist gleichfalls leicht zu merken, denn sie unter-

scheiden sich beziehungsweise von den ersten Theilen der unbestimmten Gleichungen (197)

nur dadurch, dass die Determinanten der vorhergehenden Horizontalrcihen der Gru])pe (192)

an deren Stelle getreten sind; kurz die Determinanten einer jeden vorliergehenden Horizon-

talreihe werden durch dieselben Rechnungsoperationen verknii[)rt, die in der späteren Iloii-

zontalreihe zum Eesultate i^ geführt haben.

Fünftens. Nach diesen Vorrechnungen kann man unmittelbar zur wirklichen Auflö-

sung der vorgelegten unbestimmten Gleichungen schreiten und zwar nicht blos um eine spe-

cielle Auflösung in ganzen Werthen zu finden, sondern man ist im Stande, die allgemeine

Formel aufzustellen, welche, mit einer entsprechenden Anzahl von willkürlichen Grössen ver-

knüpft, alle möglichen Auflösungen in ganzen Zahlen in sich vereinigt.

Diese allgemeine Formel ist folgende

:

1

X

•^ =^-[3o + Dl ^+ hfl + hX\

(199)

M = -^ [Uo + U, ? ^ Uo jy + U, f + -L U„_, S]

V = -^ [n, + Ü, C + »2 5? + 1^3 C + + L'm-2 '9J

1

w

In ihr bedeutet ^Ji den gemeinschaftlichen Nenner der gebrochenen Werthe, welcher für

ganze Auflösungen gleich Eins gesetzt wird, aber immer nur ein Vielfaches von ^,. selber

sein darf; c , 5^ , «T , • • • * sind willkürliche ganze Zahlen. Alle übrigen in dieser Formel

erscheinenden Grössen : ?:„ , t)o , • • • • Wo , Pi , t)i , . . • in, , . . . bedeuten bestinnnte ganze

Zahlen, die zu bestimmen eben die gegenwärtige Aufgabe ist.

Einio-e dieser Zahlen sind bereits durch die vorhersrehenden Untersuchungen ermittelt.

Sie sind folgende

:

(200) 9i = f, , h = <f. ^ ^}^= ^,v ^ h=<f'. , u—-=-f„.

Alle übrigen Grössen sind aber erst zu suchen.

Zu diesem Ende bilde man auf Grundlage der früher berechneten Hilfsgrössen folgende

Gleichungen :

<PA^f^A = i;-[K- 5^^ A- t- B^ ,,]

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



70 Ignaz lieger.

5^„u + ^„U=-A-[7i„ 9i-A ?:-^„ ^-C^ i- ]

"' = ^[(^'^)^ - (^'^)^-(^^)t} - (^e)^,- -(./e)u].

Ihre Bildungsweise befolgt ein sehr einfaches, in die Augen springendes Gesetz. Diese Glei-

chungen liefern alle noch zu bestimmenden Grössen. Die m— 2 ersten derselben enthalten

nebst den eigentlichen Unbekannten p , t)
, j , . . . u noch die Hilfsunbekannten 3£ . ^ , 3 • • • • U

und sind gewöhnliche unbestimmte Gleichungen mit je zwei Unbekannten. Man beginnt mit

der Auflösung der ersten derselben in ganzen Zahlen und setzt den gefundenen Werth von

;c in den zweiten Theil der zweiten Gleichung , der sich dann in eine ganze Zahl verwandelt,

so dass auch für t) ein ganzer Werth ermittelt werden kann. Die gewonnenen Werthe werden

immer in die zweiten Theile der darauffolgenden Gleichungen substituirt, worauf sich die-

selben immer in ganze Zahlen verwandeln.

Die m—-2 unbestimmten Gleichungen lassen sieh auch als Congruenzen darstellen.

Um die Grössen jC^ , t)o ? äo j • • • Uo ? Oo ? Wo in der Formel (199) zu finden, hat man für 91

seinen bestimmten Werth zu setzen, der entweder (p,. ist, oder ein Vielfaches von (p^. Die Glei-

chungen (201) der Eeihe nach in ganzen Zahlen aufgelöst, liefern dann die gesuchten Grössen.

Man thut gut, unter den verschiedenen möglichen Werthen jedesmal die numerisch kleinsten

zu erwählen.

Die Grössen l;)j
, 51 , . . . Uj , Di , liij gehen auf dieselbe Weise aus den Gleichungen

(201) hervor, wenn man von den Aufangssubstitutionen: 91^0
,

;L*= ^, ausgeht. Eben so

findet man t^j , . . . \u , ü^ , W.. , wenn man die Werthe 9i= , j:^0 , t)i^^,^ als Aus-

gangspunkt bei der Auflösung der Gleichungen (201) erwählt, wodurch die zwei ersten

derselben, als identisch erfüllt, wegfallen u. s. w. Endlich findet man auch D,„_o , \X>,„^o aus

ihnen, Avenn man von der Substitution: 9i = , ^= , t}= , 3= , . . . u=^„ ausgeht,

wobei alle m= 2 unbestimmten Gleichungen (201) identisch erfüllt sind und nur die beiden

letzten bestimmten Gleichungen zu berücksichtigen bleiben.

Hiemit ist die Bestimmung aller in der Formel (199) erscheinenden Grössen, somit auch

die Aufstellung dieser Formel selbst zu Ende geführt.

Wir halten es für zweckmässig, die Anwendung dieser vielleicht complicirt erscheinenden

Eegel an einigen Beispielen zu erläutern.

Erstes Beispiel.

3=: x-\-'dg-\-2z— u-}-2v-\-bio

l=:2a;-f g— s-I-m-)- v— w.

Die Determinanten sind folgende:

— 5 , , +5 ,
— 4 ,

— 1 , + 8

+ 5 , +5 ,
— 3

, + 3
, +11

+ 5,-4,-1,+ 8
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Über die Auflösung eine^ Sf/ste7)ies von mehreren unbestimmten Gleichungen etc. 71

-1,-4,-3
+ 3

, + 4

+ 7.

Man findet aus den verschiedenen Ilorizontalreilien beziehungsweise die grössten gemein-

schaftlichen Factoren

:

F,= l ./=1 , ,^",.= 1

?\= i ./,= i . 4^=1 ,^,= 1

F,,^\ ./=1 . <p„^\ ,^.„ = 1

R = \ ./=1 . ^'.. = 1 .^„= 1

F,=l ./=.!
,
^<,~l ,^„=7

F„^l.

Wir pflegen die Gruppe der Determinanten mit den ihnen zugehörigen gemeinschaftlichen

Factoren in folgendes Schema zu vereinigen:

F

+ 3ü + 4?ü = l
,

(202) — Im— 4^'— 3^^==l
,

+ öz— 4w— v+ 8zo = l ,

+ 5^y + 5s;— 3^<
-t- 3^;-^- ll^o= l

,

— 5x -|- 5.S— Au— V -{- 8w = l
,

In den ersten Theilen dieser Gleichungen finden sich die Determinanten , aber nach den

Horizontalreihen verkehrt geordnet, als dies in (192) der Fall ist, aus Gründen, die später

einleuchten werden, und auf etwaige Abkürzungen der Rechnung wesentlich Einfluss nehmen.

Den Determinanten sind ferner die betreffenden Unbekannten x
, y , z , u , v , w angehängt,

theils um die entsprechenden Vertiealreihen zu bezeichnen, theils ersetzen diese Buchstaben in

einer für die Bequemlichkeit der Übersicht sehr vortheilhaften Weise die bisher in den früheren

Formeln mit a
, ß , y . . . d .^ s bezeichneten Grössen, ohne dass dadurch eine Irrung möglich

wäre. Im zweiten Theile dieser Gleichungen befinden sich die mit F bezeichneten grössten

gemeinschaftlichen Factoren je einer Horizontalreihe. Die darauffolgenden nach rechts befind-

lichen und mity
, ^ , {? bezeichneten Vertiealreihen weisen die Werthe dieser Grössen aus,

die auf bekannte Weise aus den Grössen F gebildet werden , ebenfalls auch in umgekehrter

Ordnung. Die letzte Verticalreihe enthält wieder zur Orientirung die Grössen k ^ x
,
z

,
u

^

welche sonst den betreffenden ^ und ^ als Index augefügt wären.

Der nächste Schritt der Rechnung besteht in der Auflösung der vorliegenden unbestimmten

Gleichungen. Man beginnt mit der ersten derselben, nämlich mit:

3y 4-4^o= l.

Dieselbe liefert:

V =— 1 . w^ 4- 1

/
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72 Ignaz Heger.

lind hierauf:

und nun substituirt man diese Werthe alsogleicli in die ersten Theile aller folgenden Gleichun-

gen, und findet demgemäss die Werthe von C,, , B^ , A^ , iT^, wofür wir aber wieder der Bequem-

lichkeit halber und ohne eine Störung befürchten zu müssen, die anderen Bezeichnungen:

Z„ , F„ , A', , K^ setzen. Man findet dergestalt:

7v„ = + 9 , a; = + s . 1- , = -h 9 , ;^„ - + 1

.

Die zweite unbestimmte Gleichung:

— 1.«/— 4i' — 3w:=l

liefert:

w=— 1 , w = , zo=
und hieraus geht wieder hervor:

IC =+4 , a;=+3 . y;=+4.

Aus der nächstfolgenden:

-j- hz— 4«— 1 V + 8m?= 1

geht zunächst:

s^l , Mr=l , l' = ,
10-=--^

hervor: und endlieh die letzte:

-(- hy \-bz— Zu -}- "iv Ar 1 1 ^</• = 1

ist erfüllt ffii-:

j/=— 2 , s= , ?6= , f= , w == -j- 1

und führt zu dem Wertlie :

Ä;=:.f 8.

Die Werthe der hier berechneten Grössen K , X , Y . Z pflegen wir gleichfalls in ein

Schema zu ordnen, welches gewissermassen die Fortsetzung naeli rechts im Schema (202) bildet:

4> <p K X Y z

,, , 1 , ^ 7
, + 9 , 4- 8

, + 9 , -^ 1

^,1,-^1,4-4,-^3, +4
;/ , 1 , +1 , +1 , +2
.r , 1 , + 1 , + 8

k 1

Aus dieser Zusammenstellung von Werthen hat man nun die folgenden Gleichungen zu

bilden, nacli einer sich selbst erklärenden Regel:
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Fhcr die Anßösuni) cincts Systoiiirs von mehreren anbediminteu Gleichuinjen etc. 73

l.u + 711= + fl9]---8;L-— 9ij— 1.,^

14- + 1X= H-8 9^

SR=1

Diese sind die unbestimmten Gleicliungcu, deren allgemeine Form in (201) aufgestellt

wurde, nur in einer umgekehrten Ordnung. Man hat desshalb mit dei- Auflösung der letzten

zu beginnen und zu den vorhergehenden überzugehen. Ausser diesen Gleichungen sind aber

noeh aus den zwei letzten Verticalreihen der Determinantengruppe die bestimmten:

l204) D=
^J

[ 891— 11?:— 8i^ + 3j-^4uJ

zu bilden, und so hat man auch die zur Bestimmung von d und )d dienenden Gleichungen.

Aus diesen nun hat man nach der früher angegebenen Regel die Werthe der Grössen

:

(205) äo , 5i > 32

Uo , Ui , U.

Do . Üi , D.

\\\ , llti , lUo

ZU suchen, indem man mit der letzten Gleichung der (203) beginnt, zu den nächstvorherge-

henden übergeht, bis man endlich nur noch D und lu zu bestimmen hat, wozu die beiden Glei-

chungen (204) dienen. Aber eine kurze Überlegung zeigt schon , dass man in dem gegen-

wärtigen Falle sich die Mühe der Rechnung bedeutend verringern könne, und dass die drei

Gleichungen

:

u+ 7U = 991— 8;i:— 91^—

a

(206) D= 4-[89^— 11?;— 89+ 33— 4u]

vollkommen hinreichen, um alle zu suchenden Grössen wirklich zu finden. In der That sind

die hier weggelassenen unbestimmten Gleichungen:

(207) 5+3 = 49i~3?:-4t)

^-H?)= 9i-2?:

j:4-9e=8 9{

offenbar in ganzen Zahlen erfüllt für alle möglichen ganzen Werthe von ?: . t) , 5 und es

wäre demnach völlig überflüssig diese Gleichungen noch länger in Berücksichtigung zu ziehen.

Man ist also ohne weitere Rechnung im Stande, alsogleich die Werthe der folgenden Grössen

aufzuschreiben

:

(208) 5R = 1

jc„ = , ?:,
= 1

Denkschriften der mathem.-naturw. Cl. XIV. Bd. Abhandl. v. Nichtmitgl. **

h
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74 Ignaz Heger.

1^0 = , ^,=0 , tj.^l

3o = , 3i = h =0 , äs = 1

und es erübrigt nur noch, die übrigen Grössen zu bestimmen, welche in der Gruppe (205) die

drei letzten Horizontalreihen ausfüllen und wozu die drei Gleichungen (206) dienlich sind,

wenn man in ihnen 9i
, ^ , t)

, 3 durch ihre in der betreflenden Verticalreihe der Gruppe (208)

ersichtlichen Werthe ersetzt. So z. B. findet man die der ersten Verticalreihe zugehörigen

Grössen Uo , Do . *i-\, , wenn man in den Gleichungen (206) zunächst die Substitutionen:

(209) ?{=1
, ^=0 , t) = , 5 =

ausführt, wodurch sie in die folgenden übergehen:

U + 7 U = 9

D = -^[8-4u]

W = ~[l + 3u].

Die erste dieser Gleichungen ist eine unbestimmte und liefert als den numerisch kleinsten

ganzen Werth von u:

Uo=+2.
Substituirt man nun diesen Werth von u in den beiden andern Gleichungen, so erhält man:

D„ = , \X\= + 1.

Auf ähnliche Weise ergeben sieh die Werthe von u , , W> ,
welche den übrigen Vertical-

reihen in der Gruppe (205) entsprechen, wenn man nur die Substitution (209) durch die

anderer, den übrigen Verticalreihen in (205) entsprechenden Werthe von ?J
, f , t) . ^ »

ersetzt. Es ist fast überflüssig, zu bemerken, dass man sich vor allem andei'n, die

Auflösung der Gleichung:

u + 7U = 1

verschaffen, und den dabei gewonnenen Werth

:

(210) Ur= + 1

für die weitere Benützung desselben aufnotiren werde, weil alle hier zur Auflösung kommen-

den unbestimmten Gleichungen die allgemeine Form:

U+ 7U=P
tragen, wobei J" für die verschiedenen Verticalreihen beziehungsweise die Werthe erhält:

+ 9 ,
— 8 ,

— 9 ,
— 1.

Um die entsprechenden Werthe von

u„ , U] , u., . U3

zu finden , wird man zunächst diese Zahlen mit dem Werthe -1- 1 in (210) multipliciren und

nun die erhaltenen Producte:

+ 9 ,
— 8 ,

— 9 . — 1

wiederholt um 7 verringern oder vergrössern bis man zu den gesuchten luimerisch kleinsten

Werthen:
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über die Außönuiuj eines Systemcs von nwliroren ludicKtimmten Gleichungen dr. i o

u„= u, = --l u.. 2 , u,= ^1

<2olaiio-t. Diese Vorsieht ist hier weit wenio-er von Belaii<>-, als dann, wcun die Coefficienten

in dem vorgelegten Systeme von unbestimmten Oleieluuigen sclir grosse Zahlwerthe besitzen,

da in einem solehen Falle nieht unbedeutende Ixeehnungen unnützerweise wiederholt würden.

Das P^ndresultat dieser eintachen Rechnung ist foleendes:

5)1 =1
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7 6 Ign ö ~i He ger.

§• 19.

Wenn wir nun noch einen Blick auf die durehgefülirten Rechnungen werfen, so werden

wir bald gewahren , dass ein nicht unbeträchtlicher Theil ganz überflüssig war und füglich

liätte unterbleiben können. Da nämlich die Gleichungen (207) als überflüssig beseitigt werden

konnten, so hätte ihre Bildung sowohl, wie jene der Determinanten:

— Sic, 03/,+5s, — 4«<

-\- by
, 4-53, — 3^«

-|- 5 s ,
— 4 z«

I

Im

ganz unterbleiben können, nur jene der übrigen:

(211)

— Iv
,
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über die Auflösiincj eines Syatemes mn mehreren nnhenfimmten Oleichunricn olc. 77

weitere Rechnung zu den drei ( üeielningen (201)) die Werthe (208) lu'n/.uiug-en und gewinnt

somit die Überzeugung, dass man mit dieser geringen lleclniung vollivonnucn ausreicht, um
die allgemeine Formel abzuleiten.

Hieraus iliesst die für die wirkliche Berechnung wichtige Regel, dass man. um iilier-

Hüssige Rechnungen zu vermeiden, folgendermassen zu verfahren habe: Man bil(h> zunä'dist

die Peternn"iuinten in folgender Ordnung:

/v-j z=a^x A- h^y -] c*, s + d^ u -f e, ii; -( g^ lo

ko= ttoX -|- l).,y - c.,z + doli + e.,v -f g.,io

{de)
,

(dg)

^
(ccZ)

,
(ce)

,
(cg)

(/.c)
,

(bd)
,

(be)
,

(bg)

(ob)
, (ac)

,
(ad)

,
(ae)

,
(ag)

(ka)
,

(kb)
,

(La)
,
(kd)

,
(ke)

,
(kg),

aber niclit alle auf Einmal, sondern zunächst nur immer eine Horizontalreihe und bestimme

alsogleieh die entsprechenden Grössen: F ,f , <p , <p i\xv die gebildete Horizontalreihe. Die erste

])eterminante (eg) steht allein. Besitzt sie zufällig den Werth Eins, so ist die Rechnung überaus

einfach, denn man erhält dann unmittelbar alle Grössen/ mit dem Werthe Eins versehen, also

auch sämmtliche <p gleich Eins. Die Folge hievon ist, dass alle unbestimmten Gleichungen

oder Congruenzen identisch erfüllt sind für alle möglichen ganzen Werthe der Grössen ,1'
, ^ , j

,

u . D , 111 . Man kann also unmittelbar setzen:

9J = 1

Po
r= , ^, = 1

l?0 = , l), = , l^, = 1

Uo = , Ui = , II, = , 11:. = , U,„_2 = 1

,

und hat nun nur noch die Werthe von D und \v aus den zwei bestimmten Gleichungen zu

suchen. Um diese zu bilden, hat man noch die zwei letzten Verticalreihen der Determinanten

(213) zu construiren und erhält dann alsogleich, je nachdem (eg) = +1 ist:

Do = ± ij^g) , U, = + [ag] . Lio := + (bg) , V, =:: + (cg) , D,„_, = + (dg)

lU^, = + (ke)
, 111, = ± (aß)

, m, = ± (be)
,

It)., = ± (ce)
, >V,„_, = ± (de).

Lst aber (eg) von Eins verschieden, so bilde man zunächst die zweite Horizontalreihe:

(de) V + (dg)w = F„
, f , ^, , ^„.

Ist hier f= 1 , so kann die regelmässige Bildung der Determinanten der näcdistfolgenden

Horizontalreihen vermieden werden, und man hat nur noch die Determinanten der letzten zAvei

Verticalreihen wirklich zu bilden und hierauf, die der zweiten Horizontalreihe zugehörigen

Grössen K . X , Y . Z . . . . /.ii rechnen. Das vollständige Schema ist dann folgendes:
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78 Ignaz Heger.

[eg) w

{de)v + {dg)w= F„ ,/,= ! , <f>,,u + <p,,U = K,M-X,j- Y^^- Z,,?,-

(ce) V -\- (cg) w

(be) [hg)

[ae) [ag]

(ke) (kg)

Um die allgemeine AiiÜösung zu erhalten, hat man

9i = 1

1^0
---=

, 1^1 = ü , t). = 1

h --=
, 3i = , ^2 = , ^^3 = 1

zu setzen und die Werthe von u , d und w aus den drei Gleichungen

:

<p., u -i-
f„ U = ä; dl - X„ ):--Y„^— Z„

i

^= -^i (f'ff) ^— (^9) ^-- (ß9) ^— (og)
a
— (dg) u]

m = — -^ [
( A: e) 9c — (a e) ;— ( 6e) ^— (c e) j— {de) u]

zu suchen.

Ist abery. von Eins verschieden, so muss man zunächst auch die dritte Horizontalreihe:

(cd) u + (ce) V -I- (cg) lo = R , /, , ^', , ^,

bilden und hier entscheidet wieder der Werth vony'^ , ob die regelmässige Bildung der Hori-

zontalreihen im Schema beendigt sei, oder noch fortgesetzt werden müsse, je nachdem derselbe

zufällig gleich Eins, oder davon verschieden ausfällt. In dieser Weise hat man so lange fort-

zufahren, bis man endlieh entweder auf ein/" kommt, welches zufällig den Werth Eins besitzt,

oder falls sich dies niemals ereignen sollte, bis die vollständige Bildung aller Horizontalreihen

des Schema's beendigt ist. Gelangt man bei der Rechnung zu einemy=l, so unterbricht man
vor der Hand die weitere Bildung der Determinanten ganz und schreitet zur Auflösung der nun

schon vorliegenden unbestimmten Hilfsgleiehungen. Diese liefern nicht nur die entsprechenden

Werthe der Hilfsgrössen , sondern bezeichnen zugleich jene Verticalreihen der Determinanten,

die in ihrer vollen Ausdehnung gebildet werden müssen und zwar dadurch, dass die dieser

Verticalreihe angehörige Unbekannte der Hilfsgleichung einen von Null verschiedenen Werth

erlangt. Hingegen können alle jene Verticalreihen, deren Unbekannte in den Hilfsgleichungen

den Werth Null erhalten, unberechnet bleiben, indem sie in die Eeehnung nicht eingehen. Es

versteht sich von selbst, dass man in jenen Fällen, wo eine zweckmässige Wahl dazu beiträgt,

die Anzahl der Verticalreihen zu vermindern, diesen Vortheil nicht unbenutzt lassen wird, um
die Rechnung möglichst zu vereinfachen. Sind die unumgänglich nothwendigen Verticalreihen

der Determinanten bezeichnet, so geht man unverzüglich zu ihrer Bildung, da sie zunächst

früher gerechnet werden müssen, um die Hilfsgrössen A" , A' , Y , Z,... bilden zu

können.
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Zfber die Aiiflö.mng emes Systemes von mehreren unbesfimmten Gleichungen etc. 79

Das Gosagto wird hinroiolien, um dem Rechner eine Rogel an die Iland zu geben, bei

deren Befolgung alle überflüssigen Keelinungen vermieden werden. Wir wollen die narlifol-

genden Beispiele in dieser Weise behandeln, um die gegebenen Vorschriften zu erläutern und

deutlich zu machen.

§. 20.

Zweites Beispiel.

(214) 5 = 10aj-M3?/+ 182+ 7« + 15y+2w
12= 5x+ 1G//+ 232+ 14« + llü + 7zo.

Die erste Determinante, die nach der Eegel des vorhergehenden Paragraphes zu bilden,

ist die aus dem letzten Coefficientenpaare hervorgehende: — 83; weil dieselbe aber von Eins

verschieden ist, so sieht man sich genöthigt, auch noch die nächste Horizontalreihe von Determi-

nanten zu bilden, welche aus den drei letzten Gliedern der Gleichungspolynome hervorgehen. Sie

sind : + 113 ,
— 21. Bevor man aber weiter sehreitet in der Bildung der Determinanten,

nämlich zur dritten Horizontalreihe, hat man sich noch früher zu überzeugen, ob die vollstän-

dige Bildung derselben wirklich nothwendig sei, oder ob sie umgangen werden könne. Zu

diesem Zwecke bestimme man die Grössen F
^ f , (p , (p für die zweite Ilorizontalreihe:

Man findet den grössten gemeinschaftlichen Factor von +113 und — 21 ,
nämlich i^, gleich

7 ,f. hingegen den grössten gemeinschaftlichen Factor der drei Determinanten: — 83
, + 113 ,

— 21 , oder, was dasselbe ist, jenen der beiden Zahlen 83 und 7 gleich Eins und somit ist

dargethan, dass mit dieser zweiten Horizontalreihe die regelmässige Bildung der Determinan-

ten abgeschlossen werden könne. Man findet ferner noch {A„ = 7
,
^„=:83 und der nächste

Schritt der Untersuchung besteht in der Auflösung der Gleichung

:

(215) + 133^;— 21mj = 7.

Diese Liefert: v = \ , zu= 6. Man hat jetzt nur noch die zwei letzten Verticalreihen der

Determinanten zu bilden, indem man der Reihe nach die Coefficienten der übrigen Unbekannten

z . y , X und zuletzt die beiden Constanten im ersten Theile der Gleichungen mit den Coeffi-

cienten der beiden letzten Unbekannten y , ^o zu Determinanten verbindet. Dies liefert

:

+ 147 V— 80 to

(216) + 97f— 59«)

— 35?'— GOto

+ 125 V— \\w.

Nun schreitet man zur Bildung der Hilfsgrössen : iT,. , A', , 7„ , Z„ ,
indem man in

den eben gefundenen Binomen (216) v und lo durch ihre früher gewonnenen Werthe ersetzt.

Man erhält so

:

^„ = + 147 X 1 — 80 X 6 = — 333

(217) y„=+ 97 X 1 — 59 X 6 =— 257

Z„ = — 35 X 1 — 60 X 6 =— 395

K„ = + 125x1 — 11x6 = + 59.
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80 Ignaz Heger.

Alle diese gewonnenen Werthe pflege ich auf die nachfolgende Weise in ein Schema zu

F f <l< V' A' X Y Z
— 83

+ 133?;— 21z« = 7 , 1 , 7u + 83U= + 595R + 395^ + 257lj ^333^

(218) -(-147r— 80tJ

+ 97?;— 59«;

— 35 ?•— 60 ?ü

+ 125r— llzo

Mit Zuziehung der Werthe

:

?{ = 1

(219) ^„=0 , f,
= 1

l}o = ,1^1 = , >^, = 1

3o =0 , 3i =0 , ^-2=0
, 33=1

findet man aus der im obigen Schema (218) ersichtlichen unbestimmten Gleichung:

(220) 7 u + 83 U = + 59 5R + 395 ;c + 257 t) + 333^

folgende Werthe von u:

(221) u„ = — 39 , Ui = + 9 , u,= + 13 , U3= + 12 , u, = 83.

Man verschafft sich dieselben auf folgende Weise: Erstlich liefert die Auflösung der

Gleichung

:

7u + 83U = l

auf dem bekannten Wesre:

(222) u = 12.
j

Ersetzt man nun in dem zweiten Theile der unbestimmten Gleichung (220) der Reihe .

nach einzeln eine jede der Grössen 91
,

^-
, ^ , j durch die Einheit, alle übrigen aber durch

Null, wie dies die verschiedenen Verticalreihen der Gruppe (219) ersichtlich machen, so geht

der zweite Theil dieser Gleichung der Reihe nach über in:

+ 59', +395 , +257 , +333

und wenn man diese Grössen mit dem gefundenen Werthe (222) nämlich mit 12 multiplicirt,

so erhält man

:

+ 708
, +4740

, +3084 , +3996

und diese stellen entsprechende Werthe von u vor. Um nun die numerisch kleinsten Werthe
von Uu , u,

, Uo , U3 abzuleiten, hat man diese Zahlen durch 83 zu dividiren und zwar so, dass

der Rest bei dieser Division den kleinsten numerischen Werth erhält, ohne, wde gewöhnlich

bei der Division geschieht, sein Zeichen als massgebend zu bezeichnen. Man findet solchergestalt j
als Rest: ^

(-23) u„=— 39
, u, = + 9 , u,= + 13 , u,= -)-12. -- |

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



über die Auflösung eines Systemes von mehreren unbestimmten Gleichungen etc. 81

Dor Worth von u, ontspriclit der Oloiohung:

7u + 83U =
Avelche aus der (220) hervorgeht, wenn man alle Grössen 91

,
;i: , »^ , ,:\

der Nulle gleichsetzt,

und ist der numerisch kleinste
,
positive, von Null verschiedene Werth von u, somit gleich

4- 83.

(224) u.,= ^-83.

Es erübrigt nur noch, die Werthe von D und u> zu suchen. Iliczu dienen die zwei (ilei-

eluuigen :

D _4^[— 119i + 60?: + 59i^+ 8O3+ 21uJ

tu ^JggL-^ 1259i + 35;c— 97»^— 1473— 133u]

mit Zuziehung der bisher gefundenen Werthe von 9t
,

;i; , l)
, 5 , u. Diese zwei Gleichungen

sind aus den zwei letzten Verticalreihen der Determinanten gebildet. Sie liefern

:

(225) üo= + 10 , ü, = — 3 , ü, = — 4 , Ü3 = — 4 , Ü4 = ^ 21

lü„ = -^64 , lu, = — 14 , »u, = — 22 , 11)3= — 21 , m, = — 133.

Hiemit ist die Eechnuug geschlossen und man ist jetzt in den Stand gesetzt, jede Gattung der

Auflösungen durch eine Formel allgemein auszudrücken. Für ganze Auflösungen ist diese

Formel folgende

:

x= +e
y = + ^

z = -^C

tf=— 39-f 9?H 13 jy-r 12^-1- 83»

?;=^10— 36— 47y— 4^- 21«

to= + 64— 14f— 22;y— 21 C— 133ö.

Dieses Beispiel dürfte wohl zur Genüge darthun, dass die Rechnung bisweilen wirklich

auf ein Minimum herabsinkt, wenn man die hier gegebenen Vorschriften befolgt. Dies

ereignet sich aber keineswegs sehr selten, sondern gerade in der Mehrzahl der Fälle und

die von uns aufgestellte Eegel, wiewohl dem ersten Anscheine nach complicirt, führt zu weit

einfacheren Rechnungen als alle bisher üblichen Eliminationen.

§. 21.

3. Beispiel. Um auch ein Beispiel zu geben von zwei Gleichungen, welche eine etwas

längere Rechnung erheischen und auch an einem solchen die Wirksamkeit und Bequemlich-

keit unserer Methode zu zeigen, wählen wir folgende zwei Gleichungen:

(226) 26 = 145 a; + 21 1 ?/+ 113 s -1-213 M+ 854 ?;

15 = 121a; + 175?/ -i- 224s -f- 141zi-f 13 v

Denkschriften der mathem.-naturw- C'l. XIV. Ed. Abhandl. v. Xichtmitgl.
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82 Ignaz Heger.

Hier sind zwei Gründe vorhanden, welche die Rechnung nicht unbedeutend verlängern,

erstens nämlich sind die Coefficienten selbst mehrziffrige Zahlen und zweitens muss die Ent-

wickelung der Determinanten bis zur vierten Horizontalreihe vollständig durchgeführt werden.

In dem nachfolgenden Schema finden sich die Resultate der Rechnung in der gebräuchlichen

Weise zusammengestellt

:

+ 117645 . V

-r 31779 . u +189827 . v =11 , 11, 1 ä + 10695. 3=-i-[— 14337749 3} + 65306378 f +95454194 5]

-f 5603 — 938

— 27489.«+ 7524 . M +146707.« =11,11,11)+ l.?)=-n-[+ 738463131+ 831763 f]

— 6649 + 341

-T 156 . j/ — 18807 . 2 + 5328 . M +101449.» =1, 1 , 1 f + 11.1= — 44745662 3J

+39738 —2087

— 471 .« + 12472 . » S« = l

(227)

u =
j^^y^

[12472 SR — lOUiO ;t ^ 146707 tj — 189827
3]

D = —^[ 471 9J+ 5328 r + 7524 b + 31779 3].U7645 L ' 1^ I / I OJ

Man bemerkt hier, dass erst in der vierten Horizontalreihe die Grösse/ den Werth Eins

erlangt und ist daher genöthigt, die drei ersten Horizontalreihen der Determinanten mit den

zugehörigen i^ und/vollständig zu entwickeln. Die vierte Horizontalreihe ist die erste, in der

man eine Abkürzung eintreten lassen kann. Dieselbe enthält vier Determinanten, aber es

genügt vollständig, nur die beiden letzten: -f- 5328
, + 101449 zu bilden, die beiden anderen

aber gänzlich zu überspringen, weil schon diese zwei Zahlen keinen von Eins verschiedenen

Factor gemeinschaftlich haben. Da ferner noch z in der unbestimmten Gleichung der dritten

Horizontalreihe den Werth Null erlangt, so genügt es auch für alle späteren Rechnungen,

nur die zwei letzten Verticalreihen der Determinanten vollständig zu bilden.

Wir schreiten jetzt zur Bestimmung der Zahlwerthe von ;i:
, ^ , 3 , u , ü in bekannter

Weise durch Auflösung der im Schema aufgestellten Bestimmungsgleichungen. Der Anfang

ist zu machen mit der Auflösung der Gleichung

:

(228) ;i:+ 11 3e=— 44745662 5«

und zwar ist dieselbe für zwei verschiedene Werthe von 9t zu bewerkstelligen, nämlich einmal

für 9t= 1, um ;i;„ zu erhalten, und ein zweites Mal für 9J= 0, um ;Ci zu finden. Man thut gut,

früher die Gleichung:

?:+113e=l

aufzulösen. Diese liefert als numerisch kleinsten Werth von ^:

Um nun ;l'i zu finden, ersetzt man im zweiten Theile der Gleichung (288) 9i durch 1 , multi-

plicirt hierauf den Zahlwerth — 44745662, welcher das Resultat der eben bezeichneten Sub-

stitution ist , mit dem gefundenen Werthe von y. . nämlich mit 1 , so findet man die Zahl

— 44745662 als einen speciellen Werth von y,^ entsprechend der Bestimmungsgleichung (288).

Dieser Werth ist aber keineswegs der numerisch kleinste und eignet sieh daher auch jiieht für

die wirkliche Durchführung der Rechnung. Um sich also die Arbeit nicht unnützerweise zu

erschweren, leitet man aus dem eben gefundenen Werthe von x seinen numerisch kleinsten
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Über die Außösung eines Systemes von viehreren unbestimmten Gleichungen etc. 83

"Wertli ab, indem man diese Zahl um ein entsprceliendcs Vielfache von 11 verändert, mit

anderen Worten, indem man — 44745G22 dureli 11 dividirt und die letzte Stelle des Quo-

tienten so wählt, dass der Eest zwischen -f- 5 und — 5 zu liegen kommt. Dieser Rest ist

gleich — 5 und stellt den Werth von ^g vor:

(229) ro= —

5

Der Werth von ,1*, ist die numerisch kleinste positive aber von Null verseJiiedcjic Zahl, welclie

die Gleichung:

;i:-f 119e=
erfüllt, d. h.

(230) ;t:, = + ll.

Hiemit ist die doppelte Auflösung beendigt. Nun kommt die Gleichung

:

(231) ^-f?)==-^-[+ 738463191 + 831763;!:]

an die Reihe. Diese ist drei Mal aufzulösen, nämlich für:

9i = l ,
SRr=0

, 9i =
^•o
= — 5

, ?:, = + 11 , ^, = 0.

Mau beginnt wieder mit der Auflösung der Gleichung

:

weil dann die der (231) entsprechenden Werthe durch eine kurze Rechnung gefunden werden.

Diese Gleichung ist aber erfüllt für alle möglichen ganzen Werthe von i), weil ^ den Coeffi-

cienten Eins besitzt. Man findet daher ohne alle Rechnung:

^0= , t),=0
, ^,= + 1

und gelangt zur Überzeugung, dass überhaupt die Berechnung der Zahlen + 7384631,

+ 831763, somit auch die Auflösung der Hilfsgleichung:

— 27489.2+ 7524.M+ 146707^= 11

überflüssig war. So oft also in einer Horizontalreihe ^ = 1 wird, kann man sieh die Auflösung

der Hilfsgleichung und Bildung der Grössen K , X , F, ... in derselben ersparen.

Nun kommt die Gleichung

:

(232) 3+ 106953=^[— 14337749. 9^1 + 65306378.?:+ 95454194 \)]

an die Reihe. Diese ist vier Mal aufzulösen, nämlich für die Werthe

:

91 = 1 , 9f = , 9i = ,91 =
(233) ;l-o=--5 ,

;c, = + 11 . ^-,=0 , p, =

Hier hat man am besten Gelegenheit, sich zu überzeugen, dass es räthlich sei, mit der Auf-

lösung der Gleichung:
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84 Ignaz Heger.

5-L 106953= 1

zu beginnen, wenn man nicht in eine unnütze Wiederliolung von Eechnungen verfallen will.

Diese liefert:

(234) ,^
= 1.

Man substituirt nun der Eeihe nach die Werthe (233) in den zweiten Theil der Gleichung

(232) und findet folgende vier ganze Zahlen :

(235) —30988149
,
+65306378 , +8677654 , 0.

Diese mit dem in (234) gefundenen Werthe 1 multiplicirt, wären brauchbare Werthe von j^ ,

5i , ja, i^ur die letzte dieser Zahlen stellt keinen geeigneten Werth von 53 dar, weil diese Grösse

von Null verschieden sein soll. Man würde aber die nachfolgenden Rechnungen durch

diese grossen Zahlen unnütz erschweren, und thut desshalb gut, die drei ersten Zahlen durch

den Coefficienten von 3; nämlich durch 10695 zu dividiren, jedoch dabei die letzte Ziffer des

Quotienten dermassen zu wählen, dass der letzte Eest zwischen + 5347 und — 5347 fällt;

dieser letzte Rest ist ein gleichfalls entsprechender und viel bequemerer Werth von p Die

letzte der Zahlen (235), nämlich Null wird man aber durch Addition eben dieses Coeffi-

cienten von 3 in 10695 verwandeln. Man erhält so:

3,= -4734
; 3,= + 2708

; 5, = + 4009 ; 53 = + 10695.

Nachdem nun die Werthe von ?t
, p , ^ , 3 bekannt sind, braucht man nur dieselben in die

zwei Gleichungen (227) zu substituiren, um u und D zu erhalten:

u„= + 7643 ; Uj= + 4379 ; U2= — 6470 ; U3= — 17257

ü„= — 1279 ; ü,= + 732 ; 0.,= + 103 ; Ü3= + 2889.

Hiemit ist die Auflösung beendigt. Man hat jetzt noch diese Werthe zur entsprechenden Formel

zu verbinden. Für ganze Auflösungen ist

:

.
_

a;=— 5 +ll.e

y = +^
z =—4734 + 2708.1 + 4009. 3y+ 10695 C

u = ^ 7643 + 4379 .?— 6470 .7^— 17257 C

?;= — 1279^ 732. e+ 103. r;+ 2889 C-

Der Leser hat hier wieder Gelegenheit zu sehen, wie sein- sich die Rechnung vereinfacht hat.

§• 22.

4. Beispiel. Um auch einen Fall vorzuführen von zwei unbestimmten Gleichungen,

welche beide gleichzeitig durch ganze Werthe der Unbekannten nicht erfüllt werden können,

wollen wir noch die Auflösung der folgenden Gleichungen auseinandersetzen.

7= 24x-^ 16?/ — 366s+62m— 42y

7=— 9a;— 6 ?/ + I862— 32?< + 22w.

Demselben entspricht nachfolgendes Schema:
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86 Ignaz Heger.

Aus diesen Wei'then kann man jede beliebige Gattung von Auflösungen, welche überhaupt im

Bereiche der Möglichkeit liegt, durch eine allgemeine Formel darstellen. Die mit dem kleinst-

möglichen Nenner 10 versehenen Auflösungen sind gegeben durch die folgende allgemeine

Formel

:

1
l-

X =
10 L
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über die Auflösung eines Systemes von melirei-en unhostimviten Gleichungen etc. 87

zu erfüllen und dürfen noch überdies weder neo-ative nocli andere als sranze Wertlie crlan-

gen, wenn n eine ganze positive Zahl ist. Verlangt man nicht die vollständige Entwickelung

dieser w""" Potenz des gegebenen Polynomes, sondern nur das mit x" versehene Glied dersel-

ben, so ist dasselbe gegeben durch die Summe:

x'-Sl—-^^ a"iVc/" ]
L«/j3/J'.'tf.' .... J

die auf alle ganzen und positiven Werthe von a . ß . y , d . . . . auszudehnen ist. Nullwerthe

mit einbegriffen, welche die zwei Gleichungen erfüllen:

(237)
T

/ . /
T -r

^

y? + 2r+3o^+ = r.

Diese zwei unbestimmten Gleichungen, deren Zusammenhang mit der Polynomialformel

hier nachgewiesen ist, finden sich auch in genau derselben Gestalt in vielen anderen Formeln

der Differentialrechnung. Wir wollen desshalb hier die gleichzeitige Auflösung derselben in

ganzen Zahlen wirklich ausführen. Dieses eine Beispiel wird zur Genüge die Behandlungs-

weise solcher Gleichuno'en mit unendlich vielen Unbekannten deutlich machen.

Bezeichnen wir vor der Hand die in'-'' und [m -\- l'"") Unbekannte, die durch k und jx ange-

deutet sein mögen, als die beiden abhängigen, so hat man nach der angegebenen Regel die

vier Glieder:

mX -\- (m + l)/i

hervorzuheben und die Determinante zu bilden. Dieselbe ist hier gleich Eins und somit liegt

hier der einfachste mögliche Fall vor. Da dies für jeden beliebigen Werth von wi stattfindet,

somit auch für ?«^c5o, so ist klar, dass man die Unbekannten a
, ß , y , o . . . . sämmtlich als

willkürliche ganze Zahlen betrachten könne.

Für den Zweck, die oberwähnten Formeln wirklich zu bilden, ist hiemit freihch wohl

noch nicht Alles geschehen, weil ausser dem Erfülltsein der beiden Gleichungen in ganzen

Zahlen noch gefordert wird, dass a
,
/S ,;-,<?,,. . positive Zahlen sind oder gleich Null aus-

fallen, mit anderen Worten, dass sie das System von Ungleichungen erfüllen:

a>0 , ß>0 , r>0 , d>0 ,

Die Erörteruno- dieser Bedingung erheischt noch eine andere Untersuchung, nämlich die

Auflösung eines Systemes von linearen Ungleichungen.

S-

Erörteruno- jener Fälle, in welchen einzelne oder Gruppen von Determi-

nanten gleich Null werden.

Zuvörderst wollen wir die Frage beantworten: In welcher Weise können Deter-

minanten gleich Null werden? Hierauf aber den Einfluss einer derartigen Erscheinung

auf die Auflösung der Gleichungen untersuchen.
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88 Ignaz Heger.

Schon im §. 4 wurde die Relation (23)

a{bc)— hiac) -^ c[ab) ^0

aufgeführt. Diese führt auch zur Beantwortung der ersten Frage. Es ist hier ersichtlich, dass

wenn die zwei Determinanten (a6) und (ac) gleichzeitig verschwinden, auch Oj (bc) und a^ (bc)

gleich Null ausfallen. Dies kann aber nur erfolgen, wenn (bc) = ist, da der andere

mögliche Fall a^ = a., = offenbar für unsere Zwecke ohne Sinn ist. Wir schliessen hieraus,

dass mit dem Verschwinden zweier Determinanten, welche einen Buchstaben gemeinschaftlich

haben, auch das Nullwerden einer dritten Determinante nothwendig verknüpft sei, derjenigen

nämlich, welche die beiden anderen Buchstaben in sich vereinigt hat. Diese Gruppe von drei

gleichzeitig verschwindenden Determinanten entspricht den Amben, welche aus den drei

combinatorischen Elementen a , b , c gebildet werden können.

Es ist nicht schwer, den hier betrachteten Fall von drei gleichzeitig verschwindenden

Determinanten auf eine Gruppe von mehreren auszudehnen. Z. B. Es seien

:

(ab)
,

(bc)
,

(cd)

drei verschwindende Determinanten, so werden nothwendig auch die folgenden Determinanten

:

(ac)
,

[bd)

(ad)

gleichzeitig verschwinden, mit anderen Worten : alle jene Determinanten, welche den verschie-

denen Amben entsprechen, welche aus vier combinatorischen Elementen a , b ^ c , d gebildet

werden können, verschwinden alle gleichzeitig, sobald nur drei derselben, deren Buchstaben

die vier Elemente a , b , c , d erschöpfen, gleich Null ausfallen. Diese Schlussfolgerung lässt

sich auf beliebig viele Elemente ausdehnen und man gelangt ohne Schwierigkeit zu dem Satze,

dass ein Verschwinden von r— 1 Determinanten, deren Buchstaben einen Complex von r Buch-

staben darstellen, nothwendig auch das Verschwinden aller übrigen Determinanten zur Folge

liat, die aus diesen r Buchstaben hervorgehen können.

Es gibt noch einen anderen Weg, sich von der Wahrheit des Gesagten zu überzeugen.

Das Verschwinden einer einzelnen Determinante (ab) =:r a^ 6^ — ^2 ^i erfolgt nämlich immer

dann , wenn die Grössen a^ , a.^ , b^ , bo einander proportional sind. Sind drei Goclficienten-

paare cii , a., , b^ , bo , c^ , c, einander proportional , so verschwinden offenbar alle Determi-

nanten, die aus ihnen gebildet werden können, nämlich drei an der Zahl. Sind aber r Coeffi-

cientenpaare einander proportional , so müssen nothwendig alle aus ihnen hervorgehenden

Determinanten —^^ an der Zahl gleich Null ausfallen.

Eine unmittelbare Folge des Gesagten ist, dass bei der von uns angewendeten Anord-

nungsweise der Determinanten in Vertical- und Horizontalreihen ein Verschwinden aller

Determinanten irgend einer Horizontalreihe nur dann erfolgen könne, wenn auch

alle Determinanten der vorhergehenden Horizontalreihen gleich Null aus-

fallen.' Sollte z. B. in der Determinantengruppe:

{de)
,
(dg)
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Vber die Auflösung eines Systemes von mclircren unbestimmten Gleichungen etc. 8!)

{c^^) (cc)
,

{cg)

i^x^) ,
(bd) [(>e)

,
[hg)

{ab)
,

{ac)
,
{ad) {ae)

,
{ag)

[ka)
,

{kb)
,

{kc)
,
{kd) [ke)

,
{kg),

die Horizontalreihe {de)
,
{dg) in ihren beiden Gliedern Nullwertlie erhalten, so miiss uorh-

wendig auch {eg) = sein und würde uimiittelbar die ProjxM'tinnalität. (Km- di-ci Ii-tzteu Coeffi-

cientenpaare

:

di :
e, . g,

d-i , e,
, g.,

beweisen. Das Verschwänden der Determinanten {cd) , . . . {ce) , {cg) w-iirde das Nullsein aUer

vorhergehenden Determinanten

:

{de)'
,

{dg)

erheischen. Das Stattfinden dieser Erscheinung würde alsogleich den Beweis liefern, dass die

letzten Coefficientenpaare

:

Ci d, . e, , g,

c\, d., . e, , g^

iMnander proportional sind.

Wenden wir uns nun zur zweiten Untersuchung, nämlich zur Beantwortung der Frage

:

welchen Einfluss kann das Verschwinden einzelner, mehrerer oder endlich

aller Determinanten auf den Gang der Eechnung bei der Auflösung des

gegebenen Systemes ausüben? Es ist für sich klar, dass keinerlei Störung, sondern im

Gegentheile meist eine Vereinfachung der Rechnung eintritt, wenn keine Horizontalreihe voll-

ständig verschwindet. Ei'hält man nämlich {eg) von Null verschieden, so ist hiemit schon

erwiesen, dass in allen nachfolg-enden Reihen zum mindesten eine einzige Determinante einen

signifieativen Werth erlangen müsse , und somit die Rechnung ihren ungestörten Fortgang

nehmen werde. Also kann nur in jenen Fällen, wo {eg) gleich Null ausfällt, eine Störung

der Rechnung eintreten.

Wird {eg) = 0, so ist hiemit die Proportionalität der zwei letzten Coefficientenpaare

«1 , e.. , (/, ,
g., erwiesen und dies genügt schon vollkommen, um einzusehen, dass die beiden

Unbekannten r und ic , wenigstens nicht beide zugleich die Rolle der abhängigen Grössen

spielen können, da ihre Werthe in keinem Falle durch die beiden Gleichungen bestimmt werden.

In der That kann man in diesem Falle aus den zwei Gleichungen die zwei Unbekannten

V und w gleicbzeitig eliminiren und gelangt so zu einer andern Gleichung, in der diese zwei

Grössen nickt mehr erscheinen, und die daher auch zu ihrer Bestimmung nichts beiträgt. Fügt

man zu dieser von v und ic freien Gleichung noch eine der beiden ursprünglich gegebenen

hinzu, so hat man ein dem ursprünglichen vollkommen gleichgeltendes System, bei

Denkscbriften der matbem.-naturw. Cl. XIV. Bd. Abhaüdl. v. Nichtmitgl.
'^
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90 Tgnaz Heger.

welchem nur eine der beiden Grössen v , w als abhängig erscheinen kann. Man
wird demnach durch das Verschwinden von ieg) genöthigt, eine der beiden Grössen v

und 10 , vielleicht die Letztere als eine unabhängige, dafür aber eine der ursprünglich als

unabhängig angesehenen anderen : cc ,?/, s ,...?( , vielleicht eben wieder die letzte

derselben n. als abhängig zu betrachten. Dem zu Folge ist auch das Rechnungsverfahren

entsprechend abzuändern und namentlich der Unbekannten w in den Gleichungen eine

frühere Stelle einzuräumen.

Verschwinden die drei Determinanten:

(de) , (dg)

gleichzeitig, welche die beiden ersten Horizontalreihen zusammensetzen, so ist hiemit die

Proportionalität der drei letzten Coefficientenpaare

:

do , e., . g,

erwiesen und man kann nur eine einzige der drei letzten Unbekannten u ., v , w , vielleicht

die erste derselben u als .abhängig ansehen und ist genöthigt die beiden andern als unabhängig

zu betrachten, weil man im Stande ist, alle diese drei Grössen mit einem Male zu eliminiren und

es muss nun wieder eine der früher als unabhängig angesehenen Unbekannten x
, y , z , . . .

die Rolle der abhängigen übernehmen.

In gleicher Weise hat man beim Verschwinden einer grösseren Anzahl von Horizontal-

reihen eine entprechende Änderung zu treffen in der Austheilung der Rollen der abhängigen

und unabliängigen Grössen.

Zwei Fälle bleiben uns aber noch zu betrachten übrig, die einen anderen Effect, als den

eben genannten haben:

Versehwinden alle Horizontalreihen der Determinanten mit Ausnahme der letzten voll-

ständig, so ist die Proportionalität aller Coefficientenpaare

a,
,

i,
, c, ,

. . . . d, , e, , g,

a., ^ b.2 , 0.2 .... . do , e., , g.,

erwiesen und nur die zwei Constanten ^'j , k, stehen in einem anderen Verhältnisse zu einander.

Man kann daher alle Unbekannten mit einem Male eliminiren und gelangt zu einer wider-

sprechenden Gleichung. Es ist also das vorliegende System widersprechend und besitzt keine

Auflösungen.

Verschwinden alle Horizontalreihen der Determinanten, selbst die letzte mit eingerechnet,

so sind alle Coefficienten und Constanten einander proportional, man kann die zwei Gleichun-

gen durch schickliche Combination in die identische = Verwandeln und es ist kein Zweifel,

dass dieses System von zwei Gleichungen einer einzigen Gleichung gleichzuhalten sei. Man

wird daher eine dieser beiden Gleichungen beibehalten, die andere streichen und nur eine

gewöhnliche unbestimmte Gleichung vorliegen haben und ihre Auflösung in der bekaimten

Weise bewerkstelligen.
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über die Auflösung eines Systemes von mehreren unbestimmten Gleichungen etc. 91

Aus dem hier Auseinandergesetzten eryibt sieli eine eiyoiie Eeyel, soldie Au^naliiusrällc

zu behandeln, bei denen einige Horizontalroihen der Determinanten verschwinden. Die

Rechnung ist durchaus keine andere, als bei den gewöliidiclien Fällen, sondern im Gegentheile

oft eine nicht unbedeutende Vereinfachung damit verbundon.

Man beginnt mit der Bildung der Determinante (er/). Erweiset sich diese gleich Null, so

ertheilt man der Unbekannten lo die Rolle einer unabhängigen Grösse und sieht nun ic und ?>

als die beiden abhängigen Grössen an. Demgemäss strciclit man die letzte Vertiealreilie der

Determinanten

:

i^9) > (^-g) , • (cg)
, {(>g) ,

{ag)
,

{kg).

Nun bildet man [de) und hat hier zwei Fälle zu berücksichtigen und darnach die weitere

Rechnung einzurichten. Ist nämlich auch [de) = , so ist auch v als unabhängig anzusehen,

also auch die Verticalreihe : (Je) , . . . (ce)
,
(be)

,
(ae)

,
(^-e) der Determinanten zu streichen.

Die beiden letzten der Unbekannten x
, g , z , . . . u sind nun vorläufig als die abhängigen

Grössen anzusehen. Ist aber (de) von Null verschieden, so dient dies als Beweis, dass ic und v

wirklich als abhängige Grössen betrachtet werden köinien und der Gang der Rechnung unter-

ließt fernerhin keiner Störung mehr.

Aus dem Gesagten geht klar hervor, dass das bekannte gewöhnliche Verfahren auch hier

gelte, und dass dasselbe namentlich anfangs nur die Aufsuchung derjenigen zwei Unbekannten

zum Zwecke hat, welche die Rolle der abhängigen Grössen übernehmen können. Sind diese

zwei gefunden, was sich immer dadurcli kund gibt, dass man beim Fortschreiten in der

Diagonalreihe:

(238) (eg)
,

(de) ,.... (cd)
,

(bc)
,

(ab)
,
(ka)

endlich zu einer von Null verschiedenen Determinante gelangt, so ist das weitere Verfahren ein

bekanntes und der gefundenen Vertheilung der Rolle der Abhängigkeit und Unabhängigkeit

entsprechendes. Verschwinden (eg)
,
(de) , . . . (cd)

,
(6c)

,
(ab) sämmtlich, aber (ka)

nicht, so sind die Gleichungen widersprechend, ist aber auch noch (ka)^=0, so sind die zwei

Gleichungen von einander nicht verschieden.

Aus der bisherigen Auseinandersetzung würde aber folgen, dass den durch Nullwerden

gewisser Anfangsdeterminanten der erwähnten Diagonalreihe (238) als unabhängig bezeich-

neten Unbekannten in den Gleichungen statt der letzten Stelle eine der ersteren einzuräumen

wäre und dass demzufolge ihnen auch eine bestimmte Horizontalreihe von Determinanten im

Schema entsprechen müsse. Man würde aber nur überflüssige Rechnungen ausführen, wollte

man sich wirklich an diese Vorschi'ift halten. Es lässt sich nämlich zeigen, dass diese

Determinanten sich von jenen einer entsprechenden schon gebildeten Verticalreihe nur

in einem constanten Factor unterscheiden. Dies zu beweisen, soll zunächst unsere Aufgabe

sein.

Wir nehmen also an, (eg) sei gleich Null, (de) aber von Null verschieden, und wollen

nun zeiffen. dass die Determinanten:^ö^

(dg)
,

(cg) . ibg) ,
(acj) . (I^g)
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92 Tgnaz Heger.

der letzten Verticalreilie unter dieser Voraussetzung den Determinanten der vorletzten

Verticalreilie

:

{de) ,
. . . . (ce)

,
(be)

,
(«e)

,
(ke)

proportional sind. In der That gehen die identischen Gleichungen:

d{eg) — e{dg)+gide)=.0

I

c{eg)--e{cg) ^g{ce) = ()

hieg)-^e{bg)+g(be)=0

k{eg)~^e(kg)^ g{ke)=0

1

1

I

für (eg) = über in ;

^ {dg) -=9 {de)

e{ag)=-g{ae)

e{kg)--^g{ke)

aus denen die Eichtigkeit der obigen Behauptung alsogleich erhellt und noch überdies ersicht|

lieh ist, dass man die Determinanten der vorletzten Verticalreihe nur mit dem Quotienten

zu multipliciren braucht, um jene der letzten Verticalreihe zu erhalten.

Wären mehrere Determinanten der Diagonalreihe (eg)
,

[de) , . - • verschwunden, so

würden alle Determinanten der entsprechenden Verticalreihen proportional sein jenen einer

früheren Verticalreihe, in der das erste von Null verschiedene Glied der Diagonalreihe sich

befindet. Wäre z. B. (cd) die erste von Null verschiedene Determinante in der Diagonalreihe,

so könnten aus der Verticalreihe (cd)
,
(bd)

,
(ad)

,
(kd) alle späteren Verticalreihen ab-

geleitet werden durch Multiplicatiou dieser Determinanten mit den Quotienten : —
,
—

Dieser Eigenschaft verdankt die Rechnung eine Vereinfachung in allen Fällen, in welclien

einige Anfangsdeterminanten versehwinden, und man kann sich daher dann stets die nachtrag- ^
liehe Einreihung und Berechnung der den letzten Verticalreihen angehörigen Determinanten

ersparen.

Diese Vereinfachung der Rechnung lässt sich noch von einem anderen Gesichtspunkte und

zwar noch viel leichter einsehen. Ist bei einem vorgelegten Systeme

(239) ^1 ^=ajX -f- b^y -j- c^z -]- -^ d^u -\- e^v -\- g^w

k.,= a.,x -\- b.>g -^r c^z -{- -\- d-, u -f- c, ?• + g^ ^

die Determinante (e^)= 0, aber (c?e) von Null verschieden, somit: — = — und bedeutet

c, den gemeinschaftlichen Factor von Gj und g^, £._, jenen von e., und g.,; so kann man

offenbar setzen:

i
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Uhor die Auflösung) eines Systemes von meh'eren tinbestiiiniifei/ Gleichungen etc. ^?>

(240) e,v + g,io==s,V

e.,v + g.Ao ^£., V

donii diese zwei Gleichungen luiterseheideu sicli nur in einem constanten ]\luitipiicator uiul

sind beide gleichzeitig für dieselben Werthe von v , w ,
\^ erfüllt. Jede derselben füi' si('h

allein verstattet aber ganze Auflösungen v , ic , V und es ist dabei namentlich V fähig alle

möglichen ganzen Zahlwerthe anzunehmen. Hieraus folgt nun, dass die drei Gleichungen:

(241) /u, ^rtjX- -|- 61?/ + CjS -t- -f d^ic + Si V

L,= OoX + b.,y + CoS + -f- d.Ai -\- £., V
(242) e,v+g,to^£,V

den ursprünglich vorgelegten (239) vollkommen gleichgeltend sind. Man kann mit der Auflö-

sung der zwei unbestimmten Gleichungen (241) beginnen und sie in bekannter Weise voll-

führen, wenn (f/jS.,) von Null verschieden ist, weil jedem beliebigen ganzen Werthe von

V, in die (242) gesetzt, ganze Zahlwerthe von ?? und to entsprechen. Auf solche Weise findet

man für Feinen gewissen Werth, meist einen Ausdruck, mit einer Anzahl willkürlicher ganzer

Grössen versehen. Um nun ? und lo daraus abzuleiten, braucht man nur die für F= 1 aus

der (242) hervorgehende unbestimmte Gleichung

:

vollständig aufzulösen und die gefundenen, mit einer willkürlichen ganzen Grösse ver-

sehenen Werthe von v und 10 nun mit dem erhalteneu allgemeinen Werthe von V zu

multipliciren. Solchergestalt findet man also die allgemeine Formel der ganzen Auflösungen

des Systemes (239).

Wären mehrere Determinanten der Diagonalreihe : [eg)
,
(de) , . . verschwunden, so

würde man in ähnlicher Weise verfahren, nämlich durch Einführung einer Hilfsgrösse F die

zwei Gleichungen (239) in zwei andere verwandeln, mit einer geringeren Anzahl von Unbe-

kannten ähnlieh den (241) und in eine dritte, gewöhnliche unbestimmte Gleichung mit

mehreren Unbekannten, ähnKch der (242) und auf genau demselben Wege zur allgemeinen

Auflösung in ganzen Zahlen gelangen, wie in dem früher erörteten Falle.

Über Systeme von mehreren unbestimmten Gleichunt^e n.

§. 25.

Wir wollen nun den allgemeinsten Fall zum Gegenstande unserer Untersuchung machen,

nämlich ein System von beliebig vielen Gleichungen des ersten Grades mit einer überwiegen-

den und gleichfalls willkürlich grossen Anzahl von Unbekannten.

1,X, + loX, + IsX, + l^Xi + + l„,x,„— Ij.

(1) 2,x-, + %x., + 23a;., + 2,x, -f + 2,„x,„,= 2,

o^x^^ 0.2X., -|- o-j^^g -f- o.ja;4 -|-
-f" 3,,„x",„ = o,,

n,x, -L n.x., + n^x^ -f «,ar, + + n,„ »„, = n,
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94 Ignaz Heger.

sei das gegebene System von Gleichungen, n deren Anzahl und in jene der darin erschei-

nenden Unbekannten : a^i , cCj , a?3 , . . . a;,„, wobei n und m beliebig grosse Zahlen bedeuten

können, jedenfalls "aber in der Relation n <^m zu einander stehen.

Die im Vorhergehenden auf ein System von zwei Gleichungen angewendete Methode

lässt sicli auch auf diesen allgemeinen Fall ausdehnen ohne eine wesentliche Abänderung zu

erleiden. Wir verwandeln durch eine Reihe von Transformationen und durch Einführung neuer

Unbekannten das ursprünglich gegebene System von n Gleichungen in eine Reihe von

unbestimmten Gleichungen oder , wenn man will, Congruenzen des ersten Grades

und in ein Svstem von bestimmten Gleichungen. Die Anzahl der unbestimmten
Gleichungen oder Congruenzen kommt der Anzahl m—n der überschüssigen Unbekannten

gleich, welche durch das vorliegende System nicht bestimmt werden.

Diese Transformationen der Gleichungen bilden keineswegs einen unvermeidlichen Theil

der wirklichen Rechnung; im Gegentheile lässt sich eine sehr einfache Regel angeben, ähnlich

derjenigen für ein System von zwei Gleichungen, wodurch die wirklichen Rechnungen auf

ein Minimum herabsinken.

Bei der eben erwähnten Regel spielen gewisse Grössen eine Hauptrolle, welche aus den

Coefficienten der Gleichungen gebildet werden und für welche die bekannte Bezeichnung:

„Determinanten" besteht. Wäre nämlich das obige System von n Gleichungen ein

bestimmtes, d. h. m = n., so würde denselben eine einzige Determinante entsprechen, gebildet

aus der Gruppe von Coefficienten:

(2)

1.
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Über die Aiiflösunff eines Systemen ron mehrere)! iiiihcsiiunnten Gleiclinngen etc. 0.")

Ausser den Detenuinanten y\) komiuen bei Jen in I\edc stehenden Untersuchungen noch

andere Grössen vor, in welchen die Constanten Ij. , 2^. , 3,, . . . n,. der Gleichungen erscheinen

und die sich von den Determinanten (-1) nur (hidurdi unterscheiden, dass an die SteUo der

Coefficienten einer Verticalreihe diese Constanten treten, welche im Grundo die (w -f
1)""

Verticalreihe vorstellen. Diese Grössen sind, der früheren Bezeichnungsweise treu bleibend

:

(5) [1.2,3, «„_.] , [1,2,3, {n--\\_,n,\
, [1,2,3, (^«-

l)„_,?^„+,J

Wir wollen diese Grössen kürzehalber mit dem Buchstaben K bezeichen, während der

Buchstabe D den Determinanten (4) als allgemeines Symbol entsprechen soll. Die Anzahl der

Grossen K ist onenbar , denn dies ist die Anzahl der Combinationen zu
1.2. ..n— \

n— 1 Elementen, die sich aus to Grössen bilden lassen.

Wir schreiten nun zu den wirklichen Untersuchungen und namentlich zur Aufstellung der

aligemeinen Regeln, vermittelst deren sich die auf das vorliegende Problem Bezug habenden

drei Hauptfragen beantworten lassen.

I. Erörterung der Bedingungen für das Vorhandensein ganzer Auf-
lösungen.

Zur Beantwortung der Frage, ob ganze Werthe der Unbekannten x-, . ccj , ccg , . . . x,„

dem vorliegenden Systeme von Gleichungen Genüge leisten können oder nicht, führt folgender

Lehrsatz: Wenn der grösste gemeinschaftliche Factor sämmtlicher Deter-

minanten D des vorgelegten Systemes gleich Eins ist, so bestehen ganze
Auflösungen; ist hingegen derselbe von Eins verschieden, so sind ganze
Auflösungen nur dann vorhanden, wenn auch alle Grössen K diesen Factor
besitzen.

Bevor wir jedoch zum Beweise dieses Lehrsatzes schreiten, müssen wir noch einige Hilfs-

sätze vorausschicken.

§. 2fi.

Ein System von mehreren Gleichungen des ersten Grades, gleichgültig ob ein bestimmtes

oder unbestimmtes, lässt sich auf unendlich viele verschiedene Arten durch ein anderes gleich-

geltendes System von Gleichungen ersetzen, welche dieselbe Hauptform tragen, und sich nur

in den Coefficienten und Constanten unterscheiden.

Das Verfahren, mittelst dessen solche Gleichungen erhalten werden, ist hinlänglich

bekannt: Man multiplicirt nämlich die Gleichungen der Reihe nach mit beliebig gewählten

Zahlen und addirt sie liierauf. Das Ergebniss Iiievon ist jedesmal eine Gleichung, welche für

genau ih'eselben Werthe der Unbekannten erfüllt ist, welche dem ursprünglich gege-

benen Systeme Genüge leisten. Durch eine ?? malige Wiederholung dieses Verfahrens, nur mit

Anwendung anderer Multiplicatoren gewinnt man ein System von n Gleichungen, die alle

gleichzeitig erfüllt sind für jene Werthe der Unbekannten, welche das ursprüngliche System

erfüllen. Li der Regel gilt auch das Umgekehrte, d. h. alle jene Werthe der Unbekannten,

welche das neue System erfüllen, leisten auch dem ursprünglichen Genüge, so zwar dass diese

beiden Systeme einander völlig gleichgelten. Es kann sich aber in Folge einer unzweekmässi-

gen Wahl der Multiplicatoren ereignen, dass die abgeleiteten n neuen Gleichungen nicht
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96 Ignaz Heger.

vollkommen verschieden sind und Auflösungen zulassen, die dem ursprüngliclien Systeme

Tviderspreclien. Dies erfolgt namentlich dann, wenn die aus den erwählten Multiplicatoren

PllP^^Pi, Pn

f6)
2 2 2 2

^ > Px,Pi,Pz^ P.
3 3 3 3

Px,Pi,Pi, P.

Px , Vi , Ps , Pn

gebildete Determinante gleich Null wird. So lange aber die Multiplicatoren -Determinante

einen vonNuU verschiedenenWerth besitzt, ist das neue System dem ursprünglichen äquivalent.

Bezeichnen wir das neue System von Gleichungen mit:

1/ X, + 1^' X. 4- I3' a;^ + + 1,; x„ = 1;

3 -''S I \ •^m '*-m "t

Ol Xj -p O2 a^2 + <J3 "''S "f + ^m ^m ^^ ^k

0) V X, + 2; x,^2^x,+ + 2J x-„, = 2,

I

nl x^ + n.i Xg + «3' X3 — 4- ?^„/ x,„ = nl

und gehen von der Voraussetzung aus, dass jene Multiplicatoren, die zur Ableitung irgend

einer dieser Gleichungen, z. B. der 0.'°
, in (6) die a Vertiealreihe bilden ; so ergeben sich für

die Coefficienten der neuen Gleichungen Relationen, welche durch die folgende allgemeine

angedeutet sind :

Um diese Relationen vollständig aufzuzeichnen, hätte man in der (8) der Reihe nach: a

durch die Werthe 1,2,3,...?» und ß durch 1 , 2 , 3 , . . . . ;/^ . /; zu ersetzen.

Auf Grundlage der eben aufgestellten Relationen gelangt man zu dem Satze, dass die

Determinanten D' und K' des neuen Systemes (7) den Grössen D und K des

ursprünglichen (1) proportional seien und namentlich durch Multiplication

mit der aus den Multiplicatoren (6) gebildeten Determinante: [p^ ,
^J^ ,^3 , ... p„]

= P hervorgehen.
Den Beweis dieses Satzes glauben wir hier übergehen zu sollen, da er aus der Theorie

der Determinanten hinlänglich bekannt ist.

Dieser Lehrsatz von der Multiplication der Determinanten ist der erste Hilfssatz , dessen

wir in der Folge benöthigen werden.

§• 27.

Zweiter Hilfssatz: Wenn alle Determinanten D des vorgelegten S ystemes
e inen gros sten gemeinschaftlichen Factor

(f
besitzen und derselbe auch in

allen Determinanten K erscheint; so lässt sich stets ein neues und gleichgel-

tendes System von Gleichungen ableiten, dessen Determinanten 1)' keinen von
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ll)er die Anßösu»g entes Systemes von mehreren unbestimn/f' n dleichungen etc. 97

Eins ve rs ( h i e (leuoii Factor gemeinschaftlich besitzen und dessen Coeffi-

cienten und Constanten gleichfalls ganze Zahlen sind.

l)io Verwandlung des gegebenen Systemes (1), dessen Determinanten D und K den

grössten gemeinschaftlichen Factor (p besitzen, in ein anderes gleichgcltendes, mit Determinanten

D'. welche keinen von Eins verschiedenen Factor enthalten, kann, nach dem eben früher an^e-

führten Satze von der Multiplication der Determinanten, nur für eine solche Wahl der transfor-

niirenden Multiplicatoren p zu Stande kommen, welche der Multiplicatoren-Determinante P =
\l\ 7 P-2 1 Pi ^ p„] ^^Pi^ Werth — ertheilcn und noch überdies sämmtlichen Coefficienten

und Constanten der transformirten Gleichungen ganze Zahlwerthe ertheilen.

Solcher Multiplicatoren bestehen unendlich viele. Es unterliegt keiner Schwierigkeit,

die Form derselben in ihrer vollen Allgemeinheit zu entwickeln , Avenn man die Bedingungen

analytisch ausdrückt, welche sie zu erfüllen haben, und einen ähnliehen Weg wie in §. (l

einschlägt. Uns ist hier nicht der Raum gegönnt, diese Untersuchungen wirklich durchzuführen

und wir beschränken uns darauf, speeielle Werthe der Multiplicatoren^ aufzustellen, welche

die obenerwähnten Bedingungen erfüllen; sind aber genöthigt, wegen Mangel an Eaum, die-

selben in symbolischer Form aufzuzeichnen. Sie sind folgende:

"
/ -.xa+i [ll2233...(a— l)a-l(a + l)a n„-i]

¥> -i^l. ^1.2. ^1.2.3... ^1.2.3...S^T

« _ . J^„^o
-S {[li2233(«- lh-i{a + l)a (n— l)„-inß] f)^

p.^l . ^l.a.^^l.2.3... ^l.ä.3...n—

2

0») Ä=(-i) „+3 S \[U22 3i...(a~l)a-i(a+l)a (w—2)„-3(«— l)r, Uy ]
liy\

<P 4'i- 4'l--i • 4'1-i-» • • ^1.2.3... (i—

3

"
, . .a+; ^ \\U-2->:ii. . .(«— ]),z-i(/z+ l)a. ..(n— /+ l)„_,(?i — !--|-2)s, ..«.]8.«.....i

f-Vi.Vi.i ipi-'i-i---«-

Diese Formeln geben die Werthe der Multiplicatoren^ an und zwar zunächst derjenigen,

welche die Zahl a als oberen Stellenzeiger besitzen. Aus diesen allgfemeinen Formeln o-ehen

unmittelbar die Werthe aller Multiplicatoren hervor, wenn man die Zahl a der lieihe nach

durch 1,2,3,...« ersetzt. Die erste der hier aufgestellten Formeln gibt den Werth
a

von p^-. im Zähler des Bruches erscheint eine durch das Symbol:

[1,2,33.... (<z-l ),_,(«+!)„ »„_,]

angedeutete Determinante. Die Stellenzeiger in diesem Symbole sind : 1,2,3....«— 1 ,

a , a-\-l . . . . n— 1 somit die in natürlicher Reihenfolge geordneten ganzen Zahlen von 1 bis

n— 1 ohne alle Unterbrechung. Die Zahlen hingegen, denen diese Indices angehängt sind,

zeigen eine Unterbrechung der natürlichen Zahlenfolge, denn es fehlt die Zahl a. Hiemit

liegt auch die Regel offen am Tage, wie dieses Symbol zu bilden ist. Man schreibe der Reihe

nach die ganzen Zahlen von 1 angefangen bis n mit Hinweglassung von a , füge denselben

die natürliche Reihe der Stellenzeiger 1,2,3....«— 1 unten an und schliesse die Klammer.

Der Xenner des Bruches, weicherden Werth von j^, gibt, ist ein Product mehrerer Factoren,

welche folgende Bedeutung haben: (p ist der grösste gemeinschaftliche Factor, der in allen

DenkscIiriftKii der niatlieni.-naturw. Cl. XIV. Bd. Abtiandl. v. Nichtmitt;!. u
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9S Ignaz Heger.

Determinanten D des vorgelegten Systemes von unbestimmten Gleichungen erscheint, c, ^i

ist der grösste gemeinschaftliche Factor, der in der Gruppe jener Determinanten D erseheint,

welche die mit dem Stellenzeiger Eins versehenen Coefficienten in sich schliessen, also durch

das allgemeine Symbol [a^ 6 j c^ , . . . g^\ dargestellt sind, d. h. jene, zu deren Bildung die erste

Verticalreihe der Gleichungscoefficienten eingeht, ^.^'j.^», .., ist der grösste gemeinschaftliche

Factor einer Unterabtheilung dieser Gruppe von Determinanten, nämlich aller jener Grössen D,

in denen die beiden ersten Verticalreihen der Gleichungscoefficienten enthalten sind und die

demnach durch das allgemeine Symbol [«j h.^ c.^ , . . . g^] gegeben werden. Endlich stellt

(f .d'^-(pi.->-(px.-2.i. 'Pi.i.&.^i ^^^ grössten gemeinschaftlichen Factor jener Determinanten

D vor, in denen die n— 1 ersten Verticalreihen der Gleichungscoefficienten enthalten sind

und denen daher das Symbol entspricht: [«j 6., fg . . .f„_^g^^.

Wenden wir nun den Blick auf die zweite Gleichung, welche den Werth von^o gibt. Im
Zähler des Bruches erseheint eine symbolisch geschriebene Summe. Das allgemeine Glied

dieser Summe ist

:

(10) [1,2,3, ... . («- 1)„_,(« + 1)„ n~l„_,n^6,

und stellt das Produet einer Determinante der Ordnung 7i— 1 mit einer ganzen Zahl 6^^ dar.

Die in der Determinante erscheinende Zahlenreihe ist genau dieselbe, wie in der früher be-

trachteten Formel ^j ; in ihr mangelt gleichfalls die Zahl a. Die Stellenzeiger in dieser Deter-

minante laufen von 1 nur bis n— 2 regelmässig ; der letzte Stellenzeiger hat einen allgemeinen

Werth y3, dem alle möglichen Werthe von n bis vi der Reihe nach zu ertheilen sind. Das die-

sem betrachteten Producte (10) vorgesetzte Summenzeichen bezieht sich auf den Stellenzeiger

ß und ist auf die Werthe :

(11) ß^n . n A^ \ , . . . . m

auszudehnen. Die Zahl 0^ repräsentirt eine Eeihe von Zahlen: d„ , ^„^.j . . . . 6„,, die alle

bestimmte und ganze Wertlie besitzen. Die Art sie aufzusuchen, wird später angegeben

werden.

Die dritte Formel, welche den Werth von^j, gibt, enthält im Zähler iles Bruches aber-

mals eine Summe, die hier nur durch das allgemeine Glied repräsentirt ist. Die Summii'ung

liat aber hier nach zwei Grössen zu geschehen, uämKch nach den beiden letzten Stellenzeigern

in der Determinante: y^ , y und zwar soll sie auf alle jene ganzen Werthe dieser zwei Grössen

ausgedehnt werden, welche sich von n— 1 bis vi erstrecken, aber so, dass yi stets von ;- ver-

schieden und grösser ausfällt. Diese Werthe sind folgende :

y^=^n— 1 , ?? , . . . . m— 1

(12) r ='^

i

m , m , . . . . m

Sie lassen sich am einfachsten ableiten, wenn man aus den Zahlen

:

n— 1 , n , n ^ l , . . . . m

alle möglichen Amben bildet. Jede solche Ambe , wie z. ß. n— 1 , n g'ibt eine Zusannnen-

stellung von Werthen für y^ und y.
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Z^bcr die Auflösung eines Systemes von mehreren unbestimmten Gleichmgen etc. 99

•Die danuif folgcuclen Formeln sind älmlicli gebaut, nur geschieht 'die Suiuinirung iiar-h

mehreren Stellenzeigern. Die in diesen Werthenjj»,
,
]i.,

, . . . ji,, erscheinenden Determinan-

ten sind alle von der (Ordnung n— 1 und sind, da in allen die Zahl a mangelt, aus den n—

1

Gleichungen des ursprünglichen Systemes gebildet, die nach dem "Weglöschen der «"" Glei-

chung übrig bleiben. Das Gesagte dürfte zum Verständnisse dieser Formeln hinreichen.

Die in diesen Werthen von p erscheinenden Grössen: .

ti. , 0^ ^ Ö-
.. - , - -

sind allgemeine Symbole für gewisse Gruppen von ganzen Zahlen, welche folgende Bedin-

gungsgleichungen erfüllen

:

Diese Gleichungen sind gewöhnliche unbestimmte Gleichungen mit mehreren Veränder-

lichen. Die Coefficienten in denselben sind eine Gruppe von Determinanten D des gegebenen

Systemes und die im zweiten Theile stehende Constante der grösste gemeinschaftliche Factor

derselben. Man kann daher stets ganze Zahlwerthe für die darin erscheinenden Unbekannten

d finden, und hat dann dieselben in die früheren Formeln (9) zu substituiren. Es braucht wohl

kaum bemerkt zu werden, dass die in diesen Gleichungen erscheinenden Summeuzeichen sich

auf genau dieselben Werthe von ß ^ y , . . . erstrecken, wie bei den frühei'en Formeln (9).

Die hier gebrauchte symbolische Bezeichnungsweise dürfte wohl manchem, mit solchen

Formen minder bekannten Leser unklar erscheinen, allein man ist nicht im Stande, hier

auf dem beschränkten Räume diese Formeln in einer entwickelten Gestalt aufzustellen.

Bilden wir einen Coefficienten der transformirten Gleichungen, nämlich r/ d. h. den Coeffi-

cienten von 2", in der r'"" Gleichung des transformirten Systemes. Sein Werth ist

:

(1 i) ?•; = 1»A. + 2,p. + 3.P, + ....+ »jl= S[a^i>r\-

In der Summe S [«,;^] bezieht sich die Summirung auf den Buchstaben a und ist auf die

Werthe: 1 , 2 , 3 . . . . ;z auszudehnen. Ersetzt man hier p durch seinen Werth (9), so er-

hält man :

(15) ^' =
,.,,.,.,..!.,,,,,,..- >g{(-ir'- «.[1.2.3.. .(a-l).,,(«+l),,...X

X (»?— ?• + 1),,-,. («— r + 2),,_, .... 7^,] e,^_^.
. .,|.

Hier hat die Summirung zu erfolgen nach o. , £j_o ....£ und ist auf die früher angegebenen

he auszudehnen

Die Gleichung:

Werthe auszudehnen. Wir wollen mit der Summirung nach n beginnen.

(16) ÄJ( -1)"+'«,[1„2,3. («-1)„(« + 1). nj! ==[l/2,3,i «,]
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100 Ignaz Heger.

ist eine identische, wie sich leicht erweisen lässt. [1„ 2j 3^ . . . (a— 1)^ («-|-1), . . . »zj bezeicli-

net eine Determinante der Ordnung n— 1, hingegen [1^ 2„ 3^ 4^ . . . ».,] eine Determinante der

Ordnung n , in welcher von den Zahlen 1 , 2 , 3 , 4 . . . ?z keine einzige fehlt. Die Indices

d,a,b,c,...g unterscheiden sieh von jenen in [1„ 2^ 3^ . . . (a— 1),; («+ 1)^ . . . »J dadurch,

dass ihre Anzahl um Eins grösser ist, und s allen vorangesetzt erscheint. Hier wollen wir nur

bemerken, dass die im zweiten Theile dieser Gleichung erscheinende Determinante gleich

Null wird, wenn s mit irgend einem der Stellenzeiger a , b , c , . . . g übereinstimmt , im entge-

o-eno-esetzten Falle aber von Null verschieden ist. Wenden wir diese Formel auf den vorlie-

genden Ausdruck (15) an, so lässt sich die Summirung nach a alsogleich bewerkstelligen und

wir finden:

(17) ?•;= ~, '^=^ =- 6'l[1.2,o,4,....m— r-t- 1)„_,.X

In diesem Ausdrucke sind nur noch die Summirungen nach den Grössen s zu bewerkstelligen.

Man könnte aucli die darin erscheinende Determinante

:

(18) [ 1. 2, 3, 4, (n— r + 1 )„__,. (n— r + 2),^_^ .... n,]

auf eine geordnete Form bringen, indem man dem Stellenzeiger s eine spätere Stelle in der

Reihe der Stellenzeiger einräumt, so zwar, dass sie in ihrer natürlichen Grössenordnung auf-

einander folgen, wie dies bei unserer Bezeichnungsweise üblich war , wobei man noch ferner

das Vorzeichen + oder — vorzusetzen hätte, je nachdem der Stellenzeiger s dann eine gerade

oder eine ungeyade Anzahl von Stellenzeigern vor sich hätte. All' dies unterlassen wir aber

hier, weil wir nur zeigen wollen, dass $, einen ganzen Zahlwerth besitzt. Dies zu beweisen

gelingt sehr leicht, denn in der vorliegenden Determinante (18) sind unmittelbar die Stellen-

zeiger: 1 , 2 , 3 , . . . ?2— r ersichtlich und jede solche Determinante ist, unserer Bezeichnung

gemäss, durch
(f .(^\ .(^\ .... .^^ .^^__ -;^37 theilbar, denn dieses Product ist eben der grösste gemein-

schaftliehe Theiler aller Determinanten, in denen die Stellenzeiger: 1,2,3....«— r er-

scheinen. Es ist folglich r/ eine ganze Zahl, weil die in (17) angezeigte Division sich wirklich

ausführen lässt und somit allgemein bewiesen, dass alle Coefficienten der transformirten

Gleichungen und auch die Constanten ganze Zahlwerthe besitzen.

Es bleibt nun noch übrig, zu zeigen, dass die Determinanten des transformirten Systemes

vom gemeinschaftlichen Factor ^ frei sind, überhaupt, dass sie keinen gemeinschaftlichen

Factor mehr besitzen. Zu diesem Zwecke wollen wir die Coefficienten der n ersten Vertical-

reihen im transformirten Svsteme, nämlich :

ri9)

einer genauei'en Prüfung unterziehen. Sie gehen alle aus der allgemeinen Formel (17) für ?•/

hervor, wenn man statt r und s die entsprechenden Werthe setzt. Vor allem zeigt sich , dass

wenn s<n— r ist, ?V gleich Null wird. In der That wird die Determinante unter dem

i;
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rber die Auflnmiif^ oiiio.s Si/sfnur.t mti ^Dclinroi inihi.sliiinntoi Gteiclumgen cfc KU

Sumiuoiizeiclien in (1 7) jodosiiial g-leicli Null, wenn .v mit irgend einenidorStellenzcigor 1 . 2 . a.

...//— ?• nbereinstinniit. also wenn die obige Relation :6- ^ »— r besteht. Hieraus folgt

unmittelbar, dass man hat:

1,' = . 1.; = , l3'=:U 1

•20) 2,' = . 2,; = () , 2./ = U 2'„_, =
3/ = , X = . 3/ := . . . . 3'„_, =

11—1

{n-\):=0

und somit werden von den Cocfficienten der n ersten Yerticalreihen (19) nur die folgenden

von Xull verschieden:

i;

(21)

•^ n—\ -'n

31 o/ o '

n.

Die aus den n ersten Yerticalreihen gebildete Determinante: [1/ 2/ Sg' . . . i?,,'] des neuen

iSystemes ist demnach

:

(22) [1/ 2,' 3/ . . . . <] = + i; 2'„_, 3;_, .... n;.

Um ihren Werth zu finden, braucht man daher nur die Werthe von 1„'
, 2„_/ , 3„_.,' .... ??,' zu

suchen und dieselben mit einander zu multipliciren. Sie sind alle in der Form enthalten

:

t

Dieser Ausdruck verwandelt sich in:

(24) /•'_.+, =^-— ^ ^S[lj2o33 4,...(?2—r+l)„_,, (,?—r+2).^ ....".]ö.,. .. -\

wenn man in der Determinante die 'Stellenzeiger ordnet. Diese Summe hat aber einen be-

stimmten Werth, der aus der dritten der Gleichungen (13) folgt, wenn man ^= ?• setzt, und

zwar:

Si[l,2,33 4,....(«—r+lj,_+, («-r+ 2),^_,....?g^,_,...J = ^.^,.^^,,...^,,,,,, >i— 1-+1

Setzt man diesen Werth in die (24), so erhält man unmittelbar den sehr einfachen Werth

:

(2 5) ?•'„_,+! = + ^^, , , , 3 , . . . ;_,+ j

.

Dieser Ausdruck ist ganz allgemein und gilt selbst noch für /•=!. oder mit andci-en

Worten, wenn man ^''1.3,3,... „, wie sich von selbst eingibt, mit
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102 Ignaz Heger.

[ll 22 33 mn]

<p.4'i-4'i , a . ^'i . 2 , 3. . . 4'i , 2

zusammenfallen lässt. Setzt man nun in der Formel (25) der Reihe nacli r = 1 , 2 , o , . . . ti

mit Rücksieht auf die Bedeutung von ^i ,
o

, 3 , . . . ,<
und substituirt die erhaltenen Werthe von

l'2'.o',... 71,' in den zweiten Theil der Gleichung (22), so findet man:

C-^6) [1/2,; 3; »;] = ^[1,2,33 n„]

Man sieht hieraus , dass diese Determinante des transformirten Systemes aus der ursprüng-

lichen [ll 2333. ..72„] vermittelst Division durch ^ erhalten wird. Die Multiplicatorendeter-

minante [pij>-2p3 • J)„]
hat somit den Werth — und es ist einleuchtend, dass auf solche

"Weise der in den ursprünglichen Determinanten enthaltene grösste gemeinschaftliche Factor

6? bei allen herausfällt und sonach die Determinanten des neuen Systemes keinen von Eins ver-

schiedenen Factor gemeinschaftlich besitzen können. Es ist hiemit der Satz erwiesen,

dass jeder in allen Determinanten D und K eines Systemes von Gleichungen
erseheinende gemeinschaftliche Factor durch geeignete Transformation

he raus ges chafft wer den könne, ohne den Coefficienten und Constanten der

Gleichungen gebrochene Werthe zu ertheilen.

Es ist für sich klar, dass die hier gebrauchte Form der Multiplicatoren auf unendlich

viele verschiedene Weisen durch andere Formen ersetzt werden könne. Die für ein System

von zwei Gleichungen in §. 6 gegebene Form der Multiplicatoren stimmt mit der hier gege-

benen vollkommen überein.

Man kann ohne viele Schwierigkeit einsehen , dass die hier gelehrte Transformation, an

einem Systeme von Gleichungen vorgenommen, dessen Determinanten D einen grössten ge-

meinschaftlichen Factor ^ besitzen, der aber in den Grössen K fehlt, niclit mehr ausführbar

sei, ohne einigen der Gonstanten 1^ , 2,,' , . . . »/ der transformirten Gleichungen gebrochene

Werthe zu ertheilen. In der That, denkt man sieh die Multiplicatoren dermassen gewählt,

dass ihre Determinante [piP-iPi. . 2^><\ gleich — wird, so werden die Determinanten D' und Iv

des transformirten Systemes zu den früheren in der Relation

:

D' = i^
, K'^^-^

stehen. Die erste dieser Divisionen lässt sich ausführen, weil die Grössen D den Factor ^ be-

sitzen und folglich erhalten alle Determinanten D' einen ganzen Zahlwerth; allein — ist ein

wirklicher Bruch, oder, deutlicher gesprochen, nicht alle Grössen K sind durch ^ theilbar

und demnach werden mindestens einige der Grössen K' im transformirten Systeme gebrochene

Werthe erlaneen. Nun g-eht aus den früheren Erg-ebnissen hervor , dass die Wahl der Multi-

plicatoren jj stets so eingeleitet werden könne, dass alle Coefficienten der transformirten Glei-

chungen ganze Werthe erlangen, weil für diese genau dieselben Umstände obwalten, wie

früher. Nur die Constanten: 1/ , 2/ , 'd,^ , . . . %' machen hievon eine Ausnahme, und weil

die aus ihnen gebildeten Grössen K', zum mindesten einige derselben gebrochene Werthe er-

langen, so müssen die Zahlwerthe dieser Constanten oder wenigstens einiger derselben wirk-

liche Brüche sein. Es ist demnach die Ausführbarkeit der obigen Transformation an die

Bedingung gebunden, dass dei- Factor ^ gleichzeitig in allen Grössen D und K erscheint.
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Ubei- (h'o AtißösitiH] eines Sy.'itemes mn mehreren unhesflmmten Gleirhinujvn. cfr. 1Ü3

§.28.

Nadiilcni iliose zwei Ililfssätzo entwifkclt worden, wollen wir unser Aun'ennierk dein

eigentlichen Probleme wieder zuwenden.

Das Hauptaugenmerk nuiss darauf gerichtet bleiben, für die Bestimmung der überschüs-

sigen (irössen eine Keilie von gewöhnliehen Congruenzeii mit je einer Unbekannten, oder,

was dasselbe ist, von gewöhnlichen unbestimmten Gleichungen mit nur zwei Unbekannten

aufzustellen, deren Auflösung der Reihe nach ihre Werthe liefert. Es ist dies im Grunde der

analoge Gang, wie bei den Systemen von mehreren bestimmten Gleichungen; auch dort

sucht man eine Reihe von Gleichungen mit nur je einer einzigen Unbekannten abzuleiten.

AVir trachten daher das gegebene System von n Gleichungen mit m Unbekannten durch ge-

eignete Transformationen so zu verwandeln , dass sich für die Unbekannte x^ eine gewöhn-

liche Congruenz oder eine unbestimmte Gleichung mit zwei Unbekannten aufstellen lässt, zur

Bestimmung der übrigen m— 1 Unbekannten aber ein System von n Gleichungen fortbesteht.

Dies erreicht man auf folgende Weise: Man bilde vermittelst einer schicklich gewählten

Multiplicatorengruppe, ein neues System von ?z Gleichungen auf bekannte Weise, in welchem:

(27) 1/ = 2/ = 3/ = ..... = («-!)', =
sind und nur 7i^ einen von Null verschiedenen Werth besitzt. Von den neuen Gleichungen

sind dann die ersten n— 1 von x^ frei und nur die letzte enthält Xj. Fragt man nun, welche

Bedingungen die Unbekannte x^ zu erfüllen hat, auf dass für ganze Zahlwerthe dieser Grösse

auch die übrigen Unbekannten ganze Zahlwerthe erhalten können, so hat man zunächst nur

eine einzige Gleichung zu berücksichtigen, nämlich eben die letzte

:

• (28) n; X, + n.: a'^ + ^z/ ajg + n„_, x„,_, + nj x,„= «;

weil sie die einzige ist, welche x.^ enthält. Setzen wir

:

(29) n.: X, -^ ;?,' x., A^ -^ n,;, 'x,,. = xl

so ijeht sie über in :

'/t(30) «,' a?i + x; —n^

Diese ist eine gewöhnliche unbestimmte Gleichung mit zwei Unbekannten cc/ und

u^], welche zu den Werthen von x^ führen wird. Ausser dieser liegen aber noch die fol-

genden 11 vor, die aus der (29) und den n— 1 ersten der (7) zusammengestellt sind:

lo ^2 ~r -"^S -^Ä
I 1

-l-w '^m ^k

3 -<?. I T^ -"m •'-m -'k

"2 -^a ~r "3 "^'3 "T" T ^ m ^'m "^/,

(31) '•i x-i -^ u-^ Xf^ -^ -[- ..,,„ .<:,„ — ^,.

(«— 1); x._ +(»—1)3' x-3 + + (;?— 1)„; x„„ = {n—\),:

«1' a^i -r n: x.^ + 7i.^ a?,, + -i-- n„; x„, = x,'

Solehersrestalt ist durch die angfeafebene Transformation luid Einführung" einer neuen

Unbekannten a:/ das ursprünglich gegebene System von n Gleichungen mit m Unbekannten

verwandelt in die (30) und (31), also in J^ -)- 1 Gleichungen mit ?« -|- 1 Unbekannten, von
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104 Tgnaz Heger.

denen die (30) eine gewöhnliche unbestimmte Gleichung mit zwei Unbekannten vorstellt.

Denkt man sich mit der Auflösung derselben den Anfang gemacht und den Werth von a;/ in

die letzte Gleichung der (31) substituirt, so ist dieses System von n Gleichungen nur noch mit

)n— 1 Unbekannten versehen. Durch das hier eingeschlagene Verfahren vermindei-t man

ilalier in dem ursprünglichen Systeme von Gleichungen die Anzahl der Unbekannten von m
auf m— 1 und findet zur Bestimmung der herausgeschafften Unbekannten x^ eine gewöhnliche

unbestimmte Gleichung mit nur zwei Unbekannten.

Wir gehen nun daran, folgenden Satz zu erweisen: Wenn die Determinanten D
des ursprünglichen Systemes keinen gemeinschaftlichen Factor besitzen,

der von Eins verschieden ist, so lassen sich die M ultiplicatoren p immer
dermassen wählen, dass auch die Determinanten des transformirten Syste-

mes (31), welch e wir durch das Symbol D' anzeigen wollen, keinen von Eins

verschiedenen Factor gemeinschaftlich besitzen; alle in i h nen e rs cheinen-

den Co effi cienten und Constanten ganze Werthe erhalten und die unbe-

stimmte Gleichung (30) in ganzen Zalilen nach x'/ und cCj aufgelö s t w erd en

kann.

Die Gleichungen (31) unterscheiden sich in ihren Coefficienten von jenen (7) nur im

gänzlichen Mangel der mit dem Stellenzeiger 1 versehenen Glieder. Ihre Determinanten sind

somit von jenen des Systemes (7) nicht verschieden, nur mangeln alle mit dem Stellenzeiger 1

versehenen.

Zufolge der früher erwähnten Relation sind die Detei^minanten D' sämmtlich den corre-

spondirenden Determinanten D des ursprünglichen Systemes proportional und gehen nament-

lich durch Multiplication derselben mit der Multiplicatoren-Determinante P hervor. Bezeichnen

wir, den grössten gemeinschaftlichen Theiler aller jener Determinanten D, welche keinen

Stellenzeiger 1 aufweisen, d. h. nach dem Weglöschen aller durch das allgemeine Symbol

[Ij 2^ 3j. 4,5 . . . «,] voi'gestellten Determinanten aus der ursprünglichen Determinantengruppe

übrig bleiben mit ^'i ; so werden offenbar die Determinanten D' des transformirten Systemes

(336) den grössten gemeinschaftlichen Factor f^V besitzen, wenn ^jP einen ganzen Zahl-

werth erhält. Soll nun der oben aufgestellte Satz giltig sein, d. h. soll in den Determinanten

dieses Systemes kein Factor gemeinschaftlich erscheinen, so muss:

i

i

(32) i^i
-P = 1 ^^^ P = 1

sein. Dass dies für ganze Werthe der Multiplicatoren |> niemals geschehen könne, ist für sich

klar, weil dann auch P einen ganzen Zahlwerth erlangt. Also nur gebrochene Werthe und

zwar zum mindesten einiger, wenn nicht aller Multiplicatoren ^, werden dieser Bedingung

entsprechen können. Aber nicht alle gebrocheneu Werthe^, welche dieser Bedingung (32)

Genüge leisten, sind darum schon brauchbare Multiplicatoren, denn im Allgemeinen sind dann

auch alle oder doch die meisten der Coefficienten IJ ,
2„'

, . . . «„' ; 1/ ,
2/,'

, . . . n,^ zufolge der

Relation (8) gebrochene Zahlen und es werden demnach die beiden anderen Bedingungen

unerfüllt bleiben.

Alle in den Gleichungen (31) erscheinenden Coefficienten und Constanten sollen nämlicii

ganze Zahlen sein, so dass also von all' diesen Grössen nur die folgenden: «,„' und «/ gebro-

chene Werthe erlangen dürfen. Weil aber auch die unbestimmte Gleichung (30) durch ganze
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über die Auflmung eines Systemen von mehrerefi unbestimmten Gleichtmqe7i etc. 105

Wertlie von .r, und .r,' erfüllt sein soll, so können zwar ininu'i'hin it^' und )/,' liriieho

bedeuten, allein der kleinste gemeinseliaftliehe Nenner derselben darf von dem kleinsten

gemeinschaftlichen Nenner des Bruches z?,' nicht verschieden ausfallen. Denkt man sicii näm-

lich die gebrochenen Werthe von »,' und »,' in der Gleichung (30) weggeschafft und in ganze

verwandelt, indem man beide Theile mit dem kleinsten gemeinschaftlicdion Vielfachen der

beiden Nenner dieser Brüche multipllcirt, so erhält z\' eben dieses Vielfache zum CoefHcien-

ten, und wenn ganze Auflösungen zulässig sein sollen, dürfen die nunmehr ganzen Coeffi-

cienten von jl\' und x\ keinen gemeinschaftlichen Factor besitzen.

Die Multiplicatoren j) haben demnach mehrere verschiedene Bedingungen zu erfüllen,

die wir der Übersicht wegen hier zusammenstellen

:

1. Die Gleichung: P = — :
=" Ol '

2. Die Relation (27);

3. »/ und n,^ sollen zwei Brüche sein von der Art, dass, wenn man jeden für sich auf

seine kleinste Benennung bringt, der Nenner von n/ durch jenen von ;?,.' theilbar ist.

i. Alle übrigen Coefficienten und Constanten der Gleichungen (31) sollen ganze Zahl-

werthe besitzen.

Man kann alle diese Bedingungen analytisch ausdrücken , weiter verfolgen , und gelangt

dann zu den gesuchten Werthen der Multiplicatoren. Wir übergehen hier diese Deduction,

weil sie schon früher bei dem analogen aber einfacheren Probleme in §. 8 ausführlich

behandelt wurde. Die gesuchten Multiplicatoren sind durch die nachfolgenden Formeln

gegeben

:

" . -. ^a+i [ll22 33 . . . (a— 1)^-1 (a + l)a nn-i]

-^' ^
^i-i .^1,2 .^1,2,3... .^a,2,3.. .;i^

"
/ 1

Y+->
''' U'i -^ 33 (a — l)a-] {a+l)a (n— l)„-j nß] Q,}j

V''l • V''I,'i- ^1,2,3. . .^1,2,3 . ..li^

,<„, ,.S' !|li2233..

P.
n —f n '^+i

'^'

1 1
l i2233...(a-l)a-i(a + l)a (n- 2)„_3 {n - 1)^, ny |

Oy, , -,1

(33)

(pl . <{)\,2 . 01,2,3 . . . <P\,'l:i . n—

3

...«.|9.,_3,....;«
/ , s^_, '^ |[ll2233 (a— 1)^-1 {a + i)a... (»— , + 1)„_,(«— ;> a),,.

01 • 01,2 01,2,3 • . • 01,2,3 . n^

"
/ 1 ^,a+„^l

"'
i [ ll 2„„„, 3w„_, . (a — lK-„(a + l)a,„_„_, (n - 1 )„, »,„| 0,„„ _,, ,«„_. ^,,n,\

«

_/-_1V'+"
'•?{\i^.,-.27^n-,-i^„^ . . (a— l);r„-„(a+ l);r„_„_, («— Q.T. '»;rl O.T„-;, ,t,-„ . ^, , 4

P" \ ;

Diese Werthe der Multiplicatoren p haben einige Ähnlichkeit mit den unter (!)) aufge-

führten; der Unterschied besteht nur in den Nennern der Brüche. Man kann diese Formeln

(33) aus den früheren (9) ableiten, wenn man anstatt ^ den hier giltigen Werth p]ins setzt

und noch überdies in der letzten Gleichung, welche den Werth
i^,,

angibt, den Nenner ^ in

^, verwandelt. Diese Werthe der Multiplicatoren sind daher mit Ausnahme des letzten ^j„

genau dieselben wie in (9), indem j? in dem gegenwärtigen Falle gleich Eins ist; nur die

letzte Gleichung ist verschieden, da sie statt des Nenners 1 den anderen j?, besitzt. Diese

Ähnlichkeit zwischen den Formeln (9) und (33) verstattet, über die Bedeutung der gebrauchten

Symbole mit Stillschweigen hinwegzugehen. Hier gelten genau dieselben Bezeichnungen.

I t.iiksriirifteii der mathuin.-natiirw. VA. XIV. il'l- Abhandl. v. Nichtiiiitsl- ü
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10(3 Ignaz Heger.

Die Grössen 6 sind ganze Zahlen, welche eine Ileilie von Gleichungen zu erfüllen haben,

die mit den (13) die vollkommenste Ähnlichkeit haben:

(34) 5{[l/i,3,. . .(«-2)„_,(«-l),,«J^,.„^,i = ^>,.,p,_,. . . .5/',,,,,.. . .—,

Äi[l,2,33...(«—/+lj„_.^,(«—^+2),,_,(«—/+3),,_,...«,]^,,_,.,,_3,..,}=^,.^,,,...^,,,,,,..

1

,+1

S\[h 2, 3_,4,_ {.n-l),^n^\t)
.3, ..,_,...„,,, J =^,.^,,.

Ä![l,2.„_,3.„_,4,„_^ (»-1),,;^J^,„___ ,„ J =^,.

Diese Gleichungen setzen sich auf eine sehr einfache Art aus gewissen Gruppen von!

Determinanten D des ursprünglich gegebenen Systemes zusammen und sind stets in ganzer

Zahlen auflöslich, weil die im zweiten Theile erscheinende Constante der grösste gemein-

schaftliche Factor aller Coefficienten ist. Aus diesen (Tleichuneen hat man die Werthe von

zu suchen und zwar nur eine specielle Zusammenstellung von solchen und dieselben in rlie

Werthe (33) zu substituiren. Solchergestalt verwandeln sich die Multiplicatoren p in bestimmtel

Zahlen. Es ist auch leicht einzusehen, das die Multiplicatoren : i>],_Pä, Pa, .,._?>„_ 1
ganze Zahl-

werthe erlangen, weil sich die in den Formeln angezeigten Divisionen wirklich ausführen lassen

;

nur p„ hat nothwendig einen gebrochenen Werth. Wir übergehen aber die genauere Erörte-

rung, da diese Eigenschaft für unseren Zweck von geringerem Interesse ist. Wir überlassen

es auch dem Leser, den analytischen Weg, der zu diesen Formeln geführt hat, selber aufzu-

suchen, da der Raum nicht verstattet, denselben ausführlich anzugeben, und schreiten

unmittelbar zu dem Beweise, dass diese Werthe der Multiplicatoren allen Bedingungen ent-

sprechen, die im Vorhergehenden aufgezählt wurden.

Da die hier aufgestellten Werthe pi 2^2,... i^„_i mit dem sub (9) aufgeführten vollkommen

übereinstimmen, wenn man den allgemeinen Werth (p durch den hier geltenden ^ := 1 ersetzt

und für diese schon bewiesen Avurde , dass die Coefficienten und Constanten der n— 1 ersten

transformirten Gleichungen:

1',
, 1'. ,

r. !',„ . 1'.

i}' C}i 9' g' .-}'

-
I 1 -^ •! r

-"3 "^ m ?
-' A-

o .,

(»—l)\
,
(«—!)',

,
{n—iy, (>2— 1)'„, ,

("—!)'.

lauter ganze Zahlwerthe erlangen; so brauchen wir nur zunächst die Wertlie der Coefficien-

ten und Constanten:

n\
,

n'2 , w'a , n',„ ,
n,.

der w'"" Gleichung abzuleiten. Die Werthe der Coefficienten der n — 1 ersten Gleichungen

j

sind nämlich alle diu'ch die allgemeine Formel (17) gegeben, d. li. durch die:

i^5j y.=-^^;;^j;;;;:^^ J-
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tJbei- die Auflösung eines Systemes von mehreren unbestimmten Gleichung/^ etc. \()~

Die für unsere Betraohdiiii;- wielitigeren Anfangscoeriicieiiieii der n— 1 ersten Gleichun-

gen besitzen die in (20) und ("iS) ersiehtlichen Wertlie, welclie liier zusammengestellt Hind:

i', = o. i',= o. i'3 = o i'„_,=o, i'„ = [i,2,:>,...., ^
^'

"'
V''l • i;-''l,2- ^1,2,3, .<Pl,-i,3, .. .1.—

i

2', = 0. 2',= 0. 2'3-=Ü 2'„_, = 0. 2'„_,= ±^,,,,,,. .ri-1

Ü . o,= . o'3 = 3'„_, = . 3'„_3= + ^',,2,:t,..

(SO)

(«— 3)'3 =
,
(?i—3)',= ± {^,,.,3_,

(»—2y,= U
,
(«—2)'3= ±5^,,,,;,

(»— 1 )',=--
, {n—l)',= + (/>,,,.

Schreiten wir zur Bestimmung der Coeffieienten und Constanten der »,'"' transtormirten

Gleieliung. Das Symbol «/ bezeichnet eine beliebige dieser Grössen. Ihr Werth ist zunächst

folgender

:

(37) n,= l^.jl + 2„p„ + 3J,. + + n,p,,= 8 [aj^„]

.

In der Summe S [«, ^,J bezieht sich die Summirung auf den Buchstaben o. und ist auf die

Werthe: «=1.2.3....?? auszudehnen. Ersetzt man ^j„ durch seinen Werth in (33), so

findet man

:

(3s) .^= ^Ä{(-i)«+".<.,[i_2,.,_,3_...(<x-i)._(«+i)_,_,...(«-i),.g^y.„_.,.„_ .„j.

Hier bezieht sich die Summirung auf die Grössen : a
, tz^_^ , ;r„_3 ,...-,. r und ist auf die

im Vorhero-ehenden ano-esfebenen Werthe dieser Grössen auszudehnen. Vermittelst der Formel

(IG) lässt sich die Summirung nach a alsogleich vollführen und liefert:

(39) <.=i^Äl[l,2_3_ (»-l).,«.]^y_„_,._„.i.

Diese Formel gibt die Werthe aller Coefficienten und Constanten : nl , nj , n.^ , . . . ??„'
, n^

der letzten Gleichung des transformirten Systemes. Wii- wollen sie der Reihe nach unter-

suchen. Beginnen wir mit 7i^ , n^ , • • • n„'. Um diese Grössen zu finden, hat man den allge-

meinen Stelleuzeiger .s- in (39) durch 2 , 3 , . . . to zu ersetzen. Es ist nun alsogleich ersicht-

lich, dass für jeden dieser Werthe von s die in der Formel (39) angedeutete Division durch ^,

sich wirklich ausführen lässt und ganze Werthe für n^ liefert. In der That enthält die

Determinante

:

[1.2_3_ {n-l)^M^

welche unter dem Summenzeichen erscheint, weder den Stellenzeiger 1 noch den

anderen k in der Reihe : s , 7r„_2 , 7r„_, , . . . tt, , ;r. denn sowohl s als die t: sind aus der

Reihe von Zahlen: 2,3,4,... m zu erwählen, wie dies von früher bekannt ist. Alle

diese Determinanten, welche vom Stellenzeiger 1 und A: frei sind, enthalten aber, der ge-

wählten Beziehungsweise nach , (p^ als grössten gemeinschaftlichen Factor und sind demnach
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108 Ignaz Heger.

alle durch
f.^

theilbar; folglich sind nj , ??/ , • • • nj sämmtlich mit ganzen Zahlwerthen ver-

sehen. Nur n,' lind %' machen hievon eine Ausnahme. Man hat für .v=l der Gleichung (39)

zufolge :

und mit Rücksicht auf die Relation (34), welche die Grössen f^,:„_.,^-,rn-A,. ..m .^r zu erfüllen haben:

I

(40) <=f(-i; »—

1

Hier ist nun unmittelbar ersichtlich, dass ??/ ein wirklicher Bruch sei, weil ^, und ^j

ihrer Bedeutung nach relative Primzahlen sind. In der That findet man diese zwei Zahlen auf

folgende Weise : Man trennt die sämmtliehen Determinanten D des ursprünglich gegebenen

Systemes in zwei Gruppen: in eine erste Gruppe, welche alle jene Determinanten in sieh

begreift, in denen ein Stellenzeiger 1 erscheint, und in eine zweite Gruppe, in welcher dieser

Stellenzeiger 1 fehlt. Nun sucht man den grössten gemeinschaftlichen Theiler für jede dieser

beiden Gruppen und findet so beziehungsweise ^j und ^j. Da nun in der completen Gruppe

aller Determinanten D kein von Eins verschiedener Factor gemeinschaftlich erscheint, so

können auch die grössten gemeinschaftlichen Divisoren ^>^ und ^j keinen von Eins verschie-

denen Factor besitzen; <p^ und cp, sind demnach relative Primzahlen und der Bruch — kann

nicht weiter abgekürzt werden.

Gleiches gilt von ?2/, gegeben durch die Formel:

(41) «',= -^=^Ä[1,2_3.„_,4_, («-!),%] ^..,_=. .„_3,.,...,.-

Auch hier lässt sich die Division durch ^j wenigstens in den meisten Fällen nicht ausführen.

Fasst man nun das bisher Abgeleitete zusammen, so überzeugt man sich, dass in den

transformirten Gleichungen alle Coefficienten und Constanten ganze Zahlwerthe erlangen mit

Ausnahme der zwei: 5«/ und %', welche beide (oder wenigstens die erste derselben) Brüche

sind mit dem Nenner f^.

Wir schreiten nun zinn Beweise, dass die Determinanten des neuen Systemes (31) keinen

von Eins verschiedenen Factor besitzen. Dies darzuthun gelingt am einfachsten durch Betrach-

tung der Werthe (36) und (40). Da alle in (36) aufgeführten Coefficienten NuUwerthe erhal-

ten, mit Ausnahme der letzten Diagonalreihe , so folgt , dass die aus den ersten n Vertical-

reihen der Coefficienten des transformirten Systemes gebildete Determinante:

[1/2; 3/4/ .... (,^_l)'„_,<] = i;.2'„_,.3'„_,.4'„_3 .... {n-iy . <
sei. Substituirt man nun in den zweiten Theil dieser Gleichung die gefundenen Werthe (36)

und (40), so erhält man:

[h 2ä 33 . . . . (n—l)n-l««]
(42) [1/2,' 3; 4/.. ..(„_1)'„_,<]=±

<?!

Diese zwischen zwei correspondirenden Determinanten des ursprünglichen und des neuen

Systemes stattfindende Relation ist auch für alle übrigen Determinanten giltig und überzeugt

uns, dass die Multiplicatorendeterminante P= ± — ist. Der in den ursprünglichen vom Stel-

lenzeiger 1 freien Determinanten D erscheinende grösste gemeinschaftliche Factor fj fällt
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ZJher die Auflösung eines SySiemes von mehreren unbestimmten Gleichungen etc. 109

ilomnach (ImitIi diese Transformation heraus, und ilie Detenninanten des neuen Systemes

(31) siiui von jedem gemeinschaftlichen Factor befreit. Also aucli diese Bedingung ist

erfüllt.

I']s bleibt noch übrig , zu zeigen , dass auch der letzten Bedingung Genüge geleistet sei,

d. Ii. dass die unbestimmte Gleichung (30) ganze Auflösungen besitzt. Diese Gleichung ge-

winnt durch Substitution der Werthe (40) und (41) und durch WegscliaÜen des Neuners ^,

die Form

:

(43) <f,
x; + (p, X, = A,;.

wo

:

(44) yi;=Ä{[l,2.„_,3,„^ («-1).,«.]^^.„_., .„_,,.., .,,.!

eine ganze Zahl ist. Hier zeigt nun der unmittelbare Anblick, dass diese unbestimmte Glei-

chung ganze Auflösungen besitze, weil die Coefficienten
(f^

und cf^ relative Primzahlen sind.

Es sind folglich alle Bedingungen erfüllt, welche im Vorhergehenden aufgestellt wurden.

Durch die hier auseinandergesetzte Transformation zerfällt das ursprünglich gegebene

System von n Gleichungen in eine gewöhnliche unbestimmte Gleichung mit nur zwei Unbekannten

und in ein System von n Gleichungen mit einer um Eins geringeren Anzahl von Unbekannten.

Denkt man sich die unbestimmte Gleichung in ganzen Zahlen aufgelöst und den gefun-

denen Werth von x^ in die letzte der Gleichungen (31) substituirt, so hat man nun abermals

n Gleichungen vorliegen, aber mit nur m— 1 Unbekannten, deren Determinanten gleichfalls

keinen gemeinschaflichen Factor besitzen.

§• 29.

Diese Transformations weise lässt sich wiederholen bei den Gleichungen (31), denn sie

erfüllen dieselben Bedingungen, welche bei dem ursprünglichen Systeme obwalten. Man wird

also abermals eine Unbekannte z. B. x., herausschaffen und zur Bestimmung derselben eine

gewöhnliche unbestimmte Gleichung mit zwei Unbekannten: x.^ und einer Hilfsgrösse x^ fin-

den, den gefundenen Werth von x.^ in das hervorgehende transformirte System

:

-3 ^'3 ~r -^4 ^-1 ~r + ^m '^m ^^^ ^k

(45) 23" X, + 2;' X, + + 2,;' x,„ = 2,"

TO," .Tg ^ 71," x„ + -\- n„" x,„ = X,;

setzen und so nur noch w— 2 Unbekannte in dem Systeme zu bestimmen haben. Da die

Determinanten der abgeleiteten Systeme frei bleiben von einem gemeinschaftlichen Factor,

so lässt sich diese Transformation so lange wiederholen, als das System mehr als n Unbe-

kannte enthält. Durch eine hinlänglich oft wiederholte Transformation gelangt man endlieh

zu einem Systeme von n Gleichungen mit nur n Unbekannten. Dieses bestimmt die Werthe

der übrig gebliebenen Unbekannten. Nun lässt sich leicht die Überzeugung gewinnen , dass

die Determinante dieses Systemes von n bestimmten Gleichungen den Werth Eins besitzt, und

folglich sind alle daraus gezogenen Werthe der Unbekannten ganze Zahlen. In der That treten

bei diesen Wiederholungen der Transfoi-mation an die Stelle der Grösse ^1 der Reihe nach :

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



110 Tgnaz Heg er.

<Pi ^ (p. , . . . 9^,„_„. Hier bedeutet ^i den grössten gemeinschaftlichen Theiler allei- vom Stel-

lenzeigcr 1 freien Determinanten, (f-^fi ist der grösste gemeinschaftliche Factor aller von den

zwei Stellenzcigern: 1 , 2 freien Determinanten, ^j f, fs ist der grösste gemeinschaftliche

Factor aller von den drei Stellenzeigern: 1,2,3 freien Determinanten, endlich ^] fo ^3 . . . f,„_„

ist der grösste gemeinschaftliche Factor der von den Stellenzeigern 1,2, 3, ...m— n freien

Determinanten. Da aber nur eine einzige solche besteht, näudich die:'b^

\[m—•?^4-l)l(W'

—

w.+ 2)2(to—^+3)3 . . . toJ

so ist diese eben der Werth des Productes
<fi f.^ <f.,

. . . f„,_„.

Bei den vriederholten Transformationen geht diese Determinante über in andere, die

durch Division durch ^j , f^,, , . . . cr,„_„ hervoi'gehen. und nach der allerletzten Transformation

ist sie gevForden

:

[(m— n + 1), ()«— » + 2)2 m„]

<P\ ?2 fiii—n

Das zuletzt erhaltene System von n Gleichungen mit n Unbekannten:

1
(in—n) ^ 1-1 (m—n) ,„ |^

i 1 (m—n) 1 [m—n)
^m—n+\ •*'m—w+1 ~r <«—»+2 •*-m— .i+2 r 1

J-

m

•' m ^k

I X(\\ '> ("'—") rf. _L O (iK— n) -y. 1 I
9(m— n) „ i)("'—")

1
*"-'! -',„_,j_|_i •^,„,—n-'t-l 1 -'m—H+2 •*'w—?!+2 \^

. -'ni *-»! -^ Ic

{m—n)
1

(m—n) _, _. ..{m—n) , ^(m—")., (m— 11) .
1 ,,, (M—n) ,j. j^ 1^ (m— n) , i

"m—ii+1 -<^<«—u+1 ~r ''»1—»+!; '<^M—ii+L' T" "r '*m *)(, — »- k

besitzt demnach die Determinante Eins undliefert folglich lauter ganze Werthe der Unbekannten :

Da nun auch die übrigen Unbekannten

:

l*.' 1 ^ tAJi} a «^•J » . • . • t^'.m—

»

deren Werthe aus gewöhnlichen unbestimmten Gleichungen mit nur zwei Unbekannten, oder,

wenn man will, aus Congruenzen des ersten Grades mit je einer einzigen Unbekannten her-

vorgehen, gleichfalls ganz sind, so ist der früher aufgestellte Satz bewiesen, dass jedes

System von unbestimmten Gleichungen, dessen Determinanten I) keinen
Factor gern einschaflich besitzen, ganze Auflösungen zulasse.

Die Auflöslichkeit eines Systemes von Gleichungen in ganzen Zahlen besteht aber auch

dann noch, wenn die Determinanten D einen von Eins verschiedenen Factor ^ gemeinschaft-

lich besitzen, derselbe jedoch auch in allen Grössen K erscheint, denn in diesem Falle kann

man nach der in §. 33 auseinandergesetzten Methode alle Determinanten D und Grössen

K von diesem Factor f befreien und gewinnt so ein äquivalentes System, das dem eben Bewie-

senen zufolge ganze Auflösungen besitzt.

Erscheint aber in den Determinanten D des Systemes ein Factor (p^ gemeinschaftlich, der nicht

in allen Grössen K erscheint, so bestehen keine ganzen, sondern nur gebrochene Auflösungen,

und wenn (p,. das Product aller in D erscheinenden, aber in K fehlenden Factoren ist, so stellt

(fi,
zugleich den kleinsten gemeinschaftlichen Nenner der Werthe der Unbekannten vor, welcher

überhaupt möglich ist. Man kann sich hievon sehr leicht auf folgende Weise überzeugen.

Man transformire vermittelst des in §. 33 angegebenen Vei-fahrens das vorgelegte System,

so dass die Determinanten D von dem in ihnen erscheinenden Factor
<f^.

befreit werden.
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über die Auflösung eines Systemes ron mehrere)/ unbestimmten Gleichungen etc. 1 1 1

|)ie Coöffieienten der transforrairten Gleichungen werden sHnimtlich ganze Zalilwerthe.

aber die Constanten : 1/ , 2/ , . . . n^ entweder alle, oder doch wenigstens einige derselben

gebrochene Werthe erhalten, weil aiuli die Grössen K gebrochen sind. Diesem Systeme nun

kann man offenbar durch keine ganzen Zalilwerthe der Unbekannten mehr geniigen, sondern

nur durch gebrochene und namentlich mit dem gemeinschaftlichen Nenner (p,. versehene.

Dass aber solche Brüche wirklich Genüge leisten, erhellt augenblicklich, wenn man statt der

Unbekannten a", , x.^^ , ;r, ,
• • • •<',„ neue einführt:

Ii lo 13 Xm

fk '
<pi!

' P* ' <pk

Bi'i'roh man vom Nenner ^/., so erhalten alle Constanten 1,. , 2^. , 3,, , . . . n^ den Fac-

tor ^-; und folglieh auch die Grössen K. Es erscheinen somit alle gemeinschaftlichen Factoren

der Determinanten D auch in den Grössen K und demnach verstattet dieses neue System

ganze Zalilwerthe der Grössen ;l'i . ;i:2
, ;Cs , . • • ;c,„.

Hieraus lässt sich folgender allgemeine Satz zur Beurtheilung des Bestehens oder Nicht-

bestehens ganzer Auflösungen ableiten.

Wenn die Determinanten D eines Systemes von beliebig vielen unbe-

stimmten Gleichungen einen grössten gemeinschaftlichen Facto r/b esitzen,

in den Determinanten D und Grössen K zusammengenommen aber nur der

gemeinschaftliche Factor i^ erscheint, so entscheidet derAVerth desQuotien-

t e n ^ = ^'i,
welcher immer eine ganze Zahl ist, über das Bestehen ganzer

oder gebrochener Auflösungen. Ist der Werth dieses Quotienten gleich

Eins, so sind ganze Auflösungen wirklich vorhanden; ist hingegen sein

Werth von Eins verschieden und gleich 'Ji, so bestehen keine ganzen Auf-

lösungen, sondern nur g e b r o c h e n e . u n d 9t i s t d e r k 1 e i u s t e z u 1 ä s s i g e g e m e i n-

scliaftli < h e Nenner dieser Brüche.

§. 30.

II. Über das Aufsuchen einer s p e c i e 1 1 e n A u f1 ö s u n g.

Mit der hier angegebenen Transformation ist nicht blos die Frage über das Bestehen

oder Nichtbestehen ganzer Auflösungen, sondern überhaupt das Problem der wirklichen

Auflösung vollständig erledigt. Sie zerlegt das ursprünglich gegebene System so zu sagen

in seine Elemente, nämlich erstens in eine Reihe von gewöhnlichen unbestimmten

Gleichungen oder Congruenzen des ersten Grades, welche zur Bestimmung der m— n

überschüssigen Unbekannten: sc^ , x., , x^ , . . . x„,_„ und der Hilfsgrössen x"/ , x.! , x'., . . . . ic'„,_„

dienen und zweitens in ein System von n bestimmten Gleichungen, welche die Werthe der

übrigen Unbekannten : a:;„,_„^i , x,„_„^.^ ? • • • '^m liefern. Wenn aber auch hiemit von theore-

tischer Seite das Problem als vollständig gelöst erscheint^ so bleiben dennoch die Anfor-

derungen des praktischen Rechnens nocli unbefriedigt, da die bisher gegebenen Formeln keine

bequeme Anwendung verstatten. Diesem Gesichtspunkte entsprechend werden wir die

Formeln umstalten, wobei wieder das einfache bereits erledigte Problem von nur zwei

Gleichungen als Richtschnur dienen wird.

Hier stellen wir uns die Aufgabe, die früher durch Wiederholung eines und desselben

Transformations - Verfahrens abgeleiteten Gleichungen jetzt direct aus dem ursprünglichen
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1
112 Ignaz Heger.

Systeme zu gewinnen und solchergestalt das Bildungsgesetz derselben in einer indepedenten

Form aufzustellen, wie es für die praktische Anwendung gefordert wird.

Wir legen uns also das gegebene System

IjO?! + la^Jä + -h l^a;,, + l„^x,„= 1^.

%x, + 2, Xa + . . . . + 2,x, + . . . . 2„x,,„= 2,

(47) o^x, + 3., Xg + . . . . -f S^x-p + 3„,a7,„ = 3^.

n^x^ + n^x, + . . . . + n^x^, + n,,x„^^=n^

nochmals vor und wollen nun direct jene Gleichungen ableiten, welche in der früher angege-,

benen "Weise erst nach einer p maligen Transformation hervorgehen. Es soll also die Unbe-

kannte Xp aus den Gleichungen herausgeschafft und zu ihrer Bestimmung eine gewöhnliche

unbestimmte Gleichung aufgestellt werden. Dies erreicht man mit Hilfe der folgenden

Multiplicatoren

:

^
/ -|\a+l [l/)2p+l3p+2-- .(g— l);0+g-2(«->- l);,+a-l «p+^t- -2

<p . ^1 . ^2 p-i fp -l (pp. <Pp,p+l .4>p,p+l ,0+2 . . . ^&/> ,
/)+l , . . . />+n—

2

"
/ ix„4-'J '5rip2,<,+i3p-|-2...(a— t)p+a-2(a 4- lVfa-1 («— l)p+n-3n,3]9^

ß ^= j ]^
\"T-

^ __
-' -

(f .(p\ .ip->.<p3 ...tpp—i . tllp.(pp,p-\.i .4>p,p-\.l,pJr-2 4'p,P+'^,---P+n-^

"
/ i\„a-i •'''[l,o2p+i3p+2... (a — l)p+a-2(a + l)p+a-i (71— 2)p+„-4(w— !)>-,«)•] ey,, r

-' " '
<p .<p, .<p2.<p3... <Pp—\ . tpp.4'p,p+l . 4>p,p-lri,P+2 • 4>P,P+i,--P+n—i

,,,-,, a ,
-,x„-i_,' •^\lp'2p+i:ip+2 ...(a~l)o+a-2 . {a+l)p+a-l ... (w — ;'+ l)n+p-i-I («— i+2) £,_,... He ]6 .,_,,.. ,

(4c) 7>, ^( 1)
-' ^

<p .(pi.<f!2 . ^3 ..-^p-i 4'p.4'p,p+i <Pp,p+i,p+'2 4'p,p+i,---p+"—>-t

« / ^ Na^„,_]
'•''

[

Ip2u,„_j3m„_t . . . (a— t)<,j„_^(a + l)„i„_g_i (»— l)«,, «g^] 6m„_j, M„-t , .<U| , m

-^"~' ^ y . ^1 . ^2 . ^3 • . . <Pp—\ (pp

i>„ =( 1)

Diese Formeln haben mit den (33) grosse Ähnlichkeit, allein sie unterscheiden sich in

mehreren Punkten von ihnen. Erstlich sieht man, dass in den Determinanten, welche in diesen
"^

Formeln erscheinen, die Stellenzeiger l,2,3,.../>— 1 fehlen. Die angedeuteten Suniiiii-

rungen erstrecken sich auf ähnliche Grössen, wie in den früheren Formeln (33), allein die

Ausdehnung derselben ist geringer. Die im Werthe von p., erscheinende Summe bezieht sich

auf den Stellenzeiger j3 und erstreckt sich nur auf die Werthe

:

(49) 3= /j f »— 1
, fj + >/

, p + 71+1
, ^ + 9? + 2 , m

Wenn man diese Werthe mit den früher gültigen (11) vergleicht, bemerkt man den

bestehenden Unterschied alsogleich. In der zweiten Summe, derjenigen nändich , die im

Werthe von p.^ erscheint, geschieht die Summirung nach den Stellenzeigern ;-, und ^ und umfasst

die Werthe:

y, = p + n— 2 , fj + n— 1 , . . . . m—l
(50) ^=p + ,)—l

p + n
, p -h n

m m m
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über die Anflnsunc] eines Sijstemes von melireren unbestimmten Glciclningpu etc. 1 13

kurz ;-, y erhalten alle jene Werthe, die aus den Grössen

:

l>-\-n— 2
, fj

-\- n— 1
, p+ n

, p -\- n -j- 1 , . . . . vi— 1 , m

liervorgelien, wenn man alle möglichen Amben aus diesen combiuatorischen Elementen bildet,

wobei in jeder Ambe das erste Element den Werth von ;-,, das zweite den zugehörigen Werth

von ;- darstellt.

Die im Werthe von j^, enthaltene Summe bezieht sich auf i— 1 Stellenzeiger: £,_.,

£,_;f , £, . c. Ihre Ausdehnung findet man, wenn man aus den Werthen:

n -\- p— ^'+1
, n + p— i + 2 ,.... m— \ , m,

gleich combinatorischen Elementen alle möglichen Combinationen zu /— 1 Elementen bildet.

Die Elemente einer jeden solchen Combination sind zusammengehörige Werthe der Stellen-

zeiger ff,_2 , £,_3 ,...£,, c.

Eine fernere Verschiedenheit dieser Formel (48) von den früheren (33) besteht in den

Nennern. ^ . ^, , ^.,
, j^a , . . . {?,_, haben die bekannte Bedeutung: ^ ist der grösste

gemeinschaftliehe Factor aller Deternn'nanten, der in dem hier vorausgesetzten Falle auch in

allen Grössen K erscheint und ^ ^^ ^., . . . ip^ ist der grösste gemeinschaftliehe Factor

aller jener Determinanten, welche keinen der Stellenzeiger: 1 ,2,3 . . . p enthalten.

<f (f^ (f.y
....

(f|,_^ (p,, ist der grösste gemeinschaftliche Factor aller jener Determinanten,

die von den Stellenzeigern 1,2,3,... p— 1 frei sind, aber den Stellenzeiger p in sich

enthalten, und allgemein ist f .
(f,

.
(f.

.... (f,_, . (p, . {/>,,,+, .... {?,,,+,,... ^+, der

grösste gemeinschaftliche Factor aller jener Determinanten, welche von den Stellenzeigern

1,2... p— 1 frei sind, aber die/j
,
^o-f 1

, />+2 , ... p-\-s in sich schliessen. Hiermit

ist die Bedeutung aller in den Formeln (48) erscheinenden Nenner festgestellt.

Die Grössen 0, welche in den betrachteten Formeln vorkommen, haben folgende Bedin-

gungsgleichungen zu erfüllen

:

'S[l/^,+.3,4.. («— l)^+„_3«ä]^,5=^-.^-,.^-,....^Vi-^.-^'»,/-+.----^',o..../'+«=^^

-SflpS^^, 3,+, .... (??.— 2),+„_3(«—] )^,;g^y,,,,= f'.5r,.f,....^^_,. ^^,.^,,,,,+,... ^,,,....^:^;;=^

(51) Ä[l,2,+, 3,+, ... (»—/+ 1)„+,_,(^^— i-f 2),,_,_...?^,] ^,,_,, .
...=cr. f, •

<f:
... <f,-, ^v^,,.+,-^,p p + u-

S[lp2p+, 3„„_,. . . . n,„] ^„ = ^'
.
^', . ^^, . . . ^'„„, . ^'.„ . 4',,^ ,^,

Ä[l,2_^3_,4_....;g^,„_^._^^.^..^,...^,_,.^^.

Die Ausdehnung dieser Summen ist bereits angegeben worden. Diese Gleichungen besitzen

ganze Auflösungen und liefern die Werthe für die Formeln (48). Es ist nun zu beweisen,

erstens: dass die Coefficienten der transformirten Gleichungen:

(52) i; = u , 2; = ü , 3;= ü , . . . . (/,_i);=:0

werden, hingegen n'^ von Null verschieden bleibt; zweitens: dass die Coeffieientei

DenkschriftcTi 'ler ni.ithfni.-n.atiirw. CI. XIV. IM. Aliliaildl. von N'iohtmitgl, (>
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(53)
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tJber die AnflösiDig cnics Si/stemcs roii mehreren unhestimmten Gleichungen etc. 1

1

'»

Es ist also tlio erste der vorerwähnten liecliiiguiiyen (52) wli-klidi erfüllt.

Zweitens: W(>nn man st=u -\- p— r setzt, so findet man aus der (54):

/,.+._= ^^T^ S{[lA+i3.+2- ••(«—>•+ 1),^„_.(«—r-t-2),^ nAO,^ . J

und mit Rüeksielit auf die Bedingungsglcichung (51), welche für die getroffene Wahl der

(irössen 6 identisch erfüllt sein muss:

(57) r'„^,_. = (-l)"-'f''' p ,
p+i , .... 11+11—

r

und aus der (55) ergibt sich für s=jj und mit Zuhilfenahme der letzten der Gleichungen (51)

:

,,; = (- 1)- l
Diese Formeln liefern die Werthe nachfolgender Cocfficienten der transformirten (llei-

cliungen, welche in einer Diagonale angeordnet sind:

(58) »; = (-ir'lr'i"-i)V+. = (-ir'f'v,.+n(«-2)',+, = (-i)"-'5/-
9f

p , p+1 , p+-i

,

2'„+,_2 = («— l)„_i5^,,.. n+p—2

1'
,

IV
,/, , 1 yi-i [IpVmVi-2. . . ».o+«-i ]

'P-Pl-<P2---VP~-'-'l'p-'f'p,p+l ...(pp p+71-2

Drittens: Ertheilt man dem Stellenzeiger s im allgemeinen Cocfficienten rj und «,' andere

Werthe, als die hier betrachteten, die aber in der Reihe der Zahlen: /> -f 1
, p -\- 2 , ... m

enthalten sind, so erhält man sowohl aus der Formel (54) als aus der anderen (55) lauter ganze

Zahlen als die Werthe der Cocfficienten ?/ und nj. In der That sind dann alle unter dem
Summenzeichen erscheinenden Determinanten in (54) von den Stellenzeigern 1,2,3...
p— 1 frei, schliessen hingegen p , /> + 1

,
p -{- 2 , ... n+p— r— 1 in sieh und werden

dernnach durch den Nenner im Ausdrucke (54) theilbar sein. Dessgleichen lässt sich die im

Ausdrucke (55) angezeigte Division wirklich ausführen , weil die unter dem Summenzeichen

erscheinende Determinante keinen der Stellenzeiger: 1
, 2 ,?>,... p— 1 . p enthält.

Hieraus folgt nun, dass alle nachfolgenden Co(?'fficienten ganze Zahlen erlangen:

^ p+n 1
-*• /)+»+! • • • •

-l- »

O' O/ q/ O' O'
•-" p+)i—2 1 ^ p+n—i 1

"^ p+n J *-" p+)i+\ ^ • • • • '^ 1,

(59)
">' ">' '>' '^

^ p+l 1
'^ p+2 , • • n p-^.n—2 , ?^p_)_„_i , 'fip^n 1 '^p-f-H+l , . . . . « ,„

fügt man zu diesen noch die gefundenen ganzen Werthe der Cocfficienten in (56) und (58)

hinzu; so sieht man alsogleich, dass auch der zweiten Bedingung Genüge geleistet sei, d. h.

alle Cocfficienten der Gruppe (53) ganze Werthe erlangen.

Nun ist noch der Beweis herzustellen, dass die aus dieser Gruppe von Cocfficienten (53)

hervorgehenden Determinanten, keinen gemeinschaftlichen Factor besitzen. Bekanntermassen

sind die neuen Determinanten proportional den ursprünglichen und da die aus der Gruppe

(53) hervorgehenden Determinanten beim ursprünglichen Systeme nur den Factor: ^ ^j ^.,

fp gemeinschaftlich besitzen, so genügt es, zu zeigen, dass irgend eine Determinante

des neuen Systemes veruiittelst Division durch ± ^ ^, ^r, ^^ aus der correspondirenden

p*
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Hfl Ignaz Heger

Determinante des alten Systemes hervorgehe. Hiezu eignet sich am besten die Vergleichung

der Determinante [lp2p^i. ..??p^„_i] mit der correspondirenden [lp'2'j,^i .. .??'p^„_,]. Der Werth M
dieser Determinante lässt sich sehr leicht angeben, weil alle sub (56) aufgeführten Coöffi-

cienten gleich Null ausfallen. Man hat nämlich

:

[i; 2',+i3'^+„— «',.+»-1] = ± <("— i)V+i("— -)v+2— 1',+«-.

und mit Rücksicht auf die Werthe (58)

(bO) [1, 2 ,+1 3 ,+, ....n ,+„_,J = ± -

Die Determinanten des neuen Systemes gehen demnach wirklich durch eine Division durch

<f <p^ (p.2 . . .

(fp
aus den ursprünglichen hervor und demnach erscheint auch in der Gruppe jener

Determinanten, die sich aus den Coefficienten (53) bilden lassen, kein von Eins verschiedener

Factor gemeinschaftlich, w. z.b. w. Es ist demnach auch der dritten Bedingung Genüge geleistet.

Endlich ist noch zu zeigen, dass die unbestimmte Gleichung mit den zwei Unbekannten

x^ und x^ ganze Auflösungen verstatte. Diese geht aus der letzten transformirten Gleichung:

((31) n;x^ + n.: X, + %' x-j + . . . . + n^x^ + ??'^+, x^^., + + n„; x,„ =??,'

liervor, wenn man vermittelst der Substitution:

(62) n,+, a?^+i + 11^+2 x-^+a -r + n„,x„^ x
p

eine Hilfsgrösse x^ einführt, wodurch die Gleichung (61) übergeht in:

(63) x; + ??; Xp= n,:— n; .r,— ?^o' x,— n^ x^. . . . n\_^ x^_,.

Hier werden nämlich die Unbekannten x-^^ , Xo ^ x^ . . . Xp_^ als bereits ermittelt angesehen.

Ersetzen wir nun in dieser Gleichung die Grössen m^' , nl. , 7?/ , 1Ü , n-i , . . . ??.',j_, durch

ihre Werthe. n^ wurde schon sub (58) angegeben und die Werthe der übrigen Grössen folgen

aus der allgemeinen Gleichung (55), wenn man den allgemeinen Stellenzeiger s durch die

betreffenden Werthe: /i; , 1 , 2 , 3 , . . . yO— 1 der Eeihe nach ersetzt. Wir wollen hier für

diese Grössen eine kürzere Bezeichnung einführen und hier nur bemerken , dass sämmtliche

Grössen nl , n/ , n^ , nl . . . 7i'p_^ wirkliche Brüche seien mit den Nenner ^,^.,^3. .. jr^, weil

sich nur die Division durch ^ an allen Determinanten D und Grössen K, die unter dem Sum-

menzeichen in (55) erscheinen, bewerkstelligen lässt. Wir wollen daher setzen:

(64)

wo die Grössen A bestimmte ganze Zahlen bedeuten. Auf solche Weise geht die unbestimmte

Gleichung (63) über in:

/ / 1 \„_i V'V ^kt") — ÄÄP) X, — AM') a;.> — — Ap-](p) xo-j
X + [—1)" ' —X= :

'
Vp

'^

<Pi-^2-'Ps Vp

und nach dem Hinwegschaffen des Neuners ^"^ in

:

^'.
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über die Auflösung eines Systemes rou vie]irere)h i(i//>c.s//))i.»)f(')/ Gleichungen etc. 11'

JkM - Aj(.o) .-•, — A.Af>) .Co — Afl-j{.") .r„_i

(05) ^.^,^; + (_i)"-Y,^.^.
0>j . p2 . 9>3 9'p-l

Um nun zu zeigen, dass diese unbestimmte Gleichung ganze Auilösungen besitze, wäre

es nothwendig, den Beweis herzustellen, dass der im zweiten Theile erscheinende Bruch durch

eine zweckmässige Wahl der Grössen Xi , x., , . . . Xp_i sich in eine ganze Zahl verwandelt.

Wir können aber hier diese Beweisführung übergehen, da die früheren Untersuchungen diese

Behauptung als richtig dargethan liaben.

Bei dem früher geführten Beweise, dass eine jede Gleichung, deren Determinanten D
keinen gemeinschaftlichen Factor besitzen, der nicht auch in allen Grössen K vorlianden wäre,

ganze Auflösungen besitzt, gelangten wir Schritt für Sehritt zur Überzeugung , dass der im

zweiten Theile der unbestimmten Gleichungen erseheinende Ausdruck sich in eine ganze Zahl

verwandelt, wenn man die Werthe der bereits ermittelten Hilfsgrössen ic/ , er./ , x^ , ....

hineinsetzt. Hier erscheinen im zweiten Theile der Gleichungen statt dieser Hilfsgrössen die

ursprünglichen Unbekannten und aus diesem Grunde ist die Beweisführung erschwert. Aber

die früher gewonnenen Ergebnisse genügen hier. In der That wurde früher erwiesen, dass

das ursprüngliche System für ganze Zahlwerthe der Unbekannten erfüllt werden könne.

Die hier ausgeübte Transformation liefert aber ein vollkommen gleichgeltendes System,

indem die Determinanten von Null verschieden ausfallen, wie an der einen gebildeten Deter-

minante (60) sich zeigte. Demnach muss dieses System erfüllt w^erden, wenn man statt der

Unbekannten und der Hilfsgrössen jene ganzen Zahlwerthe setzt , welche das ursprüngliche

System erfüllen, und folgKch muss für diese Werthe auch die Gleichung (61) und die daraus

abgeleitete (65) sich in eine identische verwandeln. Für ganze Werthe von x^ und x^ aber

verwandelt sich der erste Theil der Gleichung (65) in eine ganze Zahl, folglich muss sich

auch der zweite Theil in eine ganze Zahl verwandeln , wenn man die Grössen x^ , a;., , . . . ;r^_i

durch geeignete und ganze Zahlwerthe ersetzt. Solche bestehen immer. Sobald aber

der zweite Theil dieser Gleichung eine ganze Zahl ist, gleichgiltig welche, ist dieselbe in

ganzen Zahlen auflöslich, weil ^^ und (p^ relative Primzahlen sind. Dies wird genügen , um
sich zu überzeugen, dass die Multiplicatoren (48) mit einem einzigen Schritte gerade dorthin

führen, wohin früher eine p malige Transformation geführt hat.

§• 31.

Die gewonnenen Formeln, in denen die willkürliche Zahl/> erscheint, sind sehr bequem, um

unmittelbar die Eeihe von unbestimmten Gleichungen hinzustellen, wie sie durch die früher

erörterte Transformation sich der Reihe nach ergeben. Man braucht nur statt der Zahl p der

lieihe nach 1,2,3,... m—n zu setzen. Die Reihe der unbestinmiten Gleichungen ist dem-

nach folgende

:

(f.,x: + (— 1
)""'

d'-: . X, =— [-1;' — A," ./•,]

Ißii) y, X.; + (— 1
)"-'

(p, . X, = -^ [.4,'"— A,'" .r, — A.;" X,]
f\f-i
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113 Ignaz Heger.

^ ^. + (— 1 )"-• (b X = ^-

r^li!"-"^—^("'-"'a:j—^i'"-"^ X.,—

Es ist noch übrig, das System von bestimmten Gleichungen in dieser Form aufzustellen, wel-

ches zur Bestimmung der übrigen Unbekannten dient.

Begnügt man sich mit einem Systeme von Gleichungen, das erst einer Elimination unter-

worfen werden muss, um die Unbekannten zu finden, so können die ursprünglich gegebenen

Gleichuno-en dazu benützt werden , wenn man sich in ihnen die überschüssigen Grössen x^
,

X, , x"3 , . . . x,„_„ durch die gefundenen Werthe ersetzt denkt. In solcher Weise hätte man

folgende Gleichungen:

!,„_„+! x„_„^, + 1„,_„+, x„,_„+, -f + 1,„ x,„= 1, — 1, a;,— L a-.,— — 1,„_„ .r,„_„

'>
T' -1- '^ '^ 4- -I- "2 T — 2.

-'m—n+S •^m—n+1 1^ -^m—n+2 ^m—n+i -r • • • 1 'm-^iii. I.

«,„_„+: x,„_„^, + «»-„+2 aj„,_„+, + ....+ n,„ x,„ = n,— n, x,— 7i,x.— .... — n,„_„ x,„_„

In ihnen sind alle im zweiten Theile erscheinenden Grössen als bekannt anzusehen, weil man

zu diesen Gleichungen erst am Ende der Rechnung gelangt, wo die Werthe von x^ , x„ , . ..x„,_„

bereits ermittelt sind. Man kann aber auch diese Gleichungen bereits aufgelöst hinstellen,

nämlich folgendermassen

:

[1,»—»+i-2,„-«-|--.' . . .11,1,

\

![1, 2,„_„+, «,„] — [li 2„„,+„ n„] X,

[Ij -^„j_„-|-j '^»»J
-^1 • • • L »»—» ''«—n+2 • • • "mj Xm—ji]

[lo 1j„,_„4i 0^_„^3 . . . W„,J iCj ... [J-m— ,1
-I in-n+1 • • ^,nj -^»i—«!

X„. r, „ ^ il 1* -^i«—!!+l '^»— ij [-'-1 -^m—n+l '^n— ij '^'l

[Im—)i+l2m—ji+a- . -«mj -

[1-J 2m—«+1 '^m—l\ '-^2 . . . [!„,_„ ^„,—„-(-1 • • • '?,„—ij -^'w—«}

Die erste dieser Formeln geht übrigens auch vermittelst der von uns angewendeten Multipli-

catoren (48) hervor, wenn man j)^=m—n-\-l setzt.

Wir haben nur noch die Formeln (64) in entwickelter Gestalt hinzustellen, welche di«^

Werthe der Grössen A geben, und in ihnen die Grössen n,! , «/ , nö , . n'^_i durch die unter

(55) aufgeführten Werthe zu ersetzen und erhalten die folgenden Gleichungen

:

A,}"^ =—^— S[l, 2._ 3,„_, 4,_ .... [N — 1),, n^] ^,_ , .,.., , .^_, ..._,.

(»;s ) .J/'" = ^~'^"~'
'S [ 1 , 2,„_, 3,_ 4._ ....(«— 1)., «J ^.„_, , .,_3 . .,-. ......

f

(-1)11—1

4Ji:'.^
'~'^"""'

^[l,_, 2_ 5.„_, 4_, .... («-!)., «J ö,„., , .,... , .„_.

.
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über die Auflösung eines Systemen ?-n)/ mehrorcii inilirKiiiuvitoi ( !lciclni)i(ii')i etc. 119

niese Suiniiien beziehen sich ;uil' die iStellciizeiyei- - und sind auraUe .jene Wertlie (hn\sell)en

auszudehnen, die sieh dureli ein einfaches combinatorisches Verfahren aus den Zahh>n:

/) + 1
, /> + 2

, /> + S , m — 1 , m

altleiten lassen, indem man der Reihe naeh alle mögliehen Oombinationen zu n— 1 Elemen-

ten bildet. Jede solche Combination gibt durch die Werthe ihrer Elemente eine Zusammen-

stellung für die Stellenzeiger rr„„o , -„_, , -„_i , , . . /T, ,
- an und die obigen Summen ver-

einigen in sich alle diese Combinationon. Man kann noeli eine aiulei'c und vielleicht einfachere

Regel zur Bildung obiger Summen angeben.

Man bilde aus den Zahlen:

p , p -\- \
, p -\- 2 . p -^ S , . . . . m — 1, 11/

alle möglichen Oombinationen von n Elementen , ersetze aber hinterher das erste Element
f/

durch den Stellenzeiger s von A^ und betrachte nun jede solche Combination als die Reihe

der Stellenzeiffer in der Determinante :*o'

[],, 2,„_,^3,„_,^ (n— 1),,»,].

Jede dieser Determinanten ist mit einer gewissen Zahl t) zu multipliciren und hierauf die

Summe aller dieser Producte zu bilden. Das Endresultat dieser Rechnung ist der Werth

der Summe , die in A^ erscheint. Um die Grösse zu finden , hat man sich an die

letzte der Bedingungsgleiehungen (51) zu wenden, die durch dasselbe combinatorische Ver-

fahren erhalten wird, wenn man nur in den Combinationeii das erste Element p ungeändert

lässt. Diese Gleichung wird in ganzen Zahlen aufgelöst und so die Wertlie von ß gefunden.

die in den Formeln (68) erscheinen.

Die entwickelten Formeln [66) (67) (68) und die letzte der Bedingungsgleichungen (51)

eignen sich nun alsogleich für die wirkliche Rechnung. Sind sie einmal gebildet, so unterliegt

die Bestimmung der Unbekannten keinerlei Schwierigkeit mehr, denn man hat nur gewöhn-

liehe Congruenzen des ersten Grades mit einer einzigen Unbekannten aufzulösen. Man beginnt

mit der Bestimmung von x^, mit Hilfe der ersten Congruenz in (66). Den gefundenen Werth

substituirt man nun in allen Formeln (66) und (67) und kann jetzt aus der zweiten (66) unmit-

telbar Xo finden und abermals seinen Werth in die übrigen Gleichungen setzen. In solcher

Weise löst man der Reihe nach die Congruenzen (66) auf und wenn dies beendigt ist, geben

die Gleichungen (67) unmittelbar die Werthe der übrigen Unbekannten.

Wir w^ollen nur noch über die Aufstellung dieser Formeln einige Worte sagen. Die Rech-

nung hat zu beginnen mit der Bildung der Determinanten D und Grössen K des Systemes.

Aus diesen sind hierauf die verschiedenen mit ^ , ^i , p.,
, ^3 ,

^,"4 , . . . und (^\ , <^k^
, ^'^ bezeich-

neten Grössen zu suchen. Ferner hat man dann die letzte der Bedingungsgleichungen (51)

aufzustellen und die Werthe der Grössen d und vermittelst dieser die Werthe der Grössen A
(68) zu rechnen. Sind diese Vorrechnungen beendigt, so lassen sich die Congruenzen (66) und

Gleichungen (67) ohne Schwierigkeit bilden. Bezüglich des mechanischen Theiles der Rech-

nung lassen sich ähnliche Hilfsmittel und Abkürzungen anwenden, wde bei dem ausführlich

behandelten Probleme von niu' zwei Gleichungen. Hier ist uns nicht mehr gestattet, näher in

diese Details einzugehen. Der Leser wird sich diese Lücke leicht selber completiren können.

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



1-20 Tgnaz ?Ieger.

§. 32.

III. Über das Aufstellen der allgemeineu Formel, welche alle möglichen

ü' a n z e n A u f1 ö s u n y e n enthält.

Die im Vorhergehenden entwickelten Formeln (66) und (67) verstatten nicht blos das

Aufsuchen einer speciellen Auflösung des Systemes in ganzen Zahlen, sondern eignen sich

auch zur Auffindung jener allgemeinen Formel, welche willkürliche ganze Zahlen in sich

schliesst, und alle möglichen ganzen Auflösungen des vorgelegten Systemes in der compeu-

diösesten Form darstellt. In §. 2 wurde diese allgemeine Form der Auflösungen bereits auf-

gestellt und ist in dem gegenwärtigen Falle folgende:

1 r" ^

^x = -y [V. ^h ^.]

= -y [,r, + h Ci + h ^-4

[h ^ h f1 + h ?.. + h ^

X.,

1

(69) 1 r"
x,„_„ = — [):,„_„ + ?-„,_„ ?i + ^„,_„ ?2 + r„,_„ Cä -h + }:,„-„ c,„_„]

j 1 - «* "'—

"

I
II 1 2 3 m— n

_= ^ [;•'" + ^'« ^1 + ^"' ^-^ + ^'" '^s + + ;l-„, c„,_„j.

Wenn ganze Auflösungen gesucht werden, hat man jV= 1 zu setzen.

Um die Formeln (66) und (67) für den hier beabsichtigten Zweck anzupassen, hat man

statt der Unbekannten x\ , x, , x^ , . . . x,„ und der Hilfsgrössen x^ , x^' , x./ <•'„,_„ die

Brüche zu substituiren

:

r., r-, Xm -I A'i ^-j—^ ,
—

^

— und — , —

oder mit anderen Worten, den Grössen A^: ,
.4;'

, . . . .
^^."'-"' in (66) und den Determinanten

[l,2_„+3...;^„]
,
[l,2,„_„+,3,„_„+3...«,„] , [1.2,„_„+,...?^,„_,] in den Gleichungen (67) den Factor

St noch anzufügen, hingegen die x und x\ in }: und SE zu verwandeln. Man erhält, auf diese

Weise verfahrend, die nachfolgenden Gleichungen:

^,9e, + i-i)"-'^',-?:,= • ä: 5Jf

(70) <f,?l, + (-1)"- ^3 • ^3 =^ [^4,'" 3i- .4/" ?:,
-- A'" f,J
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TJber die Auflösung eines Systeme,^ von mehreren unbestimmten Gleichungen etc. 121

I
(m

—

n) {m—n) {m—n) {m—n)

f „,-,. X,„-„ + (— 1
)"-'

<p,n-n • ?-•„,-„ =— [^1, 9J— Ä, ;c,— A.^.— ....~ ^„,_„+, jc„._,.^, J.

^''-'-^'=
|..,.-nH-.W.. «„.]

i[l^-^''--+^ «„,]9{-[l,2,„_„^, ,^,„]^.,_..._

L '"— " ''m— 11+2 "mj }-m—n]

(71) ^•,„_„+,. =
[i„,_„+io„_„^,....„„,] U^* 2m-«+i 3,„_„^.3 . . . ?^,„] 5J— [ 1 , 2,„_„+, 3„,_„^3 . . . »,„] ^,— ...—

L "'— « "^m— >l+ l »^ »1-11+3 • • '*;iij ^m-nj

( l)n—

1

^"' "^
H,„-„+i2,„_„+o....„„,]

ä[l* -"'-»+1 "'«->] '•'^'~ [^> 2"-"+' "— >] h— ---—
n 9 « Ir !

In dieser Gestalt sind die Formeln geeignet, die in der (69) erscheinenden GrössenUDO
r, , ;l',, , . . .

f,,,
u. s. w. zu bestimmen. Man erhält jede Verticalreihe von Cocfficienten oder

Constanten in der (69) für sich durch eine gesonderte Auflösung dieser Congruenzen und

Gleichungen. Die in der ersten Verticalreihe erscheinenden Grössen jCj ,;:,,,. . ^,„ stellen eine

specielle Auflösung des vorgelegten unbestimmten Systemes in ganzen Zahlen vor. Man er-

hält sie aus den Congruenzen (70) und Gleichungen (71), wenn man 91^1 setzt. Dabei thut

man gut, die numerisch kleinsten Werthe von ^j , p_,... ):,„_„ zu suchen, um die Eechnungen

nicht unnützer Weise zu compliciren. Die zweite Verticalreihe von Grössen in (69) nämlich:

}^i ^ hl h : • i">
61*11^1* man vermittelst der Annahme 91 = 0, wenn man noch überdies dem

r , den numerisch kleinsten und von Null verschiedenen Werth ^^ ertheilt, dessen diese Grösse

für 9i= fähig ist, zufolge der ersten Congruenz in (70).

Die dritte Verticalreihe von Grössen:
):., , p^ , . . . ^„, geht gleichfalls aus (70) und (71)

hervor, wenn man von der Anfangssubstitution 9Z= , ^==0 ausgeht und h^^-i setzt, wo-

durch die zwei ersten Congruenzen in (70) sich in identische verwandeln. Allgemein findet

man die Grössen ^•,.
, j.v^i ,

j:,_,_o , . . . ;l;„, wenn man von den Anfangssubstitutionen 91^0,

j:i
= , ;i:2= , ;i:3=0 , . . . ;c,._i= ausgeht, wodurch mehrere Congruenzen (70) am Anfange

stehend, identisch erfüllt werden. Aus den übrigen folgen die Werthe der gesuchten Grössen,

wenn man für
f,.

den numerisch kleinsten von Null verschiedenen Werth f^ annimmt.

Hat man alle in der Formel (69) erscheinenden Grössen ermittelt, so unterliegt ihre Auf-

stellung keiner weiteren Schwierigkeit mehr.

Hiemit ist also das Problem der Auflösung eines Systemes von mehreren unbestimmten

Gleichungen mit einer beliebig grossen (selbst einer unendlichen) Anzahl von Unbekannten,

sowohl in ganzen Zahlen, als in gebrochenen Werthen mit einem bestimmten Nenner A^ voll-

ständig erledigt. Die auseinandergesetzte Methode ist auch anwendbar, um ein System von

mehreren Congruenzen des ersten Grades mit einer beliebig grossen Anzahl von Unbekann-
ten und völlig beliebigen Modulis aufzulösen, und somit ist das von Gauss behandelte

Problem (Disquisitiones arithmeticae pag. 26—30) hier in einer viel allgemeineren und voll-

kommeneren Weise erledigt.

Denkschriften der mathem.-nalurw. Cl. XIV. Bd. Abhandl. v. Nichtmitgl.
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122 Ig- Heger. Über d. Auflösung e. Systemes v. mehreren unhest. Gleichungen etc.

Anhang.

Es wäre liier noch ein Ausnahmsfall zu besprechen, der sich bIsAveilen darbieten kann,

nämlich derjenige, wo einzelne oder eine Gruppe von mehreren Determinanten gleich Null

werden. Die Behandlung eines solchen Systemes ist verschieden, je nachdem alle Determinanten

gleich Null werden, oder einige derselben noch von Null diiferiren. Sind alle Determinanten

Null, so ist das System entweder widersprechend oder enthält eine oder mehrere Gleichun-

gen, die von den übrigen nicht verschieden sind. Diese Frage entscheiden die Wertlie der

Grössen K in bekannter Weise. Ist unter diesen Grössen K nur eine einzige von Null vei--

schieden, so enthalten die Gleichungen einen Widersprucli; sind sie aber alle gleich NulL so

erscheint im Systeme eine Gleichung wiederholt. Man wird daher diese eine Gleichung weg-

streichen und die übrigen n— 1 Gleichungen zur Auflösung bringen.

Sind nicht alle, sondern nur einige Determinanten gleich Null, so folgt hieraus meisten-

theils gar keine Störung der Rechnung, nur wenn [l,„_„_^i , 2„,_„+2 • • • • ",„] verschwindet, ist

dies als ein Beweis anzusehen, dass die Unbekannte 2'„, ilurcli das System nicht bestimmt sei

und daher auch die Eolle der abhängigen Veränderlichen nicht übernehmen könne. Man wird

daher genöthigt sein .r,„ als eine der überschüssigen Unbekannten gelten zu lassen, welche

gewissermassen die Eolle der unabhängigen Veränderlichen spielen. Hat man diese Änderung

in der Reilienfolge der Unbekannten getrofien, so unterliegt die weitere Rechnung keiner

Störung mehr.
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