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ANWENDUNG

DES

SOGENANNTEN VARIATIONSCAL CU L\S

AUF ZAVEIFACHE UNI) DREIFACHE INTEGRA LR

Von

Dr. G. W. STRAUCH.

VOK(!KI,Kirr IN IlKK SITZUNd DEK 'VI ATHIvM ATISCH-NATUUWISSKN.SCHAFTI.ICHEN CI-ASSK AM L'l. JULI 1861;.

Einleitung^.

§• 1.

±Jei' Zustand, in welchem vor ungefähr zwanzig Jaln-en die Anwendung des (sogenannten)

Variationsoalcurs auf zweifache, dreifaclie etc. Integrale sich befand, hat die Pariser Aka-

demie der Wissenschaften bewogen, diesen Gegenstand zu einer Preisfrage für das Jahr 1842

zu machen', damit endlich auch die letzte Partie des höchsten Zweiges der Analysis zu einer

gewissen Stufe der Vollendung erlioben werde. Die Forderung, welche gestellt wurde, war:

„i\Ian soll die Gränzgleiehungen herstellen, die mit den Hauptgleiehungen verbunden werden

müssen, um die Maxima und Minima der vielfachen Integrale vollständig zu bestimmen, und

nebstdem soll man praktische Anwendungen geben, die sich auf dreifache Integrale beziehen".

In dieser Forderung besteht jedoch nur die erste Hälfte dessen, was der Gegenstand eigent-

lich erheischt; denn die zweite, eben so Aviclitige und bei weitem schwierigere, Hälfte ist

die Herstellung des Prüfungsmittels, d. h. jenes Ausdruckes, welcher die Merkmale abgibt,

ob ein Maximum oder Minimum oder keines von beiden stattfindet. Der Gi'und aber, warum
die genannte Akademie nicht die vollständige Erledigung des Gegenstandes verlangt hat,

scheint wohl der gewesen zu sein , dass man fürchtete , es möge bei Anhäufung von so viel

feinen Untersuchungen keine Abhandlung eingesendet werden.

Aus dem in der Sitzung vom 31. Juli 1843 erstatteten Berichte geht hervor , dass vor

Ablauf des Termins vier Abhandlungen eingetroffen waren, von denen aber nur zwei einer

' „Comptes reiidus hebtlomailaii'PS'des süances ile racfulcmie des sciences'^ Hand XIII, Seite 1 I7(i. .\ucli Band XV, S. 114l' ii. 1145
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20 G. W. Strauch.

besonderen Auszeichnung würdig gefunden worden sind'. Die eine derselben war von

Sarrus, und wurde gekrönt '"'

: die andere war von Delaunav. und wurde einer Ehrenmel-

dung theilhaftig^

Herr Delaunay maelite seine Abliandlung sofort bekannt; denn er Hess sie aufneh-

men in den mit der Jahreszahl 1843 versehenen Band XVII des „Journal de l'^cole royale

polytechnique" (Seite 37— 120) imter dem Titel „Memoire sur le calcul des variations'".

Dagegen die Veröffentlichung der, obgleich gekrönten, Abhandlung des Herrn Sarrus wurde

lange hinausgeschoben; und sie erschien erst in dem mit der Jahreszahl 1848 versehenen

Bande X der „M6moires präsentes par divers savants ä 1' academie des scienees" (Seite 1

bis 128) unter dem Titel „Recherches sur le calcul des vai"iations"

.

Indessen hatte Herr Cauchy, welchem die Sarrus'sche Abhandlung im Manuscript

bekannt geworden war', schon in dem mit der Jahreszahl 1844 versehenen Bande III

seiner „Exercices d' analyse et dephysique mathdmatique" (Seite 50— 130) unter dem Titel

„Memoire sur le calcul des variations" eine Abhandlung bekannt gemaclit , in welcher er

bezweckte, die Theorie des (sogenannten) Variationscalcul's an seine bereits mit so grossem

Beifalle aufgenommene Theorie des Differentialcalcul's anzureihen, zugleich aber auch die

von Sarrus mitgetheilten Formeln auf concisere Weise darzustellen.

Nun aber sind die Resultate der genannten drei Abhandlangen nicht einmal im Stande,

der von der Pariser Akademie gestellten einfacheuForderung zu genügen": und so habe ich

mich entschlossen, diesem so wichtigen Zweige der Analysis eine neue Bearbeitung zu widmen.

§• 2.

Es wäre überflüssig, hier, in der letzten Partie des (sogenannten) Variationscalcul's, die

Grundlage desselben noch einmal vorzutragen, weil diese bereits in den vorhergehenden

Partien abgefertigt sein muss. Desshalb sollen hier auch nur Resultate mitgetheilt werden, und

dabei genügt es vollständig, wenn man sich auf die zweifachen und dreifachen Integrale be-

schränkt. Hat man nämlich die zweifachen Integrale gründlich abgehandelt, so kann man

das dabei angewendete Verfahren sofort aucli auf die dreifachen Integrale ausdehnen ; und von

da an hat die weitere Ausdehnung auf vierfache, fünffaclie etc. Integrale keinen Anstand mehr.

Im ersten Bande (Seite 70 und 71) meines V^'^erkes „Theorie und Anwendung des soge-

nannten Variationscalcul's. Zürich 1S49" habe ich darauf aufmerksam gemacht, dass die

Worte „Vai'iation, variabler Bestaudtheil. etc." in den früheren Zweigen der Analysis schon

auf andere Weise verwendet seien, und dass, um Begriffsverwirrungen zu vermeiden, die

durch die neuen Bezeichnungen dy , d-y, etc. dargestellten Begriffe mit einem noch nicht ver-

wendeten Worte benannt werden müssten , eine Neuerung, die um so eher angehe, als sie

sich ja auf den höchsten Zweig der Analysis beschränke, und die früheren Zweige unberührt

lasse. Ich habe dafür die Worte „Mutation, mutabler Bestandtheil. etc.'' vorgeschlagen, und

dieser mein Vorschlag hat seither vielen Beifall gefunden.

1 „Comptes reniius Iiebjomadaires des seanees de l'acadcmic des scienc-es" Band XVII. Seite iUl und 202.

- Ebendaselbst Seite 202.

3 Nach bekannter Übung durfte der Verfasser dieser zweiten .\bhandUing, weil sie nicht gelirönt wurde, auch nicht genannt

werden. Er hat sich später aber selbst genannt, wie man in dem so eben citirten Bande XVII. Seite 296 ersehen kann.

1 Herr Cauchy war einer der von der Akademie ernannten Berichterstatter.

^ Wird in einem Nachtrage (§. 91— 10-1) noch besonders nachgewiesen werden.
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Anioendung des sogenannten Variationscalcid's auf zweifache und di-eifaclie Integrale. 21

Auch hat schon Euler das Wort „Mutation" ganz in meinem Sinne gebraucht; z. B. in

seiner „MetlioJus inveniendi lineas curvas maximi minimive proprietate gaudentes. Lau-

sannae et Genevae 1744". Man sehe daselbst Seite 21 unten, und Nr. 58, 59 und 60 auf

Seite 27 und 28. Namentlich in Nr. 61 auf Seite 29 kommt das Wort häufig vor: und

gerade hier wird Euler's Methode vollständig erklärt.

Wir begegnen diesem Worte aber auch neuerer Zeit in einer Schrift von Gauss, welche

den Titel führt „Principia generalia theoriae figurae fluidorum in statu aequilibi-ii. Göttingae

1830". Man sehe daselbst §. 20 und §. 21.

Damit jedoch meine hier vorliegende Abhandlung auch nicht im Entferntesten den An-

schein habe, als wolle sie im Kleinen gross sein; so habe ich mich, wiewolil sehr ungern—
ich gestehe es — entschlossen, für dieses Mal wieder das bisher übliche Wort „Variation" zu

gebrauchen. Bei späteren Anlässen , die geeigneter sein werden, werde ich mich nicht abhal-

ten lassen, verschiedene Begriffe auch mit unterscheidenden Namen zu benennen.

§• 3.

Ehe ich zu meinem Gegenstande selbst übergehe, will ich noch einige eigenthümliche

Bezeichnungen erklären, ohne deren Kenntniss das Folgende unverständlich wäre. Die oft

sehr zusammengesetzten Ausdrücke und mannigfaltig verbundenen Operationen , welche im

(sogenannten) Variationscalcul vorkommen, machen vielerlei Bezeichnungen nöthig, während

sich bei den einfacheren Zuständen und Beziehungen des Differential- und Integralcalcul's

ein solches Bedürfniss weniger fühlbar macht.

Euler und seine Nachfolger haben die totalen und partiellen Differentialquo-

tienten dadurch unterschieden, dass sie letztere in Klammern einschlössen; dagegen andere

Analytiker Hessen die Klammern weg, und überliessen es so der Fertigkeit des Lesers, zu un-

terscheiden, ob von totalen oder partiellen Differentialquotienten die Eede sei. Bei den Fort-

schritten der Wissenschaft konnten aber auch die Klammern nicht mehr genügen; und man

sah sich nach einer anderen Bezeichnungsweise um, welche mehr leiste, und um so willkom-

mener sein musste, als die Klammern noch zu sehr vielen anderen Zwecken im Diflerential-

calcul nöthig sinJ. Eine zweckmässige' Bezeichnung der partiellen Differentiale besteht darin,

dass man hinter d den Veränderlichen setzt, nach welchem differentiirt werden soll. Ist z. B.

Ij iü = <p{x,y)

gegeben, so folgt daraus

IIj d w =^ d^w -\- dyW

III) d'w=^d\w-\-'^-dj,d,jW-\-d}^w

etc. etc.

' dit)

Hier bedeuten also d^w und d^%o dasselbe, was bei Euler bezüglich durch \^j^ dx und

f-—] . dg dargestellt wird, etc. Ist ferner gegeben

'Die in dieser Abhandlung durclnveg angewendete Bezeiolinung der partiellen Differentiale hat schon Lacroix vorgesehlagen

in seinem „Traite du calcul differentiel et integral. Paris. 3 Bd., 1810, 1814, 1819". Der Vorschlag zu besagter Bezeichnung findet

'

d"'+"z
sich im -i'en Bande. Seite 527. und zwar in Nr. 728. woselbst namentlich die Gleichung . dx™ . dy" = d" d'^ z nicht

dx^.dy" '

zu übersehen ist.
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22 G. W. Strauch.

IV) io = (p{x,tj ,z)

I
. dx'" . <ly" . dz''

,, ^, . , ^ . - ~
, n ,

dJ^' dy" .dzl'
1 . r'+«+P^ \

darstellt. Ebenso ist der Uuotient

—

^ " ' dasselbe, was bei ll;uler dureh I I

rf.,-'" . ,/.,/" . d,>' \ d.r'" . d,j" .dz'' f

bezeichnet wird.

§• 4.

^4) Hat man die beiden gleichzeitig bestehenden Functionen

V) io = (p ix , y) und VI) y ^/(j?)

so ist w nur von x abhängig, was dadurch erreicht wird, dass man ?/ aus (f{x,y) eliminirt.

Hat man aber die totalen Differentialquotienten nach x zu nehmen, und will man y nicht

aus f(x,y) eliminiren; so differeiitürt man lo bekanntlich in der Weise, dass man die I)iffc-

rentiale des y als veränderlich behandelt. So verfahrend bekommt man

dtv '^^^

d X d X

d^w d] '»
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Anwendung des sogenannten VariationscalcuVs auf zweifache und dreifache Integrale. 23

hier, wo es sieh nur um totale Differentialquotienten handelt, zwischen — und =^, ebenso

zwischen —— und ==, etc. kein Unterschied.
d.r- dx^

§. 5.

Hat man die beiden gleichzeitig bestehenden Functionen

XIV) w^,f{x,y,z) und XV) 2 =;f (x
, 3/),

so sind diesmal die beiden Veränderlichen x und ?/ absolut unabhängig, und w ist nur von

X und y abhängig, was dadurch erreicht wird, dass man z aus <p{x ,y ,z) eliminirt. Hat man
aber die vollständigen partiellen Differentialquotienten nach x und nach ?/ zu nehmen, und
will man z selbst nicht eliminiren ; so differentiirt man w bekanntlich in der Weise, dass man
die Differentiale des z als veränderlich behandelt. Will man ferner für den Verlauf der Unter-

suchung bemerkbar machen, dass das x und das t/ auch implicit vorkommen; so gebe man
den vollständigen partiellen Differentialquotienten auch diesmal einen doppelten Bruch-

strich. So verfahrend bekommt man

dw d z

XVI)
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24 G. W. Strauch.

Klammern angedeutete Operation ausgeführt, und zuletzt die unten angehängten besonderen

Werthe an die Stelle des x oder des y gesetzt habe.

Und so fort bei Functionen mit drei und noch mehr absolut unabhängigen Veränderlichen.

§• '•

Um jetzt die vorliegende Abhandlung systematisch durchzuführen, mag dieselbe in zwei

Abtheilungen gebracht werden, deren erste sich mit den zweifachen, und deren zweite sich

mit den dreifachen Integralen befasst.

Nun kann ein zweifaches Integral in einer von folgenden zwei Formen
aß a ß [x]

ffw.dij.dx und ff W.dij.dx
'a i a ö (x)

erscheinen. Bei der ersten Form sind die Integrationsgränzen h und ß unabhängig von x.

aber bei der zweiten Form sind die Integrationsgränzen b{dc) und yJ(x) Functionen von x.

Unter den verschiedenen Formen , die ein dreifaches Integral annehmen kann . mögen

besonders folgende zwei

I
W . dz . dy . dx und / / / W . dz . dy . dx

a /j c s, li [x) c {x
, y)

Jiervorgehoben werden. Bei der ersten Form sind c und y unabhängig von x und y. und h

und ß sind unabhängig von x. Bei der zweiten Form aber sind c [x^y) und ;- {x ly) Func-

tionen von X und ?/, und b {x) und ß{x) sind Functionen von x.

Sonach kann man jede der oben genannten zwei Abtheilungen wieder in zwei Abschnitte

zerlegen.

ERSTE ABTHEILl NG.

Aiiwi'mlung des (sugenanntenj Variationscaleul's auf zweifache Integrale.

Erster Abschnitt,

wo solche Inteo;rale voikoniiiicn, bei denen die Cuänzoii der ersten Integratinn unabhängig- sind von jenem

Veiiiiidei'liehen, nacli welclieni die zweite Integration durchgeführt werden soll.

Ün ters u diu n o- 1.

§• 8.

dz dz
Es sei IFein reeller, mit den ßestandtheilen x . y , z . -^ ,

-^ versehener Ausdruck :

imd man sucht für z eine solche Function von x und //. dass folgendes Integral

I) U =-jj W . dy .dx
^a ''4

wo h und ß keine Functionen von x sind, ein Maximum oder Minimum wird.

Die "Werthe von a , a , 6 , ,9 sind liier als constant zu l'ctracliten. mit der steten Rück-

sicht, dass a^ a und ß'^ h.
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Anwendung des sogenannten VariationscalcuVs auf zweifache and dreifache Integrale. 25

d^ z d z

Man setze zur Abkürzung- ?> und n bezüalich statt -^ und -—•. so bekommt man vorerst

J J V dz dp dx dn dy ' ^
a b

Man bezeielme, um noch mehr abzukürzen, die zu den zwei Differentialquotienten der

ersten Ordnung
d 33 d 3z

und
dx dy

o-ehörio-en Factoren bezüplich mit

(Ix) und (I^) •

so gestaltet sieh letztere Gleichung auf folgende Weise:

a ß

Die Zweckmässigkeit dieser Abkürzungszeichen wird in den folgenden zwei Untersu-

chungen, wo höhere Diflerentialquotienten vorkommen, noch mehr vor die Anschauung treten.

Man beachte , dass die durch (la;) und (ly) repräsentirten Ausdrücke das x und das y
sowohl explicit als auch implicit in z

, p . q enthalten, und dass durch

d 3z d 3z „ d 3^z d 3^z
oz , ,

—— , o z , ,
— , etc. etc.

dx dy ' dx dy

Functionen dargestellt sind, wo das x und das ?/ nur explicit vorkommt; und desshalb kann

man der Gleichung II auch folgende Form geben:

III) .- ü= md^ElH + '^'''^'' "'' + ('fI^M±^M±).,z]dy. dx
J J ^ dx ^ dy ^ \ dz dx dy ) i "^

Führt mau bei den durchlaufenden Differentialen die betreifenden Integrationen aus, so

gibt sich weiter

IV) Ü U= /
[
(I x),

,
„ . dz,

,
„
— (I x),

,
„ . dz,

,
,,]

. dy

a

+
f[ i^I/l , ^ • OX

. ;ä
— (Iy)x

, .
0^2,

. *] • dx

rr^d^w djix) ^„(i,)

-f / / —=^= . dz . dy . dx
f I \ dz dx dy f "^

"a
''
b

Hieraus folgt die Hauptgleichung

d.W d^ilx) d,^{ly) ^
' dz . dx dy

und die Gränzengleichung

VI) f[ (I a;)„
,

, . dz,
,

,— (la;),
,

, . dz,^ J . dy

a

Deiikscbriiteu der mathemat.-naturw. (_'!. \VI. BU. Abliaiid]. v. Nichtmit^l.
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26 C. W. Strauch.

Die Hauptgleichung wird in der Regel eine Partialdifferentialgleichuug der z wei ten Ord-

nung sein; und dann nimmt ihr allgemeines Integral zwei willkürliche Functionen in sich auf.

Die Gränzengleichung hat bereits die Werthe a , a , b
, ß in sich aufgenommen, und

dient dazu, die in der gesuchten Function z =
<f

(x
, y) befindlichen Avillkürlichen Stücke zu

specialisiren, welche sich aber bald so bald so modificiren werden, je nach den verschiedenen

Gränzbedingungen.

§. 9.

Jetzt ist das Prüfungsniittel herzustellen , welches . wenn man die Hauptgleichung V
beachtet, zunäclist folgende Form annimmt:

a

d oz d dz

Li\
F . d£' + 2 E . <?3 .

^- + 2 D . o\3.—
dx dy

,d dsj d dz d dz ,1 dzj~\

+ C.(^ +2B.^.^^ + A. -^]\.dy.dx^
V dx- ) dj; dy

' W^ / J
''

WO man sich aber zu denken hat, dass die durch die Gränzbedingungen bereits special isirtc

P^unction z ^=
<p {x ^y) eingeführt sei in die durch A , ß , C , D , E , F repräsentirten Ausdrücke.

Man hat nun die Bedingungen aufzusuchen, bei denen (?''?7, während man sicli unter o^s jede

beliebige Function von x und ?/ denken kann, beständig positiv oder negativ bleibt. Zu die- .

sem Zwecke versuche man, ob man dem unter dem zweifachen Integralzeichen stehenden

Aggregate folgende Form geben kann

:

a (I

-f 2). (^^ 4- @. (?^)-+ g. r?3-l . dy.rlx
^ dx J

"^

und wenn man diese Form mit dem in Gleichung VII unter dem dop])eltcn Integralzeiclien

befindlichen Aggregate vergleicht, so bekommt man

IX) 21 = A , X) S = - , XI) @ = —^ ,

AG— B2 ^^ A.fE— ij)— B.rn — <o)

XII) 2)=--^- , XIII) 6=
'l^_^,

'-

und

XIV) (f— 3-— 4^—^) . (A C~ W) = A (E— /;)•-'— 2 B (E— ry) (D— o;) -f C . (D — mf
' dx dy ' ^ / \ 1

1

Man hat also nur sechs Bestimmungsgleiohungen, während doch die acht Stücke 31, S,

(5,5),®,S,:y,ö> zu bestimmen wären, so dass zwei derselben willkürlich sind.

Weil aber diese sechs Bestimmungsgleichungen nichts Widersprechendes enthalten,

so ist die in VIII aufgestellte Form in der That möglich. Führt man jetzt bei den

d (ri.dz-) d (w.fjjä) . ,

durchlaufenden Differentialen -^^ und -^ die betreffenden Integrationen aus, so geht
dy

Gleichung VII über in
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AniüObdtmg des sogenannten Variationscalcuts auf zweifache und. dreifache Integrale. 27

a

a ^

a 6

Schaut inan wieder auf die sechs Gleichungen IX — XIV zurück; so sieht man, dass

die in der neuen Form befindlichen drei Stücke

31 , 33 , 5)

vollständig durch Stücke bestimmt sind, welche sich schon in der ursprünglichen Form VII

befinden; und somit darf man die oben besprochene Willkürlichkeit auf diese drei nicht an-

wenden, sondern nur auf zwei der folgenden fünf:

Man benütze nun diese Willkürlichkeit vorerst dazu, dass man % zu Null werden lässt; so

reduciren sieh die Gleichungen XIV und XV bezüglich auf

und

/
XVII) 0"'?7=y[(Ia;)„,„.<?-2;„,, + 37„,,.«X,,— (Ia.-)a.,„-'?'2a,,,— '?a,_v-0''Sa,J -dij

a

+ßiil/)..ß-^''^-..ß+(^.,ß-^^l,ß" ßl/).. * -«'Sx,*— ö^x.4 • ^K.i] dx
a

« /' « «rrr,ddz d (Sz . , d dz , T

In den beiden letzten Gleichungen befindet sich aber immer noch ein willkürliches Stück.

Nimmt man nun r] als willkürlich, so kann man rj eine solche Function von y sein lassen, dass

die nach y identische Gleichung-

[Ix)^
,
, • Ö 's«

, „ + V]^
,
„ . f)zl

,
^
— (I a'),

,,
. ff'z^

, ,,
— ^a ,

, O'3'f _,,
= ()

d rj

Stattfindet. Weil also für rj eine Function von nur y gesetzt worden ist, so ist -^^0; und

Gleichung XVI reducirt sich auf

(F— ^).(AC— B')=A.(E— 7y)-— 2ß(E— 3y)(D— w) + C.(1)— w)'

Wenn man jetzt diese Partialdifferentialgleichung, welche nur noch den einzigen Diffe-

rentialquotient -^ enthält, integrirt ; so bekommt man für ü> einen mit x ,y ^ ti{x) versehenen

Ausdruck, wo 7r{x) eine willkürliche Function von x ist. Kann man sodann 7r(a;) so ver-

wenden, dass die nach x identische Gleichung
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28 G. W. Strauch.

stattfindet; so redueirt sich Gleicliung XVII auf das Doppelintegi'al, welches, wenn man für

3( , 53 , S , Ü) , ® die Ausdrücke einsetzt, nunmehr folgende Form annimmt:

m, d OZ A d OZ T\ /.i

AC— B2
t

<ij« AfE— r,)— BfD-
r)zy\.dy dx

dx ' A C - B^

AC— B-'

Aus dieser Form erkennt man, dass der Zeichenstand des d' U nur von A und
A

abhangt, d. h. wenn man dem ?/ alle von b bis ß stetig nebeneinander liegenden Werthe, und

bei jedem einzelnen dieser Werthe des ?/ auch dem x alle von a bis a stetig nebeneinander

liegenden Werthe beilegt; und wenn dabei

1) die beiden Ausdrücke A und beständig positiv bleiben, so ist auch d- U posi-

tiv: wenn aber dabei

2) die beiden A

Nun kann man das Aggregat

2) die beiden Ausdrücke A und — beständig negativ bleiben, so ist auch ^y'-f^negativ.

,d dz-i d t^z d Sz ^d 'Js 2

^
\ dx ) ^ dx dy ^ y dy '

ohneweiters auf die Form

.

i-*^./^^
,

B '^,.''~^- AC-B2 ('^''^^\

\ dy A dx J
"^

Ä 'y. dx )

bringen; und so ist man zu folgender höchst beachtenswerthen Regel gelangt:

„Wenn der für d' U sich ergebende Ausdruck positiv oder negativ sein soll bei jeder

„beliebigen für os zu wählenden Function; so muss das Aggregat positiv oder negativ

„bleiben, während man dem ?/ alle von b bis ß stetig nebeneinander liegenden Werthe. und

„bei jedem einzelnen dieser Werthe des i/ auch dem x alle von a bis a stetig nebeneinander

„liegenden Werthe beilegt".

Dabei beachte man nocli folgenden Ausnahmsfall: Wenn J), d. h. wenn (AC— B^) bei

einigen oder gar bei allen von a bis a und von b bisy? liegenden Werthen des x und des i/ zu

Null wird, so bleibt die eben ausgesprochene Regel noch immer anwendbar: sie verliert je-

doch alle Anwendbai'keit, sobald ein einziger der sechs Ausdrücke

F . E , I) , C , B , A

bei irgend einem der genannten Werthe des x und des ?/ Null in den Nenner bekommt.

Jetzt ist man auf dem Punkte, der Gränzengleichung zu genügen; und zu diesem Ende

sollen folgende vier Fälle vorgenommen werden.

I

§. U).

zfall. Wenn für die G
auch die Ausdrücke

und

Erster Gränzfall. Wenn für die Gräuzen keine Vorschriften gemacht sind, so haben

o z^

«X.,

« •^;. ^,, )
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Amoendung des sogenannten Variationsccdculs auf zweifache und drefaclie Integrale. 29

durchaus keiner Bedingung zu genügen. Hier sind die bei ^ aufgestellten vier Ausdrücke

dem Werthe nach ganz unabhängig von einander, obgleich sie alle aus einer und derselben

Form dz^,i herstammen. Ebenso sind die bei O aufgestellten AÜer Ausdrücke dem Werthe

nach ganz unabhängig von einander, obgleich sie alle aus einer und derselben Form o^s^,„

herstammen. Und so fort.

Die Gränzengleichung muss also, damit ihr genügt werde, in folgende vier einzelne

zerfallen

:

1) (Ix)„,, = . 2) (Lt),„ = , 3) {ly\^, = , 4) (Ij/),,, = 0.

In den Gleichungen 1) und 2) ist x constant; sie sind aber nach y identisch, und müssen,

wenn sie Differentialgleichungen sind, als totale Differentialgleichungen nach?/ behandelt werden.

In den Gleichungen 3) und 4) ist ?/ constant; sie sind aber nach x identisch, und müssen,

wenn sie Differentialgleichungen sind, als totale Differentialgleichungen nach cc behandelt Averden.

Erst wenn man die für z gefundene allgemeine Function in letztere vier Gleichun-

gen substituirt und hierauf integrirt hat, können die sich ergebenden vier Integralgleichun-

gen bei Specialisirung der (in z eingegangenen) willkürlichen Stücke benützt werden.

Der in XVII für das Prüfungsmittel aufgestellte Ausdruck reducirt sich jetzt auf

ß a

^' ^ =. /('?« , V ^^'a
,
,
- ^a ,

,• i>zl
, J . % + / (OJ,

, ,3
. dzi

, ,5
— O),

,
, .

<?S^
, ,) . C?«

b a

/*/r .d dz d dz .„ .d,dz .„1

Nun ist von den zwei Stücken r^ und w eines willkürlich. Lässt mau also r^ kurzweg

zu Null werden, so ist auch

d T/

und Gleichung XVI reducirt sich auf:

(F— ^).(AC— B^) = A.E^— 2B.E.(D— a>) + C.(D— ft))'^

Wenn man jetzt diese Partialdifferentialgleichung integrirt, so bekommt man

10 = ^[x ,g ,
- {x)]

wo ^[x,g,7r{x)] eine ganz bestimmte Zusammensetzung der drei Bestandtheile x,g und 7t{x)

ist, während /T (x) eine willkürliche Function von x bedeutet. Damit aber bei letzterem, für

0-'
f/" hergestellten. Ausdrucke nur das zweifache Integral zurückbleibe, muss noch die nach x

identische Gleichung

oder vielmehr

$ f [^ ,/5, TT (X)] . dzl,, _ |[;r , 6 ,
TT (X-)] . oX^, =

stattfinden, und dieser Gleichung kann man auf zweierlei Weise zu genügen suchen. Man

sehe nämlich zu, ob

1. für Tr{x) eine solche Function des einzigen Veränderlichen x möglich ist, dass

^[x,y ,7:{x)] schon identisch zu Null wird. Wenn aber dieses nicht angeht, so sehe man zu, ob
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30 G. W. St?- auch.

2. aus der Gleichung z^ sich tt (x) absondern lässt, so dass man für tt (x) eine ganz

bestimmte und mit den fünf Bestandtheilen b,ß,x ,rjzl^i, , r>s^ jverseliene Zusammensetzung

-{x)=Cib,i3,x, fj.zl_i, , dzi^^)

bekommt, und w jetzt übergelit in

a) = ^[x,ij
, C{h ,ß,x,dzl^,,dzi^^)\

Dabei bleibt nur

- "
' d dz

A y dx ' A.C-

wo man aber noch für w seinen Ausdruck einsetzen muss. Was aber auch immer das Er-

gebniss von (o sein mag, so hängt es doch, wie sclion im vorigen §. bemerkt wurde, nur von

A und ab, ob (T ü beständig negativ oder positiv bleibt.

§• 11-

Zweiter (Irä nz f al 1\ Die gesuchte Function soll nur ausjenen Functionen herausgewählt

werden, welche alle bei aj= a,x-:=ß,?/ = 6,_?/=^9 sich bezüglich auf folgende vier Ausdrücke

f'ii/) . V'iy) , f"'(«') , f""(^-) <

specialisiren. Bei dieser Vorschrift müssen folgende zwei Systeme von (Ueichungen

5 '>X,, = , '>X„ = , ^'z.,y = , o^^^,,, = () , etc.

und

cf 'vX,,=--.ü , r;,2,,,^ = () , r;^3,,,, = ü , .;^3,,,, = () , etc.

statthnden. Die Gleichungen 5 si^^d nach ?/, und die GUeichungen (^ sind nach x identisch.

Die Gränzengleichung VI fällt also diesmal von selbst hinweg; und wenn die obigen vier

Ausdrücke bestimmt vorgeschrieben sind, so müssen auch die vier Gleichungen

5) .Sa,„ = f'(//) < 6) 2a,y=\"{:y) , Tj .S^^_,= f"'(x) ,
S) Z^^_,= \""{X)

bei Specialisirung der durcli Integration der liauptgleichung eingegangenen willkürlichen

Stücke mitbenutzt werden.

Man setze zuerst b und dann ß statt y in 5) und 6) ein. Man setze ebenso zuerst a und

dann o. statt x in 7) und 8) ein. Auf diese Weise gelangt man zu folgenden vier neuen

Gleicliungen":

9) .s.,. = r (^) = r{a) , 10) ^.,,, = f' (;5)=r(a)

11) ,-.,,, ^r(i)^f"7r/) , 12) z,,,,=\"(ß) = r{'^)

' Eine auf diesen zweiten Gränzfall bezügliche geometrische Aufgabe ist folgende: „Man sucht zwischen zwei Paar parallelen und

aufeinander senlu-echten Kbenen die Ivleinste Flüche unter allen jenen Flächen heraus, welche durch vier feste Curven, die

in den genannten vier Ebenen liegen, begränzt werden."

- Bei der, in voriger Anmerlying gestellten, geometrischen Aufgabe lässt sieh die Nothwondigkeit, dass die vier Gleichungen

9 — 12 stattfinden müssen, sehr leicht veranschaulichen. Die vier, in den Endpunkten der Abscissen a, , a ,
h

, ß senkrechten,

Ebenen schneiden sich nämlich nach vier graden Linien; und in jeder dieser vier Graden liegt ein Punkt, welcher zweien

der gegebenen vier Gränzcurven gemein sein muss, weil man sonst durch sie (diese vier Gränzcurven) keine Fläche hegränzeu

konnte.
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A^iwcndung des sogenamtteii l'm/atioii^ca/cu/'s auf sioofache uiid dleif'ache Integnde. 31

Sobald eine einzige dieser vier Gleichungen einen Widerspruch in sich trägt, ist unser zweiter

Fall, wie er hier gestellt ist, unmöglich. Sollten aber die vier vorgeschriebenen Ausdrücke

f'(y) , \"{y) , f"'(^) , f""(^)

Stücke in sich enthalten, die noch willkürlich sind; so müssen letztere sich so specialisiren

lassen, dass die genannten vier Gleichungen (Nr. 9— 12) erfüllt werden.

Der für das Prüfungsmittel aufgestellte allgemeine Ausdruck XVII reducirt sich jetzt

von selbst auf das zweifache Integral, so dass es diesmal gar nicht nöthig ist, sich um die

Functionen rj und w zu bekümmern, und dass es ohneweiters von 51 und 3) abhängt, ob ein

Maximimi oder Minimum stattfindet.

§ 12.

Dritter G ranz fall. Wenn für die Gränzen die zwei Gleichungen

vorgeschrieben sind; so findet zwischen ws,, „ und ö'.i„,„, und ebenso zwischen oz^^ und

liz^^^^ eine Abhängigkeit Statt. Man behandle dz^^„ , dz^, ,
r?'.s,_„ und r?'-2,,j als abhängig,

und soikUm-c sie ab; so bekonnnt man Gleichungen von folg'ender Form:

15) rM.,„ = %' . dz,^„ , 16) <?'^3,,, = ^V . rf ^„,„ + n . «X,„

17) .;.s„,, = w . .;,3,,, , 18) d'z^,, = w <^^..ß + Q"
• ^^..ß-

Eliminii-t man jetzt f)z^„ und oz^. ,,,
so nimmt die Gränzengleichung \l folgende

Form an

:

ß "

Diese Gleichung zerfällt aber ohneweiters in folgende zwei:

19) (I:r)^,^_(I:^-),_„.^;V=.0 , 20) (ly),,,- (I^),.
,
„ .r = 0.

Man hat also abermals vier Gleichungen (13,14,19,20), welche bei Specialisirung der

durch Integration der Hauptgleichung eingegangenen willkürlichen Stücke mitbenutzt wer-

den müssen.

Eliminirt man jetzt die abhängigen Stücke auch aus XVII, und beachtet man die Glei-

chungen 19) und 20); so bleibt nur

XIX; rf U=f{y!^,„ -rj^„,,. r -- {I^).,„ G') <i^i,,-dy

a li

a *'i

Um nun diesen Ausdruck so einzurichten, dass nur das zweifache Integral zurückbleibt,

lasse man vorerst folgende (ileichunff
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32 G. W. Strauch.

'y«..v-'?a,.-r-(I^-)a,.-O' =
Stattfinden. Dadurch bestimmt sich tj als Function des einzigen Veränderliehen ?/, und somit

d Tj

ist-^ = 0. Gleichuno- XVI reducirt sich also auf
(1.11

°

(F— ^).(AC— ß-) = A.(E— r;)^'— 2B(E— 3y)(D— w) + C.(D— w)^

Durch Integration dieser PartialdifFerentialgleichung ergibt sich für w ein mit x,v/.

Ttix) versehener Ausdruck, wo tt i^x) eine willkürliche Function von x ist, die man so benützen

kann, dass die nach x identische Gleichung

co.,ß-oy^. .F''-(Ii/).,,.Q" =
stattfindet. Der für das Prüfungsmittel aufgestellte Ausdruck XIX reducirt sich also auf das

doppelte Integral, und es hangt abermals von 51 und © ab, ob ein Maximum oder Minimum

oder keines von beiden stattfindet.

§. 13.

Vierter Gränzfall. Wenn für die Gränzen vier Gleichungen, z. B.

vorgeschrieben sind; so hat man eigentlich wieder den zweiten Fall, d. h. es finden wieder

die in §.11 aufgestellten Gleichungen 9 ™if^ (^ Statt. Dabei fällt die Gränzengleichung wie-

der von selbst Aveg, und das Prüfungsmittel reducirt sich ohneweiters auf das zweifaclie In-

tegral, so dass man sich diesmal ebenso, wie in §. 11, um die Bedeutung von rj und w nicht zu

bekümmern braucht.

S- 14.

Zusatz. Nicht immer müssen in dem Ausdrucke IFdie beiden Difl'erentialquotienten

-^— und -^ zugleich vorkommen, sondern es kann auch einer derselben fehlen. Z. B.
d. dy » '

^^^
Es sei TFein reeller, mit den Bestandtheilen x^y .,z,~ versehener, Ausdruck; und mau

sucht für z eine solche Function von x und ?/, dass das Integral

a fl

XX) ü=f fw. dy . dx

wo b und ß keine Functionen von x sind, ein Maximum oder Minimum wird.

Hier bekommt man die Hauptgleichung

d,W d^{lx)

dz dx

und die Gränzengleichung

XXII) J[(Ia;)„,, . oX.. — (I^)a,,, • «X, J] .dy =
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Anwenchuig den sogenannten Variaüowicalcids auf zweifache und drefache Integrale. 33

Für das Prüfuiiii^sinittel bekommt man zunächstö'

XXIII) 'J--' U^
f[{

[x)„
.
„ . f^z„

,
„
- (I:r),

.

, . r;--'3,
,
„] . dp

wo man sich aber zu denken hat, dass die durch die Gränzbedingungen bereits specialisirte

Function s= ^(x,g) eingefülirt sei in die durch C,E,F repräsentirten Ausdrücke.

Letzterer Gleichung kann man aber, nach dem Vorgange des §. 9 verfahrend, auch fol-

gende Form geben

:

XXIV) >r U-^ j [(Ix),
,

, .
(7'3, , „ + y;,

.
„ . dzl

,
„
— (Ix),

_
„ . (?".2,

,
„
—

y/a
,

, • ö'-a . J • (iy

Vergleicht man XXIII mit XXIV, so bekommt man

XXV) S) === C , XXVI) ® = ^^
und

XXVII) (F-g-:;^).(;^(E--,)^

Man hat also diesmal nur drei Bestimmungsgleichungen, während doch die vier Stücke

zu bestimmen wären, so dass eines derselben willkürlich ist. Schaut man aber wieder auf

(ileichung XXIV zurück, so sieht man, dass es auch diesmal am zweckmässigsten ist, das

Stück % als willkürlich zu behandeln, und zu Null werden zu lassen. Dabei reduciren sieh die

Gleichungen XXIV und XXVII auf

XXVIII) <?'f^-=y[(Ix)„,,.r;^s„,, + o^„,,.^.s^,, — (la;),,,.^'^,,,— 3y.,„.^s;,J.J^

aß
,

UlK

XXIX) (F-^).C.--.(E-.,)^

Wenn man nun diese Partialditferentialgieichung integrirt, so bekommt man für rj einen

mit x,y^iz{y) versehenen Ausdruck, wo T.{y) eine willkürliche Function von «/ist, die noch

so verwendet werden kann, dass sich Gleichung XXVIII auf das zweifache Integral zurück-

zieht. Man erkennt also, dass es diesmal von J) = C allein abhangt, ob ein Maximum oder

Minimum oder keines von beiden stattfindet.

I>eiik.scliriften der iiKitliem-naturn . C'l. XVI. Bd. Abli.iiidl. v. Nichtüiityl. ®
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34 G. W. Strauch.

Untersuchung 2.

§• 15-

d^z dz d'^z d^d z d^z

Es sei PF ein reeller, mit den Bestandtheilen x ,v , z ,
, , -^—

,

"° "
,
—^ ver-

' '^ ' ' rfa; ' rfv ' dx^ ' dx .dy ^ dy^

sehener, Ausdruck; und man sucht für z eine solche Function von x und «/, dass folgendes

Integral

a ,1

l) U^ffw.dy.dx

wo h und ß keine Functionen von x sind, ein Maximum odei- Minimum wird.

Man setze zur Abkürzung

p , q . r , s . t

bezüglich statt

d z d z d" z d d z dz
X y j: j: ii ii

dx dy dx- dr.dy dif'

so bekommt man vorerst

dW dSz d„W dJz d ((• d-imd W d W d Sz d„W dJz d ((• d-(h

dz 'dp dx ' dg dy ' dr dyi

d W d d oz d, (V d i)z -\

H •
1

;— . —r • " V " ^'

ds dx . dy dt dy J
^

Man bezeichne, um noch mehr abzukürzen, die zu den zwei Differentialquotienten der ersten

Ordnung

d Sz d dz

und
dx dy

gehörigen Factoren bezüglich mit

{\x) und {\y)

Auf analoge Weise bezeichne man die zu den Differentialquotienten der zweiten Ordnung

d~ 8 z d d dz d" SzX X y !/
"*

5

dx" dx . dy d y-

gehörigen Factoren bezüglich mit

(llx^)
,

{Ilxy)
, (lUf)

Dadurch gestaltet sich letztere Gleichung auf folgende Weise

:

r'r'f <l II' d '"'^ d dz dZdz

a 'ä

+ (Ilxy) . ^Z_ + (II?/-) . JL_ \.dy. dx
dx .dy dy- J

Man beachte, dass die durch (Ix)
,
(ly)

,
(Ilic')

,
(llxy)

,
(II?/') dargestellten Ausdrücke

das X und das y nicht allein explicit, sondern auch implicit in r . /' .'y . r . .v ,
/ enthalten,

und dass die Ausdrücke
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Anwendung des sogenannten Variationsccdcids auf zweifache und. drefache Integrale. 35

d^Sz d^Ji:: d d-iz d' >P z

oz ,
——

, ,

-—-
,

0-z ,
—— , ,

—- , etc.dx ' ^ dii- ^ ' dx ' ' dy'
'

als Functionen, wo das x und das y nur explicit vorkommt, zu betracliten sind; und desshalb

kann man die Gleichung II auch auf folgende Weise darstellen:

III) STJ=JJ\
d^d^X{llxy).8z]

+

1 d^' . d i

Kd {11 X') d a\xv)\ d dz ^

dx

d if

,d^w d^(ix) c/„(i2/) j;(ii=.'2) d^d,^(\ixy) d:i(nf-) . )

^ dz dx dy dx-
' dx . dy dy- ' )

''

Führt man jetzt bei den durchlaufenden Differentialen die betreffenden Integrationen

aus. so gibt sich weiter

IV) dlJ={\lxy),^.^. ö\s,,^,— (IIa:?/),,, . (;3„,,— (II «?/).,„,. r7
.3,,^, + (Hxi/),., . r?s,,„

r'v , dmx^) d (II .»•«), , d dz.

diWiß) d,(llxy). . djz. -1

-l(i-)-^s ^. .»X.,-(II.%,„.(^ ].ä,,

Adjlly^ d (11 xy). . dJz.

:i

d (II»'-) d (llxy) ^ , d dz . ~i

,7,/ L c?2 dx dy dx'^ dx.dy dy^ J

Daraus folgt die Hauptgleiehung

d,W djlx) d^ily) 4(IIa^-') dß,,{nxy) dlilly'')

V) ^ =i=— .=L^=. 4- + -f .,
=

' d'~ dx dy dx^ dx . dy dy

und die Gränzenffleichuno;

VI) {llxy)^^^.dz,^^ — (IIa-?/),,, . öX.4 — (IIx?/),,^ . <?s,_^ -f (IIa;?/),,, . dz,^,

, d (11x2) (i (IIa;«), ' , dSz , T

r\ , d (lly'i) d (Uxy)^ rdj^^

a
*

, d (lly^) diUxy). fddz "i
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36 .
G. W. Strauch.

Die Hauptgleichung wird in der Regel eine Partialdiffereutialgleichung der vierten

Ordnung sein; und dann nimmt ihr allgemeines Integral vier willkürliche Functionen inj

sich auf.

Die Gränzengleichung hat bereits die Werthe & , a ,b
, ß m sich aufgenommen, und dient]

dazu, die in der gesuchten Function z=^^{x
, y) befindlichen willkürlichen Stücke zu specia-

lisireu, welche sich aber bald so bald so modificiren Averden, je nach den verschiedenen

Gränzbedingungen.

§• 16.

Nun ist das Prüfungsmittel herzustellen. Der für d'- U sich ergebende Ausdruck wird

aber aus viererlei Aggregaten bestehen:

1. aus einem solchen, das von jedem Integralzeichen frei ist; ferner

2. aus einem solchen , das unter dem einfachen Integralzeichen /. und

3. aus einem solchen, das unter dem einfachen Integralzeichen / steht; zuletzt

4. aus einem solchen, das unter dem zweifachen Integralzeichen / / stellt.

Das mit dem doppelten Integralzeichen versehene Aggregat ist aber folgendes:

VIT) // A, .oV+2A,.o^^-^- + 2k,. dz ^+ 2Ä,.<?,s-^ + 2k,.dz-j^^

2K.<)z
"

'hi-

d Sz ,^ d dz d dz d 8z d- 8z d dz d d dz d dz d- d

z

+ ß.- -7- +2B,^.^+2B3^.-f^+2B,-^.^'i- + 2B,-^.^
\ dx J dx dy dx a.v- dx dx.dy dx dy-

, d dz 'i d dz d'dz d dx d d dz d dz d^ d z

' ' V. dy ' dy d x- dy dxdy d i/ dy'

d^dz^- d-

8

X d d dz d- dz d-dz
, D, . (^ 1 + 2 D. ^- . -^^^ + 2D, ^^ .^

\ dx- ' ' dx^ dx.dy " dx- dy-

d d dz -^ ddjz d-äz

' ' V dx.dy f '

' dx.dy dtß

wo man sich aber zu denken hat, dass die durch die Gränzbedingungen bereits specialisirte

Function z^=(p{x,y) eingeführt sei in die durch

A, , A, , A3 , A, . A, , A„
,

B, . B, , B^ . B, , B,
,

C, , G, ,
C3 , C,

,
D, , D, , D3

,
E, , E,

,
F,

repräsentirten einundzwanzig A u s d r ü c k e.

Man versuche nun, ob man letzteres Aggregat auf folgende Form bringen kann:

a /, . ,

1 I d dz , diU .2 f'/Js d oz doz dos'i^

-^r
-.d\rj.<^z^ ^ 2rj .dz-^— ^ yj" .[^--\ ^ 2e.dz^ + 2s -^.^ + s".[^]^^
dx y' ' ' dx ' \ dx I dy dx dy V ,/_,/ / J
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Anwendung des sogenannten Variationscalcul's auf zweifache und diefache Integrale. 37

1 r d^dz , d Sz -i d Hz d ßz d i'iz , d fi z ^.,'\

+ ^.d^ \co.r)£' + 2co'.dz^ +w".{ -^— ) f 2/1 . ,)z ^^ + 2/x' ^^ .
^^ + /i" -^ V

' «.y " L dx \ d.v } ' ' du ' '^ dx dy ' ' \ du > \

, d'iiz d^d'U d-dz d i)

z

d fi

z

^i

+ 91 . ^ + 5r -^~ + 91" -V + 9('"
-f- + 91""^ + 91 ^')z]

V dy- dx.dy dx- dy d.v '

, d d Sz d' S z d 3z d dz ,.,

V dx.dy dx'^ dy dx )

, rf- nz d dz d iJz
-i

V dx- dy dx i

d\fiz d,dz

, d iJz d dz ,.)

' V dy ' dx '

1

d<Jz ,

Setzt man jetzt die beiden Aggregate VII und VIII einander gleich, so bekommt man
einundzwanzig Bestimmungsgleichungen ,

während vier unddreissig unbestimmte

Stücke, nämlich

und

91 ,
91'

,
91"

,
91'"

,
91""

, 91 , « ,
«'

,
«"

,
«'"

, W" . (5 .
g'

,
(§"

,

(§'"

2) ,
33'

, J)"
,

® ,
®'

, g

vorhanden sind, so dass dreizehn derselben willkürlieh bleiben.

Weil aber unsere einundzwanzig Bestimmungsgleichungen nichts Widersprechen-

des enthalten, so ist es in der That möglieh , dem Aggregate VII die Form VIII zu

geben.

Es können aber die in der neuen Form VIII enthaltenen sechs Stücke

9t ,
91' , 91"

, S , 5B' , @

vollständig bestimmt werden durch solche Stücke, welche sich in der ursprünglichen Form
VII befinden; und desshalb darf man die oben besprochene Willkürlichkeit auf diese sechs

Stücke nicht anwenden.

Man benütze aber diese Willkürlichkeit dazu, dass man vorerst folgende sechs Stücke

D ,
2)' ,

3)"
, ® ,

®'
, g

zu Null werden lässt. Dann hat man immer noch die zweiuiidzwanzig

A , rj
,

Tj' , r/' , s , s , s" , CO , ü)' , w" , ß ,
/i' ,

/i"

und

9t'" , 2t"" ,
91'""

, S3" , S'" , S3"" , e' , e" ,
(5'"

von welchen noch sieben willkürlich sind; und wenn man jetzt bei den durchlaufenden Dif-

ferentialen die betreffenden Integrationen ausführt, so bekommt man für das Prüfungsmittel

im Allgemeinen folgenden Ausdruck :
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38 G. W. Strauch.

IX) (T U= (II 2'
?/)„,,j. o-z^,ß^ X^^^. oV„,^— (IIx-^)„,, . o"-2„,j— A„,, . oV^,

+ :^-> =•

rf(II.«2) cl(ll.vij) ^ r<^J"^^

dy

d 3z^ ,d Sz'i

a , , a
, K

a

"i.,ß'

d dz^ , d dz ^ , d 'Jz ^ , d öi

d (Ilv'-) (? (11*2/) X /<', '5^».

- (d^/ -4f^ ~ 4r^)., ''^.
.

.
- ("r). ,

.
.
(V). ^

(i rjs d ßz ''

, d i)z ^ . d dz

.

. d dz

.

. d d z '- -i

-2/'.,..''^-,..(i^),.~2K,..(i^)^^.(i;-)_ --;.:,..(^)_ j.rfx

r"r'i ,'^"^''^ d d Sz d'8z däz dßz -i

a 6

, d d dz d'^dz d 3z d 3z J
\dx.dll dx^ dy d.t

'

/

,cf3z dSz däz -T

An dieser Form erkennt man, dass es am zweekmässigsten ist, die noch willkürlichen

sieben Stücke miter folgenden dreizehn

herauszuwählen, und so zu verwenden, dass sich d'- ?7 jetzt ebenso, wie in der vorigen Unter-

suchung, auf das zweifache Integral zurückzieht. Dann aber ist der Zeichenstand des cT^ U
abhängig von den drei Ausdrücken

2t , 33 , S
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Anwendung des sogenannten VariationscalcuVs auf zweifache und drefaclie Integrale. 39

d. h. wenn man dem y alle von b bis ß stetig nebeneinander liegenden Werthe, und bei

jedem einzelnen dieser Werthe des y auch dem x alle von a bis a stetig nebeneinander

liegenden Werthe beilegt; und wenn dabei:

1. jedes der drei Stücke Sl , 33 , (5 positiv bleibt, so ist auch d' ?7 positiv; wenn aber dabei

2. jedes der drei Stücke 31 , 33 , @ negativ bleibt, so ist auch d~ ü negativ.

Bestimmt man 51 , B , © wirklich, so bekommt man

X) 21 = F,
, XIj 35 =

und

Ei-Fi-E^

XII) e=
Dl .El .F1 + 2D2.D3.E2-D, . E|-Ei .D^-Fi. D^

E] . Fl — Ej

Diese drei Ausdrücke sind aber ganz die nemlichen, welche sich ergeben, wenn man

das Aggregat

D,.(^)+2D,.^.^+2D..^..^
(d d 5z \'' d .d, äz d'ßz i d'Sz \~

auf folgende Form

bringt; und daraus folgt die höchst beachtenswerthe Eegel:

„Wenn der für d^ U sich ergebende Ausdruck positiv oder negativ sein soll, so muss das

„Aggregat positiv oder negativ bleiben, während man dem y alle von b bis ß stetig neben-

„einander liegenden A¥erthe, und bei jedem einzelnen dieser Werthe des y auch dem x alle

„von a bis a stetig neben einander liegenden Werthe beilegt."

Dabei beachte man noch den Ausnahmsfall : Wenn von den zwei Ausdrücken 33 und S

entweder einer oder auch beide zugleich bei einigen oder auch bei allen den genannten

Werthen des x und des y zu Null werden, so ist vorstehende Eegel noch immer anwendbar;

sie verliert jedoch alle Anwendbarkeit, sobald ein einziger der einundzwanzig Ausdrücke

Ai , A, , A3 , A, , A, , A« , Bi , B, . B,,
, Bi ,

B,

Gl , C, , C3 , C, , Dl , D, , D3 , El ,
E,

,
Fl

bei irgend einem der genannten Werthe des x und des y Null in den Nenner bekommt.

Nun ist man auf dem Punkte, der Gränzengleichung zu genügen; und zu diesem Endo

sollen folgende drei Fälle vorgenommen werden.

§.17.

Erster Gränzfall. Wenn für die Gränzen keine Vorschriften gemacht sind, so haben

auch die Ausdrücke

^ ^ cl^ d^ ,d^^.U

\ d^ ) ' i d, J, ' y di, )^ s
' ^ dij }^

,
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40 G. W. Strauch.

und
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Anwendung des sogenannten Varlatiomcalcids aufzioeifaclie und dreifache Integrale. 4

1

a

-//[

».,<' a , ;/
' a

, y " i" a , yJ

.d dz d (Js 2

— «". , 5
ö^s:

,

« — - ö^. , 6 • 0^3^

,

6 [^— )
— <^'l,i- (-7—

)

V rf.B ^^_j V dx )^ ^

, d^rJe d dz '1,,'^z x . d dz ^- -i

^ X , b X , b ^ £ , b ' Z , bJ

,d'dz d d dz d'^dz d dz d dz ü

Sl . ^ + Sr -fV- + Sl" -f^ + 21'"^ + 91""^ + Sl dz)
V (ZI/- dx dy dx- dy d .v /

, „ „ 5 z d^ öz d Sz d Sz 2

+ 33 . K-V- + S' -f^ + S" -^ + 58"' ^ + S"" . ö^sl
V dx.dy aar- cty cta? /

,d'äz djz d>U 2-1

+ <5 • hr^ + e'^ + @" -^ 4- e'" . fjz] \.dy. dx
\ dx' dy dx ^ J

Nun sind, wie bereits (in §. 16) auseinandergesetzt wurde, unter den dreizehn Stücken

^ , ^y 5
5?'

>
3?"

, ^ )

£'
)
^"

. CO
,

co' , w" , p. ,
/i

, n"

noch sieben willkürlich. Man kann also sieben dieser dreizehn Stücke, weil es im hie-

sigen ersten Falle gerade geschehen darf, zu Null werden lassen. Hierauf wird man, nach

Analogie des §. 10 verfahrend, alle vorhandenen Partialdifferentialgleichungen integriren,

und die dadurch eingehenden willkürlichen Functionen in der Weise benützen, dass Alles,

was in Gleichung XIII noch ausserhalb des doppelten Integrals zurückgeblieben ist, voll-

ständig hinwegfällt, d. h. dass sich der in XIII aufgestellte Ausdruck des d^ U auf das Dop-

pelintegral zurückzieht.

§. 1«.

Zweiter Gränzfall. Für die Gränzen seien acht derartige Bedingungen vorgeschrie-

ben, dass man jedes der Gränzelemente

rf^s . d^z . dz d^z

3a,„ , ^«,„ , 3x,6 , ^.,ß , (^ , (^ , \-^) , [—)
a , (/ a , t/ ^ X , b <f X

, ß

auf folgende Weise

13) ^a.,= r(^) , 14) 3„,„=f"(j/) ,
15) 3,,, = f"'(x) , 16) 3,„,,= f""(x)

1^) (ä =S'(^) ,
iH) (S) =r(e/) , 19) (%) ^r{x)

, 20) (^) =r"(-)

in einem bestimmten Ausdrucke entweder wirklich darstellen oder wenigstens als dargestellt

denken kann.

Hierbei müssen folgende nach y identische Gleichungen

öX,,, = , «X,,v = , ^"'2, , = , r/s„., = , etc.

Uenksfhriften der inathein.-naturw. CI. XVI. Btl, Abhandl. v NichlinitHl. 1
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42 G. W. Strauch.

und ebenso folgende nach x identische Gleichungen

o^^x,4 = ,
r;s^_^ = , d-z^^, = . f7-z^. -, = ()

, etc

V dy )^_, y dy J^_^, V dy )^^^ \ dy )^_^
etc.

stattfinden.

Weil die Gleichungen ^ nach i/ identisch sind, so gelten sie auch bei i/^=l> und bei

yz=ß-. und so liat man auch

^ ^^^a.« = >
''S«.« = ' ^^'"'S'a.. = <' • r;'.3„,,, = 0. etc.

^
'?3,,, = , ^3„.^ = . ^^^,,, = . r;^r„.,= (). etc.

Weil ferner die Gleichungen (^ nach a; identiscli sind, so gelten sie aucli bei x= a und

bei x= «; nnd somit bekommt man abermals das System der Gleichungen Q(..

Die ganze Gränzengleichung VI fällt also diesmal von selbst weg, und der in IX auf-

gestellte allgemeine Ausdruck des Prüfuno-smittels redueirt sich ohneweiters auf das zwei-

fache Integral, so dass es jetzt gar nicht nöthig ist. sich uui die dreizehn unbestimmten

Stücke A, 37, ^y'jjy",?, £',£", <w,ft>', a»",/i, /j' ,/i" zu bekümmern, und der Zeichenstand des ff V
kurzweg von 2(,S,@ abhangt.

Die acht Gleicliungen (Nr. 13— Nr. 20) dienen dazu, die durch Integration der Haupt-

gleichung eingegangenen willkürlichen Stücke zu specialisiren.

§• 19-

Dritter Gränzfall. Für die Gränzen seien vier derartige Bedingungen vorgeschrie-

ben, dass man jedes der Gränzelemente

in einem bestimmten, von x und y unabhängigen, Ausdrucke entweder wirklich darstellen,

oder doch wenigstens darg-estellt denken kann.

Hierbei müssen tVdgende, aber nur bei den Werthen a , a , /;
, y? giltige, Gleichungen

etc. etc.

stattlinden. Diese Gleichungen haben aber keine Rückwirkung auf die Ausdrücke

wo entweder das x oder das y noch allgemein geblieben ist; und so müssen, damit die Grän-

zengleichung vollständig wegfällt, noch die acht Gleichungen (Nr. 1 — Nr. 8) zu Hilfe ge-

nommen werden. Diese aber muss man zuerst als totale Differentialgleichungen integriren,

und dann kann man sie bei Specialisirung der in z eingegangenen willkürlichen Functionen

benützen. Und so fort.

xindere specielle Fälle hinsiclitlich der Befriedigung der Gränzengleichung, besonders

solche Fälle, wo zwischen oX,y inid oX,,,, zwischen ()z^_, und oz^^^, oder auch zwischen

()z^ , , fjz^f, , oX ,j , oz^^^ Abhängigkeiten stattfinden, kann man sich nach Belieben bilden.
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Amoendung des sogenannten Variationscalculs auf zweifache und dreifache Integrale. 43

§. 20.

Zusatz. Nicht immer müssen h\ dem Ausdrucke TFdie fünf Differentialquotienten —
,dzd^zddzd^z

-^
,
—^ ,

"
, --— zueieich enthalten sein , sondern es kann auch einer oder mehrere

dy ' dxi ' dx.dy ^ d,ß ° '

derselben fehlen. Das Verfahren, besonders das bei Herstellung des Prüfungsmittels , ändert

sieh alsdann ein wenig, wie an folgenden zwei Beispielen gezeigt werden mag.
d^z d^z

Erstes Beispiel. Es sei TFein reeller, mit den Bestandtheilen x
, y , z ,

—-—
,

——
,

d- z

-^ versehener Ausdruck, und man sucht für z eine solche Function von x und _?/, dass das
d X-

Inteoral

Ü = l'fw. dy . dx=JJw.dy

ein Maximum oder Minimum wird. Hier hat man bei Herstellung des Prüfungsmittels statt

des Doppelintegrals VII diesmal nur folgendes

r'^r^i d äz d dz dlSz

XIT)JJ \
A,..V + 2A,.«^..^ + ^^^<^^-~ ^- 2 A..<;3.—

-JrJs 2
(i ,Jj d <U dßz d'jz

+ B,.(^)+äB,.^.-L^ + 2B..^.^

+ C,.(^'H3C..'^/-^+D,.(*;)'!.'''/-(x^ ^ \ dy )
~ ^ dy d.vi ~ ' V rf.,--' ) \

''

und dieses muss man auf die Form

, d^dz d dz djz -2

. d dz dßz '^

+ ® • (^ + ®'
• ''^^ )" + 3 03'

j
.
dy

.
dx

bringen. Wenn man aber XIV mit XV vergleicht, so bekommt man nur z e h n Bestimmungs-

gleichungen, während vierzehn unbestimmte Stücke, nämlich

und

e , e' ,
6" , e'" , 3) , 3)'

,
3)"

, ® ,
®'

, %

vorhanden sind, so dass vier derselben willkürlich bleiben.

Es können aber die in der neuen Form XV befindlichen drei Stücke

@ ,
g'

, 3)
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44 G. W. Strauch.

vollständig bestimmt werden durch solche Stücke, welche in der ursprünglichen Form XIV
vorkommen; und somit darf man die oben besprochene Willkürlichkeit auf diese drei Stücke

nicht anwenden.

Man benütze nun diese Willkürlichkeit dazu, dass man vorerst folgende drei Stücke

® ,
®'

, g
:

zu Null werden lässt. Dann hat man immer noch die acht

rj , r/ ,7^",w ,
(5'

,
(5"

, ®'
,

®"

von welchen noch eines willkürlich ist. Verfährt man jetzt weiter, wie in §. 16; so kommt
man zu der Erkenntniss, dass der Zeichenstand des rj^ U von CS und 3) abhängig ist. Nun ist

c, . D, — ci

g = D,
,

und 35 =
D,

und diese zwei Ausdrücke sind ganz die nämlichen welche sich ergeben, wenn man das

Aggregat

ft C..(^)+2C,.^.^+D,.(^)

auf die Form

, d^dz d fUJ ,d 'U J
y dx^ ^ dy ) ^ y dy }

bringt, d. h. der Zeichenstand des r> ' ü ist der nämliche, wie der des Aggregates
"fi

.

dz dz
Zweites Beispiel. Es sei TF ein reeller, mit den ßestandtheilen x

, y , z ,
-^

,
—

-,
d^d^z

^
'

,

_

' -^ ' ' rf. ' <i, '

-

—

'-— versehener Ausdruck ; und man sucht für z eine solche Function von x und ij, dass das
dx . dy

Integral

a ,1

ü= f fw . dy . dx

ein Maximum oder Minimum wird. Hier hat man bei Herstellung des Prüfungsmittels statt

des Doppelintegrals VII diesmal nur folgendes

" J
XVI,//

djz ddz 'ij-'lJ'^

A, . dz' + 2 A„ . dz .
-^— + 2 A, . o^s .

—— + 2 A, . r;2 . , \dx dy dx.dy
a '/,

d oz '' d dz d dz d 6z d d 6z
- * — ' - - — ^ ^+ B, . (-^) + 2B, . -^ . ^ + 2B, . ^ . ^

V dx J dx dy dx dx. dy

, d, 6z 2 d 6z d d 6z , d d 6zJ i

+ C, . -^ ^ 2C3 .
-^

.
^^^ + E, . f^^ \ .dy . dx

^ \ dy ) ^ dy dx dy ^
' V dx.dy) \ ^

und dieses muss man auf die Form
a ß

XVII) {f\^'^^(''^')
^ ( dx.dy

I r d 6z . d 6z.'' -M
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Anwendung de^ -sogenannten Vwiationncalcul' -s auf zweifache lond, drefache Integrale. 45

dßz , d,

. d I (•/» . fiz^ -X- 'iot . riz .

dy

r d öz , cL Oz - ^

.d^[co.dz^^2co'.dz.-^+<o''.[-^)]

, d d 8z d 8z d^8z ,2

+ * • (iTJ- + 33"^ + 33'"^ + 33""
. dz)

^ dx.dy dy dx f

, d 8z d 8z ^2

+ 35 . (^ + ®' ^ + 2)" . dz]
^ dy dx J

bringen. Wenn man aber XVII mit XVI vergleicht, so bekommt man nur zehn Bestim-

mungsgleichungen, während siebzehn unbestimmte Stücke, nämlich

und

S ,
«"

,
33"'

,
33""

, © ,
©'

,
^"

, ® ,
®'

, g

vorhanden sind, so dass sieben derselben willkürlieh bleiben.

Nun ist 33 = E,, d. h. das in der neuen Form XVII befindliche Stück S ist durch das

in der ursprünglichen Form XVI enthaltene Stück Ej vollständig bestimmt; und somit darf

man die oben besprochene Willkürlichkeit auf 33 nicht anwenden. Man benütze dieselbe aber

dazu, dass man vorerst folgende sechs Stücke

25 ,
®'

,
©"

, ® ,
®'

, 8

zu Null werden lässt. Dann hat man immer noch die zehn Stücke

A , rj
,

£ , s" . CO ,
0)'

T
(o" ,

33" ,
35'"

,
33""

von welchen noch eines willkürlich ist. Verfährt man weiter wie in §. 16, so kommt man

zu der Erkenntniss, dass der Zeichenstand des o" fJ jetzt von iB= Ej allein abhängig ist.

Untersuchung 3.

§• 21.

Es sei IFein reeller, mit den Bestandtheilen

d^z d_^z dlz dß,jZ d^s d^w d,^w

versehener, Ausdruck ; und man sucht für z und für w solche Functionen von x und y, dass

dabei folgendes Integral

a ß

I) U~ffw.dy.dx
a b

wo b und ß keine Functionen von x sind, ein Maximum oder Minimum wird.

Man bezeichne zur Abkürzung die zu den Differentialquotieuten

djz d^8z dl8z iJ^^^^" 4^^ , "^x^"" ^Z"'

'd^ ' 'll^ ' ~d^ ' dx.dy ' dy^
' dx ^ dy

gehörigen Factoren bezüglich mit

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



46 G. W. Strauch.

{Ix)
,

(!'?/)
,

(Il'a;^)
,

(iro.-^)
,
(ir^^) . und (V'x)

,
(!'»

so bekommt man zunächst

aß . g^md W d dz d Oz d dz— .^3 +(!'.) ^^- + (1'^)^+ (ll'x^)^
a b

d d dz d'Sz d W d dw ,1 d u-
-i

+ (ITxij) ^-^- 4- (ITf)^ +^ dw + (I"cf) 4- + (1" V) ^^ . du . (h
^ '^' dx .dy ^ -^ ' diß dw ^ ' dx ^ ^ '^ ' di/ J

-'

Diesem Ausdrucke kann man auch folgende Form geben:

11) ^u=ff\
""'' d^djßl'xy) .dz]

+

dx . dy

dx

r/ d ilV y") d (\Vxy)\ däz -\

dy

d^W d^jVx) d^{l'y) dljlVx^) dj^^jn'xy) dlill'y^)
^^

V dz dx dy dx- dx . dy dy- '

-\-
I

^== "

] . dw> . dy . dx .

' \ div dx dy J
)

^

Führt man bei den durchlaufenden Differentialen die betreffenden Integrationen aus, so gibt

sich weiter

III) r)U= (LI xy)^^^. dz.^i, — {llxy)^^ , . dz^_ , — {lYxy)^,^ . dz^^ ^ + (IL xy),
_

, . >iz,
,

,

r r / dlll'x'i) d{Il'xy)^ ,<ljs^

, dAWx^) diWxy) . ,<ijz. "1 ,

>/ a , f/ a , y -

rr , d ni'yi] djll'xy)^ ,ddz.

, d (M'y^) d (IVxy)^ ,ddz. "I ,

rVlr''--^ '^xi^'"'') "^'A^'y^
d^illx"') dJ^(lVxy} (i,^ (II' 2/2)

^+ / / I I
==—^=^ + ,

-j-
'

4-
'

] . oz
^ I \_^ dz dx dy dx- dx .dy dy- I

a h

,dW djl".r) d^jV'y)
, -1 , ,

§.22.

Bei Herstellung des Prüfungsmittels muss man folgendes Doppelintegral
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Anwendung des sogenannten Vnrintionscnlcids rmf zioeifache und dreifache Integrale. 47

d-dz d^dw d äw
+ 2 Aß . rAs^ + 2 A, . dz .dw + 2K- o's-r- + 2 A„ . dz—^

' '' dy-
' ' dx dy

djzj _ djz d,ßz _ djz d-Jz _ djz d^d^dz djs d^3z

+ B.-(-^) + ^B.ir-^+^B-^-^+2B.^-5^+2B.^-
dy^'

d dz dSz d^dii) dSz ddw
' ^ dx ' dx dx " dx dy

,dSzJ d 3z d'dz d dz dddz djz dfdz dSz

^ ' V rfy J I " dy dx-i ^ •* dy dx.dy ' ^ dy diß ^ ^ dy

d dz d, dw d 3z d di
I O p •" j! L 9 P ' "

dy dx dy dy

d'idzj _ dldz djdjz _ dldz dldz _ dldz __ d'Jz d^Sw
r\^~^^^ ^v^"'

' W.r-i J ^ " dxi dx.dy ^ ^ dx^ dy'i '
* dx^

' ^ dx^ dx "^

d,.d„dzj _ d^djz d^Sz _ d,d,3z d^djz djw __ d_^d^3z d^di

^ ' W.r.rf2/J ' -dx.dy dy'' ^ ^ dx.dy ' ^dx-dy dx ^ dx.dy dy

,d-dz-i d-dz d-dz ddw djdz dSw
' ' V dy^ )

' - dy-
' ^ (J(/-i dx ' ^ (?j/2 rfi/

d 3 w d 3w
+ 0, . dio'' + 2 C3 . r;^o^ + 2 C, . dio —^

dx
'

dy

.dßw ^'^ dßio d 3u

X dy

d dw J\, a o IC . -

1

+ J..[\-]\-dy.dx

auf die Form

-> / /
\

dx . dy

, r d dz d dz /d dz.' djz d dz

+ ^.d^\ri,.dz^ + 2ri,.dz^+2rj,.dz^ + 2ri,.dz.äw^-rj,^+2ri,— .~

d 3z ,ddz-^ d dz
,

+ 2.;,^.;.. + .;, . (4-) + ^2rj,^dw + :y, .
.^..-

]

1
,- d dz d dz /djz" djz ddz

+ - . r/„ [«,, .
.;3-^ + 2co,.o^.^+2«;3-^3-^+2c«,..\...^..+ o.,.(--)+2..e—.^

d (Js ,(?, dz - rf/s -,

+ 2 w- -^- o"«ü + w. . (
^^

1 + 2 Wc, 4- ö"^«' + "^10 • '^^^

f/'"<Js rf d dz d~3z d dz ddz d 3 u-

% • (-f^ + 3t,-^ + »l3-fv + 31.-V + 9l5^ + 31,. r)z + 31,^
V rfi/-' dx . dy dx- dy dx " dy

d.d

.dd dz d'dz d dz d dz d3w djw -^

V dx .dy ' ' dx-
'

dy * dx ' " '

*< dy dx J
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48 G. TT: Strauch.

(d'd z d ilz d 3^ d Sw d S w ^
-

d.c- du dx dl/ " dx 1

,d üs d 8z d^Sw dßw ^-

. d ßz ddw däio ^2

, d Sw d Sw ,2

, d 3w ddw '^

du

dx

+ % . dio-\ . dy .dx

bringen. Wenn man jetzt IV und V mit einander vergleicht, so bekommt man fünfund-

vi erzig Bestimmmigsgleichungen, während sechsundseohszig unbestimmte Srücke,

nämlich

und

21, , Sl, , 5I3 , 21, , 21, , 21, , % , 21, , 21, ,
S, , 33, , S3 , 33, , 'A - «« , Ö7 , «s

vorhanden sind, so dass einundzwanzig derselben willkürlieh bleiben.

Weil aber unsere fünfundvierzig Bestimmungsgleichungen nichts Widersprechen-

des enthalten, so ist es in der That möglich, dem Doppelintegral IV die Form V

zu geben.

Es können aber folgende, in der neuen Form befindliche fünfzeh n Stücke

2t, , 2t, , 2t3 , 2t, , 2t, , «, , 33, , 33, , »,

@, , 6, , g„ , ®, , ©, , I),

vollständig durch Stücke bestimmt werden, welche sich in dei- ursprünglichen Form IV be-

finden ,
und somit darf man die oben besprochene Willkürlichkeit auf diese fü n fz e h n

Stücke nicht anwenden.

Man benütze aber diese Willkürlichkeit dazu, dass mau vorerst folgende sechszehn Stücke

zu Null werden lässt. Dann hat man immer noch die fünfun ddrei.ssig

^^ , V^ 1 V-i •> V-i > V^ ' Vi 1 Vi > Vi > V» ; V^> ' V^» ' '"i ' "^2 , ö>3 ) ^4 , ö;,
,

ü>, ,
ü>; ,

o),
,
Wa o),,

laid

2t, , 2t, , 21, , 2t, , 4^3 , «4 , «.. , Ö. , 62 , ^3 , @4 , <5t , ®3 , ^2
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Anwendung des sogenannten VariationscalcuTs auf zweifache und drefache Integrale. 49

von welchen noch fünf willkürlich sind; und wenn man jetzt ebenso, wie im §. 9 und §. 16,

bei den durchlaufenden Differentialen die betreffenden Integrationen ausführt, so wird man
auch jetzt erkennen, dass es am zweckmässigsten ist, die noch willkürlichen fünf Stücke aus

folgenden einundzwanzig

lierauszuwählen, und, wie bei den zwei vorigen Untersuchungen, in der Weise zu verfahren,

dass zuletzt nur bleibt

/Vr ,d*dz d d 3z d-ds d(Jz d^ds

VI) .r^ U= \% . -fr + 81. -fV + 5I3 -^ + 91, -^ + 2t. i- + 5l„
.
dz

'
' ' L '-^ y dx.dy d.v dy dx

*a '
/j

d 3 w d dw ,
-^

dy dx I

, d d ÖS dlSz d„dz ddz

V dx.dy dx^ dy dx

d dw d Sw .-

dy dx I

, d- 5z d Sz d^Sz d^iUo

+ 6, .^ + e,^ + @. -^ 4- @4 • o^^ + 6.-V-V dx' dy dx dy

d d w . „

d d 10d ö 10 x" ~\

' An diesem Aggregate aber erkennt man, dass &' f7 positiv oder negativ ist, je nachdem

die fünf Bestandtheile

entweder gleichzeitig positiv oder gleichzeitig negativ sind. Diese fünf Stücke lassen sieh

aber geradezu bestimmen, wenn man aus dem Ausdrucke IV das Aggregat

^^' • (^ + '^-^7^ • ^^^ + ^^-^ ^^-^^ + "^^
dx-^ dx + "-^<= dx^ dy

d iJtc .- d d w d 3w

+ J, . [^d Sw'^

herausnimmt, und auf folgende Form

llenkschriften der malhem -ij:ilurw. CI. XVI, Ud. Abhaudl. v. Nichtmitgl.
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50 G. W. Sfraurjf.

, ä- a 2 d d ii z d- ii s d o ir d 'f «• 2

V dy dx.dy dx- d ;i d r >

, d d ds d'Sz d die d_ .?»•-'

\ dx.dy dx- d y d .f )

, d- 3 2 d d n- d,d w '-

\ dx- dy dx '

d ') >/• d . <J w

bringt.

Man hat also auch jetzt wieder eine Regel, welche denen in den zwei vorigen Unter-

suchungen analog ist; nemlich:

„Wenn der für ^' ?7 sich ergebende Ausdruck positiv oder negativ sein soll, muss das

„Aggregat Q positiv oder negativ bleiben, während man dem ?/ alle von b bis ß stetig neben-

„einauder liegenden Werthe, und bei jedem einzelnen dieser Werthe des ^/ auch dem x alle

„von a bis a stetig nebeneinander liegenden Werthe beilegt."

Dabei beachte man noch den Ausnahmsfall: Wenn von den vier Ausdrücken 33i , @i ,

®, und f)i entweder einer oder mehrere oder gar alle bei einigen oder bei allen den genann-

ten Werthen des x und y zu Null werden, so bleibt die eben ausgesprochene Eegel noch

immer anwendbar; sie verliert aber alle Anwendbarkeit, sobald, wie schon öfters angedeutet

wurde, ein einziger der in IV befindlichen Theilsätze bei irgend einem der genannten Werthe

des X und des ?/ einmal Null in den Nenner bekommt.

Nun wären noch einzelne Gränzfälle aufzustellen und durchzuführen. Dieses kann aber

in Folge der zwei vorhergehenden Untersuchungen unterbleiben.

Untersuchung 4.

§.23.

Es sei l'Fein reeller, mit den Bestandtheilen

dz dz d' z d d z d" z dz
/y. „ 5,

J^ ,v -c -t y V -r

•^
1 y 1

'^
1
——

1
—— 1 ——, 1

-—— ' T-T, ' v^ '

dx dy dx- dx.dy dy- dx^

versehener Ausdruck; und man sucht für .z eine solche Function von x und ?/, und zugleich

für n , a , b
,
j3 solche Werthe, dass dabei folgendes Integral

a ß

I) U= jfw. dy . dx

ein Maximum oder Minimum wird.

Die mit dem griechischen Buchstaben () versehenen Ausdrücke, z. B.

i
o>

,
S'y

,
c^y ,

öUj
,

etc.

sind bereits in dem Sinne verbraucht, dass man sich Functionen darunter denken muss. Dess-

halb sollen, um Begriffsverwirrung zu vermeiden , die blossen Werthänderungen auf andere J
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Anioendung des sogenannten Variationscalcul's aufzweifache und dreifache Integrale. 51

Weise angezeigt werden. Dazu mag der griecliisclie Buchstabe «9 dienen; und man wird die

den verschiedenen Ordnungen entsprechenden Werthänderungen eines Veränderlichen a durch

&Si , {ßsi ,
ifa

, t^^a , etc.

darstellen. Auf diese Weise bekommt man

II) ,W =f{W,^^ . Sa - W^^,yß^) . dy ^r f{W^^,.f9ß— W,,,.>9b).dx

a ß

^+ffdW. dy . dx
a b

III) d-U=2 W^^^,.9a.ßß^2 Tr„ , .ßa . ,9b— 2W,^^,.&a . >9ß -^ 2W,^, . &:x . f^b

b

— TF,,,.*^a-2.oW,,„..9a-(=^) .ß^'^dy

i/ L " X , 3
a

a ß

+ ff d- W. dy . d:

Hier ist

d w dW ddz d^W d3z d^W d-jz

IV) dW=^.dz +^.^ +^. J^ +^.^ +
' dz dp dx dq dy dr dx^

d W d W d d-^z d W d 3-z d W dlä^z

V) d'W= -^ . ,fz + ^- . -^_+ -^^ .
-^ +^.^+

' dz d}) dx dq dy dr dx-

i?W dd W drU d,d^V dj:—- . dz' + 2 .
—-— . dz . + 2 .

——— . oz .
— \- . . .

dz^
'

dz. dp dx '

dz. dg dy

dlV d W d W dz d W dU d\V ddz
VI) =^^ = — L A^ . ^ 4. JL^ . _f_ + .^—

.
^J- 4-

dx dx dz dx dp dx- dq dx.dy

d W d W d W d z d W ddz dJV d'z

VII) JL^ = JL L ^ . J!_ + -£— .
-^JL- ^J^.-JL_^

dy dy dz dy dp dx.dy dq dy-

In den Gleichungen II und III müssen die mit den zweifachen Integralzeichen versehenen

Theilsätze noch so umgeformt werden, wie bereits bei den drei vorigen Untersuchungen

geschehen ist.

Dabei beachte man, dass die nach y auszuführenden Integrationen ganz unabhängig

sind von iJa, »5<«, *-a, i9a, etc., und dass eben so die nach x auszuführenden Integrationen

ganz unabhängig sind von?96, ßß, S'-b^ 'fß, etc. Man kann also diese Werthänderungen,

so oft es zweckmässig ist, auch ausserhalb der Integralzeichen setzen.

Um jedoch von den mancherlei Eigenthümlichkeiten , die dabei vorkommen können,

einige zu erledigen, mögen noch zwei specielle Untersuchungen nachfolgen.

ö
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52 G. W. Strauch.

Untersuchung 5.

§• 24.

Es sei PF ein reeller, mit den Bestandtheilen x , u . z ,
^—

,
—- versehener Ausdruck;

und man sucht, während die Werthe von b und ß bestimmt sind, für z eine solche Function

von X und ?/, und zugleich für a und a solche Werthe, dass folgendes Integral

a ß

I) U = ffW . dy . dx

ein Maximum oder Minimum wird.

Weil diesmal die Werthe von h und /? bestimmt sind, so ist )'Jb = 0, &ß^0, &''b^=0,

?9'-/?= 0, etc.; und desshalb fallen alle mit i9b , &ß , &-b , ff-ß etc. behafteten Theilsätze der

in voriger Untersuchung befindlichen allgemeinen Formeln hinweg, d. h. man bekommt

diesmal nur

II) <?r= r[n;,„ . /y« + (i^-),^,^ . r;3„,„ — ii;,„ . .u — {ix)^^„ . j^,.,] . d^

n

a

^ rr^AI _i£l_i£!L^ . 3z . dy . dx
JJ V dz dx dy '

a i

Daraus folgt zunächst die Hauptgleichung

d^ W djlx) djly) _
' dz dx dy

welche in der Regel eine Partialdifferentialgleichung der zweiten Ordnung sein wird, so dass

in ihr allgemeines Integral zwei willkürliche Functionen eingehen.

Man hat also diesmal wieder dieselbe Hauptgleichung, wie in der ersten Untersuchung,

wo alle Integratiousgränzen constant waren.

Mit Berücksichtigung der Hauptgleichung bekommt man ferner

rr d W djz d, 5z

IV) <P U=J[W.,, . 'r~a + 2.[-^3z+ (Ix) -^ + (I^) -^].,, . ßa

a
, y J

a

+ /[(Lr),,^ . <?'s^,^ + w,,^ . dz;^^ — (I?/)^,* . ^z,^, — m, , . dz\^^ . d
a

r rr , d dz dJz 2 dJz .2 -,

x

X
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Anwendung des sogenannten VariationscalcuVs aufzweifache und dreifache Integrale. 53

während, wie mau aus der 1"=" Untersuchung weiss, zwischen rj und w der durch folgende
Partialdifferentialgleicliung

^^)(F—;^-^)-(AC-B^) = A.(E-^r_2ß.(E-:y).(r)-«,) + C.(I)-a>r

ausgesprochene Zusammenhang stattfinden muss.

Nun ist man auf dem Punkte, der Gränzengleichung zu genügen: und zn diesem Ende
mögen folgende zwei Fälle vorgenommen werden.

§• 25.

Erster G ranz fall. Wenn für die Gränzen durchaus keine Vorschriften gemacht sind

so ist es zweckmässig, der Gränzengleichung folgende Form

VI) [jW,,,„ . dy) . &a-{fw.^ „ . dy
] . ,9a

Ä a

ZU geben. Aber eben , weil für die Gränzen keine Vorschriften gemacht sind , so sind auch

die sechs Bestandtheile

i'/a . *a . dz^„ , oX „ ,
f)Z^_^

, oX,^

ganz unabhängig von einander, und Gleichung VI zerlegt sich in folgende einzelne:

VII) (I.r),,„ = , vni) (Ix),,,, = , IX) (T?/L,,j = , X) (ly),,,, =
und

XI) fw„ ,
„ . dy = , XII) r TF,

.
,,

. dy = ().

In den Gleichungen VII und VIII ist x constant; sie sind aber nach y identisch, und

müssen, wenn sie Differentialgleichungen sind, als totale Differentialgleichungen nach y be-

handelt werden.

In den Gleichungen IX und X isty constant; sie sind aber nach x identisch, und müssen,

wenn sie Differentialgleichungen sind, als totale Differentialgleichungen nach x behandelt

werden.

Man substituire jetzt die für z gefundene allgemeine Function in die Gleichungen

VII, VIII, IX, X, und integrire dieselben als totale Differentialgleichungen. Erst die so

erlangten vier Integralgleichungen können benützt werden zur Specialisirung der in z ein-

gegangenen zwei willkürlichen Functionen.

Hierauf substituire man die so specialisirte Function z in die Gleichungen XI und XII,

und benütze diese Ergebnisse zur Bestimmung der festen Werthe, welche man den Bestand-

theilen a und a beilegen muss. Man sieht aber, dass diese zwei Gleichungen einander einerlei
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54 G. W. Strauch.

sind; und so wird sieb aus ihnen für a und a auch ganz der nemliclie Ausdruck ergeben,

d. h. man wird im Allgemeinen

XIII) a = C{b,ß) und XIV) a = ^ (5 , ß)

bekommen. Ist nun C {b,ß) vielförmig, so kann man die verschiedenen Formen so vertheilen.

dass die der Untersuchung zu Grunde liegende Hauptbedingung a >> a erfüllt wird. Ist aber

C{b,ß) nur einförmig, so ist keine solche Vertheilung möglich, d. h. man bekommt « == a,

was unzulässig ist.

.In Folge der sechs Gleichungen VII — XII reducirt sich IV auf

r'V,d W^ ,dW' d fJs.

XV)^^^^f^=/[(=r •
'^-'^ + 2 . (— «^3 + (I^) -^) .,9«+^,.„..V^.,

h

a

+ / (ö^x
,

,9 • fj^l
,

,?
— ft».

. 6 • o^s:.
, i) .

dx

r"rr ,dß^ <i <5«
s.'-'

,dSz .-'-1

\

a 6

während, wie gesagt, zwischen w und ;^ der durch Gleichung V ausgesprochene Zusammen-

hang stattfinden muss. Man lasse nun w identisch zu Null werden, so findet nicht nur

folgende Gleichung

XVI) w,_^ . o^3^,,i— ö>..,, . ^vs;,* =

statt, sondern Gleichung V reducirt sich aucli auf

XVII) (F -^) . (AC _ B^) = A . (E - ,)^ - 2B . (E - rj) . D + C . D^

und wenn man nebstdem zur Bequemlichkeit

bezüglich statt

.^i^.
(^1 C^\ . (—

)

setzt, so kann man der Gleichung XV folgende Form geben

+ (-=) •

'^^^ + -^-''^-" + -ir-(^) J

t
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Anwendimg des sogenannten VariationscahuVs aufzweifache und dreifache Integrale. 55

J a, y

Nun fragt sich: unter welchen Umständen bleibt d' U immer positiv oder negativ?

Diese Frage beantwortet sich auf folgende Weise: Wäre in Gleichung XVITI das Aggregat

nicht vorhanden, so würde man sofort erkennen, dass

1) das fT' U positiv ist, wenn die vier Ausdrücke (— ) , (
— ===) ^ -l '"id 3)

zugleich positiv sind; dass dagegen

2) das ö- U negativ ist, wenn diese vier Ausdrücke zugleich negativ sind.

Weil nun die Gleichung XVII nur den einzigen Partialdiiferentialquotienten -^

enthält, so bekommt man durch deren Integration für y^ einen aus x , ?/ , tt (?/) zusammenge-

setzten Ausdruck, wobei ;r(2/) eine ganz willkürliche Function von y ist. Aber eben diese in

r^ enthaltene Avillkürliche Function 7r(?/) kann man nach der bald so bald so beliebig genom-

menen Function dz auch jedesmal bald so bald so einrichten, dass das Aggregat XIX
identisch zu Null wird.

Hiermit erkennt man, dass es in der That von den vier Ausdrücken

.d w. , d w.

a , v a , y

abhangt, ob ein Maximum oder Älinimum vorhanden ist.

§. 26.

Zweiter GränzfalP. Man soll unter allen in Betracht zu ziehenden Functionen

z = ^(x ^y) diejenige herauswählen, welche bei a;= a und bei x^:=a bezüglich mit

XX) c =f(x , y) und XXI) ^= f (a- , ?/)

zusammenfällt.

Dieses Zusammenfallen ist dargestellt durch die Gleichungen

' Eine, auf diesen Gränzfall bezügliche, geometrische Aufgabe ist folgende: „Man sucht zwischen zwei in festen Punkten der

„Axe Y senkrechten Ebenen und zwischen zwei gegebenen Flächen die kleinste Oberfläche unter allen denen heraus, von

„welchen die zwei gegebenen Flächen nach einfach gekrümmten Curven geschnitten werden, die so gelegen sind, dass

„deren Ebenen auf der Axe X senkrecht stehen."
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56 G. W. Strauch.

XXII) <p (a , y) =/(a , y) und XXIII)
<f
{a ,y) = \{a,y)

oder kürzer durch

XXIV) 3, „ = c,,„ und XXV) z^,^ = y^,,

Für a und o. werden bestimmte Werthe gesucht. Desshalb sind die beiden Gleichungen

XXII und XXIII, oder XXIV und XXV, nur nach ?/ identisch; und wenn mau sie nach ?/

differentiirt, so bekommt man

, d z . , d c ^ , d z ^ , d Y ^

XXVIII) [ji] =&\ ^ XXIX) (-'^)
=('f^)

•

^ dy 'a ,,, dy \ . ,,
^ ^ du' ' a.v dy ' « , „

und s o fort.

Will man an die Stelle von a und a andere als die gesuchten Werthe in die Gleichungen

XXIV und XXV substituiren ; so muss man bei diesen zwei Gleichungen an die Stelle des z

auch andere Functionen als die gesuchte f {x
, y) setzen. Man bekommt also

, d.z / «> c

a
> .V

^^^-^'+ (¥) •'^^^ = (S) -'^^

""-...+ ä(^) •''" + (,,5) •"'-'' + (ir) •'''' = (i) •"- + (i:) •"-
a , .'/ a , j/ a , v a

, .v a . .'/

und so fort.

Man setze zur Bequemlichkeit

p ,
r

, p' , / , p' , r'

bezüglich statt

d^s dlz d^c die d^r dir

dx dx^ dx dx- dx dx-

so bekommt man aus den letzten vier Gleichungen für oX,« ? ^^^a,!, i '^'^^.y >
'^'^^„.y folgende

Ausdrücke:

XXX) J3,_„ ={p'~p)^^„.>'/a

XXXI) o^s«,, =(p'—_p)„,„.»5<«

XXXII) d' z^,., = ip'-p\ ,
„ .

9' a + (/•'— rl ^ . ,9 a^— 2 .

(
^'

)
^

^

. /> a

XXXIII) rr-'.2„_„=:(p'—^j)„,„.*-^« + (V— ;•),.„. ,nr— 2. (-^) .'i-a

Jetzt aber nuiss man der Gränzengleicliuny ilire schon in II befindliche Form
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Amvendtmg des sogenannten VariationscalcuVs a,uf zioeifaclie und dreifache Integrale. 57

|'[TF,,,.*«+(I.T),,,.J.i',.„-n^,,,.*a-(I^-)a,.-'>X,J-'^i/

A (I//1, ^-^X,,}— (ly)., . • öX, *] .dx= ^

las.'^en: und wenn man oz^
,,
und c^.r^.„ climiuirt, so geht letztere Gleichung über in

/[["'+ (p'-2^) • (T-^-jL,, no.-{W^ {p'-v) (r^)]a,, • '•^^] <'/

Diese Gleichuno' zei^le^-t sieb aber ohne weiters in folii'ende vier:

XXXIV) W,^„ + (p'_p)^^^ . (Ix%_„ ^ , XXXV) (I?/).,,j = Ü

XXXVI) tf;,„ + ip'—p).., (i^)a.„ -- , XXXVII) {ly)^,, =
Man substituire jetzt die für z gefundene allgemeine Function in diese vier Glei-

cluingen , und integrire sie als totale Differentialgleichungen. Erst die so erlangten vier

Integralgleichungen können benützt Averden zur Specialisirung der in z eingegangenen zwei
willkürliehen Functionen.

FLierauf substituire man die so specialisirte Function z = (f(x..y) in XXII und XXIU,
und bestimme die Werthe von a und a. Das dabei anzuwendende Verfahren ero-ibt sich aus

folgender Betrachtung:

1. Gleichung XXII ist eine nach y identische. Desshalb sind auch alle ihre Differential-

gleichungen nacji y identisch, und der Werth des a ist unabhängig von y. Man nehme daher

die Gleichungen XXII und XXVI und climinire y\ so ergibt sich eine von ?/ befreite Glei-

chung, wo aber noch der unbekannte Bestandtheil a vorkommt. Aus dieser neuen Gleichung

kann man also a bestimmen.

2. Verbindet man ebenso die Gleichungen XXIII und XXVII, so gelangt man zur

Bestimmung des a.

Sollten sich jedoch für a und a keine Werthe ergeben, die von y unabhängig sind, und

gleichzeitig der Bedingung « > a genügen; so ist dieser zweite Gränzfall unzulässig.

Mit Hilfe der Gleichungen XXVI und XXVII lassen sich die Gleichungen XXXIV und

XXXVI öfters vereinfachen, was z. B. der Fall sein kann, wenn man statt der Potenzen

(dz'- d s ''

-''-) und "0

die bezüo-lich gleicho-eltenden Producte

V dii ) ' \ dti J y dij }„ ' V d,i }

setzt. Dadurch werden die Gleichungen XXXIV und XXXVI gewöhnlich eine symmetrische

Gestalt annehmen, und sich, wenn die Aufgabe eine geometrische ist, auch auf einfache

Weise geometrisch deuten lassen'.

Für die. in vorigpr Anmerkung gestellte, geometrische Aufgabe würden die auf besagte Weise umgestalteten zwei Gleichungen

XXXIV und XXXVI die Bedeutung haben, dass die gesuchte Fläche auf den gegebenen Granzflächen senkrecht steht.

Deiik-schrifteii der niatliem.-naliirw. Cl. XVI. Lil, Abli.aniU. v. Niclitmitgl.
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58 G. W. Strauch.

Zur Herstellung des Priifungsmittels . eliminire man d'z^,, und S^^a,,, 'i-n^ Gleichung IV,

und beachte die vier Gleichungen XXXIA" — XXXVIT; und wenn man noch weiter zur

Bequemlichkeit

bezüglieli statt

((Ix).(r' -r)^—
) , (—

)

,
((I..).1Y -.,+—)

, (—

)

setzt, so kann man dem Prüfungsmittel folgende Form geben:

ß

- {(Ix)
.

(,--,) + -tt)...- 1*» + tr"'- + -r'' H7I..I

- f . [ffi, . »\j,
. ,

+

(I ,/), ,

, . (^) 1" + 5. , . rfii
,

,

Man hätte nun noch die demWerthe nach abhängigen Bestandtheile 02^ ,^
und Sz^,,, sowie

auch deren Differentialquotienten zu eliminiren. Allein dieses Geschäft kann man diesmal

unterlassen, und verfahren wie im vorigen §. Dann kommt man zu der Erkenntniss , dass es

diesmal von den vier Ausdrücken

'[((!-) -(V ->•)+=) ] ,
[-((I.r).(/-r) + :|=) ]

, 51 . S

abhangt, ob ein Maximum oder Minimum stattfindet.

Zusatz. Mau vergleiche das Prüfungsmittel in §. 29 und 5>. 47. Dort wird es noth-

wendig sein, die Bestandtheile o\3„ „ und oz„,^ sowie auch deren Differeiitialquotientcn zu

eliminiren, und durch ßn und f/ a auszudrücken.

ün ters u (;hu ng 6.

§. 27.

Es sei TF ein reeller, mit den Bestandtheilen j\t/.z,—^ .
—^ versehener Ausdruck,

und man sucht für s eine solche Function von ./• und//, und für a , '/ . (^ ./5 solclie bestimmte

Werthe, dass dabei folgendes Integral

.'^ J
I) U^JJW. d,l .<l.r

ein Maximum oder Mijn"nnim wird.
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Anwendmig des sogenannten Variationscahuts auf zweifache und drefache Integrale. 59

Weil diesmal für die vier Integrationsgränzeu a , « , 6 ,
/9 bestimmte Werthe gesiudit

werden, so kommen diesmal auch die Formeln des §. 23 vollständig zur Anwendung; und es

mögen, wie in der vorigen Untersuchung, zwei verschiedene Gränzfälle aufgestellt und

durchgeführt werden.

§ 28.

Erster (t ranz fall. Wenn für die Gränzen durchaus keine Vorschriften gemacht

sind, so ist es zweckmässig, der Gränzengleichung folgende Form

11; (/";,. • 'hi)Ha--[fw^„ . c7;/).*a 4- (JtF,,, . d,-)j,ß~[Jw,„. d.r]. Hb

-1. a

zu gelxMi. Diese zerlegt sich aber ohne weiters in folgende acht einzelne Gleichungen:

,3 ^ a a

lll] J\V^„.dy = {)
, i\) fw,_„.dy = ()

, \-) I^W^_^.dx = , VI) /in,, dx=^()
I,

"
I, "a "a

VII) (l,r),,„ = () , VIII) (I^),,„ = , IX) (h/),,^= () , X) (I?/),,, = 0.

Die vier Gleichungen VII — X dienen, wie man aus der vorigen Untersuchung weiss,

dazu, inn die durch Integration der Hauptgleichung eingegangenen zwei willkürlichen Func-

tionen zu specialisiren. Sodaini wer(k=>n die vier Gleichungen III — VI dazu benutzt, um
die für a , a . b . ß gesucJifen Werthe zu bestimmen, welche aber der Bedingung

« > a und ß > b

tienüii-en nn'issen. Wenn man nun die bei III und IV angezeioten luteffrationen ausfüln't. so

nehmen diese zwei Gleich uno-en*bezüo-lich folgende Formo o o

XI) F (./,/?) — F [a.b) = , und XII) F (a,/5) — F (a,^.) =

an: und wenn man ebenso bei V und VI die angezeigten Integrationen ausführt, so nehmen

diese zwei Gleich unnen bezüeflich folo'ende Form

XIII) g («,/?) — % (a,/?) = ü ,
und XIV) g {a,h) — % (a,6) = U

an. Die Gleichungen XI und XII sind aber einander einerlei, d. h. sie unterscheiden sich

nur dadurch, dass da, wo in der einen das a, in der andern das a steht. Ebenso sind die

Gleichungen XIII und XIV einander einerlei, d. h. diese unterscheiden sich nur dadurch.

dass da, wo in der einen das /?, in der andern das b steht. Somit sind diese, durch Integra-

tion erzeugten, vier Gleichungen nicht geeignet, drei der vier Unbekannten a, a,h
, ß 7a\

eüminiren, und eine i:ur nnt einem einzigen Unbekannten versehene neue Gleichung her-

zustellen.

Man muss also, um für die vier Unbekannten a , ot
, b , ß die geeigneten Werthe zu er-

mitteln, ein anderes Verfahren anwenden; und dieses besteht, wie man so eben erkannt hat,

h*
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00 G. W. Strauch.

hauptsächlich darin, dass man nicht alle vier Gleichungen III — VI zugleich int(>grirt,

sondern einen von folgenden zwei Wegen einschlägt:

A) Man mache den Versuch, ob folgende zwei nacli y identische Gleichungen

XV) TK,,„ = o , und XVI) n;,„ = ü

möglich sind. Sind sie möglich, dann sind die Werthc des a und des </ unabhängig von y.

Dasselbe gilt auch von allen nach y genommenen Differentialquotienten; und somit sind auch

XVII) =fi = . und XVIII) =V^ =
' dy ' dy

identische Gleichungen, und auch in ilincn sind die Werthe des a und des o. unabhängig von

y. JMan nehme nun die Gleichungen XV und XVII, und eliminire //; so ergibt sich eine

Gleichung

XIX) /H-0
aus welcher sich Werthe des o. ermitteln lassen. Nimmt man hierauf auch die Gleichungen

XVI und XVILI, und eliminirt man aucli aus diesen das y\ so bekommt man eine Gleichung,

welche mit XIX einerlei ist, d. h. man bckuiiunt jetzt

XX) / (a) =
aus welcher für a o-anz die nemliclien Wertlie fol"en. die man aus XIX bereits für a crhal-

ton hat. Diese Werthe muss man aber zwisclien a und a so vcrtlirilcii, dass die Bedingung

a>a erfüllt wird. Sollte jcdticli aus XIX und XX für a und a nur ein einziger Werth fol-

gen, so ist keine solclu' Verthciluug möglicli. d. h. man bekommt « = a, was der x\ufgabe

widerspricht.

Wenn nun die (Jleichungen XV uinl XVI wirklich nach y identische sind, so werden

auch die Gleichungen III und IV erfüllt, dit' Integrationsgräuzen b und y5 mögen sein, was

sie wollen. Wenn man ferner für a und a solche Werthe ermittelt hat, welche der Bedingung

«>a ffenüß-en: so muss man dieselben in V und VI einsetzen und inteiiriren. Die sich

ergebenden Inteoralffleichuno-en werden aber eiiuuuler einerlei sein, und so wird man für

b und ^ auch einerlei Ausdrücke erhalten, d. li. man wird im Allgemeinen bekommen

XXIj /? = c(a. ,«) , und XXII i
^; = c (a . </j

Ist nun c (iij'z) vitdl'örmig, so kann man tlie einzelnen Formen so vertheilen, dass die

Bedingung y9>> 6 erfüllt wird. Ist aber l(a,«) nur einförmig, dann ist keine solche Verthei-

lung möglich, d. h. man bekommt yj= b , was der Aufgabe widers|)richt.

B) Man kann aber auch den Versuch machen, ob folgende zwei nacli x identische Glei-

chungen

XXIII) li;,,, = , und XXIV) ii;,, = ü

möglich sind. Sind sie möglicli, dann sind die Werthe des A \\m\ des y? unabhängig von .r.

Dasselbe gilt aucji bei alh'n nach .r genoumienen nifterentiahjuotienten : und somit sind

aui'h

d(V/ ,\ d{V.\ j)

XXV) ~^ = , uud XXVI) -=47— = U
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Amoendung des sogenannten Variationscalcid^s aufzweifache und drefache Integrale. 6

1

identisclie Gleichungen, und auch in ihnen sind die Wertlie de.s h und des ß unabhängig

von X.

Man sieht hiermit, dass diesmal die Werthe des /* und iles ß ebenso ermittelt werden, wie

vorhin die Werthe des a und des a. Wenn nun die Gleichungen XXIII und XXIV wirklich

nacli X identisch sind, so werden auch die Gleichungen V und VI erfüllt, die Integrations-

gränzen a und a mögen sein, was sie wollen. Wenn man ferner für b und ß solche Werthe

ermittelt hat, die der Bedingung ß^ b genügen; so muss man dieselben in III und IV ein-

setzen und integriren. Die sich ergebenden Integralgleichungen werden aber einander einerlei

sein; und so wird man für a und a auch einerlei Ausdrücke erhalten, d. li. man wird

im Allgemeinen bekommen

XXVII) a = C{h ,ß) , und XXVIII) a — C{b,ß).

Ist nun C{b
, ß) vielförmig, so kann man die einzelnen Formen so vertheilen, dass der

Bedingung «> a genügt wird. Ist aber if (6 , y9) nur einförmig, so ist keine solche Verthei-

lung möglich, d. h. man bekommt « ^ a, was der Aufgabe widerspricht.

Wenn die zwei nacJi g identischen Gleichungen XV und XVI stattfinden, so gelten sie

auch bei g = b und g = ß, d. h. es ist aucli

XXIX) Tr,,,=.o, XXX) 11;,, = ü, xxxi) Ti;,,, = o, xxxiij n;,^, ^ o

wenn dagegen die zwei nach .r identischen Gleichungen XXIII und XXIV stattfinden, so

gelten sie auch bei x = a und x = a, d. h. es finden abermals die vier Gleichungen XXIX
bis XXXII statt. Berücksichtigt man jetzt alle Eigenthümlichkcitcn dieses ersten (h'iuizfalles,

und setzt man zur Bequemlichkeit

33/ , m; , $5; , m: , 33," , 3ß," , .33," , m.r

bezüglich statt

so nimmt das Prüfungsmittel folgende Form
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62 G. W. Strauch

.djs:

x.a
<^x,ß-<K,fi

an, während der zwischen w inid rj stattfindende Zusammenhang durch die Partialdifferen-

tialg'leichung

XXXIII) (F— '^^— :^) (AC— B'^) = A . (E — ;y)^ -2 ß.(E— y;) . (I) — a>) + C. (D - c,;f

ausgesprochen ist. Mau denke sich jetzt unter rj eine solche Function /(//) des einzigen//,

dass folgende nach // identische Gleichung

XXXIV) --^.[aB,'.r.x,, 4- (!//),,„. ('-^')^
J'
+ /(i/)-^fe;,,,

a , 11

stattfindet. Durcli diese Gleichung wird es möglieh, die noch unbekannte Function
;f (//) in

-^1 und y—— ) auszudrücken. Diesen für
;^ (//) sich ergebenden Ausdruck

niuss man jetzt in Gleichung XXXIII einführen. Weil aber in 3^=;^(//) kein x vorkonnnt;
d .rj

so ist -^ = 0, und Gleichung XXXIII reducirt sich auf
dx ^

r d 10 .

XXXV) (F— ^)(AC— B-) = A.(E — r^)- — 2B.(E— yy).(D— ü>j + C.(J>— (-»)-

d^ lu

Weil nun diese Gleichuno: nur den einzigen Partialdiiferentialquotient —^ enthält; so

bekommt man durch deren Integration für w einen aus »•,//, 7r(x) zusammengesetzten Aus-

druck, wo ~(.r) eine ganz willkürliehe Function von x ist. Aber eben diese in w enthaltene

willkürliche Function t: (x) kann man noch so verwenden, dass auch noch die Gleichung-

ddz .

XXXVI) -— [^^'.oz..ß+M.,ß.[^) ]

stattfindet. Hiei'mit erkennt man, dass es diesmal von den sechs Ausdrücken

abhängt, ob ein Maximum oder Minimuuj vorhanden ist.
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Ä/noendung des ungenannten Variationscalcurs auf zweifache und dreifache Integrale. 63

§. 29.

Zweiter GränzfalP. Man soll unter allen in Betracht zu ziehenden Functionen

z^<f{x.,il) diejenige herauswählen, welche bei x=-a, bei .r= r/.. beiy^Aund bei// = y5

bezüglich mit

XXXVII) e' — /' {x . t/) . XXXVIII) / = f O^" . .'/)

XXXIX) c" =f" (a- . //) , XL) ;-" ^ f (.'• . //)

zusammenfallt.

Dieses Zusammenfallen ist dargestellt durcli die vier Gleichungen

XLI) ^n [a , i/) =f {n, l/) , XLII) 9?(«,.y)=f'(r/,;//)

XLIII) <p {x , b) =f" (x , b) . XLIV) ^{x,ß)^^"{x,j3)

Die Gränzengleichung ist jetzt folgende:

XLV) r[(I^)„,„.«X_„ + IF:,,„./y«-(I.r),,,,«X,,-^n,.„.''^aJ../y/

•i

a

a

Man setze zur Abkürzung

bezüglicli statt

Ebenso setze man

p ,
q' , r , .s' ,t:

,
p'

,
q'

, r' ,
8' , t' ,

p"
,
q"

,
/'

, s" ,
t"

,
p"

,
q" , r" , s" , t"

statt der betreffenden Partialdifferentialquotieiiten, welche sich bezüglich aus

c =/(«:,//) , r'
= fO^-,.'/) ,

c:'=f"{x,y) , r" = f"C^--.y)

ergeben. Hierauf behandle man Gleichung XLV nach dem Vorgänge des zweiten Gränz-

falles der vorigen Untersuchung, so zerlegt sich die Gränzengleichung diesmal in folgende

vier einzelne:

XLVI) W,^„— {p>'~p)^,„.{lx)„,„^0 , XLVII) TF„,„— (p'-_^^)„,„.(I.r)„.„ =
XLViii) Tl^,. -(?"-?).,. .(Ij/).,.-o , XLIX) W^,,-{c\'-gh,,.(ly).,, = o

P :
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61 G. W. Strauch.

Man substituire nun die für z gefundene allgemeine Function in diese vier Gleichun-

gen, und integrire sie als totale Differentialgleichungen. Erst die sich ergebenden vier

Integralgleichungen können benützt werden zur Specialisirung der in s eingegangenen zwei

willkürlichen Functionen.

Hierauf substituire man die so specialisirte Function s in die beiden Gleichungen XLI

und XLII, und bestimme die- Wertlie von a und a. Das dabei anzuwendende Verfaliren ist

bereits (aus §. 2G) bekannt.

Zuletzt substituire man die Function z in die beiden Gleichungen XLTII und XLIV,

und bestimme die Werthe von b und /?. Dabei wird aber dasselbe Verfahren angewendet,

wie vorliiu, wo es sich um die Bestimmung des a und des a handelte.

Die vier letzten Gleichungen (Nr. XLVI— XLIX) kann man öfters sehr vereinfachen,

wenn man, wie in §.26 näher begründet ist, statt der Potenzen

r^f f^f f^f ('^]

bezüglicli die gleichgeltenden Producte

r'^y^l f^y^l f^x^l (^x"^)
^ <^ll 'hl >,.,,

' ^ du ^- ,l,j J^
„

' \ dx ^ rfx J^
j

' \ dx ^^ dx )^^,

setzt. Dadureli nehmen die eben genannten vier Gleichungen gewöhnlich eine symmetrische

Gestalt an. und lassen, wenn die Aufgabe eine geometi'ische ist, sich auch auf einfache Weise

geometrisch deuten'.

Man setze zuerst b und dann j3 statt i/ in XLI und XLII ein. Man setze ebenso zuerst

a und dann a in XLIII und XLIV ein. Auf diese Weise gelangt man zu folgenden vier neuen

Gleichungen:

z,
,

, =/' (a , b) =/" (a , 6) ,
z^,, =/' (a

, ß) = f" (a
, ß)

^a.. = f {a,b)=f"(a,b) , ,.,,,= f («,;3)=f"(V.,;9)

Sobald eine dieser vier Gleichungen" einen Widerspruch in sich trägt, ist dieser zweite

Gränzfall so, wie er hier gestellt ist, unmöglich. Sollten aber die vorgeschriebenen

Functionen

Stücke in sich enthalten, welche noch willkürlich sind; so müssen diese sich so specialisiren

lassen, dass letztere vier Gleichungen stattfinden.

Bei Herstellung des Prüfungsmittels eliminire man zuerst d'z^^,, , o'z,,^„ ,
ö'z^

/, ,
ä'z^^

und hierauf setze man (nach §. 26 verfahrend) zur Abkürzung

' Kürdie, in voriger Anmerkung gestellte, geometrische Aufgabe würden die auf besagte Weise umgestalteten vier Gleicluingen

XLVI — XLIX die Bedeutung haben, dass die gesuchte Fläche auf den vier gegebenen GränzflUchen senkrecht steht.

'-' Besonders durch die (in der ersten Anmerkung dieses §. gestellte) geometrische Aufgabe liisst sieh die Nothwendigkeit, dass

diese vier Gleichungen stattlindcn müssen, ganz leicht veranschaulichen. Man vergleiche in dieser Beziehung die zweite An-

merkung des §.11.
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Anwendung des sogenannten VariationscalcuXs auf zweifache und dreifache Integrale. 65

bezüglich statt

((!.).(.•'-.)+ =1=)
, (_) ,

((r.).(r'-.) + ^0 (^)

ferner

bezüglich statt

'^y 'x,b ^ ^^ 's:,b
V V -^^

^ rf„
. ,5 J-.

. li

Zuletzt eliminire man auch noch dz^,^ , ^^a,,, , fiz^
^ , (^s^.,^ ,

und die davon abgeleiteten

Differentialquotienten; so bekommt man endlich für ff' JJ einen Ausdruck, welcher sich auf

folgende Form zurück zieht:

+ [-f(ilx).ir'-r) -f ^)_ .

{
1 + {P'-P).,..r~-^ (*'- ^i... •^f • 'h/] *a'^

-« ''''

a
'

a

a
'

m,dSz d Hz , - , d 8z .2 T

Zu dieser abgekürzten Form des für ff'' U hergestellten Ausdruckes konnte man abei"

nur dadurch gelangen, dass man folgende zwei Gleichungen

LI) + ^-[SS; • {P—P).,y+ (Ii/)a,. •(•«'—^)a.,„r-*a-^-y;,,„.(p'— /^),,„./9a^'

-^.[3ß: . (P'-A,,„ + (!?/)„,,. (g'-^)„,J-' .
*«-' + )^A,.,„

• (P'-P)«,. •
*«^= o

und

LH) + ^. [sTö;'. (y' --9)^._, + (I:r),, ,. (6-''—
Ä).,,f.»y6^'— f«., ,(?''— y).,,.*^-^

Denkschriften der mailieni.-naturw, Cl. XVJ. lad. Atihaudl- v. Xichimitgl. 1
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r.f) G. W. Strauch.

hat stattfinden lassen. Nun existirt zur Bestimmung von tj und o» nur die einzige Partial-

diff'erentialgleichung XXXI FI, so dass entweder rj oder w willkürlich ist. Man lasse also

rj eine solche Function j(?/) des einzigen Veränderlichen y sein, welche mittelst Gleichung

LI durch y, &a und i9a ausgedrückt werden kann; und da jetzt in t^ kein x enthalten ist, so

ist -^ = 0, und Gleichung XXXIII reducirt sich abermals auf XXXV, wo nur der einzige
d^ w

Partialditferentialquotient -^— vorkommt. Es ergibt sich also auch jetzt, wenn man XXXV
integrirt, für (o ein aus x^y,-{x) zusammengesetzter Ausdruck, wo 7t {x) eine ganz willkür-

liche Function von x ist. Aber eben diese in ay enthaltene willkürliche Function 7ü{x) kann

man noch so verwenden, dass auch der Gleichung LH genügt wird.

Um jedoch den Zeichenstand des d' U vollständig untersuchen zu können, muss man der

Gleichung L noch folgende Form

Liii) <?- ?7 = r, . (*a -h r; .^u + r; . f/h + r/" . »ßy

-\- r, . {f/u + r; .></b -i- r;' */5)" + r, . {,'/i> + r; . >'/f^f + r, . /y,j-

geben. Vergleiclit man jedoch L mit LIII, so erkennt man, dass

wird; und der Zeichenstand des d- U hängt von dem Umstände ab, ob die sechs Aus-

(h"ücke

r.
,

r, , r, , r, , 21 , 5)

gleichzeitig positiv oder gleichzeitig negativ sind. Damit aber namentlicli die vier Aus-

drücke

r r r r

gleiclizeitig positiv oder negativ werden können, ist ei'forderlich, dass die beiden Aus-

drücke

rf 11-
,

,
. dW

lj-((Ix). (.'-.) -f=)^^j und
{ + ((I..).,r'-.)+==)^J

bei allen von b bis ß stetig nebeneinander liegenden Wertheu des y, und dass ebenso die bei-

den Ausdrücke

bei allen von a bis a stetig nebeneinander Hegenden Werthen des x ihr Zeichen nicht

ändern.
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Anwendung des sogenannten VariationscalcuTs auf zweifache und drefache Integrale. 6

'

Zweiter Abschnitt,

wo solche Integrale vorkommen, bei denen die Gränzen der ersten Integration Functionen jenes Veränder-

lichen sind, nach welchem die zweite Integration ausgeführt werden soll.

Untersuchung 7.

§. 30.

Es sei IT ein reeller, mit den Bestandtheilen

d^z d^z dlz d^d^z d^z d^z

'^'^ '^>lü ' 77' 'd^ ' "d^ ' ü^ ' "dl^
'

versehener Ausdruck, und man sucht für z eine solche Function von x und y, dass folgendes

lutee'ralö*

I) U= ffw.dy .dx

wo y' und y" Functionen von x sind, ein Maximum oder Minimum wird.

Die Werthe von a und a sind als constant zu betrachten, jedoch mit der Rücksieht, dass

«> a.

So oft es zweckmässig ist, soll h{x) statt y' und ß{x) statt y" geschrieben werden,

namentlich dann, wenn das x einen specicllen Werth annimmt. Auch müssen die beiden

Functionen y' und ?/" in solcher Beziehung zu einander stehen, dass bei keinem einzigen der

von a bis a stetig neben einander liegenden Werthe des x die Differenz y"— y' negativ wird:

und dieses gilt namentlich auch für die beiden Differenzen

ß (a) — b (a) und ß («) — b («)

Man beachte durch die ganze Untersuchung, dass das vor dem Diffe-

rential dy stehende y noch keine Function von x ist; sondern die Func-

tionen y' und y" treten erst an die Stelle des y, wenn nach y integrirt

w o r d e n i s t.

Wenn man auch hier die in der zweiten Untersuchung vorgeschlagenen Abkürzungs-

zeichen anwendet, so bekommt man

^7-T r r\'^ w d'U djz
11) dü^JJ [--dz + {lx)^+ {ly)^ + (llx^)

a >f'

d dfJz dffJz ^
d^dz -1

d-äz

~dx'i

d'äz

S- :^l-

Um diesen Ausdruck weiter umformen zu können, nniss man, wie aucli in den drei

ersten Untersuchungen' geschehen ist, vorerst das unter dem zweifachen Integralzeichen

stehende Aggregat in folgende vier Tlieile umsetzen:

' Man sein? P.leioluing Ul in §. 8, (ileicliung III in §. I
'> iiml (ilcii'lmii!; 11 in §. •Jl-
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BS Cr. W. Strauch.

1) In einen solchen, wo die Differentiation nach den beiden Veränderlichen x und t/

d d (^xy)

zugleich durchläuft. Dieser mag durch das Abkürzungszeichen=^== dargestellt werden.

2) In einen solchen , wo die Differentiation nur nach dem einzigen Veränderlichen x

durchläuft. Dieser mag durch das Abkürzungszeichen dargestellt werden.

3) In einen solchen, wo die Differentiation nur nach dem einzigen Veränderlichen ij

durchläuft. Dieser mag durch das Abkürzungszeichen
'"

dargestellt werden. 1

4) In einen solchen, wo die ürfunction dz gemeinschaftlicher Factor ist, wo also weder

eine nach x noch eine nach ?/ durchlaufende Differentiation vorkommt. Er mag durch (I)

dargestellt werden.

Der Ausdruck II geht also zunächst in folgenden über:

a ;/' •

Die so eben gewählten Abkürzungszeichen müssen aber aus doppeltem Grunde als zweck-

mässig erscheinen ; denn

1) sie sind mit Merkmalen versehen, welche es möglich machen, dass die Bedeutung

und der Ursprung eines jeden dieser Abkürzungszeichen stetsfort erkennbar bleibt: und

nebstdem lassen sie sich

2) gradezu auch auf die Untersuchungen ausdehnen, wo dreifache, vierfache, etc. In-

tegrale vorkommen.

Nun beachte man, dass es, weil 7/' und y" Functionen von x sind , nicht gieichgiltig ist,

ob man zuerst nach y und dann nach x integrirt, oder umgekehrt ,• sondern man muss zuerst

nacli ?/ integriren , das sich ergebende Integral von y' =^b{x) bis y"^ß{x) erstrecken, und

erst dann darf man nach x integriren.
a v"

r f d^^{Iy)

51) Der Theilsatz / / dy . dx lässt sich ohneweitei's nacli y integriren und liefert

die Gleichung

a v" a

IV) fl j£± . dy . dx=l[ilyl,,. - dyl^,] . dx

r r djsx)

33) Um den Theilsatz / / =^= . dy . dx behandeln zu können, nehme man folgende aus
'a ';/'

dem [ntegralcalcul bekannte Gleichung

i/'

zu Hilfe. Daraus folgt durch- Übertragung

s"

dif {Ix).dy)r d (2'x) <i\} (^^)-'iy)

h ilx),.,. .
-—

dx ' dx
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Der erste Theilsatz rechts des Gleichheitszeichens lässt eine Integration nacli r zu. und

,!(«ii S(a)

Anwendung des sogenannten VariationscalcuTs auf zweifache und dreifache Integrale. (59

)er erste Tl

so bekommt man

a

(S) W(nin man in Gleicliuns VII den Quotienten
"

statt (Sx) einsetzt: so bekommt

man vorerst

a p b{a) (5(a)

a

rVr d^jlxy) rfy" d^^(Ix-y)
^-j ^^^

,/ L dy ' X , ii" d.v V du 'x.ii' dj- \'

Die zwei ersten Theilsätze rechts des Gleichheitszeichens lassen sich geradezu nach y
integriren : und dadurch nimmt letztere Gleichung folgende Form an:

rV'" d d, (Sxy)

^^^ JJ
'
Ix.dy • ^y ^^= {^Xy)a,ßia)— {^Xy)a,Ha^— {^^y)^

. ^W + (-«2/)a,Ma)
a u'

f\(
d^,{^^y)

s^ dy" /'y£^^ dy'-\—
/ L*^"^^^^

—

K „ 'dJ: — y^^iir^} , ^J • ^^
a

In Folge der Gleichungen IV, VII und IX geht III jetzt über in

J(a) /3(a)

+ y
{Ix)„^„.dy-j {Ix\,,.dy

"iia) «(a)

+ / / iS) . dy . dx.

§. 32.

In der hier aufgestellten Gleichung X sind aber noch nicht alle Transformationen aus-

geführt. Wenn nämlich in den beiden Aggregaten

nocli irgend ein nach x genommener Differentialquotient der Function dz^ z. B.
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70 G. W. Strauch.

d lU ifäz d d lU d^Sz
^ , etc. etc.

dx dx^ dx,dy dx^

vorkommt; so muss man noch weiter transformiren. Dabei hat man aber zu beachten, dass

in hiesiger Untersuchung die nach x auszuführenden Integrationen nur möglich sind, wenn

sie auf totale Differentialquotienten bezogen werden.

Ein Beispiel dieser Art wird man später (in §. 38) kennen lernen.

Die hiesige, ganz allgemein gehaltene, Untersuchung wird in den jetzt folgenden zwei

näher speeialisirt werden.

Untersuch ung S.

§• 33.

d z d^ z

Es sei Wein reeller, mit den Bestandtheilen x .ii ^z ,
-^—

.
—^ versehener Ausdruck:

dx dy

und man sucht für 2 eine solche Function von x und ?/, dass folgendes Integi'al

a y"

I) IJ= ff W . dy . dx
*ft v'

wo ii/' und y" Functionen von x sind, ein Maximum oder Minimum wird.

Hier bekommt man zunächst

/"W d W d dz d Sz -i

") «^^=// [-IT
«^^ +(^-)±r + m ^] äy .

dx

Daraus folgt weiter

Wenn man diese (ileichung mit Gleichung III der vorigen Untersuchung vergleicht, so

erkennt man, dass

{l'xy) = . {Ix)=^{lx).r)z , {Sy)={\y).<)z und (I) = ('-1^ -J^-'ji^) . ,)z

ist. Die alli^emeine Formel X der vorigen Untersuchung geht also diesmal über in

.<*(«) ('(0

IV) <?ü=
I

(I X).,
,
„ . f)z

,
„ . dy —

I
(I a-).

.
„ . o^z,

.
„ . dy

ii !/

Ihiiaus folgt die Ilauplylclcliung
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Anwendung des sogenannten Variationscalcurs auf zweifache und dreifache Integrale. 71

d^W djlx) djhj)

' dz dx dy

welches dieselbe ist. wie in der ersten Untersuchung, wo alle vier Integrationsgränzen con-

stant waren. Als Gränzengleiehung aber hat man diesmal

/J(a) /J(a)

VI) j (I .t)„
,
„ . dz„^„ . dy

—J
(I x),

,
„ .flz.,^ „ . dy

Ha) «(a)

a

+ f [(Ij/).../' - a^L.r ~) • ^^...'-{a^l,, - (I^).,. 1^) •
r)z^,,].dx^-0

Auch hier hat man, wie in der vorigen Untersuchung, da, wo .r die speciellen Werthe a

ui\(l a angenommen, ß(x) und b[x) bezüglich statt y und y' gesetzt.

Berücksichtigt man die Hauptgleichung, so bekommt man für das Prüfungsmittel

Y II, ,r U=
I

[{lx)„^„ . r)- z,
, „ + rj„

,
„ . J,-4

, ,J
. dy

'
/' (a)

m^d dz d liz .- -rf i~iz '--\

^x,.,"

Man ist nun auf dem Puncte, der Gränzengleichimg zu genügen; und zu diesem Ende sollen

folgende drei Fälle durchgeführt werden.

§• 34.

Erster Gränzfall. Es seien für die Gränzen durchaus keine Vorschriften gemacht.

Hierbei haben auch die Ausdrücke

Vlllj dz^,j , J.-i„_„
,

dz,^,. , fjz^^,,.,
,

^2^ ;jä,, ^^ Qi.^
IX) d'z^,, , d'z^^„ , d'z c , V

diu-chaus keiner Bedingung zu genügen; und die Gränzengleichung zerlegt sich in folgen<l(^

vier einzelne

:

Xj (Ta;)„,, = Ü , XI) (lx),,„==0

XIU (I;/K,,,.-(Ia;),,,-,^=0 , XIII) (Iy).„.,/-(I^).,./.|^ =

In den Gleichungen X und XI ist x constant; sie sind aber nach y identisch, und müssen,

wenn sie Differentialgleichungen sind, als totale Differentialgleichungen nach y behandelt

werden.
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72 G. W. Strauch.

In den Gleichungen XII und XIII sind die Functionen y" und y' an die Stelle des y ge-

treten. Diese zwei Gleichungen sind also nach x identisch, und müssen, wenn sie Diflferen-

tialgleichungen sind, als totale Differentialgleichungen nach x behandelt werden.

Erst wenn man das für z gefundene allgemeine Integral in letztere vier Gleichungen

substituirt, und hierauf integrirt bat; können die sich ergebenden vier Integralgleichungen

bei Specialisirung der (in z eingegangenen) willkürlichen Stücke benützt werden.

Wegen der vier letzten Gleichungen X — XIII reducirt sich der in VII aufgestellte

Ausdruck des Prüfungsmittels auf

,3(«) ^^(a)

XIVj d' U=j rj^^„ . dzl^,j .dy—j yj,^ „ . os; ^^.dy

4(«) ""«(a)

a

a

während, wie man schon aus der ersten Untersuchung weiss, der zwischen 5j und w statt-

findende Zusammenhang durch folgende Partialdiflerentialgleichung

dy
X^) (F-^-^)(AC-B^') = A.(E->^f-2B(E-:y){D-a>)-f C.(D-^)

ausgesprochen ist. Man setze nun yj=:0, so reduciren sich die beiden letzten Gleicliungcn

bezüglich auf

a

XVI) d' U=:J{C0_, ,,'-^4, :,"
— 0>^,y OZ: ,,y).dx

a

/"W / ^, ^^ d fU ^2 d dz ,' \

und

. d o) ,

XVII) (F — -^).(AC— B-) = A.E^— 2ßE(D— w) + C.(I)— w)-

Indem man aber letztere Gleichung integrirt, ergibt sich für w ein aus x
, y , ~[x) zusannnen-

gesetzter Ausdruck, wo man (nach §. 10) die willkürliche Function 7z[x) noch so benutzen

kann, dass die nach x identische Gleichung

<".
. ,r özi

^ ,j
oi,

,

„. . dz\
_

„, := U

stattfindet. Dabei reducirt sich Gleichung XVI auf das Doppelintegral, und der Zeichenstand

des d~ U ist auch jetzt von 5( und 3), d. h. von dem Aggregate

f/ OS,- d Hz d 3z ,d dz.'-

-^
\ dx 1 ^ djc dy ' ^ dy J

abhängig.
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«^^a..=0 .,
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74 G. W. Siran eh.

gegeben ist; so findet zwischen ^.s^,y und <?.s^ ,,„, ebenso zwischen (^'3^^,^ und <?".3^_,/' , etc.

eine Abhängigkeit statt. Man nehme dz^,^. und ^'s^,,/ als abliängig; so bekommt man
Gleichungen von folgender P'orm:

XXIII) 0^3.,
,
,/ = i^ . flz,

, ,y , XXIV) d'z,
,

„. = gj . d' z,
_
,„ +Q . dzi

,
„„

Wenn man jetzt das abhängige Stück aus der Gränzeugleichung VI eliminirt, so

bekommt man

Ha) /ä(a)

XXV) / [Ix)^,,, . öZa,,, dy — / (l!/)a
,

.„
oz,

,
„ .
dy

h (a) *« (u)

und diese Gleichung zerlegt sich in folgende drei:

XXVI) (lx)„,„ = . XXVII) (lx),,, =

XXVIII)
(
(l2/). „.. - (I ^)..

,
,/ •^ )

-
(
(I^/).

, /
-- (1 ^\.,--] i^ =

Man hat also hier abermals vier Gleichungen XXII, XXYI, XXVII und XXVIII, welche

bei Specialisirung der durch Integration der Hauptgleichung eingegangenen willkürlichen

Stücke benützt werden müssen.

Man eliminire jetzt dz.^,j, und ö'-z^^,y aus VII, und beachte die drei Gleichungen XXVI,

XXVII und XXVIII; so bekommt man

XXIX) f^' U =J y;„, „ . ozl
,

„ . dy ^j rj,^.,. Üzl
.
„ . dy

I, (a)
' b (a)

a

/' /•' r ,d dz d dz '^

, d dz .
'^"l

während der zwischen rj und lo stattfindende Zusammenhang durch Gleichung XV ausge-

sprochen ist. Nun lasse man rj zu Null werden, so reduciren sich die Gleichungen XXIX
und XV bezüg'lich auf

o

XXX) r- U=f[ay^,„„ - o,.,,,, . ^-((I^)..,,/ - (I^).„-/ • |^) -O
]

. Oz:^,. . dx

a

m,d dz d dz '- ,ddz '^~\

UUf

XXXI; (F— ^). (AC— B^) = A.E-^— 2ßE. (D-w)+ C. [D —wf
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Anwendung des sogenanntenVariationscalcuVs auf zweifache und dreifache Integrale. 75

Durch Integration dieser Partialdifferentialgleiclumg ergibt sich für öj ein aus x ,y ,7:{x)

zusammengesetzter Ausdruck, woman die willkürliche Function 7r(x) so verwenden kann,

dass die identische Gleichung

d>J

XXXII) cü^
, ,r
— w.

.
y . r— (

{ly).
, y — (I x).

.
,-/

•^ ) • ^

stattfindet, und Gleichung XXX sich auf das Doppelintegral zurückzieht, so dass auch jetzt

der Zeichenstand des o'- U von 9t und 5) abhangt.

Unters 1 1 c h u n g 9

.

§. 37.

d^z rf » d' e d^d z d'z

Es sei W ein reeller, mit denBestandtheilen .r, y , z , -^ ,
~—

,
~

,
——

,
~ versehe-

ner Ausdruck ; und man sucht für z eine solche Function von x und y, dass folgendes

Integral

a y

[j
^' = ff T^'-'^/z •

f^^

wo -// und g" Functionen von x sind, ein Maximum oder Minimum wird.

Hier bekommt man zunäclist

a </"

r rr ^,w d sz dss d-jz

Das aljofemeine Verfahren zur Umformung dieses Ausdruckes ist bereits in der 7"" Un-

tersuclnmg mitgetlieilt; und wenn man den dortigen Abkürzungszeichen die Bedeutung bei-

legt, welche ihnen in hiesiger Aufgabe zukommen, so gibt sich (nach Gleicliung III

in i^. 15)

III) (Ixg) =• [llxg) . dz

d (IIa;2) d, (U-cy) , d^3z

,v, (&) = (da.)_^ -=i=^) .
„V + (IIx').^

d (II 2/2) d (Ila-w) , d„dz

VI) (S) = 1 =^=— ^^ -\- =^== + • = -j-
^ ]

. oz
J ^ ' \ dz dx dy dx^ dx . dy dy' '

und aus Gleichung III folgt weiter

d,^{^xy) d^{\\xy) d,U
Vin = . r;,s 4- Ila'w) . ^^ ,

Die allgemeine Gleichung X des §. 31 specialisirt sich also jetzt auf folgende Weise:

k*
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G. W. Strauch.

VIII) c)U =

4(a)

Ho)

a

1 /7;/" i / ^, ^^x r7(/' ^ d dz ^

+ (nr),„..-(n.^)„,./i . (^) - (ii .«,.,, /^. (_i-

+ / / I
— '

-\-
, + '

+ ,
\ . dz . ay . rix

J J y. dz dx dy d x' ' dx.dy dij- J
a .v'

§• 38.

a

Da aber hier unter dem Integralzeichen / , «lurcli welches eine einfache Integration nacli

a
_ ajz

X vorgeschrieben ist, immer noch der Differentialquotient -^ vorkommt; so sind, wie schon

einmal (§. 32) angedeutet wurde, noch nicht alle möglichen Transformationen ausgeführt.

Nun können, weil y und y" Functionen von x sind, die nach x auszuführenden Inte-

grationen nur auf totale Differentiale angewendet werden. Zu diesem Ende setze man

V \,y" ,u x,,r) V^ 'x.,r ,u ) ^
I /TT '^ jIL r C -^ \ \

{'' \ -"1

dx
—

dx • ^^- "" + ^^^^ !- ' "" dx LI dx ). , ,r
'^W h ,

,/ 1^ I

Daraus folgt durch Übertragen

Auf dieselbe Weise bekommt man

rf ,j, d((\ix'i) .^.sz \ d((nxi) ,.'^\

X) {WxX,,.-. (--]
„,;/ dx dx '''•'

("-W-(S)'-(l?) ,d>i .

Man führe die beiden letzten Ausdrücke in VIII ein. untl iiitegrire die nach x durch-

laufenden totalen Difterentialquotienten; so bekommt man
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Anwendung des sogenannten VariatiomcalcuTs om/ zweifache und dreifache Integrale. 7 7

XI) dü =

ä(a)

Jdaix^) dillxy)^ d Sz -l

J LU^ •^•^
''J/ dx J^,y, ^^ '

d,: i^
,^„ d,- dX \

"-"^-y'

+ \(IIfl... - (II.-2/),„...^ + (11-).,.... (Sil .(^')
„

/-y'fci.TK d^{\x) d,^{\y) ^^[Mx^) dJ,^(\Uy) <;(Il2/3)-|

+ / / —= — • + + '

4-
•

\.(jz. dy . dx
J J \_ dz dx dy ' rfu.- dx.dy ' dy- J

"^

Die beiden totalen Differentialquotienten

dCCLlx"') .'Ll!l\ d((\lx'i)
, . ^)

l,^ 'x,y" ,U )
xxl\i{

V 'x
,
y' dx )

dx dx

gehen, wenn man sie in ihre Bestandtheile zerlegt, bezüglich über in

und

welche Aggregate, wenn man will, noch in Gleichung XI substituirt werden können.

• §. 39.

Die Gleichung XI ist nun auf eine Form gebracht, wie sie der Gleichung IV in der

zweiten Untersuchung entspricht.

Die Behandlung der Gränzengleiehung und die Herstellung des Prüfungsmittels kann

jetzt übergangen werden, weil durch die vorhergehenden Untersuchungen him-eichend

Anleilung gegeben ist.
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78 G. W. Strauch.

Untersucliunff 10.

Es sei T^ein reeller, mit den Bestandtheilen

d^z d^z dlz dj^z d^z dlz

^ ' ^ ' ^ ' ^ ' "^7 ' ^ ' d^ ' J^i ' d^ , .

.

•

.

versehener Ausdruck; und man sucht

1. für z eine solche Function von x und ?/,

2. für ?/ und y" solche Functionen h{x) und ß{x) des einzigen Veränderlichen x, und

3. für a und a solche bestimmte Werthe,

dass dabei folgendes Integral

I) U=ffw.dy.dx

ein Maximum oder Minimum wird.

Wenn man, wie in §. 23, die Werthänderungen des a und des a mit

»9 a , ßa , ,9-a , ff'a , (9^a , &^a , etc.

bezeichnet; und wenn man auch jetzt, so oft es zweckmässig ist, b(x) statt y, und ß[x) statt

y" schreibt; so bekommt man

II) dU=l W,^,.,.dy.ßa-^j W^,„.dy.H-A

"i (a) "ä (al

und

IIIJ d-' Ü--

+ f[W^.,r-oY-W.,,.oy'].d,

a. y"

-}- ff dW.dy.dx

-(^-.v • ^- ^-v' •

'i;l
*'^' - 2 TK.,(a) • oy{a) . .^a + 2 IF„.,<, . «^6(a) .

»Va

^ L ' a , f/ J
4(a)

- TF.,,, . rry' - 2 JTF.,;, . «Y-(^\ / %"] •
^•^-

a y"

-V f f fT'W.dy.dx
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Anwendung des sogenannten VariationscalcuVs auf zweifache und dreifache Integrale. 79

Die Bedeutung- von d W, d'^W, =^ und =^= ist bereits (aus §. 23) bekannt.° d.e dy \ -j y

In den Gleichungen II und III müssen aber die mit den zweifachen Integralzeichen

versehenen Theilsätze noch so umgeformt werden, wie in den drei vorigen Untersuchungen

geschehen ist.

Dabei beachte man, dass die nach y auszuführenden Integrationen unabhängig sind von

i^ü , ffa , ^-a , ifa , dass man also diese Werthänderungen, je nachdem es zweckmässig ist,

bald ausserhalb, bald unterhalb des Integralzeichens stellen kann.

Um jedoch von den Eigenthümlichkeiten, die dabei vorkommen können, einige zu

erledigen, mögen noch zwei specielle Untersuchungen nachfolgen.

Untersuchung 11.

§. 41.

d z d z

Es sei IFein reeller, mit den Bestandtheilen a; , ?/ , 3 ,
—

,
-— versehener Ausdruck;

und mau sucht, während die Werthe von a und a bestimmte sind, für z eine solche Function

von X und ?/, und für -i/ und y" solche Functionen b{x) und ß{x) des einzigen Veränderlichen

X ,
dass folgendes Integral

I) U=fjW.dy.dx

ein Maximum oder Minimum wird.

Weil diesmal die Werthe von a und a bestimmte sind, so ist »^a^O
,

*9a= ,
*"a = Ü,

,fa=zO etc.; und desshalb fallen alle mit /9a , *« , ^'a , &' a etc. behafteten Theilsätze der in

voriger Untersuchung befindlichen allgemeinen Formeln hinweg, d. h. man bekommt dies-

mal nur

II| ^> t^= / ( Ta^)«
,

, • oz,
,

, . dy —J (Ix),
, „ . «X y dy

ä(a) 4(a)

+J{w^.,'' <hj" + ((li/).,." - (i^)^.v' • i) •
'^--'

a

- Vf..,- »> - ({i.?).,„- - (i^),./
• t) """'] •

^''

a ii'

wo uian der Zweckmässigkeit wegen

h («) , /9 («) ,
6 (a)

, /? (a)

bezüglich statt

Va , y'a ) ^1 '

y"^

gesetzt liat. Aus Gleichung II folgt zunächst die Hauptgleichung
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80

III)

G. W. Straucli.

dz dx dy

und die GränzengJeichung

IV) j .(l2;),_„. oX,, • dy —
j

(Ia?)a,,, • ^z,^„ . dy
JC")

Ha) 4(a)

a

W. oy' -
(
{ly).., - {i<„y %) «X,..] .dx=o

Mau hat also abermals dieselbe Hauptg-leichimg, wie in der ersten Untersuchung, wo

alle Integrationsgränzen oonstant waren.

Mit Berücksichtigung der Hauptgleichung bekommt man für das Prüfungsmittel zunächst

b{a) 4(a)

a

- TF., , . dhj - 2 . r; TF.. ,, . dy' - (^) •
%"^

m.d 3z d Hz ^2 /? ,J«
2

-|

während, wie man aus der ersten Untersuchung weiss, zwischen r^ und lo der durch folgende

Partialdifferentialgleichung

VI) (F—'^— '^).(AC-B-0 = A.(E — )y)^— 2ß.(E— r;). (]) — «.) + G.(})— iof

ausgesprochene Zusammenhang stattfinden muss.

Nun ist man auf dem Punkte, der Gränzengleichung zu genügen: und zu diesem Ende

sollen folgende drei Fälle durchy-eführt werden.

§• -^2.

Erster Gränzfall. Wenn für die Gränzen keine Vorschriften gemacht sind, so haben

die Ausdrücke

VII) OX,, , OX,,, 5 ^3.,y' ,

VIII) ffz.,„ , o^s«,,
, <?^3,..,, .

etc. etc.

und ebenso die Ausdrücke

"x.y" ?

<?Z^
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Anwendung des sogenannten VariationscalcuTs aufzweifache und drefache Integrale. 81

IX) (hj
,

fjy"
, d^y' , o-y" , etc. etc.

durchaus keiner Bedingung zu genügen. Hier sind also die bei VII aufgestellten vier Aus-

drücke dem Wertlie nach ganz unabhängig von einander, obgleich sie aus einer und derselben

Form öz^^,j herstammen. Das Nämliche gilt von den bei VIII aufgestellten vier Ausdrücken,

obgleich sie aus einer und derselben Form J".?j.
j,
herstammen. Und so fort.

Dabei zerlegt sich die Gränzengleichung in folgende sechs einzelne:

dv"
X) {lx),,y = , XI) (I^/).,." - (I^).,." -h = ^ '

XII) TF,,,-, -

XIII) (Ix),,, = , XIV) (I?/)..,, - (U-).,,- . ^ = , XV) TF,,,- =

In den zwei Gleichungen X und XIII ist x constant; sie sind aber nach y identisch, und

müssen, wenn sie Differentialgleichungen sind, als totale Differentialgleichungen nach y
behandelt werden.

In den zwei Gleichungen XI und XIV sind an die Stelle des y die Functionen y'^ b{x) und

y"= ß(x) getreten; sie sind also nach x identisch, und müssen, wenn sie Differentialgleichungen

sind, als totale Differentialgleichungen nach x behandelt werden. Schaut man jedoch noch

einmal auf die Gleichungen XI und XIV, so sieht man, dass daselbst die Differentialquotienten

der noch unbekannten Functionen y' und y" vorkommen. Durch Elimination dieser Quotienten

wird jedenfalls einige Bequemlichkeit gewonnen für den noch rückständigen Theil der Unter-

suchung. Nun sind aber auch die Gleichungen XII und XV nach x identische, und desshalb

sind auch ihre totalen Differentialquotienten identisch Null, d. h. man hat auch

dv" dy'

Eliminirt man — und -^ , so gehen XI und XIV bezüglich über in

XVI) (t^.ß,))^^+{iZ.ay))^^^ =
, XVII, (il.(lx))_^+(^'.(l2,))_^^=0

Man substituire jetzt das für s gefundene allgemeine Integral in die Gleichungen X,

XIII , XVI , XVII , und integrire dieselben als totale Differentialgleichungen. Erst die sich

ergebenden vier Integralgleichungen können benützt werden zur Specialisirung der (in z

eingegangenen) zwei willkürlichen Functionen*.

Hierauf substituire man die so speciabsirte Function z in die beiden Gleichungen XII

und XV, und bestimme y' ^ b (x) undy"=ß{x). Weil aber die beiden Gleichungen XII und

XV einander einerlei sind, so müssen sich für y' und y" die nemlichen Ausdrücke ergeben.

Sind diese vielförmig, so kann man die verschiedenen Formen so vertheilen, dass die der

Aufgabe zu Grunde liegende Hauptbedingung

ß{'x)>b{x)

' Der einfachste Fall, welcher dem hiesigen Gränzfalle entspricht, ist (§. 10) derjenige, wo alle vier Integrationsgriinzen con-

stante Werthelemente sind; und auch dort sind zur Specialisirung der (in n eingegangenen) zwei willkürlichen Functionen

vier mit Gränzeleraenten versehene Gleichungen vorhanden.

Denkschriften der mathem.-naturw. Cl. XVI. Bd. Abhandl. v. Nichtmitgl.
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82 G. W. Strauch.

erfüllt wird. Ergeben sich aber für y' und y" nur einförmige Ausdrücke, so ist keine solche

Vertheilung möglich, d. h. man bekommt 6(.r)=/?(x); und dabei ist dieser erste Gränzfall

unzulässig.

Beachtet man jetzt alles Vorhergehende, so zieht der in V für das Prüfungsmittel aufge-

stellte Ausdruck sich zurück auf

XVIII) «•- U=l 7j„
_

, . f^s';
,

, . (hj —f 3y„
,
„ . dzi

,
,^

. dy

a

• -^ , y

lrd,W^ ,dSz. ,'Ldz^ )

^ X
, y -*

(hf

In Folge der Gleichung XI kann man (Ix)^ ,,„ . — statt (I ?/),,,/ setzen; und dadurch

bekommt man

, d .Sz

.

. d rJz

,

l fd^Sz

.

, d,Sz ^ j.j '

)

= (I^)..."
dx

dy'

In Folge der Gleichung XIV kann man (Ia;)^.j,, . — statt (1?/)^. ,„ setzen; und dadurch

bekommt man auf demselben Wege, "wie vorhin

Nun lasse man 3y zu Null werden, und setze zur Abkürzung

bezüglich statt

d^ d^w ^ ^-
l dy ). ...

V ,lz i,. „, ' l äy J, „„ ' l dz J, „„dv *
I

\ dz ' ,
V du JJ X . y X

, y ^ X
, y

so kann man Gleichuno- XVIII auf folgende Form bringen:

a

i
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Anwendung des sogenannten Variatmiscalcid's mif zioeifache und dreifache Integrale. 83

dx

m, ä ßz d üs '2 ,d dz 2-,

Ulli 1 (Jloieluino- VI reducirt siVli auf
'S5

- d üj ^

XX) (F— -^).(AC— B-) = A.E^— 2BE(D— t«) + C.(D— «f

Weil nun diese Gleichung nur den einzigen Partialdifferentialquotient -^ enthält, so

bekommt man durcli deren Integration für w einen aus x , ?/ , 7r(a:) gebildeten Ausdruck,

wobei - (x) eine ganz willkürliche Function von x vorstellt. Aber eben diese in w enthaltene

willkürliche Function tt (x) kann man nach der bald so bald so genommenen F'unction dz

auch jedesmal bald so bald so einrichten, dass die nach x identische Gleichung

-^ .( i^ ..._„ + (i.)_„ .f%i)V ._„. ^.

stattfindet, wobei sich Gleichung XIX auf

XXI) r. ?7=j[(^)^ ^
.(..,y +_.^g^_^„ 4- __.====]

a

^ y. dy )^ ^.
y -^ ' Wj •"•?/! w^ dx ) \

r f''

r

,dSs d Sz .2 ,ddz .--|

zurückzieht. Man erkennt also, dass im Falle des Maximum's oder Minimum's die vier

Ausdrücke

,dW^
,

d, W

.

(tt) „ I-tt),.. •
s"

•
^

bezüglich negativ oder positiv sein müssen.

§• 43.

Zweiter Gränzfall'. Man soll unter allen in Betracht zu ziehenden Functionen die-

jenige z^(p{x.,y) herauswählen, welche bei y' = b{x) und bei y" = ß(x) bezüglich mit

Eine auf diesen Gränzfall bezügliche geometrische Aufgabe ist folgende: „Man sucht die kleinste Obertiäche zwischen zwei

„festen parallelen Ebenen und zwischen zwei gegebenen Flächen".

1*

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



84 G. W. Strauch.

XXII) c ^f{x,y) . und XXIII) y = f {x.y)

zusammenfällt.

Dieses Zusammenfallen ist dargestellt durch die Gleichungen

XXIV) f[x,h{x)]=f[x,b{x)] ,
und XXV) ^[x , ß (x)] =.

f [x , ß (x)]

oder kürzer durch

XXVI) 3,_,, = c,,„, , und XXVII) s,,,,- = r.,/'

Will man an die Stelle von y und y" andere als die gesuchten Functionen b(x) \indß(x)

in die zwei letzten Gleichungen substituiren , so muss man ebendaselbst an die Stelle des z

auch andere Functionen als die gesuchte ^(x,y) setzen. Man bekommt also

• d, c

Man setze zur Bequemlichkeit

p , q ,
t , p , q ,

t' , p' , q' ,

bezüglich statt

de d.rd. z dz
y y ^ !f .'

dx dy dy^ dx dy dy- d;.

^r
dy

d'ry'

df

und sondere dz^^,y , dz^^^,. , S'z^^,,. , o^'s^,,,- ab; so bekommt man

oX,,' = (?' — ?)x,,' • Sy'

^^.,y - {q' - q)^,y' o^y' + (^' - th.y ^Y' - 2 • (^) '^y

d lU,

d%,,. ^ (q' - q).„y. . d'Y + (f - t).,r %"— 2 . ( -^)
_

. dy"

Eliminirt man <?s^,5,' und dz^^,y aus IV, so geht diese Gleichung über in

/ (Ix)„
,

, . ö^s„ ,ydy —J (I a)a
,

, • o^3„
,
, . dy

a

+/[ !
w^,y" + (q -?)..." •

((i^).,.' -(i^).,." • ^) j . .;/
a
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Anwendung des sogenamitenVariatiomscalcuPs auf zweifache und drefache Integrale. 85

Weil aber die vier Stücke dz^,,
,

fJz^^,^
, dy' , dy" ganz unabhängig von einander sind, so

zerlegt sieh letztere Gleichung in folgende vier einzelne

XXVIII) (la;),,, --=
, XXTX) W^^,, + (q'-?)^,.,/' •((!?/)..,/- (I^).,,'. • ^') =

XXX) (I^),,, = (»
. XXXI) Ti;,,. + (?'-?).,.,,. . ((I.V).,,/ - (I^).,,. • ^) =

Schaut man auf XXIX und XXXI zurück, so sieht man, dass daselbst die Differential-

quotienten der noch unbekannten Functionen y" und y vorkommen. Durch Elimination dieser

Quotienten wird jedenfalls einige Bequemlichkeit gewonnen für den noch rückständigen Theil

der Untersuchung. Differentiirt man nun XXVI und XXVII nach allem cc, so bekommt man
bezüglich'ö'

Ay' , , dy'

dx -"•" ' -L^'V
d.v

dy" , , dy"

und wenn man mittelst letzterer Gleichungen die Quotienten — und — aus XXIX und.° dx dx

XXXI eliminirt, so bekommt man

XXXII) IF,,,,. + (p' —p).,,r (I^).,." + (q' — '?)x,," • (I^/).,,/' =
XXXIII) IF,,„. + (/— p).,,. . {lx),,,y + (?' — </).,/ • (I^).,/ =

Die Symmetrie dieser beiden Gleichungen ist beachtenswerth , und sie lassen, wenn die

Aufgabe eine geometrische ist, sich geAvöhnlieh auf einfache Weise geometrisch deuten'.

Man substituire jetzt die für s gefundene allgemeine Function in die Gleichungen

XXVIII, XXX, XXXII und XXXIII, und integrire sie als totale Differentialgleichungen.

Erst die sich ergebenden vier Integralgleichungen können bei Specialisirung der zwei (in

z eingegangenen) willkürlichen Functionen benützt werden '\

Hierauf substituire man die so specialisirte Function z in die beiden Gleichungen XXIV
und XXV, und bestimme die unbekannten Functionen y' =b{x) und y" ^ß{x).

Zur Herstellung des Prüfungsmittels eliminire man vorerst d""z^,^, und d'Z-^^^,. aus V,

und beachte die vier Gleichungen XXVIII—XXXI; so bleibt nur

J{a) ßW
XXXIV) d'U^ ( rj,,^^ . dz^^ . dy —j rj,^,, . öz^^ . dy

6 (a) 6 (a)

r'Vr'l W , djj'\x ,d_W ^ i<^J^ <^„^^ dv"i\

1 Sucht man z. B. die absolut kleinste Oberfläche zwischen zwei parallelen Ebenen und zwischen zwei Flächen, so ist die

geometrische Bedeutung der zwei Gleichungen XXXII und XXXIII die, dass die gesuchte Fläche auf den gegebenen Gränz-

flächen senkrecht steht.

2 Man erinnere sich, dass in jenen einfachen Fällen, wo alle vier Integrationsgräuzen constant sind, auch jedesmal v i e r (mit

Gränzelementen versehene) Gleichungen existiren, die bei Specialisirung der zwei (in « eingegangenen) willkürlichen Func-

tionen erfüllt werden müssen.
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86 G. W. Strauch.

,dW , rl ii'i^ ,<i,W rdiJz d„dz rf „'

w

a .'/

Aas den Gleichungen XXIX und XXXI folgt

(W.„.-(I.<-L...S=-Ö
.

, .nd(W.„,^(I.).,,.5: = ^_(^)

Ferner ist

\ dx ) , ^ dy ) , dx dx ^ dx )
. r, \ di/ J

^ t, dx dx

Wenn man jetzt zur weiteren Bequemlichkeit

T F T F

bezüglich statt der Ausdrücke

l^~7^ i ,
' \~d7) ,

' l^°^~^rr7 ^^j „ ' l";^J „
*' ^ -^ X, y X

, y if 1 a X
y y x , y

setzt, und r^ zu Null wei'den lässt; so geht Gleichung XXXIV über in

a

V dy q'-g J^,
_

,^,
l -^ ^ Tj " •

" T, d.r )

dx

r r \ ,d dz d dz .2 d Sz .2-1

und weil man rj zu Null hat werden lassen, so reducirt sich Gleichung VI auf

, d (o .

(F — -^-).(AC— B-) = A.E^— 2BE.(D— w) + C.(D— o))^'

Durch Integration dieser Gleichung ergibt sich für w ein aus x
, y , 7t{x) gebildeter Ausdruck,

wo 7t{x) eine willküi'liche Function von x ist.

Man hätte nun noch die Bestandtheile Sz^,,. und o^3_, „., sowie deren Differentialquotienten

aus XXXV zu eliminiren. Allein dieses Geschäft kann man unterlassen, und verfahren wie

im vorigen Gränzfalle. Man wii'd nemlich, was auch immer die Bedeutung der Bestandtheile
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Anwendung den sogenanntenVariationscalcuCs auf zio eifach' und drefache Integrale. 87

dz^^,y und öz^y., sein mag, die in m enthaltene willkürlir-lie Function jr(x) so verwenden, dass

XXXVI) - ~\ V,.r7z^„y. + {Ixl,,. .Ä^y + <o.„r-<J^,.r

das Aggregat

("x,,/ • f>A:,y'

zu Null wird. Hiermit erkennt man, dass es diesmal von den vier Ausdrücken

I ^ ^Ml q'--? ^^,^-) I
^ dy q' — q 1

^ ,y \

abhangt, ob ein Maximum oder Minimum stattfindet.

§• 44.

Dritter GränzfalP. Man soll unter allen in Betracht zu ziehenden Functionen die-

jenige z^=<p{x^y) herauswählen,' welche bei y' :=h{x) und bei ?/" =/9(a;) bezüglich in die

ganz bestimmten und nur mit dem einzigen Veränderlichen x versehenen Ausdrücke

XXXVII) c =f{x) ,
und XXXVIII) r = fH

übei'gehen.

Diese Bedingung ist ausgesprochen durch die Gleichungen

XXXIX) <p[x,b[x)]=^f{x)
,

und XL) (p[x
, ß {x)] = \ [x)

oder kürzer durch

XLI) 3^ j,,
=r c^

,
und XLII) z^

_

j,.. = y^

Will man an die Stelle des y' und ?/" andere als die gesuchten Functionen b[x) nnd ß{x) in

die zwei letzten Gleichungen substituiren, so muss man ebendaselbst an die Stelle des z auch

andere Functionen als die gesuchte f[x,y) setzen; und weil/(a:;) und \(x) bestimmt vorge-

schriebene Functionen sind, so bekommt man diesmal

•' ^ ,v

X
, y

Eine auf diesen Gränzfall bezügliche geometrische Aufgabe ist folgende : „Es sind zwei in den festen Endpunkten der Abseissen

„a und a senkrechte Ebenen und zwei auf der Coordinatenebene X Z senkreclite Cylindermäntel c=/(x) und ;'= f(*) ge-

ngeben. Man sucht

1) zwei auf der Coordinatenebene X Y senkrechte Cylindermiintel y' =b (») und y" = ß (.?•) ;
ferner

2) eine Fläche.= ^(^-,2/)
^ (e=/(.r)j

„unter der Bedingung, dass zwischen den zwei zuerst genannten Ebenen und zwischen den beiden durch
j

/ __ j/^\|
^^^

]^,,~ If.li dargestellten Curven die Ausdehnung der gesuchten Flache die kleinste sei."
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88 G. W. Strauch.

Wenn man die schon im vorigen §. angewendeten Abkürzungszeichen p , q ^ t auch hier

wieder beibehält; so bekommt man aus den letzten vier Gleichungen

O^x,./ = 1.,v'
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Ayiwendung des sogenannten Variutionscalcul's auf zioeifache und dreifaclie Integrale. 89

III) (j W,^^.dy).&a-[j W^_^.dy).>U
b (a) 4 (a)

+J ^^)a,yöz,^^.dy —j {lx),^^.dz,^^.dy
i (a) 6 (a)

a

+f[w..,..Sy" + ((!./).,,„_ (Ix).,,„ . '-£).o^^.,,.

a

- TF.,,, . «Y-((ry)^,,, - (Ix-).,,, . ^) . ,,x,y].^^'=o

Diese zerlegt sich ohneweiters in folgende acht einzelne:

IV) (Tx)„,, =
,

V) (Iy).,,„_(Ix).„„.|:=0

VI)
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90 G- W. Strauch.

«(a)

a

r/a:

Um den Zeichenstand dieses Ausdruckes beurtheilen zu können, reducire man ihn

daihirch, dass man folgende drei Gleichungen

XIII) -^•[äß.-oX,.+ (Iy)a..-(^)^ ]+rj^,ydzly = ^^

und

gelten lässt. Es existirt aber (nach §. 9, Gleichung XVI) zur Bestimmung der l)ei(kMi Stücke

Yj und to nur die einzige Partialdifierentialgleichung

XVI) (F—^—^)(AC— B--') = A(P]-r,)^'-2B(E-r;)(D-ü,)^-C.(D— c«f

so dass entweder tj oder u> willkürlieli ist.

Man nehme tj als willkürlich, und setze z. B.

XVII) rj = {a— x).cp{y)^{ii-x).x[ij)

wo durch {^fjy) und /(?/) abermals willkürliche Functionen des einzigen Veränderlichen y
dargestellt sind. Dabei gehen die zwei Gleichungen XIII und XIV bezüglich über in

XVIII) —^ . [ SB, . r)z,
, „ + (I z/)„

, ., • (-^ )^
]" + (a— a) . ^ ( /y ) . dzi

,
„ =

und

XIX) +^ [SB, .oX,,+ (Iy)„,,.(^)^ ]-(«-a).^(j/).o^^;;,, =
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Anwendung des sogenannten VariationscalcuVs aufzweifache und dreifache Integrale. 9

1

Aus diesen beiden Gleichungen lassen sich (p{y) und
;f («/) bestimmen, wodurch es mög-

lich wird, yj in dz^^^
' (^)_^ ' ^^^'" ' (^^l „

'-^^i^^^rücken. Diesen für rj gefundenen

Ausdruck führe man jetzt in XVI ein, und intcgrire. Dann wird sich, weil in XVI nur

'^ "
und nicht auch — vorkommt, für o) ein aus x , tj , tt {x) zusammengesetzter Ausdruck

dy ^-^

eroeben, wo 7r(a;) eine willkürliche Function des einzigen Veränderlichen er ist. Aber eben

diese in o> enthaltene willkürliche Function tt {x) kann man noch so verwenden, dass auch

der Gleichung XV genügt wird.

Hiermit erkennt man, dass es von den sechs Ausdrücken

abhanot. ob ein Maximum oder Minimum stattfindet.

§. 47.

Zweiter Gränzfall'. Man soll unter allen in Betracht zu ziehenden Functionen

z= f[x ,y) diejenigen herauswählen, welche nicht allein bei x= a und bei x = a bezüglich

mit

XX) c^f{x,y) ,
und XXI) f = H^ ^ !/)

sondern auch noch bei y'=^b{x) und bei y"=ß{x) bezüglich mit

XXII) c" = /' (x ,
ij) ,

und XXIII) r" = f "
(a^

' J/)

zusammenfällt.

Dieses Zusammenfallen ist dargestellt durch die vier Gleichungen

XXIV) ^(a,i/)=/'(a,i/) ,
und XXVj ^(« , y) = f (« , ?/)

XXVI) ,p[x,bix)]=^f"[x,bix)] . und XXVII) <p[x
, t3ix)] = f [x

,
ß{x)]

oder kürzer durch

XXVIII) ä;^,, = cl„ ,
und XXIXj .s,,,,, = r«../

XXX) s,.
, ,/ = c':

,

,. . und XXXI) z.
.
,/= r'i ,

."

Wenn von jetzt an zur Bequemlichkeit die Abkürzungszeichen

p ,q ,r ,s ,t
, ^y ,

^'
,

?•'
,

5'
, r , p'

,

q'
, r' ,

6'
. f , p\ q ,

r" .
s'

,
t"

,

p"
,
q"

, r" ,
6"

, t"

und zwar in demselben Sinne wie in §. 29 gebraucht werden: so folgt (nach 1,. 2(3) aus rien

Gleichungen XXVIII und XXIX, dass

XXXII) oX,„ = {p — P\.',
'^^

XXXIIIj dz, „
r^ (p' — p )„ . „ . ft a

Eine auf diesen Gränzfall bezügliche geometrische Aufgabe ist folgende: „Man sucht zw.chenv .er gegebenen Flachen de

„kleinste Oberfläche unter allen denen heraus, von welchen zwei der gegebenen Flächen nach einfach ^^''---'-^u -

:.en gesehnlUen werden, die so gelegen sind, dass deren Ebenen nait einander parallel laufen und auf der Axe X senUrecht

„stehen."
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92 G. W. Strauch.

ist. Ebenso folgt (nach §. 43) aus XXX und XXXI, dass

XXXIV) oX,,. =: {q" — q)^,y. . dy'

XXXV) oX,,"= (q" — ?).,/' -oY'

ist. Der Gränzengleicliung aber muss man diesmal folgende Form geben

:

J(a) J{^)

XXXVIj j
(P^;,,.<?« + (Icr),,,. oX,J .f?3/ — / (T^a..-«5'a+ (Ix),,„ . (?2,,,) . rfy

4 («) 4 (a)

>^.
.
y"

- -PT.,,, . dy' -((!?/).,,. - (Ix).,,, . ~) . dz^„y'\.dx =

Wenn man hieraus die vier Bestandtheile Sz^,, , ^''a.y ? ^^x.y i^iid o3. ,y" eliminirt; so

gelangt man zu folgenden vier einzelnen Gleichungen:

XXXVII) TF.,, + (p' '-
l^k,, . (lx%,^, =

XXXVIII) W,
,
, + (p'—p)^_^. (I a,)„

,
,^
= ü

XXXIX) W^
,

,, + (j)" —PI ,

,. . (Ixl
,

^,, + (r/' — q)^ ^. . (I y)^ .

, =
XL) W^

,

,„ + ip" —pU ,

y. . {Ix)^
,
^,, + (q" — ?), ,

,„ . {Ujl
,

,. =

welche, wenn die Aufgabe eine geometrische ist, sich auch jedesmal auf einfache Weise

geometrisch deuten lassend Es ist jedoch zu bemerken, dass die Gleichungen XXXVII und

XXXVIII öfters eine schöne symmetrische Gestalt annehmen, wenn man (nach §. 26) statt

der Potenzen

\ dv ) V dy )„

die bezüglich gleichgeltenden Producte

(d z ^ , d e' , d 2 ^ ^ d y'

setzt; und dann ist die geometrische Deutung desto leichter.

Man substituire nun die für z gefundene allgemeine Function in die vier letzten

Gleichungen (Nr. XXXVII— XL), und integrire sie als totale Differentialgleichungen. Erst

die sich ergebenden vier Integralgleichungen können benutzt werden zur Specialisirung der

in z eingegangenen willkürliehen Functionen.

Hierauf benütze man die beiden Gleichungen XXVI und XXVII zur Bestimmung der

beiden Functionen y' =b(x) und y" =/9(ic).

Zuletzt dienen die beidea Gleichungen XXIV und XXV zur Bestimmung der für a und

a gesuchten Werthe. Das dabei anzuwendende Verfahren ist bereits (aus §. 26) bekannt.

Setzt man 6 (a) und /5(a) statt ?/ in XXIV und XXXIl ein, so bekommt man bezüglich

1 Für die in der letzten Anmerkung gestellte geometrische Aufgabe werden diese vier Gleicliungen (Nr. XXXVII — XL) die Be-

deutung haben, dass die gesuchte Flüche auf den vier gegebenen üranzciiichen zugleich senlirecht steht.
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Anwendung des sogenannten VariationscalcuVs aufzweifache und dreifache Integrale. 93

XLI) f [a , 5 (a)] =/ [a , h (a)]
,

und XLII) 5^ [a , y9 (a)] =/' [a
,
y9(a)]

und

XLIII) oX.Ma) = (y — i^)a,6(a)-'9a , Und XLIV; 0^3,, ^(„)
= (p' — ^),,^(„ . *a

Setzt man 6 («) und ß{a) statt ?/ in XXV und XXXIII ein, so bekommt man bezüglich

XLVj f{fj. , b{a)] = f [a , 6(a)] ,
und XLVI) f [« , /?(«)] = f [« • ß{a)\

und

XLVIIj Sz„
, 4 („,

= (p' — i?)„ , 4 (a) . * « , und XLVIII) (?3„
, ^ <„, = (p' — i>)„ , ^ („) • * «

Setzt man a statt x in XXVI, XXVII. XXXIV und XXXV ein, so bekommt man

beziiglic'li

XLIX) ^ [a , & (a)] =/" [a , b (a)]
,

und L) f?
[a

,
/9(a)] =--

f" [a . ß (a)

J

und

LI) dz,
_ j (,)
= (q" — ?), , j (a)

• o"6 (a) ,
und LH) ^z,

, ^ (a,
= (q" — ?)a , ^ (a) • o'/9(a)

Setzt man aber a statt a; in XXVI. XXVII, XXXIV und XXXV ein, so bekommt man

bezüglich

LIII; <p[a,b{a)]=f"[a,b{a)] , und LIV) ^[{a
,
ß{a)] := r'[r, . ßia)\

und

LV) dz, ,,(„) = (q" — q)a.>, (.) • ^b [a) ,
und LVI) dz,

_ ^ ^^^ = (q" — y) , ^ ,„, . dß (a)

durch Verbindung von XLI mit XLIX. von XLII mit L, von XLV mit Llll, und von XLVI
mit LIV wird man zu folgenden vier neuen Gleichungen

LVIIj 3.,,(,)=/[a,6(a)]=/"[a,6(a)] . LVIII) s,,,^,) =/'[a
,
/9(a)] = f"[a

,
/9(a)]

LIX) s„,,(„)=f'[a,6(<z)]=/"[«,6(a)]
,

LX) 3„,^(,, = f'[a , /5(«)] ^ f"[« ,/?(«)]

gelangen; und sobald eine einzige' derselben einen Widerspruch in sich trägt, ist unser

zweiter Fall, so wie er hier gestellt ist, unmöglich. Sollten aber die vier vorgeschriebenen

Functionen

f'{x,y) , f'{x,i/) , f"{x,y) ,
\"{x,y)

Stücke in sich enthalten, die noch willkürlich sind, so müssen letztere sich so specialisiren

lassen, dass jene vier Gleichungen (LVII— LX) erfüllt werden.

Durch die Verbindung von XLIII mit LI, von XLIV mit LII, von XLVII mit LV,

und von XLVIII mit LVI wird man noch zu folgenden vier Gleichungen

' Besonders durch die (in der ersten Anmerkung dieses Paragraph's gestellte) geometrische Aufgabe lässt sich die Notbwendig-

keit. dass diese vier Gleichungen stattfinden müssen, ganz leicht veranschaulichen. Die gesuchte Oberfläche wird nämlich

von vier Curven begränzt, von denen jede auch in einer Gränztläche liegt. Es befinden sich aber je zwei dieser Gränzcurven

einander gegenüber und werden von den beiden anderen geschnitten , weil man sonst keine Fläche mit ihnen begränzen

könnte; und jeder dieser vier Durchschnittspunkte ist zweien der Oränzfläohen gemeinschaftlich.
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94 G. W. Strauch.

LXI) <?6(a)=(4^) .ßü . LXII) dß{^)^{^^] ..5a

LXIII) (?6 ( «) = (
^^^ 1 • * « . LXIV) rjß («) = (4^

)

.
''> «

geführt, und hieraus erkennt man, dass zwischen db[a) und /9a, zwischen dß{i\) und '9a,

zwischen db[a) und ?9«, zwischen (jß{'j.) und ;9« Abhängigkeiten stattfinden, während ^>6 (a;)

und dß[x), so lange a; noch allgemein ist, ganz willkürlich sind.

Jetzt hat man noch das Prüfungsmittel herzustellen. Dazu mögen jedoch folgende An-

deutungen genügen.

1. Man eliminire die ausserhalb der Integralzeichen stehenden Bestandtheile

M(a) , .-*(«) . »-«a) . ißi.) . (ll . {^l , (%l ,

('i)_

und reducire hierauf so viel als möglich.

2. Die beiden, mit den Integralzeichen/ und / versehenen Theilsätze richte man so

6{a) i(a)

ein, dass die Potenzen &a- und ßa^ aus dem Integralzeichen heraustreten. Dieses geschieht

auf dieselbe Weise, wie in §. 29; allein statt der dortigen Gleichung LI bekommt man hier

folgende zwei:

LXV) -^, . [3S; . (p' -p),,, + (I?/),., . (*'— ^X,J . '9a^ -)?.,,. ip'-p).„ '9a-^ =

unc

Lxvi) ^ . [m: . {p'-p\,y + {iy)a.y (e' - *)«.,]^ • *./ - r;,,,
. ip'-p),,, . &d' = o

Weil aber rj eine willkürliche Function ist. so kann man, wie im vorigen §. , setzen

^ = {a —x) . (p iy)
J^ [a— x] .x{y)

Wenn man jetzt bei LXV den gemeinschaftlichen Factor »9 a- weglässt, so bekonmit man

LXVII) ^, . [3ß/ . {jy'—p)a
,
, + ijy). .y{s'— s\

, ,Y
— (<z — a) . ip'—p),

,

, . 4>{y) =

Wenn man ebenso bei LXVI den gemeinschaftlichen Factor ßar weglässt, so bekommt

man

LXVIII) Y^.[Sß;.(p'--p).., + (I?/)„,,„.(ö'-5)„,J — (a — «). {^'—p)^^^.x{y) =0

Diese beiden Gleichungen liefern aber die Mittel, rj als eine ganz bestimmte Function

darzustellen.
a

3. Zuletzt befreie man den mit dem Integralzeichen / versehenen Theilsatz von den zwei

a

Bestandtheilen d~z^ ^. und d'^z^^,.^ und benütze die mit x,y ,7:{x) versehene Function co so,

wie von früheren Anlässen hinlänglich bekannt ist.
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Anwendung des sogenannten Variationscalcul's aufzweifache imd drefache Integrale. 95

ZWEITE ABTHEIEUNG.
Anwendiino- des (susenannten) VariaUonscalfiil's auf dieilactn' liitcoialt'.

Erster Abschnitt,

wo solche Integrale vorkommen, bei denen die Gränzen sowohl der ersten als auch der zweiten Integration

nnahhäiigig sind von jenen Verändeilichen, nach welchen die folgenden Integrationen durchgeführt werden

sollen.

Unters u c li u n g 13.

§. 48.

d w d w d ^ tc

Es sei TFein reeller, mit den Bestandtlj eilen x,y,z,io, -^
,
^^, —- versehener, Aus-

•^
d.v dl/ dz

druck; und man sucht für w eine solche reelle Function der drei Veränderlichen x.y,z,

dass folgendes Integral

I) U=l I j W.dz.dy .dx

wo c und ;- keine Functionen von x und y . und wo b und ß keine Functionen von x sind,

rin Maximum oder Minimum veird.

Die Wertlie von ajü-jb^ß^c,}- sind hier als constant zu betrachten, jedoch mit steter

Rücksicht, dass «> a,^>6 und ;-> c ist.

d w d IC d^ v>

Man setze zur Abkiirzuno' p ^n ,r bezüglich statt -^
,
^^ , — : so bekommt man vorerst

'^ ^ -
-' ' => dx ^ dy ^ dz ^

r''r'^r\d W d W d dw d W d dw d W d 3u! -i

II, r)U^ \^^r)w + ^^.-—+ ^^.^^ + ^~.-^~\.dz.dll.dx
J J J l '^"' dp (U ~ dg dy ^ dr dz ]

^

Man bezeichne, um noch mehr abzuküi'zen, die zu den drei Differentialquotienten der

ersten Ordnung

d^dio d rJw d,dw

dx '

dy ' dz

gehörigen Factoren bezüglich mit

[Ix)
,

(Uj)
,

{Iz)

so gestaltet sich letztere Cileichung auf folgende Weise:

a Ä e

Die Zweckmässigkeit dieser drei Abkürzungszeichen wird man am besten erkennen,

wenn man auf frühere Anlässe (§. 8, §.15 und §. 21) zurückschaut.

Man beachte, dass die durch (I x)
,
(I ?/) ,

(I s) repräsentirten Ausdrücke das cc, das y und

das z sowohl unmittelbar als auch mittelbar in w,p.q,r enthalten, und dass die durch dw
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96 G. W. Strauch.

djw d i^w djw dj'iw d d'^ic dj'^w
—— , —— ,

~—
, d'w , ,

— ,
, etc., vorbestellten Ausdrücke nur als unmittelbare

dx ^ dy ^ dz ^ ^ dx ' dy ' dz ^
' °

Functionen von x,7/,z zu betrachten sind. Dieses berücksichtigend kann man der Gleichung

in auch folgende f^orm geben

:

-"''^"-d^((lx).3u,) d^({Iy).3u,) d^({U).d«,)

IV) -'u-fffr^T I

'.^
I

d z

lä^W iß-x) dßy) dA^^)s.
"I+ (

— —= — ' — 1 . dw I . dz . dy . dx
' V d«o dx dy dz J J

^

Führt man bei den durchlaufenden Differentialen die betreffenden Integrationen aus, so

gibt sich weiter

Vj o^C/^=yjr[(Ia;)„,,,,.o^M;,,,,, — (Ta;),,,,..oX,.,-] • dz . dy

a ß

+ /yyr(^_^_f£i_i£i_i£i) .sv,\.d..dy. d.
J J J \_^ dw dx dy dz ) J

"^

& b c

Hieraus folgt die Hauptgleichung

' dw dx dy dz

und die Gränzengleichung

VII) yy[(Ia:),,,,3-'?M'.,.,..— (Ia?)a,.,.. .oX,.,-.] .dz.dy
h e

a Y

+ //[(!?/)., ^,.- o^ü,,^,,— (I?/).,6,.- o"«',,«,,] . dz. dx
a c

a ß

+ ff[{^^%,y,r-O^^^.y,r-{^^)^.y-^-^^^,v,A-dy-dx =
'a-^4

Die Hauptgleichung wird in der Regel eine Partialdifferentialgleichung der zweiten

Ordnung sein; und dann nimmt ihr allgemeines Integral zwei willkürliche Functionen in

sich auf.

Die Gränzengleichung hat bereits die Werthe a,ry.,b,ß,c.y in sich aufgenommen, und

dient dazu, die in der gesuchten Function w ^=p(x,y ,z) befindlichen willkürlichen Stücke zu

specialisiren, welche sich aber bald so bald so modificiren werden, je nach den verschiedenen

Gränzbedingungen.
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Anwendung des sogenamiten Variationscalcul's auf zioeifache und dreifache Integrale. 9 7

§. 49.

Nun ist das Prüfungsmittel herzustellen, welches, wenn man die Hauptgleichung VI
beachtet, zunächst folgende Form annimmt:

a 1^

a /,

+ / / / L . dw^+ 2K. dw . -^ + 211. diu . -^— + 2G. rho .
-~

a /> '

"^ dx J dx , dy dx dz

. d 3 w .2 ddw d,(Jw , d ß w .-'-i

+ C
(-r,-) + 2B V--^- + A. (~) ].rf..<,.,(.^

WO man sich aber zu denken hat, dass die durch die Gräuzbedingungen bereits sjjecialisirte

Function w=^<p{x,y,z) eingeführt sei in die durch A,B,C,D,E,F,G,H,K,L repräsentirten

Ausdrücke.

Man hat nun die Bedingungen aufzusuchen, unter denen d' ü, während man sich unter

r?w jede beliebige Function von x,y,z vorstellen kann, beständig positiv oder negativ bleibt.

Zu diesem Zwecke versuche man, ob man dem unter dem dreifachen Integralzeichen stehen-

den Aggregate folgende Form geben kann

:

'-^' jjn dx dy dz

dz an dx ]dy

(d 'J to d 3 wV + s- • -V- + ® '''Adu dx )

. d^d w

+ |) . (^^ + 3 . r;?ü) + Ä . diö'\ . dz . dy . dx

und wenn man letztere Form mit dem in Gleichung VIII unter dem dreifachen Integral-

zcir-hen befindlichen Aggregate vergleicht, so bekommt man

X) 51 = A , XI) ö = ^ . xiij e = X ,

XIIIj 5) = ——
, XIVj fö = -

A ^ A

XVJ it = A^Zl^ , XVI) ® = A.(//-a,)-I3.(G-/)

l>«iikschriften der marheni.-naturw. CI. XVI. Bd. Abhandl. v. Nichtmitsl.
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98 G. W. Strcntch.

ACP+SBDE — A.E2 — C.D2 — F.B2
XVII) ^

XVIII) 3

A C — B-

(AC — B2).(^ — 5y)
4- (BD — AE).(i7— u>) + (BE — CD) . (G — /l)

(AC — B"-) . F + (BD — AE) . E + (BE — CD) . D

und

d in d 10 d X

Man hat also nur zelin Bestimmungsgieichungen, während doch die dreizehn Stücke

zu bestimmen wären, so dass drei derselben willkürlich sind.

Weil aber diese zehn Bestimmungsgleichungen nichts einander Widersprechendes ent-

halten, so ist die in IX aufgestellte Form in der That möglich. Führt man jetzt bei den durch-

laufenden Differentialen

äjri.dw^) rf^(a).(J?i)2) d_,{X.dic-)

dx ' dy ' dz

die betreffenden Integrationen aus, so geht VIII über in

ß r

XX) d'
6"=JJ

[(Ix)„,,,3.(fzü,,,,., + jy,,^,, •ö^«««,.,.

ö c

a Y

a c

— (I«/)x,«,c • o'w,^,^, — ü)^^,,. oio':^,^,] . dz . dx

— (Is),,„,, . o'zü^,y,, — >..,,,,. diol^„^/\ . dy . dx

a Ä c

, d (Jto d (Jw ^ -

+ ^ . [~ + ^ . dwj + Ä . ^;i<;- . dz . dy . dx

Schaut man wieder auf die zehn Gleichungen Nr. X —^XIX zurück; so sieht man, dass die

in der neuen Form XX befindlichen sechs Stücke

vollständig durch Stücke bestimmt sind, welche sich in der ursjjrünglichen Form VIII befin-

den; und somit darf man die oben besprochene Willkürlichkeit auf diese sechs Stücke nicht

anwenden. Man benütze aber diese Willkürlichkeit vorerst dazu, dass man Ä zu Null werden

lässt. Dabei reduciren sich die beiden letzten Gleichuno-en auf
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Anwendung des sogenannten VariationscalcuVs aufzweifache und dreifache Integrale. 99

d T] dm d X

XXI) L-— _ -±- _ ^ _ 2t .
^^ _ ® . ©^ -_ D . 3^ ^

und

J-f

/a ,1/ ,z ' ^^^a
, ?/ , 3

XXII) o-C^=jJ[(Ix)„,,,,.o^^«,„,„,, + 5y,

ö c

— (I »).••
, .V ,

-- • '^'^"a ,,,.-• — 'ya
, y ,--• '^«'a ,,,. ] •

f^S
•
dl/

a y

+JJ
[(I^/).,,?,. •'?'««.,,?,. + ö>,,^,,. r;?0^,^,,

a c

a ,5

a /j

r P r\ , d liw d„ S w d d w ^
-

\lfj\^^ (^ + ^--^ + <^ -^ + ® • H
a /j ^

+ ® •
(V + ^ •^ + ® • H + ^^- (V + 3 •

o^^)].d..dy.dx

In den beiden letzten Gleichungen befinden sich aber immer noch zwei willkürliche

Stücke. Nimmt man i^ und (o als willkürlich, so kann man tj eine solche Function von // und

z sein lassen, dass die nach ?/ und nach .3 identische Gleichung

stattfindet; und co kann man eine solche Function von x und z sein lassen, dass die nach x

und nach s identische Gleichung

stattfindet. Weil aber für rj eine E'unction von ?/ und z gesetzt worden ist, so ist —— = U
;

du)
und weil für co eine Function von x und z eesetzt worden ist, so ist —— ;=Ü. Gleichung XXI

f^ dy

reducirt sich also auf

XXIII) L — ^ — «l . 3D'^ — ® . ©^ — C) . 3' =

Wenn man jetzt diese Partialdifferentialgleichung, welche nur noch den einzigen Diffe-

dj
rentialquotient -^^ enthält, integrirt; so bekommt man für A einen mit x

, y , .3 , ;r (a-
, _</)

versehenenAusdruck, wo tt (x
, y) eine willkürliche Function von x und ij ist. Kann man

sodann tt (x
, y) so verwenden, dass die nach x und y identische Gleichung

stattfindet; so reducirt Gleichung XXII sich auf das dreifache Integral, d. h. man bekommt
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100 0. W. Strauch.

'h « 'c

,d8w d^dw ,
^

, di'tic 'i~\

+ ^\^ ^% -^ ^ ^'^ <i^<^] r t>\-^ ^ ^- ''^o)\. cU . dy . d.

Aus dieser Form erkennt man, class, wenn X sich als reell bestimmt, der Zeichenstand

des d'- U nur von den drei Stücken 5( , ® , >^ abhangt; d. h. wenn man dem z alle stetig-

nebeneinander liegenden Werthc von c bis ^, sodann bei jedem einzelnen dieser Werthe des

z dem y alle stetig nebeneinander liegenden Werthe von b bis ß, und endlich bei jedem ein-

zelnen dieser Werthe des s und des y auch dem x alle stetig nebeneinander liegenden Werthe

von a bis a beilegt; und wenn dabei

1. jeder der drei Ausdrücke 9t , (E und S) positiv bleibt, so ist auch <?" f'^ positiv : wenn

aber dabei

2. jeder der drei Ausdrücke 91 , ® und ^ negativ bleibt, so ist auch r?" ü negativ.

Schaut man jedoch auf die Ausdrücke X, XIV und XVII zurück, so erkennt man, dass

91 . ® und ^ ganz dieselbe Bedeutung haben, welche sich ergibt, wenn man das Aggregat

d Sw .- d d w d dw . d itw ''

\ dx J dx dy V dy '

d d w d d ic d <i w d d w , d d w '^

j^2G.-^—r- h 2B.—-.-1— + A.f—--]
dx dz dy dz \ dz )

auf die Form

d ß w d d 10 d Sw .- . d 8ic ddw.^ , d^S w '-

bringt; und so ist man zu folgender höchst beachtenswerthen ßegel gelangt:

„Wenn der für <?'" U sich ergebende Ausdruck positiv oder negativ sein soll, so muss das

„Aggregat positiv oder negativ bleiben, während man dem z alle stetig nebeneinander

„liegenden Werthe von c bis y, sodann bei jedem einzelnen dieser Werthe des z dem _?/ alle

„stetig nebeneinander liegenden Werthe von h bis y9, und endlich bei jedem einzelnen dieser

„Werthe des z und des y auch dem x alle stetig nebeneinander liegenden Werthe von a bis a

„beilegt".

Dabei beachte man noch den Ausnahmsfall: Wenn von den zwei Ausdrücken ® und f)

entweder einer oder auch beide zugleich bei einigen oder bei allen den genannten Werthen

des X, des y und des z zu Null werden, so bleibt die oben ausgesprochene Regel noch immer

anwendbar; sie verliert jedoch alle Anwendbarkeit, sobald auch nur ein einziger der zehn

Ausdrücke

L , 7^: , i/ , G , F , E , D . C . B , A

bei irgend einem der genannten Werthe des x, des y und des z Null in den Nenner

bekommt.

Nun ist man auf dem Punkte, der Gränzengleichung zu genügen; und zu diesem Ende

mögen folgende vier Fälle vorgenommen werden.
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102 G. W. Strauch.

Hier kann man die beiden Ausdrücke tj und w kurzweg zu Null werden lassen; dann ist auch

sowie

(ti^,ß..-dwl^ß^, — (ti^^,^,.dwl^,^, = , und "^ =

und Gleiehunßf XXI reducirt sich auf^ö

dz

Wenn man jetzt diese Partialdifferentialgleichung integrirt, so gibt sich für X ein mit

cc , ?/ , s , TT (ic , ?/) versehener Ausdruck, wo -{x
, y) eine ganz willkürliche Function von x

und y ist. Aber eben diese in k enthaltene willkürliche Function tt {x ,y) kann man noch so

benützen, dass auch die nach x und y identische G.leichung

stattfindet. Dabei reducirt sich Gleichung XXV auf das dreifache Integral ; und es hangt, wie

schon im vorigen §. näher auseinander gesetzt wurde, von 51, (S und S) ab, ob ein Maximum

oder Minimum stattfinde.

§. 51.

Zweiter G ränzfalP. Die gesuchte Function soll nur aus jenen herausgewählt werden,

welche alle bei x = a. x= a, y^=b, y=ß, .3= c, s = ;- sich bezüglich in folgende sechs

Ausdrücke

3i(?/,s) ,
g,(?/,s)

, %s{x,2) , %i{x,z)
,

%,{x,y)
,

%{x,y)

specialisiren. Bei dieser Vorschrift müssen folgende drei Systeme von Gleichungen

6 ö'^ö,
, „ ,

, = , diD^^,j_, = , o- 10,
, , ,

, = ,
()- 10^

, , ,
, = , etc.

cT ow,^,^, = () , r??o,.__j,,= , r?-tö,^j,, = () , d-io,^ß^, = , etc.
_

^ oio,,y,. = , o^iü,.,„,, = , o"-^o,,^,, = , ()-'io,^„^^= ,etc.

stattfinden. Jetzt fällt die Gränzengleichung VII von selbst liinweg: und wenn die obigen

sechs Ausdrücke bestimmt vorgeschrieben sind, so müssen auch die sechs Gleichungen

') ^na,i/,s)=Si(j/,2J , 8j f(«,y,-) =g3(?/,-) : 9) <p{x,b,z)=%^{x,z)

10) <f{x,ß,z)^%,{x,z)
,

11) (f(x,y.G) = %,(x,y) , 12) <p(x ,y ,r) =^A^, P)

bei Specialisirung der durch Integration der liauptgleichung eingegangenen willkürliehen

Stücke mitbenutzt Averden.

Der, in XXII aufgestellte, allgemeine Ausdruck des Prüfungsmittels reducirt sich jetzt

ohneweiters auf das dreifache Integral, so dass es diesmal gar nicht nöthig ist, sich um die

drei Stücke rj , o) , k zu bekümmern.

1 Dieser zweite Gränzfall ist dem zweiten in der ersten Untersucliung li;'. 11) .iiialog.
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Anwendung des sogenannten VariationscalcuFs aufzweifache und dreifache Integrale. 103

§. 52.

Dritter GränzfalT. Wenn für die Gränzen die drei Gleichungen

13) /K,,„,.,eo„,,„,..)= , 14) /"K,,,,.,,zü,,,,J= , 15) /"K,„,.,z«.,„,J =
vorgesehrieben sind ; so besteht

zwischen dw^,^^, und c?w„
,, ,

zwischen öio^/,^. und Sw^^..

zwischen <jto,„^^ und dw^^,^.^

eine Abhängigkeit. Man behandle ow^^,^^^ , dto^^^^, , ^w^,,, ,, als abhängig, und eliminire

diese Bestandtheile ; so nimmt, wenn man nach dem Vorgange des §.12 verfährt, die Grän-

zengleichung VII folgende Form an:

ß r

XXV) /"/"[(Ix),,,,, — (Ia?)a,,,. • '^'] oX..,.- .dz.dy

+Jj [(!?/)., ^,.— (I?/).,6,.-F] .öw.^^^^.dz.dx
a c

a ß

+Jj [{^^)x,y,r— (Is).,,,..^^"'].r?«ü,,^,y.C?3/ .dx = ()

a b

Diese Gleichung zerfällt nun in folgende drei einzelne:

16) (Irt:),,,,,-(I^),,,,,.«ß' =0
17) (I?/).,^,.-(Iy).,,,..r =0
18) (Ir4,,,,-(l3),,„,,.r'-0

Man hat also hier abermals sechs Gleichungen (Nr. 13— 18), welche bei Specialisirung der

in w eingegangenen willkürlichen Stücke mitbenutzt werden müssen.

Eliminirt man jetzt auch o^^0J ,, ., d'iO-, g^, und d^w^,^,., so nimmt, wenn man abermals

nach dem Vorgange des §. 12 verfährt, Gleichung XXII folgende Form an:

XXVI) d' U=jjba ,,,..— ^h , . , . •
'^"' - (I^)a

, . . . • O'] . dwl ^,^^,.dz.dy

+
a c

a ß

^//[A.,,,>- - K,y,. .'V- [l^l,y,r .^"]. oiol,,, ,, . dy . dx
a b

a 6 c

,d dw dßw -' r^,ß^ \^1 , , ,

1 JHeger dritte Uränzfall ist dem dritten in der ersten Untersueliung (§. 12j analog.
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104 G. W. Strauch.

Nun erinnere man sieli, dass von den drei Stücken tj ^ co ^ X zwei willkürlich sind, weil man

zur Bestimmung derselben nur die einzige Gleichung XXI hat. Um daher den Ausdruck

XXVI so einzurichten, dass nur das dreifache Integral zurück bleibt; lasse man vorerst

folgende zwei Gleichungen

19) ^^,,^_^-4,^_^..r''_(Is),^„,^.ri"'=

20) «,,,,, ..-o;,,,..,.r^-(ly)..,,,.0" =
stattfinden.

Aus Gleichung 19) bestimmt sich k als Function von x und y. und deshalb ist -^=0.
dz

Aus Gleichung 20) bestimmt sich co als Function von x und z: und deshalb ist -^— = 0.

Wenn man jetzt für X und u> die aus 19) und 20) sich ergebenden Ausdrücke in XXI ein-

setzt, so bekommt man

21) L — -^ — 31. 2)^'— ® .
®-— f).3-= 0.

Diese Gleichung, wo die für X und o» gefundeneu Ausdrücke als bereits eingeführt

gedacht werden, enthält nur den einzigen Partialdifferentialquotient -^. Man bekommt also,

wenn man integrirt, für tj einen mit a;',?/,2:,7r(?/,s) versehenen Ausdruck, wo TtlT/^z) eine gans

willkürliche Function von ?/ und z ist. Aber eben diese in ;y enthaltene willkürliche Function

7r(y,z) kann man noch so bestimmen, dass die Gleichung

.. 22) ry„,,,..-^,,,,„.r' — (I^)a,„.-O' =
erfüllt wird.

Wegen der drei Gleichungen 19), 20), 22) zieht sich XXVI auf das dreifache Integral

zurück: und die Kennzeichen, ob J- C/^ positiv oder negativ sei, sind abermals abhängig von 31,

6 und |).

§. .^3.

\ ierter Gränzfall. Wenn für die Gränzen sechs Gleichungen, z. B.

F>('<'a.„,.-. ^<^«,„,.) = . F, (?<;,,,,,, ?^;^^^__.) = , F3(zo,,,,.., ?«,,„.,.) =

vorgeschrieben sind ; so hat man eigentlich wieder den zweiten Fall, d. h. es finden wieder

die (in §. 51 aufgestellten) Gleichungen 5 ? cT ? '^ statt. Dabei fällt die Gränzengleichung

von selbst hinweg, und das Prüfungsmittel zieht sich ohneweiters auf das dreifache Integral

zurück, so dass man auch diesmal sich um die drei Stücke ;y , w , y^ nicht weiter zu bekümmern

hat. Und so fort.

§. 54.

ErsterZusatz. Nicht immer müssen in dem Ausdrucke IFdie drei Differentialquotienten

--— ,-—-,^— zugleich enthalten sein, sondern es kann auch einer f)der zwei derselben fehlen.
Q/tJC "2^ ^''^

Das Verfahren, besonders das bei Herstellung des Prüfungsmittels, ändert sich alsdann ein

wenig, wie in folgenden zwei Beispielen gezeigt werden mag.
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Anwendung des sogenannten Variationscalcurs auf zweifache und dreifache Integrale. 105

d^w d^.

Erstes Beispiel. Es sei TF ein reeller, mit den Bestandtheilen a:,?/, s,w ,—,— ver-

sehener Ausdruck, und man sucht für w eine solche Function von x,i/,z, dass das Integral

XXVII) ü=
j 11

W . dz . dij . dx

ein Maximum oder Minimum wird.

Hier bekommt man die Hauptgleichung

d^^W d^(lx) d^{\y)

XXVIII) — -=r= — =7= = ö
•' dw dx dy

und die Gränzengleiehung

'*„>'

XXIX) yy[(Ix),,,,,.r;zü,,^,.. — (Ix), ,^,3. (?«?,,,,,]. dz.dtj

+jf[(j!/)..ß,.
^^^<'.,^,- — (I?/)x,4,= • ''^w,,,,,] . dz . dx = ü

a c

Bei Herstellung des Prüfungsmittels hat man diesmal dem dreifachen Integral

rV rr d^Su! d,Sw dSw'^

Abc

^ 2 £ . ^- .
^^- + (7 . U— 1 \.dz.dy.dx

' dx dy ' ^ äy J ] -^

die Form

^^''" ///[^V-- + ^H,^ + ö (V + ä^ + ® • "'")

a ö c

+ |) . (^ + 3 . die] + Ä . diD- \. dz . dy . dx

zu geben. Hierbei gelangt man zu folgenden Gleichungen:

_ C.F-E-' _ C.(K-yi)-E.{H-a>)0—
C ' 'vi

—
c.F-E^

und

XXXII) L-Ä-^^-^-®.®^-^.3'^ =

Man hat also diesmal nur sechs Bestimmungsgleichungen, während doch die acht Stücke

zu bestimmen wären, so dass zwei derselben willkürlich sind. Weil aber unsere sechs Be-

stimmungsgleichungen nichts einander Widersprechendes enthalten, so ist es in der That

möglich, dem Integral XXX die Form XXXI zu geben.

Denkschriften der mathem.-natnr« . Cl. XVI. Ilil. Alihandl. v. Nichtmiti;!.
°
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106 . Ct. TF. Strauch.

Es sind aber die in der neuen Form XXXI befindlichen drei Stücke

vollständig durch Stücke bestimmt, welche sieh in der ursprünglichen Form XXX befinden;

und somit darf man die oben besprochene Willkürlichkeit auf diese drei Ausdrücke nicht

anwenden. Man benütze aber diese Willkürlichkeit vorerst dazu, dass man Ä zu Null werden

lässt. Dabei reducirt Gleichung XXXII sich auf

d ri dm
XXXIII) L —^ — ^ _ ® .

©2 _ ^^ _ 32 _ Q

und für das Prüfungsmittel selbst bekommt man im Allgemeinen

XXXIV) d' ü = ff [{Ix),
, , ,

. . o^^Zü„
, , ,

., + iy„
, , ,

.. . diol
, „ ,

.

« *<•

a Y

+JJ [(Iy)x,^,.-o''«Ox,,},. + (».,ß,.-owl^^^,

a. c »

— (Ii/).,4,.- o'^ü,,5,, — w,,«,,.oX.,4,J .dz.dx

r r Cr .ddto d iiw ^2 , d^3w .'--i

Verfährt man jetzt mit XXXIII und mit XXXIV ebenso, wie man früher (in §. 49 bis

53) mit XXI und XXII verfahren ist; so wird sich auch jetzt das Prüfungsmittel jedesmal

auf

rVrr .dSto d.Sto ,2 ,ddw ,2-1

XXXV) d' ü^
Ij j

^<^ .{^ + %^ + & . die) + |) . (^•+ 3 . rho) ^.dz. dij . dx
i\ b f

zurückziehen, und man erkennt, dass der Zeichenstand des cF ü von den beiden Ausdrücken

@ und |) abhangt. Diese sind aber ganz die nämlichen , welche sich ergeben, wenn man das

Aggregat

(d,Sw .- dijw- d^Sw ,d_dzo -

dx )
~

dx dy ' \ dy J

auf die Form

bringt.

Der Zeichenstand des ^ ü ist also diesmal vom Aggregate 3 abhängig.
d^u-

Zweites Beispiel. Es sei IFein reeller, mit den Bestandtheilen x, y ,z
, 10 ,

—
- ver-

sehener Ausdruck; und man sucht für tc eine solche Function von x,y,z, dass das Integral

aßt
XXXVI) ü=

j j I
W.dz. dy . d

x

ein Maximum oder Minimum wii-d.

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



Anwendung des sogenannten Variationscalcuts aufzweifache und dreifache Integrale. 107

Hier bekommt man die Hauptgleidiung

d W d {1.v)

XXXVII) ^ ^== =
' dw dx

und die Gränzengleidiung-

XXXVIII) fflilx),^^^^. r;;o,,„,, — (Icc),_,_, . r;io,,„,.. ] . dz.dy =

Für das Prüfungsmittel bekommt man zunächst

/J r

+JJJ [^ •

'''^' + -^^- ^^"^
• -V + F

• (V ) ] • ^- ^^^- ^^-

n 6 f

Wenn man jetzt, wie in §. 49 und §. 54, den Ausdruck ^ zu Null werden lässt, so kann

man dem Prüfungsmittel diesmal folgende Form

ß r

XXXIX) d- Ü=JJ [(I x%
, , ^

, . d'w,
, y , , + 3Ja , , ,

. . f)wl
_ , _

,

a Ä c

geben, während zur Bestimmung von tj die Partialdifferentialgleichung

(L-i;;}-F=(A--#

integrirt werden muss. Dadurch ergibt sich für y^ ein mit x ,?/,z,-(]/,z) versehener Ausdruck,

wo TT (v/,£) eine willkürliche Function von y und s ist, welche jedesmal so benützt werden

kann, dass sich Gleichung XXXIX auf das dreifache Integral zurückzieht.

§. 55.

Zweiter Zusatz. Schauen wir auf die erste Abtheilung, welche sich mit zweifachen

Integralen befasst, zurück; so erkennen wir, dass die in der ersten Untersuchung (§. 8 bis

§. 14), wo nur Differentiale der ersten Ordnung vorkommen, abgehandelte Theorie ohne-

weiters auf Fälle mit höheren Differentialen (§. 15 — 22) ausgedehnt werden konnte. Ebenso

verhält es sich hier in dieser zweiten Abtheilung, welche sich mit dreifachen Integralen be-

fasst, d. h. auch die in dieser Untersuchung (§. 48 — §. 54) abgehandelte Theorie könnte

ohneweiters auf solche Fälle ausgedehnt werden, wo Differentiale der zweiten, dritten etc.

Ordnung vorkommen. Desshalb mag es genügen, hier nur eine einfache Aufgabe dieser Art

folgen zu lassen.

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



108 G. W. Strauch.

Aufgabe 1.

§. 56.

Man hat in den Endpunkten der sechs Coordinaten a , « , 6 , y? , c
,

;- senkrechte Ebenen

errichtet. Diese begränzen also ein Parallelepiped von bekannter Grösse und Lage. Wenn
nun dasselbe mit einem Stoffe angefüllt ist, dessen Dichtigkeit sich nicht überall gleich bleibt,

sondern sich von Punkt zu Punkt nach einem von den Coordinaten a;,?/,s abhängigen Gesetze

w ändert; welches muss dieses Gesetz sein, damit das über die ganze Ausdehnung unseres

Parallelepiped's erstreckte Integral

a li c

ein Maximum oder Minimum wird?

Hier bekommt man die Hauptgleichung

-72 ,2 -,2

II) - ^ ' =

und wenn man zur Bequemlichkeit noch B statt —^^-^ setzt, so bekommt man die Gränzen-
dx .dy .dz

gleichung

r

rrdit ,dJ{, , d Ji. , dR. n

b

a

Das allgemeine Integral der Gleichung II ist

Durch die sechs Functionalzeichen (f^ ,
^i.

, <pi ? iu > ^s 5 ^6 sind ganz willkürliche Functionen

der betreffenden Veränderlichen dargestellt. Diese willkürlichen Functionen müssen aber
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Anwendung des sogenannten VariationscalcuT^s aufzweifache und dreifache Integrale. 109

durch Gränzbedingungen noch so modificirt werden, dass dabei die Oränzengleichung hin-

wegfiillt.

Wenn man die Hauptgleichung beachtet, so bekommt man für das Prüfungsmittel im

Allgemeinen folgenden Ausdruck

V) fT-ü^

rr.dJi^ .dPi^ ,'h^s i''c'\ V. 1 7

a

/Vr , d d R. , ddji. -1

b r

— 2// f-^-) .0^2 r^^) .,fio, , A.dz.dx
a c

/*Vr , d d It ^ . d d li .
"1

a &

_ 2 . / / / f
-^J^^— 1 . (Z,3 . fZw . (7x

^/ J^ V dx.dy.dz ) '^

Diesen Ausdruck hätte man (etwa nach Analogie des zweiten Beispieles in §. 20) noch

umzuformen, damit man ihn, was auch immer für Gränzfälle gestellt werden mögen, jedesmal

so reduciren kann, dass nur ein dreifaches Integral zurückbleibt. Die betreffende allgemeine

Formel würde aber sehr weitläufig ausfallen; und desshalb mag sie wegbleiben, was um so

eher anQcht, als man an der Negativität des hier oben stehenden dreifachen Integrals das

Vorhandensein eines Maximum's bereits erkennt

Nun ist man auf dem Punkte, der Gränzengleichung auch wirklich zu genügen; und zu

diesem Ende mögen folgende fünf verschiedene Fälle aufgestellt werden.

§• 57.

Erster Gränz fall. Es seien für das, an den Gränzen herrschende, Dichtigkeitsgesetz

keine Vorschriften gemacht, d. h. man sucht für die Dichtigkeit ein solches von den Coordi-

naten x ,y ,z abhängige Gesetz lo , dass dabei das Integral I seinen absolut grössten Werth

bekommt.

Hier muss man das gesuchte Gesetz w aus allen möglichen, in Gleichung IV enthal-

tenen, Dichtigkeitsgesetzen herauswäblen ; und so zerfällt (nach Analogie des §. 17) die Grän-

zengleichung III in folgende einzelne

:
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110 G. W. Strauch

81) in folgende sechs nach zwei Veränderlichen identische Gleichungen:

1)
{^LJ^\ =0 , 2) f-^^-) =:0 , 3) f^^— ) =0
(d d S . , d d JR . , d d R ^^^) =0,5) f^^] =0,6) (-^^—1 =0

SB) ferner in folgende zwölf nach einem Veränderlichen identische:

, dR . , d R^ , <l li-,

^) {-i7 , =0
'

S)
(ir =^

' ^) (-77 ,
=«

d R^ , d R, , d R,

10) (ir) ,
=0

. 11) (^). =0 • 12) (ir) ,

=0

13) (l7 ^
=0 , U) (^) =0 , 15) (-) =0

Iß) (^) .
=0 ' 1^) (^7) =0 , 18) (^) .

=
X , , r »^ a ,v , c a . o

,

6) und endlich in folgende acht nichtidentische:

19) i?«,,,,= , 20) i?«,,,.= , 21) 7?.,,,,= , 22) />'„,,,.=

23) i?a,,,,= , 24) i?„,,,.= , 25) i?„,,,,= , 26) i?.,,,,. = U

Die Gleichungen 1) und -4) reduciren sich auf die einzige

,o ,•>

f?' f?" (/'o (.r , ?/)

27) -^ ' =0
^ dx' . dy^

und daraus folgt durch Integration

VI) ^'3 (.^ ,:?/)= y •/: {x) + ^ •./; (^) + /a (:«) + /. {y)

Die Gleichungen 2) und 5) reduciren sich auf die einzige

d' d' (po (x , ?)

28) " -., / =
dx'^ . dz'

und daraus folo't durch Inteo-ration

VII) cfK, {x
,
z) = z .l(x) + x. U (^ + f3

(x) + f,
(z)

Die Gleichungen 3) und 6) reduciren sich auf die einzige

d- d-d',l,/,z)

29) " ' '^
' =

' dy-i.dz-i

und daraus folgt

VIII) </'^ [y , z) = z.Y,{y) +y. Y, (z) + F3 {y) + F, {z)

Gleichung IV specialisirt sich also jetzt auf folgende Weise:

IX) w = x.y .[Y,{z) +f.(2)] + x.z.[Y,{y) + /, (2/)] + ?/ . ^ . [/ (.r) + U{x)]

+ X . [¥,{y) +F,(,.)] + y . [f, (x-) + f,
(.s)] + z .\Mx) +/,(./)]

+ 'PAy,^) + 4>ü{x,^) + ^G(a;,?/)
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Anwendung des sogenannten VariationscalcuJts aufzxoeifache und dreifache Integrale. 111

Dieser Gleichung kann man aber noch folgende etwas kürzere Form geben:

X) ^ü = X . y . c(.3) + X . z .CÄy) + y .z. c,{x]

+ X . [F,(y) + F,(^)] + ,j . [f,(x) + f,(..)] + z . [f,{x) +/.(^)]

Aus dieser Gleichung ergibt sich jetzt

30) 7? = M^ ^ '^^'•i(^) d:.,(y)
,

d^sjx)

d.K.dij.dz dz dy d.v

und dabei reduciren sich die zwölf Gleichungen (Nr. 7— 18) auf folgende drei:

31) :!!ifl) = . 32) "^^^ = . 33) ^'^^ =
' dz^ ' dir ' dxi

Daraus folgt durch Integration

XI) C [z) = K.z ^ K,

XII) C,{y) =lu.y + IC

XIII) Cs (x) =h.x ^ K,

Gleichung X specialisirt sich also noch weiter auf folgende Weise:

XIV) 10 = (7«i -f lu -T h-i) . xyz -f K^ . xy + IC . xz -\- K^ . yz

+ X . [F,(y) + F,(.)] + g . [f,{x) + f,(.)] + z . [f{x) + f,(y)]

Aus dieser Gleichung folgt

d^ rf„ d, w
34) f^V = ^^ + ^^^ + ^^3

' dx.dy.dz

Die acht Gleichungen (Nr. 19 — 2G) reduciren sich also jetzt auf die einzige

35) Äi -|- ho -f Äg =
und somit specialisirt sich Gleichung XIV in folgende:

XV) w = A", . xy + Ko . xz + K^ . yz

+ X . [Y,{y) + F,(s)] + y . [l{x) + l{z)] + ^ . [f{x) ^ f{y)]

-r fpiiy^^) + M^^^) + 4'Ä^:y)

Die Gränzengleichung ist nun weggefallen, während die drei Constanten

K.. , K, ,
K,

und die neun Functionen

Fr.(y) , ^M , Uix) , U{z) , f,{x) , f{y) , <p.fy,z) , <p,{x,z)
,

{^„(a?,?/)

keine Bestimmung gefunden haben. Man kann dieselben also allgemein lassen. Will man sie

aber dennoch specialisiren, so können die betreffenden Bedingungen sich über alle sowohl im

Innern als auch an der Oberfläche gelegenen Punkte des nach Vorschrift der Aufgabe
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112 G. W. Strauch.

begränzten Parallelepiped's erstrecken; und bei allen dergleichen Bedingungen bleibt der

Werth des Integrals ü immer gleich gross.

Hinsichtlich des Prüfungsmittels gilt die am Schlüsse des §. 56 gemachte Bemerkung,

d. h. es findet ein Maximum statt.

§. 58.

Zweiter Gränzfall. Das gesuchte Gesetz der Dichtigkeit soll nur aus jenen Gesetzen

herausgewählt werden, welche alle im Bereiche der sechs, den Coordinaten a , a , b
, j3 ^ c

,
j-

entsprechenden, Gränzebenen bezüglich in die bestimmt vorgeschriebenen Functionen

^i(y,^) ,
%-2{y,z)

,
%{x,- %i{x,-) ,

%5(x,y)
,

%6(x,!/)

übersehen.

Dieser Übergang ist dargestellt durch die sechs Gleichungen

36) ?ü,,,„.. = 3,(y,j)

39) ?o,,,5,, = g4(a;,2;)

37) ^«.,,,. = a(j/,^)

40) w,^^^^ = %{x,y)

38) to^^,,, = %{x,z)

41) ^s,y,r = ^e{^,y)

Bei dieser Vorschrift müssen folgende drei Systeme von Gleichungen stattfinden:

9
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114 G. W. Strauch.

Dieser Übergang ist dargestellt durch die zwölf Gleieliungen

62) w„ „ , = g,(:) , 63) tc,,,,, - 3, (-) , 64) ic,^, ,, ^ %,{z) , 65) io„,,^, = ^,{z)^i\ , b , 1

66) io^,,,, = %,{y) , 67) .o,,„.^ = 3,(?/) , 68) lo,^^ ^, = %,{y) , 69) «^^
, „ , = g« (3/)

70) w^,,^, = %{x)
, 71) ^o.,,,,=r3,o(^), 72) ^«.,^,. = 3n(a^) , 73) to,,^,, = 3,,(cr)

Bei dieser Vorschrift niiissen folgende drei Systeme von Gleichungen stattfinden

:

3

r'i<^.,6,.=
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Anwendung des sogenanntenVariatmiscalcuFsauf zweifache und dreifache Integrale. 115

74) ^0,,,,. = %Ac) = %[b) =:'
^-0 (a)

, 75) ?«,,,,, = g, (r) = §„(*) = S:a(a)

76) zo,,,,, = g,(c) = %,{ß) = g„(a)
, 77) ^.,,,,, = g, (r) = %Aß) = g,2(a)

78) w'«,,,. = %,[c) = g,(6) =: % («) , 79) t.,,,,^ = %[r) = a(^^) = g:o(«)

80) zc„
, , ,

, = g, (c) = g, 0?) = g„ («) , 81)^,,,,., = g, (;-) = %, iß) = g,, («)

Um nun das iu XVI aufgestellte Gesetz noch weiter zu specialisiren, rauss man es in

die zwanzig Gleichungen Nr. 62 — 81 einsetzen.

Dass aber die letzten acht Gleichungen Nr. 74 — 81 stattfinden, ist ein Ergebniss,

welches ganz der Natur des hier vorgelegten speciellen Falles entspricht; denn

die zwölf Kanten treffen in acht Ecken zusammen, und in jeder einzelnen dieser Ecken

kann nur eine und dieselbe Dichtigkeit herrschen, d. h. eine Dichtigkeit, welche je

dreien der sich treffenden Kanten gemein ist.

Sollten die zwölf vorgeschriebenen Functionen

%M , %2{^) , SaCs) , g.(.-^)
, %{!/) , Ml/) , %Ai/) , Ui/) , SbH , Sio(^) , 3nH , 3>.(^)

mit willkürlichen Constanten versehen sein, so müssen diese sich so specialisiren lassen, dass

die letzten acht Gleichungen erfüllt werden.

Hinsichtlich des Prüfungsmittels gilt abermals die am Schlüsse des §. 56 gemachte

Bemerkung, d. h. es findet ein Maximum statt.

§. 60.

Vierter Gränzfall. Das gesuchte Gesetz der Dichtigkeit soll nur aus jenen Gesetzen

herausgewählt werden, die alle in den acht, zu den Coordinaten

(a,/>,c)
,

(a,6,;-)
,

(a
, y? , c)

,
(a, /?,;-) ,

(<z , <^ ,
c)

,
{a,b,r) ,

('z,/?,c)
,

{a
, ß , y)

gehörigen, Ecken bezüglich folgende bestimmt vorgeschriebenen Werthe

Kj , k, , k^
,

K^ ,
k^ , kg , k-; , A/'g

annehmen.

Diese Bedingung ist dargestellt durch die acht Gleichungen

82) w„,,,, = /j, , 83) ^o,,,,, = ^^ , 8i) to,^^^^,=k, , 85) ?o,.,,,, = A;,

86) zo„,,_,=/v5
, 87) 10,^,^^ = k, , 88) ^o„,,ä,,=^^, , 89) to„^-,^^=k.

Bei dieser Vorschrift muss folgendes System von Gleichungen stattfinden

:

<?^a,6,

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



1 16 G. W. Strauch.

wieder auf Gleichung XIV, welclie, wenn man zur Abkürzung nach H statt (ä, + ^a + ^^3)

setzt, nun folgende Form annimmt

:

XVII) to^H . xyz + K^ . xy -f K^.xz + K^ . yz

+ ;.• . [F3 iy) + F, iz]] + y . [U ix) + f,
(z)\ + z . [Ux] -^^y)]

+ 4>,{x,z) + Mx.y) + <pei^,y)

Um jedoch dieses Gesetz noch weiter zu specialisiren, hat man es in die acht Gleichungen

Nr. 82 — 89 einzusetzen.

Hinsichtlich des Prüfungsmittels gih die am Schlüsse des §. 56 gemachte Bemerkung,

d. h. es findet ein Maximum statt.

§. 61.

Fünfter Gränzfall. Das gesuchte Gesetz der Dichtigkeit soll nur aus jenen Gesetzen

herausgewählt werden, welche alle für den Unterschied der in je zwei gegenüberliegenden

Gränzebenen herrschenden Dichtigkeiten einen und denselben Constanten Werth B liefern.

Diese Bedingung ist ausgesprochen durch die drei Gleichungen

90) ^i)„.„,, — MJ,,,,,, = B , 91) zü,.,,5,, — zü,,,,, = B , 92) «?,,,,, — ^o,,,, , = B

Bei dieser Vorschrift muss folgendes System von Gleichungen bestehen:

93) o^w;,,,,,— o^^ü,,,,, = , 94) o^w,,^,,— o^w,,,,, = , 95) ö^m;,,,,,— dw,^„^. =
,

96) «J'w'a,,,.— o^'^üa,.,. = , 97) d'w^, ,,,,-- o^'iü,,,,, = , 98) o^^«?,, „,, - r7-jü,,„,, = ,

und so fort

Setzt man in den Gleichungen 93) und 94) statt x und y die Gränzwerthe ein, so bekommt

man

Setzt man in den Gleichungen 93) und 95) statt x und z die Gränzwerthe ein, so bekommt

man

Setzt man in den Gleichungen 94) und 95) statt y und z die Gränzwerthe ein, so bekommt

man

Setzt man endlich in den drei letzten Gleichungen statt x,y , z die Gränzwerthe ein, so bekommt

man

102) Sio^^i,^, = 0^0,. 4,
y = ö'?«,,^,, — ow,,^,^

Die Gränzengleiehung III zerlegt sich also jetzt in folgende einzelne:
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Anwendung des sogenannten VariationscalcuTs auf zweifache und dreifache Integrale. 117

103) f^^^^i — r^^-1 =0
^ \ dx.du ) V dc.dy )

,dd,R . ,dd,Ji .

104) f-i—

)

_ f^_) =0
V dx .dz f a ^ dx .dz J ,

,d d R ^ .d d R .

105) i-^^^-] —{-^^^^) =t»
V dy.dz •'„^y_, V rf2/.c?s

-'s,
, ^ ,

.-

,dR. ,dR^ ,dR^ / '^, ß X

1»') ir - Hr - ir + Hr .
=»

'' l ~d^ J„
,

V <ij J„
,

V rfs J,
, ^

*" Ws J^ , ^a
, li , ^ tt . ü ^ z a,/3,z a,o,z

1 U J) iij, ,ß ,r
— -'^"

>
/S >

<^ -^a > * . r "'" -"^« « .
-^

'^a , ß ,Y + -^J-a ,/?,<: + -^a , 4
,

?• -^a , 6 ,
r- ^ *-'

Weil aber -^-^ = "^

"J^ , ,
-^^ = ' ' ^^

„ , und ^^ = ";./'/ ist; so fallen
dx.dy dx^.dtj- dx.dz dx^ . dz" dy.dz dy-.dz'

die drei Gleichungen 103), 104) und 105) hinweg, ohne dass sie zur Speeialisirung des

durch Gleichung IV dargestellten allgemeinen Gesetzes etwas beitragen. Dagegen die sieben

Gleichungen 90), 91). 92). lOG), 107), 108) und 109) müssen als Bestimmungsgleichungen

benützt werden.

Hinsichtlich des Prüfungsmittels gilt, wie in allen vorigen Gränzfällen gemeldet, die am

Schlüsse des §.56 gemachte Bemerkung, d. h. es findet ein Maximum statt.

§• 62.

Andere Gränzfalle, bei denen ebenfalls für die, den Gränzen angehörigen, Bestandtheile

Wa,,,. : '^a,y,z , ^x , i , z , '^x
, ß , z , l^x^y.c , ^x

oder

w. ,4,2 J ^a,/?,j ) ^"«,4,2 5 ^a,/J,2 ?

'^&,y,c ) ^'^d.,y,r ' '^'^a,y,c ) '^a,y,r »

WJx,4,. 5 ^x,4,r ^ ^x,^,. , ^x,ß,r

oder

««a,4,. , ^a,ö,r ' ^a,,},. , «<^a,/S,r '
'^^ a , 6 ,

c , ^a,i.r ' ^a
, ,3 ,

c , ^^ a
, ß , r

Bedingungen vorgeschrieben sind, kann man sich nach Belieben bilden.

Untersuchung 14.

§. 63.

Es sei PF ein reeller, mit den Bestandtheilen

d,w d w d w d\w d dw d d w d w
X

, y , z . w , -1— I—
. , , —— . , , etc.

' -^ ' ' dx ^ dy ^ dz ^ dxi ' dx.dy dx.dz ' dy^
'
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118 G. W. Strauch.

gebildeter Ausdruck ; und mau suelit für w eine solche Function voiix ,y,z, und zugleich füi

a, , a , b
, ß , c

, ]f
solche Werthe, dass dabei folgendes Integral

a ß y

I) ü=fff W. dz .dy . dx
a Ä c

ein Maximum oder Minimum wird.

Auch hier sollen, wie in §. 23, die Werthänderungen der Bestandtheile

a
, « ) ^ 1 ß '.

<i ' T

bezüglich mit

»5ia
, «9« , i'ih , &ß ,

t9c , >9-f

*-a , &-a , S-b , &-ß , &-C . /9->

und so fort

dargestellt werden. Auf diese Weise bekommt man

11) dü=JJ{W,^^^._.&a— W^^^^^.da) .dz .dy
6 c

a r

+ff^ TFx,^,. . »ß - TF,,,, „ . ßb) . dz . dx
a c

a ß

+ fJiW^,y.r- '9r - W^,y..- f^c)
. dy . dx

a b

a ß y

+ fffdW . dz . dy . dx
& b r

Hier ist bekanntlich

d W d ()w d die d dw
III) .^T7=^..^.. + (Ix).^ + (I,).^+(l3).^

d'^oic d d d 10 d d d IC

dx . dy ^ ' dx . dz

+

In Gleichung II muss der mit dem dreifachen Integralzeichen versehene Theilsatz noch

so umgeformt werden, dass nur dio und kein Differentialquotient des dw unter dem drei-

fachen Integralzeichen zurückbleibt. Nebstdem darf unter den drei zweifachen Integralzeichen

das dw nach keinem Veränderlichen differentiirt sein, nach welchem auch noch integrirt

werden muss.

Hat man aber diese Transformation ausgeführt, so beachte man , dass alle angezeigten

Integrationen unabhängig sind von

^a , nr/. . ßb . Hß . Sc , Hy

/9-'a .
//-'«

. H'b ,
^'ß , H'c . tßy

und so fort
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Anwendung des sogenannten Variationscalculs auf zioeifaclie und dreifache Integrale. 119

Man kann also diese Bestandtlieile, so oft es zweckmässig ist, auch ausserhalb der Inte-

gralzeichen setzen. Es hat aber nicht die geringste Schwierigkeit, dergleichen Untersuchun-

gen weiter durchzuführen , und in jedem Einzelfalle das betreffende Prüfungsmittel herzu-

stellen. Das Verfahren ist dem analog, welches bei den zweifachen Integralen (§. 23— 29)

bereits zur Anwendung gebracht worden ist.

§. 64.

Um jedoch einigermassen in das Verfahren einzuleiten, mag der Fall betrachtet wer-

den, wo für die Gränzen durchaus keine Vorschriften gemacht sind.

Hier muss man zur Bestimmung der Werthe der sechs Bestandtheile a, «,&,y9,c,;- fol-

gende sechs Gleichungen zu Hilfe nehmen

:

ß r ß r

ly) ffw,^^^,.dz.dg = , Y) JJjV,^,^^,.dz.dij = ,

b c h r

a Y a Y

VI) fjW^^^,^.dz.dx = Q , VII) j f W,^^^,_.dz.dx = ,

a c a r

Ä ^ aß

vni) Jjw^^,^^^.dy.dx = i) , IX) JJw,^,^^,.dj/.dx =
a fi a i

Die für n,a,b,ß,c,f gesuchten Werthe müssen aber der Bedingung

«> a , ß> b , j-^ G

genügen. Wenn man bei IV und V die doppelte Integration wirklich ausführt, so nehmen

dchungen bezüglich folgende Form

X) F (a
, ß ,r) -F' (a

, ß ,c) -F' {a ,b ,r) + F' (« ,
^> ,

c) =
diese zwei Gleichungen bezüglich folgende Form

und

XI) F'(a,/^,r)-F'(a,/9,c)-F'(a,6,r) + F' (a , 6 ,
c) =

an. Wenn man ebenso bei VI und VII die doppelte Integration ausführt, so nehmen die zwei

Gleichungen bezüglich folgende Form

XII) F"(a,ß,r)-F"{a,ß,c)-F"i^,ß,r) + F"ia,ß,c)^0

und

XIII) F"{a,b,r)-F"ia,b,c)-F"{a,b,r) + F" (a
, 6 ,

c) =
an. Wenn man endlich auch bei VIII und IX die doppelte Integration ausführt, so nehmen

diese zwei Gleichungen bezüglich folgende Form

XIV) F'"(«./5,/')-F"'(«,Ä,r)-F"'(a,y9,r) + F" (a
, &

, r) =
und

XV) F" (a,ß , c) ~ F" {a,b,c)- F" (^ , ß , c) + F" (a , 6 , c) =

au. Die Gleiclnmgen X und XI sind aber einander einerlei, d. h. sie unterscheiden sieh nur

dadurch, dass da. wo in der einen das a, in der andern das a steht. Ebenso sind die
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120 G. W. Strauch.

Gleichungen XII und XIII einander einerlei, d. h. diese unterscheiden sich nur dadurch,

dass da, wo in der einen das ß, in der andern das b steht. Es sind aber auch die Gleichungen

XIV und XV einander einerlei, indem auch sie sich nur dadurch unterscheiden, dass da,

wo in der einen das ;-, in der andern das c steht. Somit sind diese , durch zweifache Inte-

gration erzeugten, sechs Gleichungen nicht geeignet, fünf der sechs Unbekannten a,<z,6,

ß^c^yzvi eliminiren und eine mit nur einem Unbekannten versehene neue Gleichung her-

zustellen.

Man muss also, um für die sechs Unbekannten a,a,b,ß,c,}- die geeigneten Werthe zu

ermitteln, ein anderes Vei'fahren anwenden; und dieses besteht, wie man so eben erkannt

hat, hauptsächlich darin, dass man nicht alle sechs Gleichungen IV -

—

IX zugleich zweimal

integrirt, sondern einen von folgenden drei Wegen einschlägt:

Erstens. Man nehme die Gleichungen IV und V vor, und mache

A) den Versuch, ob folgende zwei nach ?/ und z identische Gleichungen

XVI) W,^^^, = , und XVIIJ TF,,,,, =
möglich sind. Sind sie möglich, dann sind die Werthe des a und des a unabhängig von ?/

und z. Dasselbe gilt auch von den nach 7/ und z genommenen Differentialquotienten , und

somit sind auch

d (W ) d (W
]

d (W ) d (W, ~)

XX) A^Jl2li=Q
, XXI) '^ >--^_r

dy ' dz

identische Gleichungen, und auch in ihnen sind die Werthe des a und des a unabhängig von

y und z. Man verbinde nun die Gleichungen XVI, XVIII und XIX. und eliniinire aus ihnen

}l und s; so ergibt sich eine Gleichung

XXII) /(«)=()

aus welcher sieh Werthe des a ermitteln lassen. Verbindet man hierauf auch die Gleichungen

XVII, XX und XXI, und eliminirt man auch aus ihnen das y und das z\ so bekommt man
eine Gleichung, welche mit XXII einerlei ist, d. h. man bekommt

XXIII) /(a)=
aus welcher für a ganz die nämlichen Werthe folgen, die man aus XXII bereits für a erhalten

hat. Diese Werthe muss man aber zwischen a und 0. so vertheilen, dass die Bedingung <z>a

erfüllt wird. Sollte jedoch aus XXII und XXIII für a und a nur ein einziger Werth folgen,

so ist keine solche Vertheilung möglich, d. h. man bekommt a = <z, was der Aufgabe wider-

spricht.

Wenn nun die Gleichungen XVI und XVII wirklich nach y und z identisch sind , so

werden auch die Gleichungen IV und V erfüllt, die vier Integrationsgränzen h , ß , c
., y

mögen sein, was sie wollen.

B) Nachdem man für a und 0. geeignete Werthe hat ausmitteln küimen, gehe man weiter

zu den Gleichungen VI und VII, und versuche, ob folgende zwei nach z identische (ilei-

chungen
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Anwendung des sogenannten Variationscalcvls auf zweifache und drefache Integrale. 121

/«
a

TF;. ^ . .dx^O , und XXV) Tir,,,,, . dx =
a a

möglich sind. Hier liat man die für a und o. gefundenen Werthe als bereits eingeführt zu

denken. Sind aber diese beiden nach s identischen Gleichungen möglich , dann sind die

Werthe des l> und des ß unabhängig von z. Dasselbe gilt auch von den nach z genommenen

Differentialquotienten, und somit sind auch die Gleichungen

/d fTT ,1 r d ^

nach z identisch, und auch in ihnen sind die Werthe des h und des ß unabhängig von z. Man
verbinde nun XXIV mit XXVI, und eliminire aus ihnen das : : so ergibt sieh eine Gleichung

XXVIII) ß = s'(a , a)

in welcher das ß durch die bereits bestimmten Werthe des a und des a. ausgedrückt ist. Eli-

minirt man ebenso das : aus XXV und XXVII, so bekommt man

XXIX) 6 = C (a , ß)

wo auch das b durch die bereits bestimmten Werthe des a und des a ausgedrückt ist. Ist nun

f(a,''/) vielförmig, so kann man die einzelnen Formen in der Weise vertheilen, dass die

Bedingung ßZ>h erfüllt wird. Ist aber C (a,«) nur einförmig, dann ist keine solche Verthei-

lung möglieh. d. h. man bekommt 6 = /9, was der Aufgabe widerspricht.

Wenn nun die Gleichungen XXIV und XXV wirklich nach z identisch sind, so werden

auch die Gleichungen VI und VII erfüllt, die zwei Integrationsgränzen c und f mögen sein,

was sie wollen.

Endlich , nachdem man für a , a , 6
,

^J geeignete Werthe hat ausmitteln können,

gehe man zu den Gleichungen VIII und IX, und führe bei ihnen die zweifache Integration

aus.. Die sich ergebenden Integralgleichungen werden aber einander einerlei sein, und so

wird man für c und y auch zwei gleichförmige Ausdrücke erhalten, d. h. man wird im Allge-

meinen bekommen

XXX) ^ = c (a , 6C , 6 , ß) , und XXXI) c = c (a . u ., b
, ß)

wo c und Y durch die bereits ermittelten Werthe a,ot,6,/? ausgedrückt sind. Ist nun c(a,</,

b,ß) vielförmig, so kann man die einzelnen Formen in der Weise vertheilen, dass die Bedin-

gung Y^c erfüllt wird. Ist aber ${a.,a,b,ß) nur einförmig, so ist keine solche Vertheilung

möglich, d. h. man bekommt c = y- "^"^as der Aufgabe widerspricht.

C) Man hätte aber, nachdem die geeigneten Werthe des a und des a ausgemittelt waren,

nicht gerade von den zwei Gleichungen IV und V zu den zwei nächsten VI und VII über-

gehen müssen, sondern man hätte auch einen Sprung machen können zu den Gleichungen

VIII und IX. Dabei hätte man versuchen müssen, ob die zwei nach y identischen (jleichungen

a a

XXXn) f W^„^^. dx = , und XXXIII; /"
PF,.

„ „ . (/.r =
a a

Denkschriften der inafhein.-naturw. CI. XVI. Rd. Abhamll. v. XichtinitsI- q
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122 G. W. Strauchn.

möglich seien. Hier hat man die für a und o. gefundenen Werthe als bereits eingeführt zu

denken. Sind aber diese beiden nach y identischen Gleichungen möglich, dann sind die

Werthe des c und des ;- unabhängig von y. Dasselbe gilt auch von den nach y genommenen
Differentialquotienten; und somit sind auch die Gleichungen

" 7"-^^
. 'Lr = . und XXXV) /

"^ ^'"-'^
• 'J .r =

a .1

nach y identiseli. Man verbinde jetzt XXXII mit XXXIV und ebenso XXXIII mit XXXV,
und eliminire ?/; so bekommt man

XXXVI) r = </> (« ;
'^) ' "11*^ XXXVII) r = (p (a , «)

mit welchen zwei Gleichungen man ebenso zu verfahren hat, wie vorhin mit XXVIII und

XXIX.
Wenn nun die Gleichungen XXXII und XXXIII wirklich nach ?/ identisch sind, so wer-

den auch die Gleichungen VIII und IX erfüllt, die zwei Tntegrationsgränzen h und ^ mögen

sein, was sie wollen.

Endlich, nachdem man für a,«,c',j- geeignete Werthe hat ausmitteln können, kehre man

zurück zu den Gleichung'en VI und VII, und führe bei ihnen die zweifache Integration aus. Die

sich ergebenden Integi'algleichungen werden aber einander einerlei sein, und man wird auch

für h und ß zwei gleichförmige Ausdrücke

XXXVIU) /? = / (a , 6c , c-
, ;-) ,

und XXXIX) A =
;f

(a , c«
,
c

,
;-)

bekommen. Mit diesen Gleichungen hat man aber zu verfahren, wie vorhin mit XXX und

XXXI.
Auf diese Weise ist den sechs Gleichungen IV — IX genügt. Man kann aber auch

Zweitens folgenden Weg einschlagen. Man nehme zuerst die Gleichungen VI und

VII vor, und mache den Versuch, ob

A) folgende zwei nach x und z identische Gleichungen möglich sind:

T^.,,,.= (> und Ti;,,,, =

Daraus bestimme man ^ und h , wie man aus XVI und XVII die Werthe von a und a

bestimmt hat. Hierauf kann man

B) zu den Gleichungen IV und V zurückkehren und versuchen, ob folgende zwei nach

z identische Gleichungen

jW,,,,, .dy = ^ , und JW^^,,,^_.dy =

möglich sind. Aus diesen, wo man die für h und ß gefundenen Werthe als bereits eingeführt

zu denken hat, bestimme man die Werthe des a und des a, wie man aus XXIV und XXV die

Werthe des ß und des h bestimmt hat. Endlich führe man bei VIII und IX die zweifache

Integration aus, und bestimme c und y.

C) Man hätte aber, nachdem die geeigneten Werthe des b und des ß ausgemittelt waren,

nicht gerade zu den Gleichungen IV und V zurückkehren müssen, sondern man hätte auch
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Anwendung des sogenannten VariationscalcuVs aufäweifaclm und dreifache hitegrale. 12o

zu den Gleichungen VIII und IX vorwärts gehen, und den Versuch machen können, ob fol-

gende zwei nach x identisclie Gleichungen möglieh sind

:

y ir.,,,, . dy =0 , und Jw,^,^^^.dy =
h b

Aus diesen Gleichungen, wo man die für h und ß gefundenen Werthe als bereits eingeführt zu

denken hat, bestimme man die Werthe des y und des c. Endlich führe man bei IV und V die

zweifache Integration aus, und bestimme a. und a.

Auf diese Weise ist abermals den sechs Gleichungen IV— IX genügt. Man kann aber auch

Drittens noch folgenden Weg einschlagen. Man nehme zuerst die Gleichungen VIII

und IX vor, und versuche, ob folgende zwei nach x und y identische Gleichungen möglich seien

:

11;,,,,= , und TF:,„,,=

Daraus bestimme man y und c, wie man aus XVI und XVII die Werthe von a und o. bestimmt

hat. Hierauf dienen die vier Gleichungen IV— VII zur Bestimmung von a ^ o. , b
^
ß. Das

betreffende Verfahren ist bereits mitgetheilt.

Zweiter Abschnitt,

wo solche Integrale vorkommen, bei denen die Gränzen der ersten und zweiten Integration Functionen jener

Veränderlichen sind, nacli welchen die folicenden Integrationen durcho-eführt werden sollen.

Untersuchung 15.

8- 65.

Es sei IFein reeller, mit den Bestandtheilen

d,tc d„iv d, 10 d\ w tl^d^ w d d w

^ 1 y 1 ^ 1 ^ dx '' dy '' dz ^ dx^ ' dx.dy ' dx.dz
'

versehener Ausdruck; und man sucht für 10 eine solche Function der Veränderlichen x
, y ^ z,

dass folgendes Integral

I) JJ := ff
I

W . dz . dy . du-

wo c[x,y) und y(x,y) bekannte Functionen von x und // zugleich, dagegen b(x) nnd ß[x)

bekannte Functionen von x sind, ein Maximum oder Minimum wird.

Die Werthe von a und a sind als constant zu betrachten, jedoch mit steter Rücksicht,

dass a > a.

Die Functioiu^n ß[x) und h(x) müssen in solcher Beziehung zusammenstehen, dass bei

keinem einzigen der von a bis 0. stetig nebeneinander liegenden Werthe des x die Differenz

ß{x)— b(x] negativ wird. Dieses gilt namentlich auch für die beiden Differenzen

ß (a) — b (n)
,

und ß (a) — b (a)

Ebenso müssen die Functionen f(x,y) und c{x^y) in solcher Beziehung zusammen

stehen, dass bei keinem einzigen der von a bis a stetig nebeneinander liegenden Werthe des
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124 G. W. Strauch.

X die Differenz yix.y)— c(x,7/) negativ wird. Dieses gilt auch namentlicli für die vier

Differenzen

r[a,b (a )]
— c [a , 6(a)]

, ;- [a , ß (a)] — c [a
,
/?(a)]

r[a,b (a) ]—c[rA,b(a)]
, r['y.,ß («) ]

— c[a,ß (a
) ]

Man beachte durch die ganze Untersuchung, dass das vor dem Differential dz stehende

z noch keine Function von x und y ist; sondern die Functionen c{x,y) und y{x,y) treten

erst dann an die Stelle des z, wenn nach z integrirt worden ist. Ebenso ist das vor dem

Differential dy stehende y noch keine Function von x, sondern die Functionen h{x) und ß{x\

treten erst dann an die Stelle des ?/, wenn nach y integrirt worden ist.

So lange die beiden Veränderlichen x und y noch allgemein sind, schadet es der An-

schaulichkeit nicht, wenn man kurzweg h
, ß ^c ^y bezüglich statt b{x)

,
ß(x) , c(x , y) , Y{x,y)

setzt. Diese Abkürzungen sind aber unerlaubt, sobald einer der Veränderlichen x oder y
specialisirt wird.

Wenn man auch hier die in der 13'"" Untersuchung (§. 48) vorgeschlagenen Abkürzungs-

zeichen anwendet, so bekommt man

u ß{x)Y(x,y) .

/* / r rd W d Ow d du- d.ow

a 4 (x-) c (x
, y)

d' r) w d d du- d d iJ u- "1

+ (II.0 . -^ + (11:.^) . -^ -f (II:...) .-^^ + ....]. dz. dy. dx

§. 66.

Um letzteren Ausdruck umformen zu können, muss man (man vergleiche das bei zwei-

fachen Integralen angewendete Verfahren §. 30— 39) vorerst das unter dem dreifachen Inte-

gralzeichen stehende Aggregat in folgende acht Theile umsetzen:

1. In einen solchen, wo die Differentiation nach den drei Elementen a;
, _y , j zugleich

d^.d,^d,(^xy:)

durchläuft. Dieser mag durch das Abkürzungszeichen ' = dargestellt werden.
dx.dy.dz

2. In einen solchen, wo die Differentiation nach den zwei Elementen x undy durchläuft.

Dieser mag durch = "

dargestellt werden; und er darf keinen nach z genommenen Diflfe-
et iJ^ * et Jf

rentialquotienten des ow enthalten.

3. In einen solchen, wo die Differentiation nach den zwei Elementen x und z durchläuft.

Dieser mag durch
''^

dai-gestellt werden; und er darf keinen nach y genommenen Diffe-

rentialquotienten des oio enthalten.

4. In einen solchen, wo die Differentiation nach den zwei Elementen y und z durchläuft.

Dieser maß- durch
'

dargestellt werden ; und er darf keinen nach x genommenen Diffe-° dy.dz ° ' ^

rentialquotienten des öio enthalten.

5. In einen solclien, wo die Differentiation nach dem einzigen Elemente x durchläuft.

Dieser mag durch
^

dargestellt werden; und er darf keinen nach y und keinen nach :

genommenen Difierentialquotienten des ow enthalten.
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Anwendung des sogenannten Varmtionscalcid^s aufzioeifache und dreifache Integrale. 125

6. In einen solchen, wo die Differentiation nacli dem einzigen Elemente y durchläuft.

Dieser mag durch ^=^ dargestellt werden; und er darf keinen nach a- und keinen nach z

^•enommenen Differentialquotienten des dio enthalten.

7. In einen solchen, wo die Differentiation nach dem einzigen Elemente z durchläuft.

Dieser mag durch
'"

dargestellt werden ; und er darf keinen nach x und keinen nacli y

genommenen Differentialquotienten des dio enthalten.

8. In einen solchen, wo die Urfunction dw gemeinschaftlicher Factor ist, wo also

weder eine nach x, noch eine nach ?/, noch eine nach z durchlaufende Differentiation vor-

kommt. Dieser Theil mag durch (2") dargestellt werden.

Der Ausdruck II geht also zunächst über in:

a b M < (j: , y)

im ,)U= fff\
J J J L dx.dy.ds d.v.d;i d-c.dz

d (i'ar) d (2')/) d (Sz) -1j^
-f
XJi + jL± + (eA . dz . dy . dx

' dx
^

dl/
'

rf« ' ^ ^J
^

Auch diese Abkürzungszeichen müssen, wie die bei früheren Anlässen gewählten, aus

doppeltem Grunde als zweckmässig erscheinen : denn

1. sie sind mit Merkmalen versehen, welche es möglich machen, dass die Bedeutung

und der Ursprung eines jeden dieser Abidirzungszeichen Stetsfort erkennbar bleibt; und

ausserdem lassen sie sich

2. geradezu auch auf die Untersuchungen ausdehnen, wo vierfache, fünffache etc. Inte-

grale vorkommen.

Man beachte -noch, dass, weil c und y Functionen von x und y, und weil b und ß Func-

tionen von X sind, es nicht gleichgiltig ist, in welcher Ordnung man integrirt; sondern man
muss zuerst nach z, hierauf nach ?/, und zuletzt nach x integriren.

§. 67.

Nun muss man den Ausdruck III noch so umgestalten, dass dw nach keinem Veränder-

lichen differentiirt ist, nach welchem auch noch integrirt werden soll; und, wie schon einmal

bemerkt, es soll, so lange x und y noch allgemein sind, kurzweg c und ;- statt c(x
, //) und

j-{x ,y), und ebenso b und j3 statt b{x) und ß{x) gesetzt werden.

ry^y^'''^d,{I.)
. . , .

51) Der Theilsatz / / / =^=
. dz . dy . dx lässt sich ohneweiters nach r integriren,

a 6 (x) c(x , y)

und liefert die Gleichung

I^'^

Jj j ^.dz.dy.dx=J
I

[{Iz)^^^,,-{Iz)^,„,.].dy.dx

iB) Für den Theilsatz / / / =====
. dz . dy . dx bediene man sich des folgenden

aus dem Integralcalcul bekannteu Satzes:
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f . dz =

G. \V. Strauch.
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Anwendaiif] de,s -sogenannten Variationscalcuts aufzweifache und dreifache Integrale. 127

!D) Wenn man in der Gleichung V den Quotienten
"

statt (2"//) einsetzt, und dann

noch überall, wo es möolich ist, naeh r integrirt: sd bekommt man

a *(.>) -(.r,-,)

VII) ff f 'fid£!l.d,.dj,.dx==
J J J liy.dz

a

a J (x)

@) Wenn man in der Gleichung VI den Quotienten
'

statt [Sx) einsetzt, und auch

dann überall, wo es möglich ist. nacli z integrirt: so bekommt man

a ,<(i-) r{j:,v)

ff f ' d,d (-.c^-)

a i (.r) ' (j- , I,)

a

—j[[(i;,rt),,^.^,,, ,,,— (2:0:2),,,, ,.,,,,5j-^^ — [(i;a:3),.,.^,,,,)— (i:a" 4,, ,,.(,, ,,]^].r/.r

'^) Die Behandlung von / / /

'

. dz . dii . dx ist jedoch etwas weitläufiger,
/ / / dx . dy ' o

"'a"'«U)\'(x,,v)
_ _

'l„(- >-•!/)

als die der beiden vorigen Ausdrücke. Man setze den C.)iu">tienten
"

statt il'x) in VI ein,ö "- dy ^

so bekommt man vorerst

a ,j (x) y (x . t/l

" ^ *
(t

dx . dy
IX, j j I

' :\ -'.dz.d,, .dx =
a '«(-rl '" IC ,

"i

Nun ist

'"' dy
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128 G- TT^- Strauch.

und

d.

y (» . v)

>(/ (-^^2')a,v,.
'''^ /'"'"^

Ferner ist

V dy dx
"*"

dJ (Z^ dj/
"^ " 'jx.dyJ^

d d ,:

dy

und

dy V dy ' dx
"*"

<L^ dx ' dy ^ ^. "^ '
' dx . dy '^^^^,

Jetzt trage man mittelst der vier letzten Gleichungen die gehörigen Substitutionen in IX

ein, und integrire an den geeigneten Stellen nach y ; so bekommt man

dj,^(lxy)

a « (x) c (j: , y)

>-(o,^[al) 7-(a.S[i]) r(a,^[a]) )-ia.*iali

r (2'a;?/),,^(„),,.(7t—
l'

{Ixy),^,^,^^,.dz—J {Ixy),^^^,^ ^, .dz +J
(Ixy),^,,,^ ^, .dz

r{a,fl[a]) ''r(a.6[a]) c{&,fl[K.]) ^(.a.ifiil,,

/» r dY(a,y) d^^c{a
, y) -^

6 (a)

/y '^ Yi'^'H) <^y''^^ -y) '\

y{^^y). .y,r (a
. .) •^^ i^^3/)a , , , . ,a . .) •—^-

\
' '^

«(a)

J / L^ -^^ 'l^ <y
l^*^^-' dx.dy)^

„
V ,/; ,(., dy ^ -' dx.dyf^

, \

a "4
(-^)

d,{Xxys)

®) Wenn mau in dieser Gleichung den Quotienten =x"= statt {Sxy) einsetzt, und dann

noch überall, wo es möglich ist, nach z integrirt; so bekommt man

-^I)
JJ j dx.dy.d.

-d^.dy.dx^
a 6 (x) c{£ , y)

{Ixyz)^
, ß{a),r{a.ßm {^^y^)a

, ^(«) ,c(a, ß[a])— {^'^y^)u , /,(a, . r(« , « W) + i^^y^)a , «(«) , M« , Mal.i
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Anwendung des sogenannten VariationscalcuVs aufzweifache und dreifache Integrale. 129

r' V , <(.r'.ryg) d,jy{a
, y) djlxye) d^c{a ,y}-,

6(0)

4 (a)

Jl^ 'l^ ' dr ,iy ''d-' K.ß.r(^..i) ^ d~z "dy dy ' dx )
^ ^ ^ ^ ^ ^^ ^ ^jj

djlxyz) d^Y
^

dji:vy2) .n, djlxyz) d^c d,^(^xyz)
j^/,

dz dx dy d.o )^ /, y ix 6)
' dz dx dy ' dx

r r'
'

i rd;(Sxyz) d^Y d^Y djl'xyz) d^d,j dl(Ixyz) d^c d^^c dA^xyz) d^d^c n

IJ |_
V dz- ' dx ' dy ' dz ' dx.dy)^

,^
.

V </s-' dx ' dy dz dt .dy)
^ ^ ^J"

^'

djixyz) d^Y d,^(lxyz)
^,/, djixyz) d^c d,^(^xyz) ^b. T ,—

•
-~—r , --r \

4- ^. 1- —

)

\ . dx
^ ''^ '''• <'' ''" \.l.,r,x.b) ^ dz dx dy '^•« -'r,4..(x,«) J

°- ""- d-{Sxyz) d^Y dY d^(i:xyz) d^dy. d'JIxyz) de de djSxyz) ddc n—
.— .

-- +
"

. ^— 1 i.dy.dx
„

V rfs-' ,/j; ^2/ dz dX.dyJ^ J --^

§. 68.

Wenn mau jetzt die Resultate des vorigen Paragraph's zusammenstellt ; so ergibt sich endlich

XIIj d ü =
(2a;?/S)a,^(a),)-(a./J[«l) {^^^^)a,ß(a),c{a,i3[a]) {-^^y ^)a , Ha) ,r (a, i [a], + [^ ^^ ^) a , 6{a) , c (a . Ha])

(-^^y^Ja ,/3(a),j-(a.fJ W) ~(" (•^^3/ ^ja
,
,J(a) , c (a

, ,9[a]) "H (-^SJ?/ «j^ , 6 (a)
, y la , « [aj) (-^^i/ ^)a, 4 (a) .

r (a , 6 [a])

% (a
,
,J [a]) <• (a , 4 [«]) .^ (a , ,3 [a]) <r (a , 6 [a])

djixyz) d,j\ , , d,{Sxyz) d c\r fi , d tZxyz].d„Yi i , d_{Zxy z). d,c\ ~\

4 (U)

4 (a)

i ,
'^„(-i'•^•//^~)^ </Ä . dJSxyz) d^Y)

^x, 4, r(r ,
4)J

^,}(V|J y(a,v) ,}|ai^)-(a,;,)

+
1 i^

f 2'x)„
, „ ,

, . rf ^ . r/ 1/ —J J
. (Ix)^ .„...dz. dy

4
(a)"" r (a,ii) 4(a) (-(a.j/)

+/;nj,.„_(uvx,.ifi)fi^^ ]..=...
a - (X . ,j)

/;r'[|P>--((-).i^):-L,.J-"--
a c(j;,4)

Ileiikschiiflen der matheiii.-nilurw. C'l. XVI lid. Abhandl. v. Nichtmitgl.
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130 G. W. Strauch.

"a -4(x)

'' U ^ ' d^ Jdx.dy ' l rfs
'

d7^ J (ix
'

rf;/ \^

d, (2'a; 2/ s) (i^ rf^

c

.d,{Ixy) d^ {I.v yz) d^c d^ i

\ ^' ^ dz ) dj-.dy ^ \ dz
^

dz- ) dl- dy (,.„,. J
"^

+ fj J {I) . dz . dy . dx

a ß{.c) Y{x,y)

a f> (j) c [x , (/)

§. 69.

Nun darf das dw nach keinem Veränderlielien differentiirt sein, nacli welchem auch nocli

integrirt werden muss. Man weiss aber (aus §. 66j:

1. Bei den, unter den beiden einfachen Integralzeichen / und / stehenden Aus-

4 («i h (a)

drücken [Sxy) und [Sxyz) können Differentialquotienten des die vorkommen, welche nach

y genommen sind.
a

2. Bei den, unter dem einfachen Integralzeichen / stehenden Ausdrücken [Sxy) ,[Ix.z)^

a *

(Sxyz) können Differentialquotienten des dio vorkommen, welche nach x genommen sind.

3. Bei den, unter den beiden doppelten Integralzeichen / / und / / stehenden,

Ausdrücken {Sx) und {Sxy) können solche Differentialquotienten des dto vorkommen, welclie

nach x, aber keine solche, welche nach z genommen sind.

4. Bei den, unter dem doppelten Integralzeichen / / stehenden Ausdrücken [Ix] ,[Sy),

a 'J (x)

{2!xy)
,
(Ixz)

,
{Syz) und (Ixy.z) können solche Differentialquotienten des dw vorkommen,

welche nur nach x, oder solche, welche nur nach //, oder solche, welche nach » und y zu-

gleich genommen sind.

In dergleichen Fällen muss man die betreffenden Theilsätze (nach Anleitung des §. 7)

abermals umformen, bis kein dw mehr nach einem Veränderliehen differentiirt ist, nach wel-

chem auch noch integrirt werden soll. (Man vergleiclie §. 38.)

Die hiesige ganz allgemein gehaltene Untersuchung wird in der nun folgenden (§. 70

und 71) und im Nachtrage (§. 91 und 94) noch näher specialisirt werden.

Untersuchung 16.

4;. 70.

Es sei TU ein reeller, mit den Bestandtheilen x , // , z , w ,
—— —^. ^— versehener Au.s-

druik; und man sucht für lo eine solche Function von x , y , z, dass folgendes Integral
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Anwendung des sogenannten VariationscalcuVs aufzweifache und drefache Integrale. 131

I) U = ff f W. dz . dy . dx
a [x] c (x

, y)

wo h {x)
, ß {x) , c (x

, y) , ^ (ic , ?/) bestimmt vorgeschriebene Functionen der betreffen-

den Veränderlichen sind, ein Maximum oder Minimum wird.

Hier bekommt man zunächst

II) ^U^jj
I

[-^dw + (lx)^+ily)J^+iUl^].d..dg.d

Daraus folgt weiter

lll) u
—JJ J [ d^

+
dy

^
dz

a b {x) c (x , f/)

dJV djl.v) d,,(ly) dJU)
, 1 , , ,

I —

;

,
— ^^= — ^=^

] . oic \ . dz . aij . dx
\ dta dx ibj dz J \

"^

Wenn man diese Gleichung mit Gleichung III der vorigen Untersuchung vergleicht, so

erkennt man, dass

{Ixyz) = , (Sxy) = ,
( V'^^) = , (2'?/.3) = ,

[Ix] = (la') . dw , [ly) = (ly) . dw
, (2^^) = (Is) . dw

und

^v) _
f'^"^"

^^^^-"^ ^'-'^^^^ '^-•^^"^ >

' V dw dx dy dz '

ist. Die allgemeine Foi'mel XII der vorigen Untersuchung geht also diesmal über in

IV) dU =
j J

(la^)«,,,,, • o^ü«,,,, . dz . dy—f J (Ix-),,,,, . «w,,„,_. . dz . dy
""6 (a) '• (a , v)

*'*
(a) c (a , '/)

+ /"( ((I,/)_(Ix)|) .dw^,,,^.dz.dx-ff ((I^)_(Ix)3 ..7z«,,,,,..rf^.fZx-

a r {X
, fi) n c(x , 6)

aß(x;

^JJ[[{l^)-{ly){^~{lx)^)^^^^.oyo^,,^,^({lz)-{ly)^-{lxi^)^^^^^^
a b {x)

«.(.,.(.,,„,
,^,. ^^^^^^ ^^^^j^^ ^^^j^ .7,7+ 111 I == — =^ —

\ . aw . dz . dy . dx
' J J J \_ dw dx dy dz }

a 6 (x) c (x , v)

Das unter dem dreifachen Integralzeichen stehende Aggregat liefert die Hauptgleichung

<^,."' "
(^.(I^) <*„(I5') '^.-(I*)

V) ^w d.v dy dz
=

welches dieselbe ist, wie in der 13"" Untersuchung, wo alle sechs Integrationsgränzen con-

stant waren.

Alle mit den zweifachen Integralzeichen versehenen Theilsätze der (Jleichung IV bilden

zusammen die Gränzengleiehung.
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132 G. W. Strauch.

§. 71.

Berücksichtigt man die Hauptgleichung, so bekommt man für das Prüfungsmittel im

Allgemeinen folgenden Ausdruck:

i(a) c(a,.v)

^,S(a) rfa.y)

ö (a) c (a , ;/)

Z. c{x ,ß)
'^

-//"''
[((12/) -(I-)l)

^
..^^^.,.,.+(0.-,-^^) ..^<.,,.].^..^.

a p (x , 6)

+/7l{(i.)-(W^'-.r.)i^) .<...„„ 4 (^-./-'-/i^)
a ft (x)

+/// [«'-(-i^ +^V + ^V+s-H
a b{x) c(x, y)

,djw dSw .2 ,ddw 2-,

ö'^'
,y,r

Mit diesem Ausdrucke ist aber noch folgende Gleichung

d T] d u> d /

VII) L-^--^-^-2l.S5^_@.©^_D.3'^ =

zu verbinden; und man erkennt, dass, wie in der 13"'" Untersuchung (§. 49— 53), so auch

hier, zwei der drei Stücke tj , uj , X willkürlieh sind.

Die Bedeutung von L , 21 , S , g , 2) , ® , g , © , f) , 3 ist bereits (aus §. 49) bekannt.

Es wären nun noch einzelne Gränzfälle aufzustellen und durchzuführen, was jedoch in

Folge alles Vorhergehenden unterbleiben kann.

Untersuchung 17.

§• 72.

Es sei T^ein reeller, mit den Bestandtheilen

d u> d,w d^w d'w dd_ u> d^d,tct

x,y ,z .w
, dx dy ' ds ^ dx^ ' dx. dy dx . dz

versehener Ausdruck ; und man sucht für lo eine solche P'unction der drei Veränderlichen

X , 1/ , z, und zugleich für c{x ,y) und f[x^y) solche Functionen von x und ?y, dass folgendes

Integral
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Amoendung des sogenanjiten VariationscalcuTs aiif zweifache und dreifache Integral<\ 1 3o

a ,5(x) yix.vl

I) r=\\
I

W.'lz.dy.dx

ein Maximum oder Minimum wird.

Man setze, so lange x und y noch allgemoin sind, kurzweg h , ß , c , y beziig]i(d\ statt

b [x)
,
ß{x) . c (x

, y) . fix . y) ; so bekommt man

a ß{x)

llj oü=^ff [W^.,.r-''r-^y^..,^-o^].dy .dx

-^
I I I

dW.dz .dy .dx
a. b{i) c (x . y)

Jl'

und

rf ir

a i (x)

- fF„,,,, . 0-c - 2 . J n;.,,. . >)c - (=1) . .?.-']. dy . dr

a J{x) _^y{j,t/)

+ fl I
d^W .dz .dy .dx

ft S (x) P (X , I/)

Hier ist bekanntlich

d W d Sic d Sw dr^w d'rhi:

dio dx '

*J f
fiij ^ dz d.

dd dio dd^^io d'/) w d d,

' ^ ^' dx.dii ^ ' dx.ds ^ ^ ^ du- \ ^ ' dy.

d'Sw d'3w

und

d W rf, '52 „, d, 3- w rf S- u) dl (?2 w

V) ,^W=^.öHc^{lx)^-^{ly)^^ (I,)^4.(II.^)__

d d S^ w d d 3" w

^ ^ "^^ dx.dy ' ^ ' (e.«;.(is '

d 3iv d 3 IC

+ U,.dw''-^'2l\...diD.- h 2 M3 .<?«;. ^-- 4-
da: dt/

Weil ferner im Ausdrucke TT das z nicht nur unmittelbar, sondern aucli mittelbar, nämlich
d^w d^ic d^w d^w -.

mittelst w ,
——

,
——

, , , enthalten ist; so ist
' d* ' dy ' ds ' dx' ' '

d W d W d W d w ddw ddw ^ d\w

' dz dz ~ dw dz ~ ^ ' dx.dz^ ^ ^^ dy.dz ^
"^ ' dz^

d~d IC d„d, d, w
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134 G. W. Sf rauch.

Bei den zwei Gleiclmngen II und III sind aber noch solche Transformationen nöthig,

wie sie im Vorhergehenden bereits ausgeführt worden sind. Folgende specielle Untersuchung

m&cr etwas nälier in das Verfahren einleiten.

Untersuchung 18.

§. 73.

Es sei TFein reeller, mit den Bestandtheileu x
, y , z , w ,

^— , -^ , -^ versehener

Ausdruck; und man sucht für w eine solche Function von x
, y , z, und zugleich für c{x

,
i/)

und y{x
, y) solche I\inctionen von x und ^/, dass das Intgral

Ij U= W. dz . dy . dx
a 4 (x) (x

, y)

ein Maximum oder Minimum wird.

Hier bekommt man die Hauptgleichung

d^W djlx) d,^{ly) dAlz) _
^ du- dx dy dz

welches dieselbe ist, wie in der 13"" Untersuchung, wo alle sechs Integrationsgränzen constaut

Avaren. Als Gränzengleichung aber hat man diesmal

-ä (a) V- (a
, ?/) J{!^)r{^,!i)

III) J j
(I^%.,... '^W,,,,,,- dz . dy — f j

(Ix),,,,,, rt^w,,,.,. dz . dy

i (a) c (a
, ;/)

"ä (a) c (a
, ;/)

+jY (ily)-^x)^^
^

.dw^^,_^.dz.dx-fj ((I,y)_(I.-)ii)^
^

.dw^_,^,..dz.d

a ä (x) ' " '

''

- Ti;,,,,.,. . Oc - ((l.) - (I^) '£ - {Ix)
^)^

^^

^
. .>-«..,,,.] . dy . dx =

Um aber der Gränzengleichung zu genügen, mag es hinreichen, wenn folgende zwei besondere

Fälle aufofestellt werden.o

§•
'-^

Erster (rränzfall. Wenn für die Gränzen keine Vorschriften gemacht sind, so haben

die Ausdrücke

etc. etc.

und

I
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Anwendung des sogenannten VariationscalcuVs auf zweifache und drefache Integrale. 135

VIj oy^x.y] . r)c(x,'i/) , (ry^x .y) ,
d-c{x,y)

, etc. etf.

durchaus keiner Bedingung zu geniigen. Hier sind die in IV aufgestellten sechs Ausdrücke
dem Werthe nach ganz unabhängig von einander, obgleich sie aus einer und derselben

Function dw^
_
„ , herstammen. Das Nämliche gilt auch von den sechs in V aufgestellten

Ausdrücken, obgleich auch sie alle aus einer und derselben Form f)'Wj.
„ , herstammen.

Und so fort.

Dabei wird der Gränzengleichung nur genügt,'wenn folgende acht Gleichungen

1) (Irr)„,,,,= () , 2) (I^),,,,^_(I.r),,,,,.-|=ü , 3) W:,„,,= 0,

4) (ixX,,,..= o , 5) (i^v).,*,.-(i^).,*,.-^ = o , 6) n:,„,,= o,

8) (I^).,,.. - {Igh,,,.. ^ - (I^).,,,. . ^ =

stattfinden.

In den zwei Gleichungen 1) und 4) ist x constant; sie sind aber nach i/ und z identisch

und müssen, wenn sie Differentialgleichungen sind, als partielle Differentialgleichungen nach

y und z behandelt werden.

In den zwei Gleichungen 2) und 5) ist ß(x) und h (x) an die Stelle des ?/ getreten; sie

sind aber nach x und s identisch, und müssen, wenn sie Differentialgleichungen sind, als

partielle Differentialgleichungen nach x und z behandelt werden.

In den zwei Gleichungen 7) und 8) sind c(x ,g) und ]r(x ,i/) an die Stelle des z getreten;

sie sind aber nach x und ?/ identisch, und müssen, wenn sie Differentialgleichungen sind, als

partielle Differentialgleichungen nach x und ?/ behandelt werden.

Schaut man jedoch noch eimnal auf die Gleichungen 7) und 8), so sieht man, dass

daselbst die Differentialquotienten der noch unbekannten Functionen c{x,y) und yix^y) vor-

kommen. Durch Elimination dieser Quotienten wird jedenfalls einige Bequemlichkeit gewon-

nen für den noch rückständigen Theil der Untersuchung. Nun sind aber auch die Gleichungen

3) und 6) nach x und y identisch; und desshalb sind auch ihre nach x und y genommenen

partiellen Ditferentialgleichungen identisch Null, d. h. man hat auch

,d\\\ ,d \\\ d r ,d n\ , d, \\\ d, c

1" Hr +(—
) i: = » .

1-^) (tt). +(Tr), -i^"
d Y d y d ,c d^ c

Eliminirt man letzt — ,
-^

,
-^

, -^; so gehen 7) und 8) bezüglich über in
'' dx dy dj; rfy . ° ' ' °

d ^^\ , rf 'i\ , d, w
13) ((!-)•=) ^(it^^/)-=7r) +(^i-^)-=ir) =^'

U) (1.).=^) +((ij/).=) +((i..).—
) =0

Die Symmetrie der beiden letzten Gleichungen ist beaehtensAverth.
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136 G. W. Strauch.

Man substituire jetzt das für lo gefundene allgemeine Integral in die Gleichungen 1).

2), 4), 5), 13), 14), und integrire dieselben. Erst die sich ergebenden sechs Integral-

gleichungen können benützt werden zur Specialisirung der (in w eingegangenen) willkür-

lichen Functionen'.

Hierauf substituire man die so specialisirte Function w in die beiden Gleichungen 3)

und 6), und bestimme die unbekannten Functionen c{x , ?/) und j-^x ,t/). Weil aber die beiden

Gleichungen 3) und 6) einander einerlei .sind, so müssen sich für c (x
, y) und j- {x,y) auch

zwei ebenförmige Ausdrücke ergeben. Sind diese vielförmig, so kann man die verschiedenen

Formen so vertheilen, dass die der Aufgabe zu Grunde liegende Hauptbedingung j {x ^y)

> cix^y) erfüllt wird. Ergeben sich aber für c [x ^y) und j {x^y) nur einförmige Ausdrücke,

so ist keine solche Yertheilung möglich , d. h. es ist c {x ,y) ^ y [x ,y) ^
was der Aufgabe

widerspricht.

Um das Prüfungsmittel herzustellen, liat man in die allgemeine Formel III der vorigen

Untersuchung für o^IF und <?'Ml^ vorerst die Ausdrücke einzusetzen , dann das dreifache In-

tegral gehörig umzuformen und hierauf so viel als möglich zu reduciren. Mit Hilfe der Glei-

chungen 7) und 8 kann man aus den beiden Aggregraten

d<Uo ^
d u IV djie

15) aX)^,.,,,.{-;^-) + (I^),,,.,,^.(_-) + ^I,)^_,^_^.(__)

unt

1«3) (Ix%,.,.-.-(V) +^I^^/)----(V) +(I^)-'-(^)

die beiden Factoren (It),
,,

.. und (I?)^
„ , eliminiren; und so bekommt man bezüglich

, (/ 10 d o IV d Y, , d <i w djjw d y

17) iix)...,...(V +— -7^) +(J^X-...'..-(V + ^-i)
inid

, d d w d () iv d c . , d V w d i) iv d <:

Die zwei letzten Aggregate lassen sieh aber noch auf folgende Weise abkürzen

;

19) [^^h.,..r-==^ (Ii/)..v..-
•r ,» . y)

dy

unc

d (i) w .\ d id w )

Wenn man ferner die Hauptgleichung II und die acht Gleichungen Nr. 1 — Nr. S be-

rücksichtigt, und zur weiteren Abkürzung

11^'
, V , W" , V"

' 1)01' einfachste Fall, wciclici' dorn liicsigen (iränzfalle entspriflit, ist (sj- äl'J derjenige, wo alle sechs Intcgrationsgränzen con-

stantc \\ crthelcniente sind : und aiieli dort sind zur Speeialisining der (in w eingegangenen) willkürlichen ['"unetionen sechs
mit tiriinzelementcn versehene Gleieluingen vorhanden.
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Anwendung des soge:nannten Variationscalcul's auf zweifache und drefache Integrale. 137

bezügiieli statt

Ws J^
„ ^

l dw i ' V rfj j
'

\ dw )

setzt; so nimmt das für diesen ersten (Iränzfall sich ergebende Prüfungsmittel endlieli folgende

Form an:

S{a) r(a,r,) ^(a) /(a.;/)

VII) 3:'U==f J r^,,„^,.dtcl^_,.dz.dy-f J rj^^„
^
^ . diol^,,

,
^ . dz . dy

''b(a) €{a,y) 4 (a) c (a
, ;/)

a''f(-i:,/5) ^ '
f

' ^ '(x.h) ^' '"

a « (rj
'

I , d (iJw ] d (1)11' \ ^ -

Cr r V ,djw d dw ddw '^

a «(.r) r(x,y)

.däw d dw 'i ,djic 2t

Mit diesem Ausdrucke muss aber bekanntlich noch foloende Gleichung-

d Ti d aj d X

VIII) L— — ^ _i__ 91 . 2)2 _ @ . @2 _ ^ _

c^2 ^ ,

'
(io rf;/ dz ^

verbunden -werden; und mau erkennt, dass, wie in der 13'™ Untersuchung (§. 49 — 53),

so auch hier, zwei der drei Stücke :y , w , A willkürlich sind.

Die Bedeutung von L , 21 , ,S , g , 3) , ® , g , © , ^ , 3 ist bereits (aus §. 40) bekannt.

Weil nun von den di-ei Stücken yj ^ oj , k zwei willkürlich sind; so lasse man rj und co

kurzweg zu Null werden. Dabei reducirt Gleichung VIII sich auf

IX) L— !^— 91.35^— (S.®^^— f).3^' =

und wenn man diese Partialdifferentialgleichung integrirt , so ergibt sich für ?i ein aus x
, y ,

z , TT (x
, y) zusammengesetzter Ausdruck, w^o tt (x

, y) eine ganz willkürliche Function von

X und y ist. Aber eben diese in A enthaltene willkürliche Function tt {x
, y) kann man nach

der bald so bald so genommenen Function dw auch jedesmal bald so bald so einrichten, dass

die nach x und nach y identische Gleichung

Denkschriften der mathem.-iiaturw. Cl. XVI. Bd. Abbandl. v. Nichtmitgl. .s
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138 G. W. Strauch.

1 / <i 0^ '<> .) d (Sw \ J

djdic ) d (3 w^ ).-i

dg

stattfindet. Sonach bleibt von VII nur übrig

XI) rfU =

d W^ , I-' (I«) d (8w \ (Xy) d (3w K"

, d üw d dw .2 d Sw '-~i

Es hangt also von den fünf Ausdrücken

,d,W^ , dW.

X . [I ^ 7 X
. f/ , c

ab, ob ein Maximum oder Minimum oder keines von beiden stattfindet.

§. 75.

Zweiter Gräuzfall. Man soll unter allen in Betracht zu ziehenden Functionen w ==

^ {x .y 1 z) diejenige herauswählen, welche bei z= c {x
, y) und bei z ^^y [x

., y) bezüglich mit

21) e=f'{x,y,z) und 22) s = f" {x
, y , z)

zusammenfallen.

Dieses Zusammenfallen ist dargestellt durch die Gleichungen

=i?>) <f[x,y,c(:x,y)]--^f'[x,y,c{x,y)] ,
und 2i) ,p[x ,y ,rix ,y)] =f" [x,y ^ri^- ,y)]

oder kürzer durch

25) w;^ ,,„ = e, ,,,, ,
und 26) z«^

^„
^ = s^ ^

^

Aus diesen beiden Gleichungen folgt

,d,w
/-

f'. '' \

^') ^^^-^-^ + (-^) -^^• = (-57)
-'^-

X
, y ,r X

, 1/ . ;

und so fopt

Sowie aber der vorhin durchgeführte erste Gränzfall ganz analog ist dem ersten dei-

11"" Untersuchung (§. 42): so wird auch der hiesige zweite Gränzfall ganz analog sein dem
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Anwendung des sogenannten Variationscalculs aufzweifache und d.refache Integrale. 139

dortigen zweiten (§. 43). Desshalb mag die weitere Durchführung unterbleiben, und zwar

um so mehr, als grade die beiden nächsten Aufgaben sich mit Anwendungen des hiesigen

zweiten Gränzfalles befassen.

Aufgabe 2.

§• 76.

Man hat einen Körper, der von zwei in den Endjjunkten der Abscissen a und a senk-

rechten Ebenen , ferner von zwei auf der Coordinatenebene X Y senkrechten Cylinder-

mänteln y = b{x) und i/=ß(^x), und endlich von zwei vorerst noch unbekannten Flächen

z= c (if , ?/) und z=zf[x,t/) begränzt wird. Welches ist nun das Dichtigkeitsgesetz ic r^

(f{x,y,z), dem der unsern Körper ausfüllende Stoff unterworfen sein muss, wenn sich das-

selbe im Bereiche der beiden noch unbekannten Oränzflächen auf folgende hestinuiit vorge-

schriebenen Functionen

I) e =./' {x
, y , z)

,
und II) s = /" (x

, // , z)

specialisirt, und dabei das über die ganze Ausdehnung unseres Kör})Prs erstreckte Integral

ein Minimum wird? .

Die Bedingung, dass das gesuchte Dichtigkeitsgesetz w = (ffx,y^z) im Bereiche der

beiden Gränzflächen sich auf die beiden vorgeschriebenen Gesetze specialisiren soll, ist aus-

gesprochen durch folgende zwei Gleichungen

IVj <f
{x

, y ,
r) =f' {x

, y ,
<)

,
und V) (p {r

, y , y) =/" (:r
, // . /')

oder kürzer diu'ch

VIj to, „ ,.
= e^. „ ,. ,

und VIIj w,
,
„ .^ =£,,„.

,

§- ''

Wenn man zur Bequemlichkeit jetzt p , f , r bezüglich statt -^ ,
-—-

,
~— setzt; so

nimmt die sich ergebende Hauptgleichung folgende Form an:

d d w d d ir
X 1/

VIII) il+q^ + r^).^-2pq.—^-2pr
dx^ ^ ^ dx.dy d.r.dz

d" w d d to d'i tc

Unter den verschiedenen besonderen Integralen, welche dieser Partiahlifferential-

gleiclmng genügen, befindet sich auch folgende Urgleichung

IX) 10 = k' . X + k" . y + k'" . z -\- k""

Es muss jedoch das allgemeine Integral mit seinen willkürliclieu Functionen noch

aufgesucht, und an die Stelle dieses besonderen gesetzt werden.
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140 G. W. Strauch.

Aus den Gleiehunafen VI und VII folfft weiter

.

. d_s d_w ..de d w

.

X
, !/ , r

,d,e d,w die d'zto ^ , d d u) .

XU) o-^o^,,_^ = [^-—
)

.'^c + l^-^) .«V-2.(—
d^e d^w d':s d^io . .d »^w .

XIII) «^X,..,. =(^—^) __ -^-r^i^-i^) ..V--2.(^)

oc

dr

und so fort

Diese letzteren vier Gleichungen bilden aber die Grundiag-e der ganzen Aufgabe, und

müssen beständig angewendet werden.

Nun ist man auf dem Punkte, der Gränzengleichiing zu genügen; und zu diesem Ende

sollen folgende drei Gränzfälle aufgestellt werden.

§. 78.

Erster Gränzfall. Das gesuchte Dichtigkeitsgesetz w = cp (x,y,z) soll aus allen

möglichen herausgewählt werden, welche fähig sind, den zwei Gleichungen IV und V zu ge-

nüp-en. Hierbei zerlegt sich die Gränzengleichung in folgende sechs einzelne

:

iz? o ~ o o

— =0 , 2) i-^] — ^-1 .^=0

3) {^] =..
, 4) {^] -{^) .^=0

' \ d.v )
' ' \ dy ) . \ dx ) . dx

X , !/ . y X . if , y •' X
, 1/ , y •' x

, f/ , y x
,

_v
, y x . v . ?'

^ (^ .«' X / f^Kß \ y d^jt) . . d^e d^w . <l '.' -

•t
I y ,

Die beiden letzten dieser Gleichungen sind jenen analog, welche sich ergeben, wenn

man diejenige Fläche sucht, die zwischen andern Flächen die kleinste Ausdehnung hat.

Die sechs Gleichungen Nr. 1 — 6 werden verbraucht, um die in lo eingegangenen

willkürlichen Stücke zu specialisiren. Sodann dienen die beiden Gleichungen IV und V zur

Bestimmung der Functionen c [x , ?/) und y {x ,y).

Die Herstellung des Prüfungsmittels ist dem in §. 43 angewendeten Verfahren analog,

und kann unterbleiben.

§. 79.

Zweiter Gränzfall. Das gesuchte Dichtigkeitsgesetz w:^^(x,p,z) soll nur aus

jenen herausgewählt werden, welche alle sowohl den für die ganze Aufgabe geltenden zwei

llauptbedingungen IV und V genügen, als auch noch in den zwei festen Gränzebenen und

in den zwei festen Cylindermänteln sich bezüglich in die bestimmt vorgeschriebenen Func-

tionen
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Anwendung des sogenannten VariationscalcuVs auf zioeifache und dreifache Integrale. 141

specialisiren.

Hier hat man ausser den zwei Gleichungen TV und V noch folgende vier:

7) ^{a,g,z) = %,{tj,z)
, 8) ^ {a ,ij , z) = ^,{tj , z)

9) ^{x,b[x],z)=%{x,z)
, 10) <p{x,ß[x],z) = %,{x,z)

Aus diesen vier Gleichungen, wo das z noch ganz allgemein ist, folgt:

9 o\o^
, „ ,

„ = , o\o„
, , ,

, = . d' ?o,
,
, ,

, = , d' ^o„ ,„,,=: , etc.

5 o'w^/,,_ = () , dio^ ^}.= , f)''to^.i,,=:0 , d'to^iJ_^=^ , etc.

Mat hat also diesmal die vier Gleichungen Nr. 7 — 10 mit den beiden Nr. 5 und

Nr. 6 zu verbinden, um die in w eingegangenen willkürlichen Stücke zu specialisiren. So-

dann dienen wieder die beiden Gleichungen IV und V, um die Functionen c(x
, p) und j-(x ,;/)

zu bestimmen.

Und so fort.

§. 80.

Dritter Gränzfall. Es soll zu den im vorigen Falle gestellten Gränzbedingungen

noch diejenige hinzukommen, dass der Unterschied der durch c(x,p) und y{x,y) darge-

stellten Ürdinaten den bestimmt vorgeschriebenen Werth 7v behalte.

Letztere Vorschrift führt zu der Gleichung

11) y{;x ,y) —c{x,y)=^ K
und daraus folgt

12) 3r{x,y)^dc{x,y)=.Q

1 3) ()y (X
, y)— d-c {x,y) = {)

und so fort

Man gelangt also liier wieder zu den Gleichungen 9 und 5 , und statt der beiden

Gleichungen 5 und (3 liat man jetzt nur folgende einzige Proportion

, d w d s d w d„£ d 10 d e ^ ,

, d IV d e d w d e d lo d e ^ /- —

dy dy _.. ..,. - ^ j,

welche mit den fünf Gleichungen Nr. 7 — 11 verbunden werden muss, um die in lo

eingegangenen willkürlichen Stücke zu specialisiren. Sodann dienen die beiden Gleichungen

IV und V zur Bestimmung von c {x
, y) und ;- (x

, y).

Aufgabe 3.

§.•81.

Man hat einen Körper, der von zwei in den Endpunkten der Abscissen a und a senk-

rechten Ebenen, ferner von zwei auf der Goordinatenebene X Y senkrechten Cylindermänteln
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142 G. W. Strauch.

y= b{x) und ij=^ß(x)j und endlich von zwei vorerst noch unbekannten Flachen ?=rr-(x,?/)

und z = ]r{x
, y) begränzt wird. Welches unter allen jenen Dichtigkeitsgesetzen, die nicht nur

im Bereiche der beiden noch unbekannten Gränzflächen sich auf folgende bestimmt vorge-

schriebenen Functionen

I) ^ =/' (a-
, i/ , ^) >

""d II) £ =/" {x ,y ,
z)

specialisiren, sondern auch zwischen den fragliehen Gränzen einerlei Masse liefern, ist es nun,

bei welchem das über die ganze Ausdehnung unseres Körpers erstreckte Integral

™^ ^'-JI J r' + i-^)+ (ir) +(-)]• ^^^ •
^^.'^

•

'^-

ein Minimum wird?

Unseres Körpers Masse wird geliefert durch das Integral

IV) / / / 10 . dz . dy . dx

wo w= ^ {x
, y , t) das gesuchte Dichtigkeitsgesetz ist.

Die Bedingung-, dass das gesuchte Dichtigkeitsgesetz im Bereiche der beiden Gränz-

tiächen sich auf die beiden vorgeschriebenen Functionen I und II specialisire, ist ausgespro-

chen durch folgende zwei Gleichungen

V) ^(x ,y ,
c) =f {x

, y ,c)
,

und VI) <p (x
, y , r) = f" i-r , y , r)

oder kürzer durch

VII) zo,
, ,, ^

. = e,
^ ^ _

,

,
und VIII) ««.,,,, ^ =£.,,.

,

Wenn man jetzt die Bedingung, dass das Integral IV unter allen Umständen einerlei

Werth behalte, durch die sogenannte Multiplicatorenmethnde in Rechnung bringt; so gelangt

man zu folgender Hauptgleichung

d' u- d d w
IX) .v/(l+^^ + y^ + ,-T=<l + ?^ + -)-ir-2i^?-i:^"2;:drß -* ^ dx.dy ilr.dz

d' w d d le d w

d^ w d^w d,w
wo jj , q ,

r zur Bequemlichkeit statt ,
—^ ,
— geschrieben worden ist.

(t .1' ^'2/ et z

Unter den verschiedenen besonderen Integralen, welche dieser Partialditfereutial-

gleichung genügen, befindet sich auch folgende Urgleichung

X) (x — ky + (?/ — k"y + {z — k"'y + (^« — k""y = 9 . m-

Es muss iedoch das allo-emeine Inteß-ral mit seinen willkürlichen Functionen noch

aufgesucht, und an die Stelle dieses besonderen gesetzt werden.

Nun sind wir auf dem Punkte, hier ebenso, wie in der vorigen Aufgabe, verschiedene

Gränzfälle aufzustellen; es mag aber an folgendem einzigen genügen.
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AnwendiDig de.s sogeiianntcii- ]'an'ati())ist<tlcur,s auf zweifache uiul dreifache Infegra/c 143

§• 8.^-

Spezieller Gräiizfall. Das gesuchte Diclitigkeitsgesetz soll aus allen möglichen

herausgewählt werden, welche fähig sind, den drei, durch die Gleichungen IV, V, VI aus-

sproehenen und für die ganze Aufgabe geltenden Hauptbedingungen zu genügen.

Wenn man hier p'
,

q'
, r'

,
p"

,
q"

, c" bezüglich statt ^^ , £ , ^ ,

jl
, £ ,

-f^
setzt

;

so zerlegt, sich die Gräuzengleichung jetzt in folgende einzelne:

XI){^)__ = , XII, (^)_^,_-(^)_^ .i=o

xni, r-S) =0 , xiv,(if)
^ -fy^ .^ = «

XV) w^
, „ , ^ + (

'"

^ ^
. ( 1 + ^j .

p" + 7 . q" + r . r")) =

XVI) i«..,„..+ (-=^^===.(1 +i^.p' +V.q' -f r.x')) =0

Die Symmetrie der beiden letzten Gleichungen ist beachtenswerth; und sie sind jenen

analog, die sich ergeben, wenn man unter allen Flächen, welche zwischen andern Flächen

einen gleichgrossen Körperinhalt begränzen, diejenige heraussucht, die die kleinste Aus-

dehnung hat.

Die sechs Gleichungen XI — XVI dienen dazu, um die in w eingegangenen willkür-

lichen Funetioneu zu specialisiren; und hierauf bestimmen sich die Functionen c (a? , ?/) und

y{x ^y) aus den Gleichungen V und VI.

Aufgabe -t.

§• 84.

Man hat einen Körper, der von zwei in den Endpunkten der Abscissen a und a senk-

rechten Ebenen, ferner von zwei auf der Coordinatenebene X Y senkrechten Cylindermänteln

y = b{x) und y =/5(a;) , und endlich von zwei vorerst noch unbekannten Flächen z! = c[x ^y)

und z!' =ly[x ^y) begränzt wird. Wenn nun für letztere zwei Flächen vorgeschrieben ist, dass

iiire Ausdehnungen zusammen den bestimmten Werth Ji" haben sollen; welchem Dichtigkeits-

gesetze muss der unsern Körper ausfüllende Stoff unterworfen sein, damit folgendes über die

ganze Ausdehnung unseres Körpers erstreckte Integral

ein Minimum wird ?

Der Umstand , dass die Ausdehnungen der beiden Gränzflächen zusammen den be-

stimmten Werth K haben sollen, führt auf die Gleichung
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144 G. W. Strauch.

§• 85.

Wenn man hier zur Bequemlichkeit wieder v , q , r bezüiilich statt -^
,
^— , -^ setzt:

SO bekommt man die Ilauptgleicliung

d'w d d w d d ui

ni) i^+'f+^-')-il-'-M-^,-^^pr.--
d'w d d w d'w

Dieses ist wieder die Gleichung VIII der 2"" Aufgabe (§. 77); und unter den verschie-

denen besonderen Integralen, welche dieser Partialdifferentialgleichung genügen, befindet

sich auch folgende ürgleichung

IV) IC = k' . X -f A,-" . i/ 4- k'" . z + ^•""

Es muss jedoch das allgemeine Integral mit seinen willkürlichen Functionen nocl) aufge-

sucht, und an die Stelle dieses besonderen gesetzt werden.

Nun sind wir auf dem Punkte, verschiedene Gränzlalle aufzustellen. Es mag aber an

folgendem einzigen genügen.

Specieller Gränzfall. Es soll keine andere Vorschrift, als die durch Gleichung II

ausgesprochene Hauptbedingung, gemacht werden.

Man setze zunächst

p • q • p • q

bezüglich statt

d^c d,^<- d^r d^jY

dx dy ' dx dy

und hierauf setze man zur weiteren Abkürzung

bezüglich statt

P' q' p" q"

yi-HP'^ + q'2 ' /r+7H^ ' Vi+p"^H-q"ä ' Vl-^r'^+C'

Wenn man jetzt die durch Gleichung II ausgesprochene Bedingung mittelst der sogenannten

Multiplicatorenmethode in Rechnung bringt ; so zerlegt sich die Gränzengleichung in folgende

sechzehn einzelne

:

^' (-1.,.. = *' • ''' (^)..,...-(Tr)„,..-iff=«

VII, C-f) =0
. ™') C-f) -C-f) f=" .
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Anwendung des sogenannten Variationscalcuts auf zweifache und drefache Integrale. 145

, d^w , , d to . d Y , d u- d Y

X , y , Y ^ £
, y , Y ^ x

, y , y

f/, IV . il^ w d^c d^ w , d^,c

^ ^ \ d^ )
'

V dt/ ) T/T l d.v^ ) ' dx
X ,

>/ , c J X
, y , c *' X , y t

c

,
,'l^%" d,,^'

XI) ,l/ll.p^' + ^-^ + /^„„,-sJi.(=^ + ^=)=0 .

™) (^) =^
'

^i^) (i) -(-^)_-i = ^ •

x,ß ^ "•' 'x,ß

^'^ li).
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146 G. W. St 7- auch.

1 — 9? .

(

dji^"

du '

= um

und daraus folgt weiter

XXIV) -- + ^ = + ^ und XXV
Ji'

1

=

Die zwei letzten Gleiclumgen aber zeigen an:

„Bei gleicdiförmiger Dichtigkeit gehören die beiden gesucditen Gränzflächen in die

.,Classe derjenigen, welche unter allen denen, die eine gleich grosse Oberfläche

. „haben, den grössten oder kleinsten Körperinhalt einschliessen."

Andere Gränzfälle kann man sich nach Belieben bilden.

Untersuchung 19.

§• 87.

Es sei ir ein reeller, mit den Bestandtheilen

d U! d w d^w d'w d d ic d d w d'

w

•*• ..«/.-• ^<^
' TTT ' i^dx ' dy ' dz ' dx^ ' dx.dy dx.ds dy-

verseliener Ausdruck: und man sucht

1

.

für w eine solche Function von x ,y .,z,

2. für c{x ,y) und Y[x,y) solche Functionen von x luid //,

3. für b{x) und ß{x) solche Functionen von x, und

4. für a und o. solche bestinmite Werthe,

dass dabei folgendes Integral

.« /?W >-(-r,.'/)

I; f ' =
I f f W . dz . r/;/ . r/.r

ein Maximum oder Minimum wird.

Wenn man, wie in §. 63, die Werthänderungen des a und des <z mit

/9 a , ßa , *-a , ß-a , ß^a , &^a ,
etc. etc.

bezeichnet, und wenn man ferner, so lange x und ?/ noch allgemein sind, kuiv.weg h.j3,c .}-,

bezüglich statt b{x)
,
ß{x) ,c{x,y), ri^- : V) setzt; so bekommt man

,} (a) r (a , y) ,i {-1) r (a . ."

11) riV =
(f f TF;,„. . dz . dy) . ßa -- (/" /' Ii;.,,,. . dz . dy) . ß.

h (et) c[a ,y) b (a) p {&
, y)

y(x,b)

w.

+
/ / [w^.y.r- <h(:^ , y) - T^..v,- '^<^

' y)] ^// •
^^^

+

' a b(i)

n p(x) y(x,y)

[ff dW. dz . dy . dx
'a ^' b{x)^c {x , y)!')

i
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Anwendung des sogenannten Variationscalcal's auf zweifache und dreifache Integrale. 147

Die Bedeutung von (MF ist aus Gleichung III der 14'™ Untersuchung (§. 63) bekannt.

Weil die nach y und j auszuführenden Integrationen unabhängig sind von *a , Ha,
ifa, ,

*'-«, etc.; so kann man diese Bestandtheile auch vor die Differentiale dg und dz setzen.

Weil ferner die nach z auszuführenden Integrationen unabhängig sind von rjb{x) , oß{x)^

(fb(x)
, (fj3(x), etc.; so kann man diese Bestandtheile auch vor das Differential dz setzen.

Gleichung II gestaltet sich also jetzt auf folgende Weise:

,/> ('<) ./'(«,!') ,5 (a) r (a
, y)

lii) o'U=f j W^,„^,.,</a.dz.dg-fJ TT;,,,.,..^a. ./,.../j
' 4 fa)

"
c (a , y)

*"
4 (a) c (a , i/)

+ 11 W,
. ,j ,

. • oß .dz.dx— j W,
, , ,

„ . ,7b . dz . di

"a ''c (x
, f>) a. "r (jc , b)

jj [W^,„,r- 'h - TF,,„... .;c] . dg . dx

M r (x ,y)

/ dW. dz . dg . dx

a {x)

a ß{x) r {x , v)

n i {x) r (x , y)

Die Bedingungen der jedesmaligen Aufgabe werden anzeigen, ob man von der Formel II

oder III Gebrauch zu machen habe.

Die ferneren Umformungen, welche man mit dem dreifachen Integral

ff
I

dW . dz . dg . dx
a 4 (x) n (x

, y)

noch vorzunehmen hat, sind bereits in der 15'*" Untersuchung (§. 65 — 69) ausgeführt. Man
beachte dabei besonders den Inhalt des §. 69.

Untersuchung 20.

§. 89.

Um jedoch die vorige Untersuchung einigermassen zu specialisiren, mag TFein reeller.
d w d w d^ w

mit den Bestandtheilen x ,y , z ,io ,
—^ ,

-^
,
^— versehener Ausdruck sein.

' '^ ' ' ^ dx ^ dij ^ ds

Bezeichnet man, wie gewöhnlich, so auch diesmal die zu

d 3 w li, '5 » d^S w

dx ' dy ' dz

gehörigen Factoren bezüglich mit

(I^-)
,

(Ij/)
,

(I'S)

und führt man die gehörigen Ti-ansformationen aus

;

so bekommt man zunächst
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148 G. W. Strauch.

ß{a.) r{a,„) J {aj >- (a , y)

,5 («)_ •/ (i
, ;/) ^/3 (a) /• (a . «)

+ / / (I «;)„
, , ,

, . «'mj«
, , ,

. • c?2 • <y — / / (Ia?)a ,,,.-• ow, , „ ,
, .

rJz . rly

6 (a)'' c (a , v) '- (a) r (a , i,)

+fT '((I.y).,.,.- (I-^-)..., - I) • «X,,,.. •
dz

.
dx

a Y {x , f>)

-
jj ( {^ii). , * . .

- (i^)..-
, '• , - 3 •

f'"^^- .'-.=• '^^
•
^^^

+ // [^K.,...-«V4-((i.^i..„,.--(ij/).,,,,..^-(ix%.,.,A')..;....,_
''a'JW

+ 111 I
==— -- —=— I . oiü . dz . dy . dx

J J J \^ dw dx dy dz J
'

a A (r) r (x
, ,v)

Weil man aber, wie bereits (in §. 87) näher begründet ist, die Bestaudtheile *a und &a

vor die Dift'erentiale dz und dy , und weil man ebenso die Bestandtheile dß und db vor das

Differential dz setzen darf; so kann man letztere Gleichung auch auf folgende Weise schreiben:

Jii), r(i,!i)

^,} (a) )- (i , v)

— /
'

/
' ( n ; , ,„ .

, . // a, + (I xi
, „

,,..!/ «), ,,,.,). 6?,E- . r/.i/

+yj [i^x.,. = - «^/5 ^ ((i.y)x,,,.- (i.*')x, .,.•!) • '-^"^x,,,.] .
'^.^

.
d-^'

a -• (x
, ^)

a c (x , A)

a " « (x)

,,(x),.,x.,v, ,
,_(j^

.
; ; 7

_i_ / / / I -- ^ . oiö . dz . du . dx
J J J L «^«^ ''•^ rf(/ (i2 J
a 4 (x) -: (x

, !i)

Es hat jetzt keine SchAvierigkeit, die Gleichungen I und II noch weiter zu behandeln,

und in jedem Einzelfalle das betreffende Prüfungsmittel herzustellen. Das Verfahren ist dem
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Anwendung des sogenannten Varidtinnscalcids aufzxoeifache und dreifache Integrale. 1 49

analog, welches ich in der 12'"' Untersuchung (§. 45 — 47) bei zweifachen Integralen ange-

wendet habe.

§• 90.

Hiermit mag nun auch die Reihe der Untersuchungen . welche auf dreifache Integrale

führen, und welche sich noch sehr vermehren lassen, geschlossen werden; denn alle dabei

vorkommenden Eigenthümlichkeiten sind, wie man zur Genüge erkannt hat, denen analog,

welche bei den auf zweifache Integrale führenden Untersuchungen bereits erledigt sind.

Ebenso hat der Übergang- zu solchen Untersuchungen, welche auf vierfache, fünffache

etc. Integrale führen, jetzt nicht den mindesten Anstand mehr; und auch für solche ist durch

das Vorhergehende jede erforderliehe Anleitung gegeben. Dass aber dergleichen Unter-

suchungen, namentlich wenn nicht alle Integrationsgränzen eonstant sind, einen sehr grossen

Raum einnehmen, das bedarf kaum der Erwähnung.

Nachtrag.
§• 91.

Ich habe jetzt, wie schon im Anfange dieser Abhandlung (§. 1) angedeutet wurde, noch

nachzuweisen, dass die von Sarrus, Cauchy und Delaunay mitgetheilten Resultate

ihrem Gegenstande nicht genügen.

T. A b li a n d 1 u n g v o n 8 a r r u s.

Diese führt den Titel: „Recherches sur le caleiil des variations", und befindet sich in

dem mit der Jahreszahl 1848 versehenen Bande X der Mömoires prösentös par divers

savants ä l'acadömie des scienees. Seite 1 — 128.

Sarrus gründet seine Resultate darauf, dass er ein eigenthümliches Substitutionszei-

chen einführt. Nemlich:

1. Wenn u eine Function von x ist, und dem x der feste Werth a beigelegt wird; so

schreibe ich u^. Sarrus aber schreibt H^^-

2. Wenn u eine Function von x und ?/ ist, und diesen beiden Veränderlichen bezüglich die

festen Werthe a und b beigelegt werden; so schreibe ich u^,,. Sarrus aber schreibt 'X'~\:,u.

3. Wenn u eine Function von x
, y , z ist, und diesen drei Veränderlichen bezüglich die

festen Werthe a , 6 ,
c beigelegt werden; so schreibe ich m^,^,^- Sarrus aber schreibt n^n^H-«-

, Undsofort.
Die nächste Folge dieser Bezeichnungsweise ist, dass Sarrus viele Theilsätze, welche

ich unter ein und dasselbe Integralzeichen bringe , von einander trennen, und unter abge-

sonderte Integralzeichen setzen muss." Davon ist die weitere Folge, dass die Sarrus'schen

Formeln unfähig sind, jene Probleme zu lösen, wo verschiedene Gränzbedingungen in Rech-

nung gebracht werden sollen; und so kann man mit diesen Formeln nicht einmal jenes eni-

faehe Problem lösen, wo die „kleinste Oberfläche zwischen veränderlichen

Gränzen" gesucht wird. (Man vergleiche die Anmerkungen, welche ich zu §. 26, 29, 43,

44 und 47 gemacht habe.)
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150 G- ^V. Strauch.

Das Prüfungsmittel , an welchem man das Vorhandensein eines Grössten oder Kleinsten

erkennt, hat Sarrus nirgendswo hergestellt, ja er hat desselben nicht einmal erwähnt. Auch

sind seine Formeln unfähig, das Prüfungsmittel zu liefern, und zwar schon in jenem allerein-

fachsten Falle, welchen ich in der ersten Untersuchung (§. 10) erledigt habe.

Um die Wahrheit dieser Aussagen vor die Auschauung zu bringen, will ich die von

Sarrus in seiner Abhandlung (Seite 119— 128) aufgestellte Aufgabe auch nach meiner

Weise durchführen, und alsdann die beiderlei Resultate miteinander vergleichen. Diese von

Sarrus aufgestellte Aufgabe ist folgende:

„Quelle doit etre la loi des densit^s des molöcules d'un eorps dont on connait la

„forme et la position, pour que, en ddsignant par v la densite de la mol6cule ayant

„X cTi X, pour eoordonnees et par lo une fonction quelconque donnde de x x^ x.^ v,

„r integrale

dx / dx^ / dx., w .
———-—

/ I
~ dx dxi dx.2

„soit un maximum ou un minimum, en supposaut, (Vailleurs, cette integrale prise dans

„toute l'ötendue du corps? "

Der Umstand, dass man es hier mit einem Köi'per von bestimmter Lage und Gestalt zu

thun hat, verlangt ein bestimmtes Integral, Avofür man die betreffende Bezeichnungsweise

allerdings von Herrn Sarrus hätte erwarten dürfen.

In obigem Integral ist, wie aus der Aufgabe hervorgeht, durch v eine vorerst noch

unbekannte Function der drei Coordlnaten xx^ Xo dargestellt, während w eine ganz bestimmte

Zusammensetzung der vier Bestandtheile xXiX-^v bedeutet. Dieses berücksichtigend gelangt

Sarrus (in Nr. 155, Seite 119— 123) zu folgender Variationsgleichung der ersten Ordnung:

( 1
) = / dx / dx, / dx, -- . —^-^

) • " '
^'

/ / / y dv dx dx, dx^ dx dx^ dx., )

(2) ^jdxjdx,r^r^^.,r

r r
r "

Z"
d'-x.y" dw dx,," dw dx.^" die dx," dx," \du>-

^' ' I )
1 l's V dx dxi dx dx, dx, dx dx, dx dx, ) dx,

(6) - idx fdx,r^[w .pi-^^.f^^.^^';^.^.'^]
^ '

I } ^ dx.dx, d.r dx, dx, dx dx, dx dx, I

(10) -J,uy.ij:i.,(^_)

dxo' d.v.)" \ d' r

(dx,)--'

dx.,' dx.2' \ 'l'Or

(dx,)''^

d'^ w

O V

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



^

Amofiiihtng (h,s .wgeiHnintcii VnriaÜonscalcu[h auf zioeifache und dreifaclu^ hdeijrale. 151

(11) -j^^^ijä^A^.^

(14) _^;7xnf nf (^)-^^-

(17J +|;?.^^fn:f(4^).^;^•

(18) H-j^xnf ns'M.^

(19) +y^-nfn2'(-^).S;

(20) +y;/xn:;'nf (^)..?^^

(21) +/^-^n:;'nf (^«).4^

(23) -^rf-n:;'n2'(^).^^'

(24) -fdx^;rx((w).^

(25) -/^-T;nj:(^«-^)-i^

(26) -X'fdx^ry^l^.dv

(27) -nf/'^-,n;l»-S^)-f

(29) +nr/<*:^,n;f(«..-g^).^

(32) —tf'lx.'^ii^yil''
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152 G. ir. Strauch.

(34) --nrnf/>-^.(;;;:).^"

(35) +nrn:;/«^^.(;^).'?^^ •

(36) +n:'nff/.^-4^;)-'?^'

(37) -ry^r^;Jdx,{;^).,}v

(38) +nfnf nfi^«)-«''

(39) _^f^V'q;/(,,).^^;

(40) _r^f qVr^V',^^).^^

(41) +nrn:;'ns'(^<')-'?^^

(42) --r^r^;'n^'(2o).^v

(43) f n:'nf ns'(^«)-'^^

(44) ^nfn:;'n:!" (^)-'?^'

(45) —^^;%ii:w).dr

Nun will ich diese von Sarrus aufgestellte Variationsgleiehiuig nach meiner Methode

entwickeln. Dabei werde ich, zur Bequemlichkeit, die drei Coordinaten mit x , i/ , t dar-

stellen, und auch hier meine für die partiellen Differentiale angenommenen Bezeichnungen

gebrauchen. Das Integral I nimmt also jetzt folgende Form an

:

-." ^fi (^) ^r (^ < </) , , ,
a,rf.,d,tJ

a A (x) r (x , ?/)

Hier ist, wie aus der Aufgabe hervorgeht, v eine vorerst noch unbekaiuite Function von

'^ iV 1 ^1 während lo eine ganz bestimmte Zusammensetzung der vier Bestandtheile x ^y ,x ^v

bedeutet; und weil der Körper eine bestimmte Gestalt und Lage haben soll, so sind nicht

allein die Werthe von a und a constant, sondern auch die Functionen b{x)
,
ß{x) , c{x ,y),

y{x,y) sind bestimmt. I)esshalb bekommt man aus letzterer Gleichung zunächst nur

,",.''(')„>'(' ")
i" r r ' ,d « d d d V d d d d i- ,

IIIj ')U=
/ ( — ^^ '

r)v + to
"" '

] dz . dv . dx
J ] ] ^ dv dx.dij.dz dx.dy.dz J

.1 4 (j) "-(i- . i,\

Lm diesen Ausdinick yehorig umformen zu können, gestalte man ihn zuerst auf folgende

Weise

:
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Anwendung des sogenannten VariationscalcuTs aufzweifache und drefache Integrale. löH

/• /• /• r , d„w d d d i- d d d le ^

lY) ,) ü=
/ 1

— .^^ ' " -'

1 . <Jr
^

} I J \_\ dv dx . dy . dz dx . dy . dz J

a fj (x) r {x , >i]

/ d (f te ^ \ / d d w „\ , d (I w „\
dJ=S=^=.df] d (

' '
f?

»

dl '«
. ün]

dx dy dz

M/(^'^^'0 'h^.C^^^) ^M'=i^^) dJ,d^{^c.,Uy\— =—^——^^=— =^=^=^== 1-

"

\ . dz . (1 1/ . ilx
dx . dy dx .dz dy. dx

' dx .di/.dz J '

Wenn man letztere Form mit Gleichung III der 15"" Untersuchung (§. 60) vergleicht:

so erkennt man, dass diesmal

d 10

{l'xyz)= w.r}v , (Ixg):r=—^d?.>
,

(Sxz)

d d w d d w d d w

dw

dy
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154 G. W. Strauch.

I tü-^ .
I

X , fj .y {r , h) •' X , f)
, Y (.r , b)

+ "— 1 • I
—

I

+ (--) •(—

)

X, ß, f(x,^} X,ß, r(x
, ß)

r Y r d W
^ r d Y d 3t^

i» a
, !i , r (a , y) •> a

, y .
r {a . y) a , y ,

' [a , ?/) '

f [-"(4r) .
•«^''a,.v..(a.,)-(^«i^) -l^)

. '
,

L -^ a ,?/,)• (ii . .»)
•' a , ./ , r (a

, >/) a , v . y (a
, y)

''(a)

^ a
, ,v ,

'^ (a , '/)
-^ a , (/ , ^ (a

, y) a ,//,'• (a , >i) J

r(«./5|al) , /-(««[al)
/ a. »o V / / d,w .

<(«,/? [a]) - (« , 4 [a])

V(a,/S|a]) Ha. Mall

•-^
, - r „ a , ,< (a) . z ' , , I 1,

a
,

'. (a) , c

(a
, ,5 [a])

a
, ,ä (a)

.

z '
r [^ , ü |a])

+ '^a,ß{a), y (a
,

/J [«]) • ^^a, ,? («),>- (a
, /? («]) '^^'a

,
^i (a)

,
>• (a

, ^ [a|)
• » ^'a , ,S (a) . > (a , ^ (a])

"^a, li{a) ,Y[a,0 [«])
• '^ ^a , A (a) ,

>• (a , « [«]) + ^"a . 4 (a)
, ^ (a , 6 [a])

• ^ W»
, « (a) , r (a , « (a))

"'«
, /5 («) ,'•(«, ß [a\) • '^'^a,ß{a),c(a,ß [a]) + ^a

, ^ (a) , f (a
, ;3 [a])

• ^ ?\
_ ^ (a) , ^ (a

, ß [a])

+ ^"-2
, /. (a) ,c(a,/> (aj) • " ^"a , « (a) , c {a , f. [a]) ^^ . /) la) ,

< (a , « [a|)
• ''''

'''a , S (a) , ^ (a , /, |aj)

§. 92.

Wenn man jetzt diese meine Formel mit der von Sarrus aufgestellten vergleicht: so

gewahrt man sogleich, dass bei Sarrus jede der sech sun ddreisig, mit Nr. 2— 37 be-

zeichneten, Zeilen auch mit besonderen Integralzeichen verselien, und dass somit alle darunter

befindlichen Variationen von einander abgesperrt sind, wesslialb aucli letztere in keine Ab-

liäno-iokeit unter einander a'ebraclit werden können.
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Anwendung des sogenannten VariationscalcuCs auf zioeifache und dreifache Integrale. 1 ö 5

1. Die seelis, bei Sarriis mit Nr. 2— 7 bezeichneten, Zeilen habe ich unter das ein-

zio-e Integralzeichen / / gebracht; und erst so ist es möglich, die sechs Ausdrücke

,(lJv ,d,Sv. ,d:dv. ,d-3v^

von einander abhängig zu machen.

2. Die zwei, bei Sarrus mit Nr. 8 und Nr. 9 bezeichneten, Zeilen habe ich unter das

einzige Integralzeichen / / gebracht; und erst so ist es möglich, zwischen (iv^^^ , und
,djF

_
_

^^ <-(^,ß)

(
——

J
irgend eine Abhängigkeit aufzustellen.

3. Ebenso habe ich die zwei, bei Sarrus mit Nr. 10 und Nr. 11 bezeichneten, Zeilen

unter das einzige Integralzeichen / / gebraclit; und somit habe ich auch zwischen rjv^
^

( ~— 1 die nöthige Verbindung hergestellt.

4. Dagegen musste eine jede der zwei, bei Sarrus mit Nr. 12 und Nr. 13 bezeich-

neten, Zeilen auch in meiner Formel mit einem besonderen Integralzeichen versehen werden;

und so bleiben auch hier die beiden Ausdrücke öv^,^, und dv^,,, von einander abgesperrt.

5. Die zwölf, bei Sarrus mit Nr. 14— 25 bezeichneten, Zeilen habeich unter das ein-
a

zige Integralzeichen / gebracht; und so ist es möglich, die zwölf Ausdrücke
a

^ '\ '^ ^
f^'^x

, ß,r{x , ß) ) OV^f^^^f^-^^ , O'^x ,ß ,<^(x, ß) 1 f^^''x,6,c{x ,i)

^ ''.'/ K.ß.r^x,ß)
'

*- '^^ K-,>,,r(x,l,)
'

^ <^.V K,ß,rix,ß)
'

^ "^y K,ö,c(x,i)

(d_ öl- , d Sv . , d 8v ^ , d, Sv ^

von einander abhängig zu machen.

G. Die vier, bei Sarrus mit Nr. 2G — 29 bezeichneten, Zeilen habe ich unter das ein-

ntegralzeichen / gebracht; >ind erst so ist es möglich, die vier Ausdrücke

' V dz )„ .„,,,., ' V dz )„
^ ^'a , II , r (a

, ri) '
'^ ^ a , ;i .

c (a
, ii)

"* ' a ,y .r {a ,y)
" ""' ' a

, y , e (a
, y)

von einander abhängio- zu machen.

7. Ebenso habe ich die vier, bei Sarrus mit Nr. 30— 33 bezeichneten, Zeilen unter das

einzige Integralzeichen / gebracht, so dass auch zwischen den vier Ausdrücken

. d 3p , , rf, dv ,

die gehörige Verbindung hergestellt ist.

»
I * . r (a I .v) a

, ;/ , r (a , v)
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15(i '?. Tr. Sf/f/ii eh.

8. Dagegen musste eine jede der vier, bei Sarrus mit Nr. 34— 37 bezeichneten.

Zeilen auch in meiner Formel mit einem besonderen Integralzeichen versehen werden; und

.so blieben aucli liier die vier Ausdrücke

von einander abgesperrt.

§• 93.

Hiermit hat man in der That ersehen, dass, wie schon im Anfange des §. 91 vorbemerkt

wurde, die Sarrus'sehen Formeln unfähig sind, die auf die Gränzen sich beziehenden Varia-

tionen voneinander abhängig zu machen, dass man also mit diesen Formeln z. B. nicht ein-

mal das einfache Problem lösen kann, wo die „kleinste Oberfläche zwischen gegebenen
Flächen" gesucht wird. (Man vergleiche die Anmerkungen, welche ich zu §. 26, §. 2'.l.

§. 43, §. 44 und §. 47 gemacht habe.)

So wie sich ferner v.on Hei'stelluug des Priifungsmittels in der Sarrus'sehen Abliand-

lung keine Spur vorfindet; ebenso würden, wenn er dasselbe herzustellen versucht hätte, ihm

seine Formeln die geeigneten Dienste versagt haben, und zwar schon in jenem allereinfacli-

sten Falle, welchen ich in der ersten Untersuchung (§. 10) erledigt habe. (Man vergleiche

§. 96.)

IL Abhandlung von Cauchv.

§. 94. Diese führt den Titel: „Memoire sur le calcul des variations" , und befindet sich

(Seite 50 -130) in dem dritten Bande der Exercices d'analyse et de physique mathema-

tique . par A. Cauchv. Paris 1844. Mit diesem M(5moire bezweckte Cauchy, die Theorie

des sogenannten Variationscalcul's an seine bereits mit so grossem Beifalle aufgenommene

Theorie des DifferentialcalcuTs anzureihen; und zugleich spricht er sich aus, dass er die von

Sarrus mitgetheilten Formeln auf concisere Weise darstellen wolle.

Cauchy gründet seine Besultate ebenfalls auf die Einführung eines eigenthümlichen

Substitutionszeichens. Wenn nämlich durch n eine Function von .r dargestellt ist, und die

besonderen Werthe x und x" an die Stelle des allgemeinen x gesetzt wenlen: so bezeiclnict

Caucliv diese beiden Substitutionen durch

\ U_ lind
\ u

und die Ditfercn/. ' n — I
u stellt er dar dundi

I
u

X = x'

Von letzterem Zeichen spricht er alsdann (Seite 100 in der Anmerkung), dass es dem-

jenigen analog sei, dessen sich die Mathematiker zur Darstellung der bestimmten Integrale

bedienen, und dass man durch dasselbe auch eine grosse Anzahl von Formeln in der Algebra

und im Infinitesimalcalcul viel einfacher und conciser machen köiuie. So z. ß. könne man

durch dasselbe die Formel

X

f
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Anwendung des sogenannten Vm-iationscalcid's aufzxoeifache und dreifache Integrale. 157

in welelier u =f(x) genommen ist, reJuciren auf

./' —~.d.r=
I

IC

Ebenso könne man die Formel

x" y"

ff ii • 'h^ • '^^ =fi^" f) —fi:^'" >
y') -/(^'

>
y") +./'(^^'

>
y')

dx . dy

WO u =y (,T , ;/) genommen ist, reducireii auf

X y

u d ^d^U X = x" ti = y"

. dy . dx =
I

'

I
M

dx . dy X = X' II = !/

Auf yieiche Weise könne man die Formel

" -'
rf d d II
X >i z

fffJ J J d.v.dy.dz
x' y' z'

.dt. dy . dx = + f{x" ,
y"

, z") — f{x' ,
y"

, z') — /(x" ,
y'

, z") + f{x" ,
y' , z\

— f [af. ,
//" ,

.3") i- f{x ,

y'
, .-/) + / [x

,
y-

, z" ) —/ {x
,
y' , z']

wo u ==f (x . y , z) genommen ist, reduciren auf

X II zmddd^u X = x" II = !/" z = z"

-^-^ dx . dy . dx =1
I I

«
dx.dy.dz x = x' ;/ = y' 2 = 3'

-r v

Und so fort.

Diese ßezeichnungsweise mag sich allerdings in manchen Fällen als zweckmässig er-

weisen; allein wenn man sie im Variationscalcul anwendet, dann leistet sie nicht die nöthi-

gen Dienste. Der erforderliche Nachweis mag an folgender CTieichung

X 1/ ^~

3 o\s=.J f f H . \)^l)„l),du . dz . dy . d,

geliefert werden. Hier ist u eine noch unbekannte Function von x
, y yZ\ dagegen R ist eine

ganz bestimmte Zusammensetzung der vier Bestandtheile x
, y , z , u. Unter z' und s" sind

P'unctionen der beiden Veränderlichen x und y, dagegen unter y' und y" sind nur Functionen

des einzigen Veränderlichen x zu verstehen. Durch D,. D„ D, r??« bezeichnet Cauchy den

Differentialquotient
''''''''" '

. Nach Ausführung aller nöthigen Transformationen gelangt der-
- dx.dy.dz

selbe (auf Seite 128 und 129 seiner Abhandlung) zu einer Gleichung, welche aws folgenden

Theilsätzen besteht:

5 o^- = -i- I r I
R . du

X := x' !/ = y' Z =: z'

x"

._. f
"7""

'T'" D, R . du . dx
J V = H' z = z'

X
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158 G. W. Strauch.

— f "T"" *"T'" R D,,.3" . J),du .dx + \ 'T' '"T R . D,2' . J),du . dx
x' x' .

y"

— ^Tf 'T" ^yR • du . dy
X = x'J z =z'

y'

y" _ „ . - „ Y,y" _ ,

x=x'J
~

^=^V,
y' y

— -^""T'" f D^R.du.dz
X = x' y = ii' J

x" ij" _ _ ,,

^rj ^ C\'' ^xR ü,.s" + D, (7'" R . D.3")] "T' D.du . dy . dx
x' y

'

x" y"

--Jf CT' T>^R . D,2' + B^CV' R . D..3')] 'V T>,du . dy . dx
x' y'

+ r /"
^'T" R. D. s" . r>, -" .Dldu.dy.dx—jj T' R. IK i' IK '-' D' r) u . dy .

d .r

x' "V -c' .'/'

x" y"

+ fj "Tl^y^DJi ,du.dy .dx
' x' y'

+ T"
T ""

f B^R . D^y" . l), du . dz . dx — T "

T
"'

J D^R- ^xl/' I >, d u .di. dx

z' z' X a

x" s

+ /""T"'' f D,'D„R . du . dz . dx

x" v" 3"

— f f f t>xß,,I>-- • du . dz .
dy .

dx
x' *;/' z'

Nun will ich diese von Cauchy aufgestellte Variationsgleicluuig nach meiner Methixh^

entwickeln, und dabei meine (in §. 3, §. 4 und §. 5 erklärten) Bezeichnungen der Differini-

tialquotienten gebrauchen. Ferner will ich, wie gewöhnlich, a ,
r/

, h(x)
,
ß{;x) , c(x , y),

^{x
, y) bezüglich statt x' , x" ,

y'
,
y"

, z , s" setzen. Auf diese Weise nimmt das Integral Q)

folgende Form an

a ß(x) r{x, ;/)

Wenn man noch die bei Cauchy Seite 129 befindlichen zwei Ausdrücke

D,(1'"7?.'D..3") und l)„(7'"Ä.l),t')

in ihre Bestandtheile zerlegt, und letztere in meine Bezeiehnungsweise überträgt; so bekommt

man bezüglich
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Anwendung des sogenannten Variaiinji.wulcid's aufzweifache und dreifache Integrale. 15 11

(d H d Y d Ji d Y d Y d d y ^

dy dx dz dy d.r.
' dx.dy )

^

, „ ,
>- (x

, j,)

und

(d H d c d 11 d u d .c d_d, c ^

dy dx dz dy dx '^^'^V x , i, . r (x . i,)

Ferner setze man, 8o lange x und y noch ganz allgemein sind, b , ß . c
, y bezüglich statt b{x),

ß{x) , c{x-.,y)
,
j-(x ,1/). Diese Abkürzungen sind natürlich nicht mehr erlaubt, sobald einer

oder zwei der Veränderlichen x und y specialisirt sind.

Hiernach stellt sich ('auchy's Formel 5 auf folgende Weise dar:

r).s =

+ -"«
. ii(a) ,r(a,fi [«)) • (^ ^a

, ß (aj
, r ia , ß [a]) •'' a , ;} (a) . )• (a . ^ [a] j

• ^ ^''a . ß {«.) . r (i
, ß [a])

J^a ,t{a), r(a, b [a]) • '^ ^*a , 4 («) , y (a , 4 [«]) + -^^a . 4 (a)
, y (a , 4 [a]) '^ ^*a

, 4 (a)
, y (a , 4 [a])

^a
, ß {"),< {a , ß [a])

*^
'^'' a , ß (a) .<•(«, ß [a]) + -^^a . ß (a) . f (a , /5 [a]) • ^ Mj

,
/S (a)

,
f (a , /9 [a])

+ i^a
, 4 (a) ,

<• (a , 6 [a]) • OU„^^
,, („j , c (a , b («]) -^^a . 4 (a) , r (a . 4 [a]; • " ?<a , 4 (a) ,

<• (a , 4 [a])

"
d B^ , dB,

^/ L '' «< ^x . ß.Y{x,ß) "-^ X
a

^ '^'' -'^
, ,ä , <: (X

, /3)

^ ^ ''•" ^ , 4 , . (a: , 4)

' '^ ^x , 4 , y (i- , 4)

• ö Mj,
, 4 , r (x , 4)

'^ '^'^ 'x,ß,r{x.ß) ^ ''^
''x ,/?,) (^ , ,})

''•^'
''.r , 4 , y (. , 4)

'^^ 'x,b,r(x,b)

^ •^'='x,ß,c{x,ß)'^ ^^ 'x,ß,a(x,ß)
^ '^'= K,b,c(x,b) '^^ 'x.b,.(,x,b)\

4(a)

O M«
, ,, , c (a , y)

{B— ] i-^] +fj?^^l •( ) l.dy

'a , .V , c (a
, y)

4(aJ

d Y d du , d c . ^ d,du ^
"1

— (B"-] (-—] +(7?— 1 {^-] \-^^V
^ 'ly K,y,r«^,y)'^ '^' '^,y,r(-,v) ^ '^2' ''a

, , , . (a , ,) ^ ''' ^a,,,,.(a.,,)J

r'''"''^"", dB,
r<a,bm

•^c{a,ß[a])
«./^(«J.- ^•(«,4[a])

-^
, ,. ., a, /9(a), z <,. ,. i„n'a,/S(n), z ^

, , r 1,

-

a
,
4 (a)

,

c(a
, ,}[a])

'
I \ " c(a , 4 [a])
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160 G. W. Straurh.

a J (,r)

+
a 6 (x)

d li d Y dB d^Y d. Ji dr dr d d r

.

d rhl ,

rfa: ' dl/ dy ' dx dz ' dx dy dx -^y \ ,j y.
^ 'i~ >

^

dji^ d,^c d^ d^c d^ d^
'JL^ , J?

'^'^'^y''

1 C fl^' )
\ dx ' dy du dx dz dx dy dx.dyJ \ dz fdy dy

d Y d Y , d' d d^c de , dl du-

+ •'^'"l'' dx' dy'y dz^ 'x,,,.;.
^'""^ dx dy \ dzi J^,

,, „

+ (=Hr 0X,v,r-~lT^^) -O^'x.v,. •f^«/•'^*

a^r(x , ^)
d d, B

a c (i- , ,3)

a f (x , i)

ß (a) r (a
, ?/)

4 (a) r (« , y)

/» / . d d M

.

-fj (tnrU.-''".,„..rf-<;.
6 (a) c (a

, y)

er C dji d,K— / / /

'

. du . dz . dii . dxJJJ dx.dy.dz ^
a fi {x) c {x , »/)

§. 95.

Wenn man jetzt diese meine Formel mit der von Cauehy aufgestellten vergleicht; so

gewahrt man:

1. Der erste Theilsatz, welchen Cauehy durch das Abkürzungszeichen

x = x" y =y" 3=2"
I I \ Ji . au

X = x' y = y' z — z'

darstellt, repräsentirt acht verschiedene Theile. Diese habe ich in den vier ersten Zeilen

meiner, im vorigen §. mitgetheilten, Formel vollständig vor die Anschauung gebracht, was in

allen den Fällen nöthig ist, wo zwischen den acht Ausdrücken

•"^ ^a
,

,ä (a) , y (a ,
,i [d]) i ^ *^a

, ^ (a) ,
)• (a

, ,} [a]) ' ^^ ^a ,
h [a) . y (a ,

b [a]) 5 '^ ^'a , 6 (al
,

>- (a , 6 [a])

<^Wa,/ä(a), = (a,^L«J) ' '^ ^'a
, ^ (a) ,

- (a ,
/J [a]} ' ''' "a , 4 (a) .

< (a
,
/? [a]) • " "a . 6 (a)

,
^a , 8 [aj)

irgend eine Abhängigkeit stattfindet.

2. Die fünf Theilsätze, welche bei Cauehy durch

X

Cy = y"

J 1/ = y

D^.B.fru.d.r

x" X--

-f"T'"[l 'l
ß I>.f ß. di'-dx , +J

' r
"'

]
T ]',' B . D, i/' . ] ), ,)u .dx ,

x'
' X

- f"T'" ' T ' E . DxZ" . D. dti .dr . -\- f" l' ' V B . D,z . D, flu . dx
,
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Anwendung des sogenannten VariationscalcuVs auf zweifache und dreifache Integrale. 161

dargestellt sind, habe ich in zwölf verschiedenen Thcilen unter das einzige Integralzeichen

I
gesetzt; und erst so ist es möglieh, die zwölf verschiedenen Ausdrücke

a

von einander abhängig zu machen.

3. Die drei Theilsätze, welche bei Cauchy durch

—T / * r })„R . du . dy
y'

""
,,

''"

— ^V"f '7"' B . I)„s" . \)Ju . dy
, + ^V" f 'T' B . J)„z' . D,r?M . dy

x — x'J X - x'

J

V* ii'

dargestellt sind, habe ich in acht verschiedenen Theilen unter die b ei den Integralzeichen
/5(a) ,?(a)

/ und / gesetzt; vmd erst so war es möglich, zu erkennen, welche der betreffenden Gränz-
h (a) ,_«(••>)

Variationen voneinander abhängig gemacht werden können, und welche voneinander abge-

sperrt sind.

4. Der Theilsatz, welcher bei Cauchy durch

\) R . du . dz

dargestellt ist, repräsentirt Jene vier Theile, welche ich mit den vier verschiedenen Integral-

zeichen

r (« , /> [«]) ^!' (" ' [«" „r (ä , ,} [a]) r (a
, « [a])

/ ' J ' J ' J
'-(«,/*[«]) -(a;,«|a]) r(a,,}(aj) - (a , /, [aj)

versehen habe ; und erst so ist vor die Anschauung gebracht, dass die vier Ausdrücke

f>'^a, ß{a.),z ) ^'^''a,h{a) ,2 ) " W^
, ^ (a) , : 1 "^a , « (a) ,

.•

durchaus von einander abgesperrt sein müssen, also keinerlei Abhängigkeit unter ihnen vor-

geschrieben werden kann.

5. Die fünf Theilsätze, welche bei Cauchy alle mit dem doppelten Integralzeichen
x" y"

j / anfangen, habe ich in sechs verschiedenen Theilen unter das einzige doppelte Integral-

zeichen / / gebracht: und erst so ist es möglich, die sechs verschiedenen Ausdrücke
' a 'i (a:)

d_, 'f >i \ I d., 'J u \ I d' fj II \ / d' 'J K •

" «^
,
V

,

r

Dmksclirifteii <I.t tiiitliein -naturw, «'1. XVI. ];d. Aidiaiidl. \. Nicliiinitgl.
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162 G. W. Strauch.

voneinander abhängig zu machen.

6. Die drei Theilsätze, welche bei Cauchy durch

x" z" j" -s"

+ f "
T"' f \Kli . 1),;/' . D.,du . dz .clx ,

— r " T"' f l\R . D.?/ . !)„ rhi
.
rlz . dx ,

x' z' x' z'

x" z"

+ f "T", f D,I>,7? . du . dz . dx
X* z'

dargestellt sind, habe ich in vier Theilen unter die beiden doppelten Integralzeichen
a y{x

, ß) a y [x , i)

/ / und / / gebracht; und erst so war es möglich, zu erkennen, welche der betreffenden

Gränzvariationen voneinander abhängig gemacht werden können, und welche voneinander

abgesperrt sind.

7. Der Theilsatz, welcher bei Cauchy durch

X = x

I / / D,D,Ä . r)u . dz . dtj

dargestellt ist, repräsentirt jene zwei Theile, welche ich mit den zwei verschiedenen doppelten
/fi{a)r(a,y) /S(a) r(a,y)

/ und / / versehen habe; und erst so ist es vor die Anschauung
(ä) c [a , !/)

*
fj (a) e(a , •/)

gebracht, dass die beiden Ausdrücke dit,^,j,, und dii^^„, durchaus von einander abgesperrt

sein müssen, also keinerlei Abhängigkeit unter ihnen aufgestellt werden kann.

§. 96.

Wir haben nun gesehen, dass es bei der Gestalt, welche Cauchy seinen Formeln gibt,

unmöglich ist, die auf die Gränzen sich beziehenden Variationen in irgend eine Abhängigkeit

zu bringen; und mau kann bei seinen Formeln ebenso, wie bei denen des Herrn Sarrus,

nicht einmal unterscheiden, welche Variationen voneinander abhängig gemacht werden können,

und welche voneinander abgesperrt sein müssen.

Das Prüfungsmittel, welches man bekanntlich an der Variation der zweiten Ordnung

gewinnt, hat auch Cauchy nirgendswo herzustellen versucht; und gerade bei solchem Ver-

suche würden ihm seine Formeln jeden, sogar den allergeringsten, Dienst versagt haben.

Hat nun die concisere Form, in welcher Cauchy seine Resultate darstellt, Vortheile oder

Nachtheile gegen jene Formeln, die sich in der bereits (§. 91 — 93) besprochenen Sarrus'-

schen Abhandlung befinden? Die Beantwortung dieser Frage liegt jetzt sehr nahe. (Man

vergleiche §. 93.)

ni. Abhandlung von Delaunay.

§. 97.

Diese führt den Titel ,, Memoire sur le calcul des variations", und befindet sich (Seite

37— 120) in dem mit der Jahreszahl 1843 versehenen Band XVH des Journal de l'ecole

royale polytechnique.
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Anwendung des sogenannten VariationscalcuVs auf zioeifache und dreifache Integrale. 163

In sehr vielen Formeln (namentlich von Seite 50 an) hat Dolaiinay die beiden Theil-

sätze

X
'

X

I) f K, . flY . dr — f K„ . Oll . dx
X X

auf folgende Weise in einen einzigen

(^)

II) / K . dy . dx
>)

zusammengezogen, wo für die obere und untere Integrationsgränze dasselbe Zeichen (x) ge-

wählt ist. Durch diese Sonderbarkeit werden viele Stücke unsichtbar, während doch alle

unverkiimmert vor die Anschauung gebracht werden sollten, damit man erkenne, wie sie in

jedem einzelnen Falle behandelt werden müssen.

So hat Herr Delaunay (Seite 75) die Variation der ersten Ordnung für das bestimmte

Integral

III) Z^ffK. dy . d.

nach seiner Weise hergestellt, wo Ä' ein mit den Bestandtheilen

^ 1 y 1 ^ 1 ,,„ < j„ 1

d z dz d"z d d z il-i

Ir ' dij ' d:,-^ ' d.,-.dy ' r?;/-'

versehener Ausdruck ist. Schaut man aber auf die dortige Formel, so sieht man

:

a) Nur der mit dem zweifachen Integralzeichen versehene Theilsatz ist richtig.

b) Es fehlen alle Theilsätze, die von jedem Integralzeichen frei sind.

e) Es kommt nur ein einziger mit einem einfachen Integralzeichen versehener Theil-

satz vor, während drei mit verschiedenen einfachen Integralzeichen versehene Theilsätze

vorhanden sein sollten.

Hinsichtlich dieser drei Punkte verweise ich auf die betreffende Formel XI, welche ich

in der 9'™ Untersuchung (§. 38) hergestellt habe.

Ebenso hat er (Seite 76) die Variation der ersten Ordnung für das dreifache Integi-al

V X Y

IV) Z =
I I

K . dy . dx . dt

nach seiner Weise hergestellt, wo K ein mit den Bestandtheilen

rf,z d^z d^jZ d;z d^d^z d^^d^^z d^z dj,^z d^z

^'
'

^'
' ^ '

^ ' "*; ' d7 ' ."rf^^ '
"ä"^ ' d„.dj! ' df.dy ' d^ ' d.v.dy ' d^

versehener Ausdruck ist. Hierbei ist aber Zweierlei zu erinnern:

1. In K hätten auch noch die Differentialquotienten der dritten Ordnung mit aufgenom-

men werden sollen; denn erst dann können in der Variation Theilsätze erscheinen, welche

von jedem Integralzeichen frei sind. Was jedoch

2. die daselbst wirklich hergestellten Theilsätze betrifft, so sieht man :

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



164 G. W. Strauch.

a) Nur der mit dem dreifachen Integralzeichen versehene Theilsatz ist richtig.

b) Es fehlen alle Theilsätze mit einfachen Integralzeichen, dergleichen sieben ver-

schiedene Arten vorhanden sein sollten.

c) Es kommt nur ein einziger mit einem zweifachen Integralzeichen versehener Theil-

satz vor, während fünf mit verschiedenen zweifachen Integralzeichen versehene Theil-

sätze vorhanden sein sollten.

Hinsichtlich dieser Punkte verweise ich auf die betreffende Formel XII, welche ich in

der 15'™ Untersuchung (§. 68) mitgetheilt habe.

§. 98.

Eine unmittelbare Folge der (im Anfange des vorigen §'s) von mir besprochenen Son-

derbarkeit der Form, unter welcher Herr Delaunay seine Variationen darstellt, ist nun

die, dass er nicht genug Gränzgleichungen bekommt; und desshalb bleibt die Lösung seiner

Probleme jedesmal unvollständig. Um aber diesen Ausspruch noch näher zu begründen, soll

die Aufgabe vorgenommen werden, welche er (Seite 103) mit folgenden Worten aufstellt

:

„Surface minimum terminde ä une courbe qui est assujettie a rester sur une surface

„donnde."

Das hier zu variirende Integral stellt er unter folgender Form

V) //^^-<./.Vn-(l:)' + (|y

dar. Dabei drängt sich sofort der Gedanke auf: Warum hat Herr Delaunay keine Inte-

grationsgränzen angehäugt, und sein Integral etwa auf folgende Weise

^•' //""[Vi + (Sf + (%f\ .
<i, . ./.

a « (x)

dargestellt?

Weil jetzt die Gränzen b {x) und ß (x) noch unbekannt sind, so müssen sie als variabel

behandelt werden; und so etwas thut auch Herr Delaunay, indem er (Seite 104) das 3/

variiren lässt.

Als Hauptgleichung, welche zur gesuchten Fläche führt, erscheint die bekannte Par-

tialdifferentialgleichung der zweiten Ordnung

YII) {l + q-) .r~2pq .s + (1 + ir) . t =
durch deren Integration sich für die gesuchte Fläche die Gleichung

VIII) z = ^{x, y)

ergibt, in welche zwei willkürliche Functionen von x und y eingehen.

Nun weiss man, dass zur Bestimmung einer willkürlichen Function mit einem einzigen

Veränderlichen auch nur eine Gleichung, dagegen zur Specialisirung einer willkürlichen

Function mit zwei Veränderlichen jedesmal zwei Gleichungen nöthig sind'. Schauen wir uns

' Zur Specialisirung der in z^(p{x,y) eingegangenen zwei willkürlichen Functionen habe icli in §. 43 die vier Gleichungen

XXVIII, XXX, XXXII und XXXIII; und zur Bestimmung der beiden Integrationsgränzcn i/= fi(.r) und i/=i3(r) habe =ch

ebendaselbst die beiden Gleichungen XXIV und XXV.
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Anwendung des sogenannten VariationscalcuVs aufzweifache und dreifache Integrale. 165

aber bei Herrn Delaunay um, so finden wir, dass er (Seite 104) für die gegebene Fläche

die bestimmte Gleicluxng

IX) Z=^f{x,7/)

aufstellt, und ausserdem noch als Gränzergebniss die Gleichung

^ \ dy dx dx ) \ dy dy ) '
' V dx ) ' \ dy J

findet'. Von letzterer spricht er (Seite 105) namentlich: „Diese Gleichung ist die einzige,

welcher an den Gränzen genügt werden muss". Er formt sie aber noch um in

XI) ^^.-^ + ^^.^^+1=0
' dy dy dx <lr

und an dieser Gleichungsform erkennt man, dass die gegebene und die gesuchte

Fläche aufeinander senkrecht stehen.

Weil sich hier die beiden Gleichungen X und XI ihrem eigentlichen Wesen nach nicht

voneinander unterscheiden", so hat Herr Delaunay auch nur zwei Bestimmungsgleichun-

gen, nämlich IX und XI; und diese genügen nicht, um
a) die beiden durch Integration der Hauptgleichung in j- = ^ (a-

, y) eingegangenen zwei

willkürlichen Functionen zu specialisiren, und

b) die beiden Integrationsgränzen y ^= b {x) und y = ß (ic) zu bestimmen.

§. 99.

In Hen-n Delaunay's Abhandlung begegnen wir (Seite 90— 97) endlieh einmal einer

Stelle, wo der Versuch gemacht wird, auch für Doppelintegrale das Prüfungsmittel herzu-

stellen. Zu diesem Ende kehrt der Verfasser (Seite 91) zu dem Integral

IIK . dy . dx

zurück, wo dem iT dieselbe Bedeutung zukommt, wie in Gleichung III des §^.97; und dabei

legt er sich

91) vorerst folgende zwei Beschränkungen auf:

a) Er lässt z sich um eine Grösse dz ändern, welche nur innerhalb aller Integrations-

gränzen (d. h. unter dem doppelten Integralzeichen) von Null verschieden ist, dagegen bei

den Gränzen selbst (d. h. ausserhalb des doppelten Integralzeichens) wirklich zu Null wird

(man sehe dessen Memoire. Seite 91, ganz unten). Zugleich nimmt er auch

b) alle Integrationsgränzen als eonstant an (Seite 90, unten).

' Diese Gleichung X hat liei Delaunay folgende Form

:

\dy dx ' dx) \ dy dy ) \ dx ) ^ dy )

Es ist also auch bei ihm der Fall, dass er die partiellen Differentialquotienten ebenso bezeichnet, wie die totalen; und nebst-

dem beachte man, dass die Quotienten — und —^ aus der Gleichung z= (p [x ,y) und nicht aus der Gleichung s =f{x , y)
dx dy

zu entnehmen sind.

-' Dass sich die hier mit X und XI bezeichneten Gleichungen in der That nicht von einander unterscheiden ,
und wie die eine in

die andere umgewandelt wird ; darüber vergleiche man mein in §. 43 angewendetes Verfahren
,
wo ich die Gleichung XXIX in

XXXII, und ebenso die Gleichung XXXI in XXXIII umgewandelt habe.
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166 G. W. Strauch.

Diese zwei Beschränkungen legt er sich desshalb auf, weil ihm scheint, dass sonst die

Untei-suchung zu verwickelt werden könnte (ebenfalls Seite 90, unten).

S3) Hierauf bringt er (Seite 92) die Variation der zweiten Ordnung, wo aber sowohl o^z

als auch alle von d'z abgeleiteten Differentialquotienten fehlen, d. h. er bekommt nur einen

Ausdruck von folgender Form

-")./7[A.-(t)"+-2A,
d-'dz d d dz

II XU
I O \ ' ^

• • ~r '^'^3 •
——

• r-
dy' dx.dy dy- dx-

d'dz rl 3z d~dz djz d''}z

" * •

dy^
•

dy
+ - ^ä •

^fy-,
• ^^ i- - ^« •

,/_^,

d d dz\' d d dz d^,dz dd 3z d,dz

+
(a a o z \- a a oz a oz

-:f7^) +2B,.-^.^+2B3. x y V

dj: .dy ' " dx . dy d.c- dx . dy dy

d d 3z d dz dd dz

+ 2 B, .
. k 2 Bg .

——— . dz
dx.dy dx dx.dy

t d'öz\' d'dz d 3z didz ddz _ d'dz

^l^dx^ ' ^ - dx'i dy '

^ dx^ dx ' * dx^

d 3z - d 3z d3z 'l,ß^

+ D,.(-^ + ^-^D, .-^ . -^ + 2D3.^.o^t
' ^ \ dy ) dy dx dy

d dz ^- d 3z -|

und nun spricht er

:

Wenn dieser Ausdruck sein Zeichen nicht ändert, während das Sz was immer für eine

„Function sein mag; und wenn er zwischen den Tntegrationsgränzen nicht unendlich wird;

,,so weiss man, dass ein Maximum oder Minimum stattfindet. Wenn aber dieser Ausdruck

„nicht immer einerlei Zeichen behält, so muss man ihn in mehrere Partien zerlegen, deren

„eine immer das nemliche Zeichen behält, während die anderen Partien integrabel sind. Die

„Integrale dieser letzteren Partien, zwischen den gehörigen Oränzen genommen, werden Null

„sein, weil sie in allen Theilsätzen von den Bestandtheilen

d dz ddz
dz ,

^-
,
-— , etc. etc.

dx dy

„einen als Factor enthalten müssen. Bei den Gränzen selbst sind aber diese Bestandtheile

„Null. Und so (Seite 93) wird man die Variation der zweiten Ordnung auf ein bestimmtes

„Doppelintegral reducirt haben, welches bei jedem beliebigen dz immer das nemliche Zeichen

„behält."

S) Nun zerlegt der Verfasser (Seite 93 und 94) den xVusdruck XII in drei Partien, nem-

lich in zwei integrable und in eine nichtintegrable.

Als erste integrable Partie nimmt er ein nach y vollständiges Differential; und dessen

nach // hergestelltem Integral gibt er folgende Form:

,ddz-i ddz ddz ddz rdjz.2 ddz
™) -['^)^ß~-^ + r^o^^+e[-^) +C-f^dz + ,.dz^

Als zweite integrable Partie bringt er ein nach x vollständiges Differential; und dessen

nach X hergestelltem Integral gibt er folgende Form:
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Anwendung des sogenannten Variationscalcid's auf zweifache und drefache Integrale. 167

Und indem er jetzt diese beiden Partien mit der niclitiulegrablen Partie verbindet, so

geht ihm der Ausdruck XU über in

X

rr d fJs •-' d de djz dds .ddz'-i d tU T

JJ L ' ^ <V- A dx.dy ~^ k ' dxi ^ K ' dy ~^ \ ' dx "' A '
''^

J

.dddz Tfi d-dz t' (^ (Js T' d ''» 1
'

x"''

V dx.dy er dx"' ^ G' dy ~ G' dx ~ G' )

+ TF'"" . o^3"l . dy . d

Vergleicht man aber die beiden Aggregate XII und XV mit einander, so findet man,

dass in XII nur 21, dagegen in XV sogar 33 verschiedene Theilsätze vorkommen, dass somit

12 von den, in XV enthaltenen unbestimmten Stücken, etwa

5 a
, ß , Y ,

e
, C , r^

,
a

,
ß'

, / ,
e' , C ,

yj'

vorläufig noch keine Bestimmung finden können.

Weil aber Herr Delaunay die Variationen

d dz d dz

oz , , , etc.
' dx ^ dy '

an den Gränzen zu Null werden lässt, so zieht sich ihm der Ausdruck XV ohneweiters

auf das Doppelintegral zurück; und dieses behält beständig dasselbe Zeichen, wenn die sechs

Coefficienten

A , G' , M" ,

Q'"
, T"" , W

einerlei (entweder lauter positive oder lauter negative) Vorzeichen haben.

Nun sind die drei Coefficienten A , G' und M" unabhängig, dagegen die drei Q"'
, T""

und V'"" sind abhängig von den zwölf Stücken ^ ; und diesen Umstand benützt der Ver-

fasser (Seite 96) dazu, dass er die drei Gleichungen

XVI) Q'" = , XVn) T"" = , XVIIIj TF'"" = U

stattfinden lässt. Hierdurch kann er drei der zwölf Stücke 2 durch die übrigen neun bestim-

men, während ihm diese neun noch völlig willkürlich bleiben. Durch solches Verfahren hat

er jetzt den Ausdruck XV reducirt auf
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168 G. W. Strauch.

((?^rf (Js TT' dlSz ! fZ. 5s T' d tJz T ' ^2

dx.dy
"'

G' rfA-3
' G' ' dy

"" "g^ " ~d7 "' "Ö^ '^ ^ J

+ ^^ •i^ + S^-^ + S^-^ + ^'^^'OJ-
'^.'/-^^^

lind dieses Dojjpelintegral behält beständig dasse be Zeichen, wenn die drei Coefficienten

A , G' , M"

einerlei (entweder lauter positive oder lauter negative) Vorzeichen haben. Somit ist der Ver-

fasser bei der Eegel angelangt , dass ein Maximum oder Minimum stattfindet , wenn der

Ausdruck

, d'ßz -i d'-dz dd Sz d'-dz d'Sz

' ^ \ dy^ )
^ ^ dy3 dx.dy ^ dy- dx^

,dddz-i dd'h d'-dz ,d-'hi

' ' V dx.dy ) ' - dx.dy dx^ ' ^. dx- )

beständig negativ oder beständig positiv bleibt, während man für dz was immer für eine

Function von x und y setzen mag.

§. 100.

Wir haben nun gesehen, dass Herr Delaunay sich nur mit dem speciellen Falle be-

fasst, welch ^'jT von mir in §.18 durchgeführt worden ist. Dort habe ich die Erfordernisse mit-

getheilt, bei denen es erlaubt ist, die aus dem doppelten Integralzeichen heraustretenden

Variationen

d 8z d dz

zu Null werden zu lassen.

Es entsteht also die Frage: Was ist zu thun in allen den Fällen, wo die aus dem

doppelten Integralzeichen heraustretenden Variationen nicht zu Null werden?

Wie man in solchen Fällen zu verfahren hat, das habe ich in den §§. 10, 12. 1-4, 17,

19, 20, 3-1, 36 ete. etc. gezeigt.

§• 101.

Die Bestandtheile des von Herrn Delaunay gewählten Integrals / / dx . dy . K brin-

gen mit sich, dass schon bei der Variation der ersten Ordnung sich hätten Theilsätze vor-

finden sollen , welche unter keinem Integralzeichen stehen. Diese Theilsätze Hess er abei-

gänzlich weg, wie ich bereits (§. 97) ausgesprochen habe. Dieselbe Mangelhaftigkeit hat er

auch bei seinen, für die Variation der zweiten Ordnung aufgestellten, Ausdrücken sich zu

Schulden kommen lassen. Namentlich hätte er (Seite 93) zu seinen beiden integrablen Partien

noch eine dritte von folgender F(U'ni

J.X .dy
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Anwendu7ig des sngenanntenVariationscalculs auf zweifache und dreifache Integrale. 169
r

hinzufügen müssen, welche ein nach x und y zugleich durchlaufendes Differential ist, und

nach vollzogener Integration ebenfalls ganz aus allen Integralzeichen hinausgetreten wäre.

Dann hätte er nicht zwölf, sondern dreizehn willkürliche Stüc-ke gehabt, wie ich dieselben

(in §. 16) aufgestellt habe.

Schaut man z. B. auf Gleichung IX, welche ich in §.16 aufgestellt habe, zurück; so

wird man bei jenen Gränzbedingiingen, bei denen die Ausdrücke

nicht schon von selbst hinwegfallen, die in X enthaltenen willkürlichen Stücke so verwenden,

dass die ganze ausserhalb der Integralzeich^'n befindliche Partie zusammen zu Null wird.

§. 102.

Nun kann man in allen Fällen, wo die Integrationsgränzen weder einer Werthänderung

noch einer Variation unterliegen, die willkürlichen Stücke so verbrauchen, dass sich das Prü-

fungsmittel kurzweg auf das Doppelintegral zurückzieht; und dabei gelangt man zu dem

Satze, dass der Umstand, ob ein Maximum oder Minimum stattfinde, von der Negativität oder

Positivität des Aggregates XX abhangt. Weil aber dieser Satz in allen Fällen, wo die Inte-

grationsgränzen unveränderlich sind, allgemein giltig ist; so muss er natürlich in dem, von

Herrn Delaunay behandelten, besonderen Falle, wo die auf die Gränzen bezogenen Varia-
d^dz d dz

. /^.i • • 1 I 1

tionen dz , , -^^—
, etc. zu Null werden, auch noch seine Giltigkeit behalten.

^ dx ^ dy ^
' °

Sobald jedoch die Integrationsgränzen entweder einer Werthänderung oder einer Varia-

tion unterworfen werden; dann kann man die besagten willkürlichen Stücke n^'ht mehr so

verwenden, dass das Prüfungsmittel sich auf das Doppelintegral zurückzieht. Wie man aber

in solchen Fällen verfahren muss, mag man in den betreffenden Untersuchungen (z. B. in

§. 25, 26, 28, und besonders in §. 29; sodann auch in §. 42, 43, 46, 47, etc. etc.) nachsehen.

Das dabei nöthige Verfahren ist allerdings von eigenthümlicher Art, hat aber mit keinen

solchen Hindernissen zu kämpfen, dass man, wie Herr Delaunay (Seite 90 unten) glaubt,

sich davor zu fürchten hätte.

§. 103.

Was das Prüfungsmittel bei dreifache* ic. Integralen betrifft, so hat Herr Delaunay

weiter nichts gethan, als (Seite 97) eine in Worten abgefasste Regel aufgestellt, welche aber

gleichfalls nur so lange giltig ist, als die Integrationsgränzen constant sind. Man könnte also

zu dieser Regel ganz die nemlichen Bemerkungen wiederholen, welche ich bereits (in

§. 99 — 102) gemacht habe.

§. 104.

Ehe ich jodoch die Abhandlung des Herrn Delaunay gänzlich verlasse, will ich hier

noch einmal (man vergleiche §. 99, 33) hervorheben, dass derselbe versäumt hat, bei den von

ihm aufgestellten Variationen der zweiten Ordnung auch den Ausdruck d'' z und die \o\\d-z

abgeleiteten Differentialquotienten mit aufzunehmen. Dieses Versäumniss ist aber ein

UenksciirUttli der matUem.-niiturw. Cl. XVI. T.i Abhandl. v. NichtmilBl.

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



170 G. W. Strauch.

theoretischer Grundfehler, welcher von Herrn Delaunay sofort hätte entdeckt werden

müssen, wenn er es versucht hätte, zu irgend einer speeiellen Aufgabe

1. verschiedene Gränzfälle beizufügen, und

2. bei allen diesen Gränzfällen, namentlich bei solchen, wo die auf die Gränzen sich

beziehenden Variationen in irgend einer Abhängigkeit stehen, das Prüfniigsmittel herzustellen.

Schluss.

Es wäre unuöthig, den Nachtrag noch weiter auszudehnen. In demselben sollte ja nur

nachgewiesen werden, dass die besprochenen drei Abhandlungen ihrem Gegenstände nicht

genügen; und dieser Zweck ist erreicht.

Gerne hätte ich den Untersuchungen, welche auf die Variation zweifacher Integrale

fuhren, auch praktische Anwendungen beigefügt, wenigstens hätte ich gerne die in den Noten

(zu §. 11, 26, 29, 35, 43, 44 und 47) angedeuteten geometrischen Aufgaben durchgeführt;

allein bei solcher Zugabe hätte ich die Gränzen nicht einhalten können, welche durch die

Bestimmung dieser meiner Abhandlung vorgezeichnet sind. Dagegen bei den Untersuchungen,

welche auf die Variation dreifacher Integrale führen, durften praktische Aufgaben nicht

fehlen; und zwar schon desshalb, weil, wie (§. 1) gesagt, dergleichen auch seiner Zeit von

der Pariser Akademie verlangt worden sind.

Über die Gründe, warum es überflüssig war, in diese Abhandlung auch die Variationen

vierfacher, fünffacher, etc. Integrale aufzunehmen, habe ich mich bereits (in §. 90) ausge-

sprochen. Mein stetes Bestreben, den mir vorgelegten schwierigen Gegenstand mit Einfach-

heit, Klarheit und Gründlichkeit zu erledigen, wird man, ich hoffe es, nicht verkennen.
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Anwendung des sogenannten VariationscalcuVs aufzweifache und dreifache Integrale. 171

INHALT.

EinleitUUg'. Zweck 'Ue^t-r AI)liandlung'. untl Erklärung; einif^er Bezeiciiuuiigcn. >}.

\) In lU'r l'*^", 2teii und H^en Untersuchung (§. 8 —-22) konniit das Integral T'=
f j ^^ <f

il 'f '' vor,

die vier Integrationsgränzen a ,«./<, ^^ eoiistant und bekannt sind.

II) In der 41^11^ 5tenund fitt?" Untorsuchuiig (§. 23— 2Vt) kommt abermals da^^ Integral T^i / ^^'
. d y . dr

vor, wo aber die Integrationsgränzen a , a ,
/> . ß unbekannte (also einer Werthänderung unterworfene)

Grössen sind.

Zweiter Abschnitt, wo solelie Integrale vorkommen, hei denen die Gränzen der ersten Integration Functionen

jenes Veränderlichen sind, nach welchem die zweite Integration ausgeführt werden soll. *;• -^'J—47
« y"

I) In der 7'>-''i, 8'e" und tKi"" Untersuchung (§. 30—39) kommt das Integral r'=
/

jw.d/j.dx
^If-

.Sei(e

2iErste AbtheilUUg. Anwendung des (sogenannten) Variationscalcul's auf zweifache Integrale. §.8 — 47

Erster Abschnitt, wo solche Integrale vorkonnnen , bei denen die Grunzen der ersten Integration unabhängig

sind von jonera Veränderlichen, nach welchem die zweite Integration durchgeführt werden soll. §. S — 29 '24

vor, wo die beiden ersten Integrationsgränzen y' und y" bekannte Functionen von >;, und die beiden

andern Gränzen a und a constante und bekannte Grössen sind.

11) In der 10'^", Uten und V2'<'» Untersuchung (§. 40 — 47) kommt abermals das Integral

!/==
j I

W.dy.dx vor, wo aber die beiden ersten Integrationsgränzen y' und y" unbekannte (also

einer Variation unterworfene) Functionen von a', und die beiden andern Gränzen a und a unbekannte (also

einer Werthänderung unterworfene) Grössen sijid.

Zweite AbtheilUng. Anwendung des (sogenannten) Variationscalcul's auf dreifache Integrale. §.48— 90 9")

Erster Abschnitt, wo solche Integrale vorkommen, bei denen die Gränzen sowohl der ersten als auch der zweiten

Integration unabhängig sind von jenen Veränderlichen, nach welchen die folgenden Integrationen durch-

geführt werden sollen. §.48— 64 ''.ö

I) In der 13'e" Untersuchung (§. 48 — 55) sowie in der l'eu Aufgabe (§. 56 — 62) kommt das Integral

a ß Y

JJ=
j I I

Tr. dz. dy . dx vor , wo die sechs Integrationsgränzen a . a ,
i

, ß ,
c

, f constant und

a i r

bekannt sind

Zfll"-
II) In der 14tc*" Untersuchung (§. 63, 64) kommt abermals das Integral f'= / / j

W .dz . dy . rf.<-

a, It c

vor. wo aber die sechs Integrationsgränzen unbekannte (also einer Werthänderung unterworfene)

Grössen sind.

Zweiter Abschnitt, wo solche Integrale vorkommen, bei denen die Gränzen der ersten und zweiten Integration

Functionen jener Veränderlichen sind, nach welchen die folgenden Integrationen durchgeführt werden

sollen. §. 65 — yii '--^
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172 G. W. Strauch. Anwendung des sogenanntenVariationscalcul's etc.

j' J^ '') J^'^'V

-111 '•I) In der löten und 16ien Untersuchung (§.65—71)kommt dasintegral C^y / / W.dz.dy.d:r

a /i (x) c (x , )/)

vor, wo die zwei zur ersten Integration gehörigen Gränzen c{x
, y) und y(x

, y) bekannte Functionen von x

und y, wo die zur zweiten Integration gehörigen Gränzen b{x) und ß{x) bekannte Functionen von x, und

wo die zwei zur dritten Integration gehörigen Gränzen a und a constante und bekannte Grössen sind.

II) In der 17'en und 18«en Untersuchung (§. 72 — 74) sowie in der 2ten^ 3ten und 4ten Aufgabe
a ß(x) r{x,ii)

(§. 7.Ö—S6) kommt abermals das Integral f/=
j j j

W . ds. dy . dx vor, wo aber die beiden ersten

a 6 (jc) c{x , y)

Integrationsgriinzen c(x
, y) und y(x ,y) unbekannte (also einer Variation unterworfene) Functionen von x

und y, dagegen die zwei zur zweiten Integration gehörigen Gränzen h [x) und ß (x) bekannte Functionen

von X, und die zur dritten Integration gehörigen Gränzen a und a constante und bekannte Grössen sind.

III) In der 19'e" und äOten Untersuchung (§. 87 — 90) kommt endlich nochmals das Integral
« /'W r(-i-.!')

V= II I
W . dz . dy . dx vor, wo aber die vier zur ersten und zweiten Integration gehörigen

\

Seiti;

a h (j) c (x,y)

Gränzen <;(x
, y), y(x ,y) , i{x)

,
ß(x) unbekannte (also einer Variation unterworfene) Functionen, dagegen

die zwei der dritten Integration angehörigen Gränzen a und a unbekannte (also einer Werthänderung

unterworfene) Grössen sind.

Nachtrag. Hericht über die von denHerrnSarrus, Cau chy und L>elaunay ausgearbeiteten .\bliaiidhingen. (§.91— 104)

I. Über die Abhandlung des Herrn Sarrus. (§. 91 — 93) 149

11. Über die Abliandlung des Herrn Cauchy. (§.94 — 96) ^ 156

III. Über die Abhandlung des Herrn Delaunay (97 — 1(J4) ^ 162

Schluss, ^. 1 On 170
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