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ALLGEMEINE TRANSFORMATION

DER

BESTIMMTEN DOPPEL- INTEGRALE.
VON

DE ANTON WINCKLER,
PROFESSOR DER HÖHERN MATHEMATIK AM ST. ST. JOANNEUM ZU GRATZ.

VORGELEGT IN DER SITZUNG DER MATHEMATISCH-NATURWISSENSCHAFTLICHEN CLASSE AM 7. JANNER 1859.

JLJoppelte und mehrfache Integrale, zwischen constanten oder durch gewisse Bedingungen

bestimmten veränderlichen Grenzen gehören zu den am häufigsten in Anwendung kommenden

Partien der Integralrechnung. Zu ihrer praktischen Bedeutung gesellt sich das Interesse,

welches sie an sich der Betrachtung darbieten, und diesen beiden Umständen zusammen sind

wohl die zahlreichen neuen Erörterungen und die seltene Reihe scharfsinniger Kunstgriffe

zuzuschreiben, mit welchen die Entwicklung jenes Gegenstandes weiter geführt worden ist.

In den hieher gehörigen Arbeiten kann man im Allgemeinen zweierlei Tendenzen unter-

scheiden: es wird entweder hauptsächlich auf eine einfachere Gestaltung der Grenzbedingungen

hinzuwirken gesucht, und in dieser Hinsicht steht die so überaus schöne Methode des Herrn

Prof. Dirichlet oben an; oder es wird vor Allem eine Transformation des gegebenen Differen-

tial-Ausdrucks angestrebt, und in dieser letzteren Beziehung bleibt, so ferne es sich bei Inte-

gralen mit vorgeschriebenen Grenzen um irgend welche Allgemeinheit handelt, noch fast

Alles zu wünschen übrig. — Die so nahe liegende Frage nach der allgemeinen Transformation

der bestimmten mehrfachen Integrale durch gleichzeitige Einführung mehrerer neuen Ver-

änderlichen wurde nämlich bis jetzt nur Einen Schritt weit, nur bis zur Darstellung des zu

integrirenden Elementes verfolgt. Euler hat in der Abhandlung: „De formulis integrali-

bus duplicatis" in den „Novi Commentarii Acad. Scient. Petrop. T. XIV, 1759" für dop-

pelte Integrale die betreffende Formel, — welche also jetzt ihr erstes Jahrhundert feiert, -

entwickelt und hierdurch die erste Grundlage zu einer Theorie der doppelten Integrale

Denkschriften der mathem.-naturw. CI. XX. Bd. Abhaudl. v. Nichtmltgliedern. n
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98 Anton Winckler.

gegeben. Wie bekannt zeigte dann Lagrange im Jahre 1773, dass die Transformation drei-

facher Integrale nach einer Methode geschehen könne, welche sich auf vielfache Integrale im

Allgemeinen anwenden lässt. — So umfassend nun durch diese und einige spätere Arbeiten

die Frage, soweit sie die Transformation des Elements betrifft, gelöst ist, so sehr mangelt es

bis jetzt selbst an jedem Versuche, den zweiten Theil der Frage, nämlich die explicite Dar-

stellung des transformirten Doppel-Integrals, in der Art allgemein zu lösen, dass die Anzahl

der neuen Doppel-Integrale, in welche das gegebene zerfällt und zugleich die Grenzen der-

selben vollständig bestimmt wären. — In Ermangelung einer solchen Lösung mochte man

sich nun allerdings damit beruhigen, dass die vollständige Ausführung der Transformation

wenigstens in jedem einzelnen Falle sieh werde finden lassen, aber man darf nicht übersehen,

dass selbst hierzu im Allgemeinen jeder Anhaltspunkt fehlt, und wohl darum Alles, was in

dieser Hinsicht erreicht worden ist, sich auf wenige und sehr specielle Fälle (wie z. B. die

Complanation des dreiaxigen Ellipsoids etc.) beschränkt, bei welchen die Grenzen der neuen

Doppel-Integrale mittelst geometrischer Betrachtungen, oder durch Verfahrungsarten

ermittelt werden, welche derselben unmittelbar nachgebildet sind. Dass sich daraus der in

anderen Fällen einzuschlagende Weg oder der Charakter der allgemeinen Lösung nicht

erkennen lassen konnte, versteht sich, wie ich glaube, ganz von selbst.

In der vorliegenden Materie wachsen allerdings die Schwierigkeiten mit jeder Verall-

gemeinerung der Grenzbedingungen und mit der Anzahl der Integrationsveränderlichen sehr

rasch, und es erscheint zweckmässig auch hier von dem verhältnissmässig Einfachen auszu-

gehen, sich also zunächst auf Doppel-Integrale mit explicite gegebenen Grenzen

zu beschränken und selbst bei diesen gewisse Voraussetzungen festzuhalten, zugleich aber

auch die möglichst allgemeinen Gesichtspunkte der Behandlung zu verfolgen. — Rücksicht-

lich dieser letzten Bemerkung glaube ich mich beispielsweise auf eine frühere, im 45. Bande

des mathematischen Journals von Crelle erschienene Arbeit beziehen zu können, worin ich

die Transformation einer grössern Anzahl doppelter Integrale erörtert habe, welche sich mit-

telst einer einzigen neuen Veränderlichen auf Quadraturen zurückführen lassen. Als wich-

tigeres Ergebniss jener auf Grundlage gewisser geometrischer Vorstellungen durchgeführten

Betrachtungen hebe ich hervor, dass zur Darstellung des transformirten Doppel-Integrals nie

mehr als drei andere doppelte Integrale erforderlich sind, obgleich es deren in besonderen

Fällen auch weniger, oder wenn man gewisse symmetrische Formen anstrebt, wohl auch

mehr als drei sein können, die sich jedoch immer wieder auf diese Anzahl zurückführen lassen.

In der vorliegenden Abhandlung nun werde ich die in allen Theilen vollständig

bestimmte Darstellung der Transformation des doppelten Integrals

/ dx I f{x,y) dy

unter der Voraussetzung herleiten, dass die Veränderlichen x, y gleichzeitig durch zwei andere

X, /i ersetzt werden, welche mit jenen in dem durch die Gleichungen

X — ^'(A, fCj J y = *(A
1 y.)

gegebenen Zusammenhange stehen.

Die Lösung dieser, wie man sieht, sehr allgemeinen Aufgabe ist bis jetzt weder auf

geometrischem, noch auf analytischem Wege gelungen und es scheint auch in der That auf
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Allgemeine Transformation der bestimmten Doppel-Integrale. 99

den ersten Anblick, dass sich, ohne vollständige Specialisirung der Grenzen und der Relationen

zwischen den alten und neuen Veränderlichen, eine erschöpfende Beantwortung der Frage

nicht werde finden lassen. Der weitere Verlauf der -vorliegenden Arbeit wird indessen zeigen,

dass dies gleichwohl der Fall ist.

Ich werde hierbei den rein analytischen Weg verfolgen, theils weil dieser der Natur

der Aufgabe am angemessensten zu sein scheint, theils weil sich auf jenem Wege das Ver-

fahren erkennen lässt, welches zum Ziele führt, wenn die Grenzbedingungen in anderer, noch

allgemeinerer Form gegeben sind, als sie hier vorausgesetzt werden. Indessen ist es nicht

schwierig vielen Theilen der folgenden analytischen Darstellung eine geometrische Deutung

unterzulegen. Ich glaube sie also ohne weitere Ausführung dem Leser überlassen zu dürfen.

Einige an sich bemerkenswerthe Anwendungen des allgemeinen Ergebnisses werden den

Schluss dieser Arbeit bilden, wobei ich nicht unterlassen werde die gelegentlich sich ergeben-

den, meines Wissens bereits bekannten Resultate, in jedem einzelnen Falle als solche zu

bezeichnen.

Um den folgenden Erörterungen eine völlig bestimmte Grundlage zu geben, müssen

einige, die Allgemeinheit übrigens nur wenig beeinträchtigende Voraussetzungen bis zu ihrer

ausdrücklichen Beseitigung festgehalten werden.

1. Bezüglich der Grenzen des Doppel-Integrals wird vorausgesetzt, dass <p°
(x)

und cp
1

^
für alle zwischen £„ und c x

liegenden Werthe von x einförmig, stetig und endlich bleiben, und

dass zwischen £ und ^ kein Werth von x liege, für welchen <p
n

{x)
und <p\x) einander gleich

werden, dass sich daher die Grenzbedingungen stets durch die Ungleichheiten

:

f (x) < y < f
1
(x)

f < x < £

repräsentiren lassen, indem dann niemals <p
n

{x)
grösser als jc

1^ werden kann. An dieser letz-

tern Voraussetzung werde ich durchgehends festhalten, weil durch sie alle Betrachtungen

wesentlich vereinfacht werden, und weil sie in der That keine eigentliche Beschränkung der

Allgemeinheit in sich enthält. Denn gäbe es wirklich zwischen f und ^ einen oder selbst

mehrere Werthe von x, für welche (p°
{x)

und <p
l

^x)
einander gleich werden, so könnte man das

Grenzenintervall der Veränderlichen y jenen Stellen entsprechend zerlegen, so dass man

mehrere Doppel-Integrale erhielte, welche insgesammt der obigen Voraussetzung entsprächen

und aufweiche dann die später sich ergebenden Sätze unverändert angewendet werden können.

2. Die Transformation des Doppel-Integrals und der eben bezeichneten Grenzbedin-

gungen durch die neuen Veränderlichen X, /1 geschehe vermöge der Relationen:

x = A (A| ;lj) ; y = Xfafi

wobei die Functionen A"(A/t) , Yßiß)
für alle in Betracht kommenden Werthe von k, \i stets ein-

förmig und stetig bleiben, ob A, \x einzeln oder gleichzeitig innerhalb eines in Frage kommen-

den Intervalls sich ändern mögen, und wobei jene Functionen die Beschaffenheit haben, dass

einem bestimmten Werthe von x und einem solchen von y jederzeit nur Ein bestimmter Werth

von X und ein solcher von n entspreche.
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100 Anton Winckler.

Es ist eine nothwendige Folge aller dieser Voraussetzungen , dass sich aus den obigen

zwei Gleichungen niemals eine solche bilden lasse, in welcher entweder blos A und /z oder

blos x und y vorkommen, so wie auch, dass es keine Werthe von A und /i gibt, für welche

Xn „, zwischen £ und £, liegt, wenn sowohl A als \i aus den Gleichungen

:

9>°.(x
iX>ll))

= f(xßill))
= r

ftl0

bestimmt werden.

3. Die Wurzel:

/i = /i
tl
der Gleichung A"(Ai/0 = c

/i = /i n „ 1
(Ai /jr)
= jp (

A

(A] ;i) )

wird als vollständig bestimmt und als reell für alle diejenigen Werthe von A vorausgesetzt,

deren Intervalle durch das Folgende ihre nähere Bestimmung erhalten, und welche mit AJ,

A,° , A °
, V bezeichnet werden mögen.

4. Diese vier Werthe von A sind die einzigen reellen, in jeder Hinsicht vollkommen

bestimmten Wurzeln gewisser Gleichungen, und zwar sei:

X = A,,
1 die Wurzel der Gleichungen

X = A,° ••

/ = X
°

x = v

:'hungf

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



Allgemeine Transformation der bestimmten Doppel-Integrale. 101

hänge A'(A/i) dergestalt von X und /i ab, dass SA, d/j. gleichzeitig positiv werden, wenn man
ihr Werthverhältniss gemäss der Gleichung

bestimmt, so können bei der andern Function Y^^ offenbar nur die folgenden zwei Fälle

eintreten, nämlich dass entweder:

oder dass

-* (A + 8?., fi) ^ -*(A, ,i + fy)

wird, wobei alle Doppelzeichen correspondirende sind.

Lässt man dagegen einmal blos X um ± öX und dann blos /j um + d/i sich ändern, und

setzt man voraus, es hänge nunmehr A*(A M)
in der Art von X und /i ab, dass d!A, $z positiv aus-

fallen, wenn man sie der Gleichung

A(A + ÄA,/u) = ^(k, ii + 5p.)

gemäss bestimmt, so können bei der Function Y{K/i) , deren Variable immer zu gleicher Zeit

dieselben Änderungen annehmen, ebenfalls zwei Fälle eintreten, indem nämlich entweder

JfA + oA./O ^ J
(A, /! + »»

oder aber

-* (A + JA, ;l) ^ -* (A, ,/. + o»

sein kann, wo auch hier die Doppelzeichen insgesammt wieder correspondirende sind.

Es ist klar, dass hinsichtlich der partiellen Änderung der Variabein andere Fälle,

welche von den vier angeführten wesentlich verschieden wären, nicht möglich sind.

Ich werde nun die Eelationen der Werthe von A'{A ;1) , Y(A] /t)
unter dem Gesichtspunkte

betrachten, dass darin beide Veränderliche sich gleichzeitig ändern, und zwar indem a

als irgend eine bestimmte Function von X gedacht wird. Dabei fasse man alle über-

haupt möglichen Beziehungen jener Functionswerthe in das Auge, welche sowohl bei blos

partieller als gleichzeitiger Änderung von X und /j eintreten können. — Man nehme zu dem
Ende an, es sei dX die sehr kleine Änderung von X, in Folge deren sich /x um d/x ändert,

oder also, es sei d/i das Differential von \i genommen nach X.

Um alle hierbei möglichen Fälle zu umfassen, gehe man von den beiden bezüglich der

partiellen Änderung so eben getroffenen Unterscheidungen aus und verfahre wie folgt.

3.

Für den ersten Fall nehme ich wieder an, es hänge A'
(//1)

so von X, /i ab, dass dX, ö/i

positive Werthe erhalten, wenn man einmal X + dX und dann ;i ± dji an die Stelle von X, /z,

und die beiden entsprechenden Werthe von A einander gleich setzt ; auch setze ich sofort

Y Y — Y AW 7?(°>

was immer möglich ist, da die Taylor'sehe Entwickelung als Bedingung für die vier Zuwachse

d?,o/i = dXd/i -p djid\

die Gleichung
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102 Anton Winckler.

liefert, welcher durch gehörige Wahl des Zeichens und Werthes von dX immer entsprochen

werden kann.

Dies vorausgesetzt kann nun Y{X ± ^ ;1 ± d/l)
zu den Gliedern der Ungleichheiten (Art. 2)

V ^ Y P, (0)

jedesmal drei verschiedene Stellungen einnehmen, und zwar in ^4 <0)
:

y ^ y ^ y 4<n
J- (A + JA, ii) 4Z\ ± (A, n + 8n) 4Z -1 (A + rfA, ß + <?/»)

-"

V ^ y 7» Y 4®x (A + <5A, n) 4Z J (A + rfA, /* + rf,0 ^. a (A, p ± Sp) **

v 7* v ^ y A^

Dessgl eichen in Bm :

Y ^ Y ^ Y 7?
(1)

-f (A + .)A,,u) ^Z\ ^(A./i+u» <! -
1

(A + rfA, p + rfu)
-"

•*U + JA, ii) ^ * (A + rfA, /i ± dp) ^ * (A, ,« + S/i)
&

v > y >• y 7?(3)

-«• (A + rfA, /i + rf/i) ^Z\
x (A + JA, fi) -< J

(A, p ± S/i)
±J

Entwickelt man die Functionswerthe nach der Taylor'schen Reihe und bezeichnet man

der Kürze wegen X
(X< ,, Yßi w einfach durch A~ Y, so ergeben sich der Ordnung nach die

folgenden, mit den obigen gleichbedeutenden Relationen

:

rf.T
g ,

dX ,
rfX tf.T

rf;. rf/i ' <M rf/i '

rfy „, <zt . <zr 7 , rfr
,

rfA dp ' dl ' Ä/i '

— <?A > — dX + — du > — o/x

— dl 4- — o/z > — <M > — o/i
rfA ' rf/i ' yA dp.

dY rfr %
</r , rf-x— oA < — du < — rt/ -f — f'/i

rf/i
^ dp. ' d/. ' rfa '

dY ., rfr T , rfr 7 rfr .

« *» < ä fW + * * < * *
rfy T , rfr , rfr ^, rfr .— r?A + — rfu < — dA < — du
d). '

rf,a ' dß dp r

worauf ich bald wieder zurückkommen werde.

4.

Im zweiten Fall (des Art. 2) hängt X[k> l±)
so von A, \i ab, dass dA, dji nur dann positive

Werthe erhalten können, wenn man einmal X±dX für X und dann /i + d/i für /x, und hierauf

die beiden entsprechenden Werthe von Y einander gleich setzt. Zugleich setze man

-^(A+rJA, ii)
=

-<*-(A, /!+«;<) = ^(A + rfA,/i+rf/<) ^»1^1

was immer möglich ist, weil die vier Zuwachse nur der Gleichung

dXd/i = dXdn -\- d/xdX

zu genügen haben, welcher durch eine passende Wahl des eigenen Zeichens und Werthes

von dX jederzeit entsprochen werden kann.
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Allgemeine Transformation der bestimmten Doppel-Integrale. 103

Ist dies der Fall, so kann nun Y^ ± dXi ^ T rf/i) , worin t?A, dfu bis auf die Zeichen gewöhn-

liche Differentiale vorstellen, zu den Gliedern der Ungleichheiten (Art. 2):

v :> V /4J (A + JA,/t) ^ x (J,fTJji]
a «

V < V RJ (A + <?A, p) > -* (X, p + 8p)
JJ

jedesmal drei verschiedene Stellungen einnehmen, nämlich in A :

v :> v > v A1 (A + *A, ;<) ^ * (A, /i + 6/1} 5? J (A + rfA, ,'» + rf/i) ^ 1

"V" >• V i* V 4J (A + dA,/t) ^ -1 (\ + ,U,p+dp) < -L^p + Sp) -^2

V > V >• V /l
-* (A + rfA, ,(» + dp) SC J (A + äA, -0 < J-ß.p+dp) ""-3

und ebenso in B :

2 (A±<U,/i) > J (A, ,« + .S.u) > s (A + rfA, p + dp) ^1

V < V <. V R1 (A + SA, ,u) > J (A + <M, /!+<//!) "> x (A, fi + 8p) ^i
17" ^ TT" •<" T7 TJ

[A + rfA, ,. + rf/i) >• I (X±dX,p) >• -
t (A, /i +o» ^3

Mit diesen gleichbedeutend ergeben sich durch die Entwickelung der Functionswerthe in

der obigen Ordnung die folgenden Relationen

:

dx tf, dx dX— dk = — — du = -r dk — — djl
dl dp. ' dl dfi '

dY dY dY dY

di
oX >-** > ***-**

dY dY dY dY— dk > — dk — — dfi > — — op
dl d/. dp. dp

dY 7 , dY , dY ., dY .— dk du > — dk > — — du
d). d,x '

"^
dl dp. '

dY ., dY . dY dY— dk < du < — dk du
dl

^
dp.

r ^
dl dp '

dY dY dY dY
,—- o/ < —- dk du < - ö/i

<> Y J- dY J ^ dT M ^ dY
*— dk du < — dk < — — ou

d). dp '
^

d/. dp '

mit deren näherer Betrachtung ich mich alsbald beschäftigen werde.

5.

Eliminirt man aus den sechs am Schluss des Art. 3 stehenden Relationen mittelst

der Gleichungen ^.(0)
, B {0) jedesmal drei der Incremente dk. dfi, dk. d/i, und setzt man zur

Abkürzung:

_ dX dY dX dY

dp dl dl dp.

so ergeben sich die folgenden Bedingungen:

± dk < , - da > . . . . A^

- dl > , - da > ,

dX
dp dk

dX
dp

n
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104 Anton Winckler.

± dk < , ± dp < ,

dX dX
du. dl

dX
dtt

dk > , - dp <
dX
dl

<o
>o

. £ (2 >

. B (3)

Verfährt man in derselben Weise mit den am Schlüsse des Art. 4 aufgestellten Rela-

tionen, so findet man die denselben entsprechenden Bedingungen wie folgt:

i 3X > ; ± dp < ,

- dk < , — dp <
rf.Y iZX

71

rf/i

>o,
>o,

< o

> o

[ 1 dk > , ± c//i >
^<p,^<0 1 5

"

<o

,

> o

<o

A,

. A 2

.4.

. 5,

Ä
Wie man hieraus sieht, sind durch die Bedingungen, worin dX und d/x vorkommen, die

gleichzeitigen Zeichen von A und der partiellen Differentialquotienten — ,
— und folglich

auch die entsprechenden (eigenen) Zeichen von dk und d/x in allen denkbaren Fällen bestimmt.

Es verdient jedoch im Interesse der Kürze schon jetzt bemerkt zu werden, dass die

späterhin ausschliesslich in Frage kommenden eigenen Zeichen von dk, resp. bei 4(2) und

A {S)

, bei B {i) und B(s
\ bei A

2
und AB

so wie bei B2 und B3
jedesmal genau dieselben sind, und

dass daher, weil eben, wie sich zeigen wird, die Vorzeichen von d/x nicht in Betracht kommen

und dX, djx an und für sich positiv sind, von jetzt an immer nur auf die Fälle A {'\ A{2
\ B(u

.

B{2
\ A x , A,, J9j , B

2
Rücksicht zu nehmen ist.

6.

Um alle möglichen Zeichenverbindungen, welche die Bedingungen des vorigen Artikels

zulassen, zu erhalten, muss man A seine zwei möglichen Vorzeichen -f und — beilegen,

daraus die Zeichen der partiellen Differentialquotienten
d.X dX

d X ' dp.
und sofort jenes von dk

bestimmen. Alle hieraus entspringenden Fälle lassen sich indessen kurz zusammenfassen,

und zwar, wie man sich leicht überzeugt, in folgender Form:
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Allgemeine Transformation der bestimmten Doppel-Integrale. 105

Hierin ist Alles enthalten, was nun im Folgenden über die Functionen X, Y ausser den

im Art. 1 gemachten Annahmen, zu berücksichtigen ist.— Es drückt offenbar den Zusammen-

hang der Zeichen der Functional-Determinante A , der partiellen Differentialquotienten und

der Zuwachse der Veränderlichen irgend zweier Functionen aus, welche gemeinschaftlich

von denselben zwei veränderlichen Grössen abhängen. Ohne diesen Zusammenhang zu

berücksichtigen wäre es nicht möglich das Zeichen der Determinante A allgemein zu fixiren,

welches bekanntlich die Eingangs bezeichnete Euler'sche Transformation unbestimmt lässt.

7.

Um die folgenden Erörterungen auf genaue Bestimmungen zu gründen, müssen ferner

noch alle, hinsichtlich des Wachsens und Abnehmens der Functionen

:

möglichen Fälle in Betracht gezogen werden. — Wie sich nun im weitern Verlauf heraus-

stellen wird, kommt es hierbei auf die Änderungen dieser zwei Functionen in der Nähe der-

jenigen Werthe einer der beiden Veränderlichen, z. B. jener /i an, für welche die Ungleich-

heiten des Art. 1, an der Grenze ihrer Giltigkeit, in Gleichheiten übergehen, für welche also

entweder:

9°(^J = }(*,,) oder ^(A'
(Ai/t))

= 7(V)
wird, und wofür (Art. 1) die Veränderliche li als Function von X die Werthe /x° und li

1 erhält.

Da nun vermöge der Bedingung (Art. 1)

:

? (A^,)< 1W)<? 1

(^))
jederzeit <p°(X) kleiner und <p

l{X) grösser als Y bleiben muss, so ist leicht zu sehen, dass im

Ganzen nur die folgenden vier Fälle möglich sind:

-*
(», /t« + 3p«) ^> <f

\Xß
t
pO + Sil"))

Y{X,pf-ipf) < 9
l

fä{h ff - »>'))

Yß
t n« _ m*) ^> 9 \A-% p? — Sffi))

i(A, pf + <>>') < 9 \\k h* + wv

Y(i, p» — spf) ^> 9 (-^(A, /»» - dp.«))

Y{\,pt-»py) <L 9 (A
(
a,^i _„>))

i(A, ^o + 3p«) > <f
(A (A| ß0 + y>))

J(A, /*• + Spf) <C 9 \-^-{K ff + «>'))

II

III

IV

wobei <?/i°, d/x
1 an sich positive, sehr kleine Zuwachse bezeichnen, deren nähere Bestimmung

vorbehalten bleibt.

Welches aber auch die Werthverhältnisse jener Zuwachse seien, so folgt jedenfalls, dass

die Erfüllung der obigen vier Bedingungen, hinsichtlich der Werthe der Veränderlichen \i

davon abhängt, dass:

p > fi° , Li < /i
1 bei I

tt < n° , n > /i
1 bei II

Denkschriften der mathem.-naturw. Cl. XX. Bd. Abhandl. v. Nichtmitgliedern. O
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106 Anton Winckler.

/i < /i° , p. < /i
1 bei III

fi Z> fi° ,
/-t > /*' bei IV

sei; eine Bemerkung auf welche ich später zurückkommen werde.

8.

Die so eben bezeichneten vier Fälle lassen sich in eine andere Form bringen, und zwar

vermittelst einer Umgestaltung, wodurch die Functionen $5°, p
1 eliminirt und die entsprechen-

den Ungleichheiten einfach auf die Formen jener zurückgeführt werden, welche in den vor-

hergehenden Artikeln betrachtet worden sind. Zugleich erhalten auch die Verhältnisse der

Zuwachse ö/i\ d/i° in jedem einzelnen Falle ihre nähere Bestimmung.

Es sei zu diesem Behufe ^* der Eepräsentant von <p° und jp
1

;
/x* jener von /i° und fi\ und

zwar sei dieses /i*, als Function von k gedacht, derjenige Werth, welcher der Gleichung:

^(A,/i*) = 9 UV, ,u*))

allein Genüge leistet. Lässt man darin k um + dk, und entsprechend /i* um ± d/i* sich ändern,

so wird man haben:

Bestimmt man nunmehr, wie dies in Art. 3 geschah, und unter der dort gemachten Vor-

aussetzung bezüglich der Zeichen der Zuwachse ok, ojji*, dk, c//i* diese letzteren gemäss der

Gleichung

Y Y Y A* R*
**-i,i±dx, /i*) — A

(;., /!*+»>*) — x*-{).+ri)., n*±ap*) a- i
JJ

so lässt sich der für Y gefundenen Gleichung auch die Form geben:

Yß+dX, /**+<?/i*) — 9 V^(A, H*±3n*))

Daraus lassen sich nun die folgenden Schlüsse ziehen:

Ist

^(A, /L*±dßl*) ^ 9 (A(A, p*±gfL*))

so ist auch

:

Ist dagegen

so ist:

c*

-* (A±dA. /»* + rf/t*) < ^(A, li*±Sp*)J

Ganz analog verfahre man in dem Falle des Art. 4.

Lässt man nämlich in der Gleichung:

^. um ± dk sieh ändern, und ist + d/r* die entsprechende Änderung von /x* so hat man:

* (A±rfA, n*+dß*)
==

J
9 '

(-A(A±rfAj /i*+rf/t*)j
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Allgemeine Transformation der bestimmten Doppel-Integrale. 107

und wenn man nun, wie in Art. 4 die Verhältnisse der Zuwachse gemäss der Gleichung:

\ y _ x^(A+ äA, ß*)
—

-*»-(A, ß*+ 3ß*) — ^(A+rfA, p*+ dß*) •

bestimmt, so kann man auch schreiben:

• • 4, ,
B

:H

Y(A+rfA, ß*+dß* <P* (-A(A, ß*+3ß*))

Hieraus lässt sich schliessen:

Ist

so folgt:

Ist dagegen

so ist:

Y[X
, ß*+dß*) ^ 9 (A (A

, ß*+3ß*))

^(X±dX,ß*+dß*) ^ -*(A, ß*+5ß*)

i(A, ß*+3ß*) ^ f (-"-V, ß*+Sß*))

-^(A+rfA, ß*+dß*) >• -*(A, m*+»V)

Oa.

Andere Fälle als die eben betrachteten lassen sich nicht angeben.

9.

Mit Hilfe der so eben bemerkten Sätze kann man die vier Relationen des Art. 7 in

folgender Weise umformen. Verbindet man nämlich die Relationen A*, 7?* und C!*, sodann

A.jp B^ und CL mit jenen des Art. 7, so ergibt sich, wie leicht zu sehen:

Ist X{Kß) so beschaffen, dass

X — X - X 4^ 7?(°>

gesetzt werden kann, und ist entweder

*{\±sx,ß) ^ X(x,ß±üß) A

oder:

-*(A + <iA, ß) ^ -*(Jl, ß±3ß)
"

so werden die vier Fälle des Art. 7 durch die folgenden ersetzt:

J-(X + d\,ß!>+ dßa)
<-~ x (A, ß»+ 3ß«) -^

j -"

Y ~~> V AM W>
-*(A— rfA, ßi-dß 1

)
-^ J (A,,/i — V) ^ '

Y ^ Y AM 7?(,)1 (X-dk,ß«— dß") <- -* (A, ,tt°— 3ß«) -«•
5
-^

* (A + rfA, /t' + dß<) -^ ± (A, /n'+ 5^>) -"
?

£J

Y ^ V AM JIMJ
(A— rfA./i"— dß") <-- -£

(A, p°— <5/z»)
-<* i "

-*(A -rfA, ß'-dßt) ^ -*(A, /!' — fy>)
-^

5
-^

Y ^ Y AM RM
-l {).+d)i,ß<> + dß<>) <-. ^n,ßi+3ß«) -"•

>
-D

-* (A + rfA, ß< + rf/t') ^* -* ß, p? + 8ß<) -*1
> "

iw

II«
1 '

IIP>

IV 1
'
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108 Anton Win ekler.

IstA'(A ,so beschaffen, dass:

ß+öhl*) "^fli P+o» -^(A+rfA, f + dß)

gesetzt werden kann, und ist entweder:

oder:

J (A ± M, /<) > J(A,^+o»

A

5n

so werden die vier Fälle des Art. 7 durch die folgenden dargestellt:

-*(A— <M, p'+ d/t«) <^ -*(A, /i« + «V)

-* (A+ dA, /*« - o>>) ^> * (A, /t< — o/t')

-* (A + rfA, pP— dp«) <C -*(A, /i°-<>>°)

* {\ — dX, p' + dp<) ^-> -*(A, /i'+r5/i')

-* (A + dX, /i»— rf/i°)
<^ * (A, /*»— o> )

-*(A+ rfA, p'—dpf) ^* -*(A, p> - ö>')

-*(A— rfA, /t»-t-rf/i»)
<^ ^(A, /i» + dp?)

(A— rfA, /i'+ rf/z') > "*(*,/*' + «>')

4 , -Bi
j

t

Ä2 , B,

II,

III,

4', *i
'

) IV,

A, , B.
2

Die derselben Nummer angehörenden und unter einander stehenden Buchstaben

bezeichnen hierbei die Bedingungen der Art. 3 und 4, welchen die entsprechenden Func-

tionen /i° und ji
1 zu genügen haben. So haben z. B. in IIP' die Functionen /x° und /i

1 resp.

den Bedingungen A^ und A {1)
, oder aber auch jenen J5(1) und B{2) Genüge zu leisten. Hier-

nach kann über den Sinn der gewählten Bezeichnungen wohl kein Zweifel bestehen.

Aus jeder dieser zweigliederigen Ungleichheiten entstehen zwei dreigliederige , wenn

man dem entsprechenden Y
(!i + S)itll)

seine möglichen Stellungen in denselben anweist. Die Zahl

der Ungleichheitsbedingungen steigt hierdurch auf 32. Der Übersicht wegen habe ich schon

weiter oben die Bezeichnung derjenigen in den Art. 3 und 4 aufgestellten Relationen beige-

fügt, aus welchen man jene dreigliederigen Bedingungen erhält, wenn man darin ji mit dem

betreffenden Index versieht. So entstehen z. B. aus der erstem der Beziehungen I(1) die einzig

möglichen dreigliederigen

:

-* (A + <iA, p?) ^> JL ß t
pO+Sp») -> * (A+ tfA, p'+ dp") -"•

J (A, p'+ Sp«) -^ J (A+ tfA, p' + dp«) >* J (A + <5A, /»»)
-°

welche man aus Art. 3 unmittelbar erhält, wenn man in A (i) und _B(2) durchgehends /i° für ji

setzt. Aus diesem Grunde nun wurde oben der entsprechenden Ungleichheit jedesmal noch

das Zeichen A(1)
, B (2) beigefügt. In gleicher "Weise sind die übrigen Bezeichnungen zu ver-

stehen.

Ich bemerke schliesslich noch, dass aus dem Vorzeichen der an sich immer positiven

Grösse dfi unmittelbar erkannt werden kann, ob das betreffende /z der grösste oder kleinste

"Werth ist, für welchen die zugehörige Ungleichheit noch besteht. So z. B. besagt die Un-

gleichheit:

Y ^ Y> (A+ dX, fi'+ du») <~~ x
(A, ii + dp")
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Allgemeine Transformation der bestimmten Doppel-Integrale. 109

dass in der Function Y
{Kll)

die Veränderliche ji nicht kleiner als // werden dürfe. Wo aber

Li
1— o/i

1 vorkommt, da besteht die entsprechende Bedingung nur für Werthe von /z
1

, welche

nicht grösser als /i
1

sind. — U. s. f.

10.

Ich komme nun zur nähern Betrachtung der zweiten Bedingung, durch welche die

Grenzen des Doppel-Integrals gegeben sind, und welche heisst:

Co <C ^(A,/i) <C Ci

Hier ist die Sache viel einfacher, denn man braucht blos zu untersuchen, wann die bei-

den Functionen tt
,

/i
x , welche der Form nach ganz dieselben sind und sich überhaupt nur

durch die Constanten £u , ^ unterscheiden, der obigen Bedingung gemäss, entweder die obere

oder die untere Grenze der Veränderlichen jj. bilden. Beachtet man zu diesem Zwecke, dass

nach der im Art. 1 angenommenen Bezeichnung:

und dass stets

bleiben soll, so kann man in folgender Weise bestimmen, in welchen Fällen ji und \i
x
die

grössten oder die kleinsten von allen zulässigen Werthen der Veränderlichen /x sind. Nun ist

es eine unmittelbare Folge der Voraussetzungen (2) des Art. 1, dass immer gleichzeitig it

der kleinste und ß t
der grösste, oder umgekehrt /i der grösste und /i

{
der kleinste jener

Werthe sein müsse, dass also etweder:

oder:

X-ß, fr-»?,) > c„ un(l A(A/i[+u>i) < £j

ist. Entwickelt man die Functionswerthe nach der Taylor'schen Reihe, so ergibt sich, dass

entweder

:

^^)
. fyo > o und ^^

. <fc >
oder:

—
. c?/i < und —j-^ .dfx 1 <0

Daraus aber folgt sogleich:

Es muss /i > ju und /i <; /i, , oder also /i < /i! sein, wenn —- positiv,

dagegen muss jx < fi und /i > /i, , oder also fi > /ij sein, wenn — negativ

ist. Es versteht sich von selbst , dass diesen Forderungen durch Werthe von A entsprochen

werden kann und muss, welche innerhalb bestimmter Intervalle liegen.

Bezüglich der Werthe von F(Aiftp±w ,
Y{KtM±3tM)

welche den oben zur Sprache gebrachten

Werthen von X correspondiren, können nun wieder alle Fälle eintreten, welche in der Tabelle

des Art. 6 unterschieden worden sind. Man würde die Zusammenstellung aller dieser Fälle
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HO Anton Winckler.

erhalten, wenn man in jener Tabelle, den Zeichen von '£* entsprechend, die Grenzen von /i,

wie sie oben angegeben sind, beifügte.

11.

Es genügt jedoch nicht, dass X
{/lyll)

stets zwischen den Grenzen £ und £, eingeschlossen

bleibe, sondern es muss gleichzeitig auch der andern Bedingung des Art. 1 Genüge geschehen,

welche fordert, dass man jederzeit habe:

Um nun diese beiden Bedingungen zu erfüllen, muss man allen in Art. 9 ausführlich

angegebenen Fällen, in Verbindung mit den zugehörigen Bedingungen zwischen fi, p? und jjl\

sodann mit den entsprechenden Zeichen von — und von A noch die entsprechenden Be-

dingungen für/i, /i und/*!, wie sie aus dem vorigen Artikel sich ergeben, hinzufügen.

Ich unterlasse es auch hier, diese Fälle tabellarisch zusammen zu stellen, weil später

folgende Übersichten solches entbehrlich machen. Die Erwähnung eines einzigen Falles

dürfte hier genügen; ich wähle dazu den Fall III
(i) des Art. 9.

In Bezug auf /i° kann der Fall A{i)

, bezüglich /j
1 der Fall Aw als zugehörig eintreten.

Angenommen nun, es sei A positiv, so ist nach Art. 9:

/i <; ;i° und ji < /i
1

und nach Art. 5: — positiv, folglich nach Art. 10:

fi > /i und /i < /Xj

Ist dagegen A negativ, so folgt aus Art. 9 ebenfalls:

jx < // und ji << /i
1

und nach Art. 5: — negativ, folglich nach Art. 10:

H < fiQ und /i > /i,

Hiernach finden also gleichzeitig die folgenden Beziehungen statt:

— > , A > , /i < / , fi < n
1

, fi > Ho fi < /i,

dp.

— < , A < , fi<fi° , fi < /-t

1

, fi < Po i P> Ih
aß

Auf ähnliche Art würden sich alle übrigen Fälle ergeben.

12.

Durch das Vorhergehende sind in allen Fällen die Grenzbedingungen für die Veränder-

liche fi gegeben. Aber auch die correspondirendeu Grenzen von X sind dadurch bestimmt. Diese

sind nämlich, wie sich zeigen wird, diejenigen Werthe von X, für welche die Ungleichheiten:

,i ^ t
i°

; fi ^ /i
1

; fi, ^ fi" ; ih ^ ß
1

in Gleichungen übergehen. Die wesentliche Frage hierbei betrifft jedoch, wie man sich bald

überzeugen kann, nicht sowohl jene Werthe an und für sich, als vielmehr den Weg, auf
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Allgemeine Transformation der bestimmten Doppel-Integrale. 111

welchem man von einem Werthe der Veränderlichen X, der eine jener Ungleichheiten realisirt,

ausgehend, zu dem Werthe, der diese Ungleichheit in eine Gleichung verwandelt, gelangen

muss.

Angenommen z. B. es sei /i < // die in dieser Eichtung zu untersuchende Bedingung,

und es sei irgend ein derselben entsprechender Werth für die Veränderliche X gewählt, so ist

es die Frage, ob man von diesem Werthe ausgehend, zu grösseren oder kleineren Zahlen-

werthen übergehen müsse, um zu demjenigen zu gelangen, für welchen genau /x = fi° wird.

Auf welche Weise sich diese Frage in jedem einzelnen Falle beantworten lässt, wird sich

deutlich genug aus der nähern Erörterung des oben gewählten Beispiels erkennen lassen.

Die vor Allem nothwendige Unterscheidung bezieht sich auf das Zeichen von — : das-00
dfi

selbe ergibt sich wie folgt.

Da die unabhängig Veränderliche /1 in dem Intervall der Ungleichheit /i <; // liegen

soll, so ist nothwendig:

H > fi und n < fi°

und es muss also in Folge der erstem Bedingung nach Art. 10 . . . — positiv sein.

Diese Bestimmung bietet sofort ein Mittel dar, die ursprüngliche Ungleichheit jx < //

durch eine andere zu ersetzen; denn es muss jetzt offenbar auch:

oder also:

sein, und es geht diese Ungleichheit mit der ursprünglichen gleichzeitig und für denselben

Werth von X in eine Gleichung über. Damit nun aber dieser Übergang stattfinde, muss offen-

bar X sich so ändern, dass X
{K ß<l) abnimmt.

Um die Art dieser Änderung zu erfahren, bemerke man, dass das Abnehmen von X
(!ii ^

auch durch eine blosse negative Änderung — dfi von fi° hervorgerufen werden kann, dass

nämlich

:

Lässt man nun aber X um — dX und in Folge dessen jj. um — d/x° sich ändern, so kann

man fragen, welches Zeichen die Änderung dX an sich haben müsse, damit A
(A)Al„_^0)

sich

durch A'
(A _ rfAwio_^o) ersetzen lasse, oder also, damit:

Xß— dX, /*«— dp")
== -**-(/, p«— Sp«)

werde. Um diese Frage vollständig zu beantworten, muss man vor Allem bis zur Unter-

scheidung der möglichen Zeichen von — zurückgehen, was dadurch geschieht, dass man ein-

mal annimmt, es sei X(A_Wjrt und dann X(]i+iKllV) fähig den Werth X{X< ^_,V) darzustellen, so

dass man entweder:

Y Y Y /1
(0) 7? (0)

^(A— 8X,ß1 -^-(A— dX, pO-dp«) -^(X, p«— 5p«)
Jn.

,
u

oder aber:

-"-(A+ÄA, p«)
=

-^-(A + rfA, ß<>— dp.")
==

-"-(A, /i°— fy )
A

,
_D

hat. -— Da sich aber auch hieraus noch nicht die eigenen Zeichen von dX in ihrem not-
wendigen Zusammenhange mit dem Zeichen der Determinante A ergeben, so
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112 Anton Winckler.

lasse man zu den Gleichungen A {0)
, B(0) noch die sechs, bezüglich der Function Y möglichen

Fälle des Art. 3, und zu den Gleichungen A , B die sechs Fälle des Art. 4 hinzu treten, so

wird man, sowohl wenn — positiv als negativ ist, nicht nur das Zeichen von A, sondern auch

jedesmal das eigene Zeichen von dX finden, und sofort aus A(0
\ B(0) und A , B erkennen, ob

X eine positive oder negative Änderung erfahren muss, damit A
(;
_ rfX/1o_ tf/1

o
)
oder Ar

(X_ ÄX ^, und

^a+di.^-dß«) oder A(A/lo_ Ä/io)
abnehme und sich also dem festen Werthe | auf diesem Wege

nähern könne.

Die ganz gleiche Betrachtung ist bei der Ungleichheit fi <C ft
1
, oder was gleichbedeutend

dX
ist, bei p. > /i

,
/jl < ft

1
, wo — ebenfalls positiv sein muss, anzustellen.

Man kann daher diese beiden Fälle zusammenfassen, indem man von der Bedingung:

/4) < /**

oder den gleichbedeutenden:

dX
/i > /i

,
/i < jl-

,
— positiv

ausgeht, und dabei ft* als den Repräsentanten von /z° und jt
1 ansieht.

Die gleiche Bezeichnung will ich auch bei allen übrigen noch in Betracht zu ziehenden

Fällen gebrauchen. Da diese Fälle sich in durchaus anologer Weise, wie im eben betrachteten

Beispiele erörtern lassen, so scheint es angemessener, statt der ins Einzelne gehenden Aus-

führung aller jener Fälle, eine übersichtliche Zusammenstellung aller hieher gehörigen

Resultate, wie sie sich jedesmal gegenseitig bedingen, in einer Art folgen zu lassen, welche

wohl jede weitere Erklärung unnöthig machen dürfte.
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Allgemeine Transformation der bestimmten Doppel-Integrale. 113

Die Ungleichheiten: ji ^ /xx und// ^ p
1
, insbesondere deren Übergang in Gleichungen,

blieben hier ganz unberücksichtigt, wofür der Grund nach den Voraussetzungen des Art. 1

leicht einzusehen ist. Was zunächst die Gleichung /i = /x
x

betrifft, so sind darin fi und o,

Functionen von durchaus gleicher Form, welche sich überhaupt nur durch die Constanten

£ und £j unterscheiden. Jene Gleichung, welche ihren Ursprung in den beiden Gleichungen:

-* (A, ix)
= C 1

-A*ß,
fi)
— Si

hat, ist also, wie man sieht, im Allgemeinen selbst eine Unmöglichkeit.

Die zweite Ungleichheit // ^ /i
l kann in Folge der Voraussetzung des Art. 1 eben so

wenig in eine Gleichung übergehen. Denn da es keinen zwischen f und fx
liegenden Werth

von x gibt, für welchen j?°w und y>\x) einander gleich werden, so gibt es auch keinen der

Gleichung

genügenden zwischen | und £t
liegenden Werth von A'(A/t) . Ein solcher Werth, er möge c

heissen, müsste aber existiren, damit aus den Gleichungen

:

£ = X{\,t)

die Werthe A = A
01

,
\i = fi

01
, welche der Gleichung /i° = /j.

1

entsprechen, berechnet werden

könnten. Es können daher niemals gleichzeitig jene Werthe im Bereiche der Integrations-

werthe, — wenn gleich der eine ohne den andern — vorkommen.

An diesen Bemerkungen muss im Folgenden durchaus festgehalten werden.

13.

Aus der im vorigen Artikel angeführten Zusammenstellung lässt sich nun, in Verbindung

mit jener des Art. 9, für alle Fälle, die hier in Frage kommen können, der Zusammen-
hang zwischen den Vorzeichen der Determinante A, den Grenzbedingungen
für die Veränderliche /i und den Grössenverhaltnissen der hier ausschliess-

lich in Betracht kommenden vier Wurzelwerthe X °, V, X,
, V herstellen. Wie

sich derselbe in jedem einzelnen Falle finden lässt, ist nunmehr nachzuweisen; es wird aber

vollkommen hinreichen, wenn die Art der Herleitung in zwei Fällen vollständig ausgeführt

wird.

Als ersten Fall will ich jenen I(1) des Art. 9 annehmen, bei welchem die Bedingung A {1) für

/x°, und ebenfalls A {i)
für /x

1

stattfindet, wofür ausserdem nach Art. 7

[i > fi° und /i <; /i
1

sein muss. Das Zeichen von A ist aber hierdurch keineswegs schon bestimmt, es kann sowohl

positiv als negativ sein.

Angenommen es sei A positiv, so ist klar, dass in der Zusammenstellung des Art, 12,

und zwar in der

Horizontalreihe (1) . . . . fi* = //
)

„ (3) . . . . /** = fi
1

)

Denkschriften der mathem.-naiurw. Ol. XX. Bd. Abhandl. v. Nichtmitgliedern. p
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114 Anton Winchler.

zu setzen ist. Jene Tabelle liefert nun sogleich als zugehörend die folgenden unumgänglichen

Bedingungen

:

/i° <C lh . • • • Änderung von X negativ,

H
1 > fi . . . . „ „ X positiv.

Daraus folgt, dass X von demjenigen Werth, wofür /i° << /ij bis zu demjenigen, wofür

H = ji
1

ist, abnehmen muss, weil die entsprechende Änderung von X negativ ist.

Es ist daher A,° der kleinste zulässige Werth der Veränderlichen X.

In gleicher Weise ergibt sich, dass X von einem der Ungleichheit // >> /i Genüge leisten-

den Werth bis zu demjenigen, wofür p.
1 = /i wird, durch Wachsen gelangt, dass daher Xg

1

der grösste aller zulässigen Werthe von X ist.

Fasst man Alles zusammen, so folgt als Resultat

:

Wenn die Functionen j?°, <p
x und X, Y der Bedingungen in I

(1) und A(1)
, A{1) entsprechen,

und wenn A als positiv angesehen wird, so ist gleichzeitig:

/J > /J-o

also:

Mo < th

und:

oder auch:

V > K > V > K°

Eücksichtlich der letztern Verwechselung der Zwischenwerthe X ° und X,
1 genügt es, zu

bemerken, dass für deren Grössenverhältniss keine besondere Bedingung existirt, also die

beiden angegebenen Verhältnisse gleich möglich sind. Der eigentliche Grund hiefür liegt aber

darin, dass. hier die Bedingungen:

/A) < Ih , M° < f*

1

eine nothwendige Folge des Vorhergehenden sind, an und für sich schon stattfinden und also

nicht in ihr Gegentheil übergehen können, so dass die diesem Übergänge entsprechenden

Werthe

/i01 ,
X01

und /i
01

, X°

fl <fXt ,
\l > // ,
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Allgemeine Transformation der bestimmten Doppel-Integrale. 115

Es muss daher A von demjenigen Werthe, für welcher // << fi ist, bis zu demjenigen,

wofür fi° = /i wird, abnehmen, so dass A ° der kleinste zulässige Werth von A ist.

Dagegen muss A von dem Werthe wofür /x
1 >> \i

x
bis zu jenem, wofür /x

1 = fi 1
wird,

wachsen, wonach also Aj
1
als der gross te aller zulässigen Werthe von A erscheint.

Man sieht hieraus, dass unter den Bedinguugen I (1) und Am , A(1) und wenn A negativ

ist, gleichzeitig:

fi < /x
1

p? < p?
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116 Anton Winckler.

zwar ausgesprochen ist, es müsse stets /i > /ij bleiben, dass aber keineswegs, wie in den

früheren Fällen, eine unüberschreitbare Beziehung zwischen p." und/z1

, wie etwa /x° > fi
1 oder

umgekehrt /i° < /i
1 vorliegt, dass daher die stets festzuhaltende Voraussetzung, wonach der

Werth von X, welcher der Gleichung fx° = p.
1 Genüge leistet, nicht in das Intervall des grössten

und kleinsten Werthes (X° nnd A/) fallen darf, erst noch besonders eingeführt werden muss.

Dies kann aber auf folgende Art geschehen.

Da jederzeit

sein soll und da X° der grösste zulässige "Werth von X ist, also das Intervall, welches der so

eben angeführten Bedingung entspricht, durch die Relation:

V < A < V
gegeben ist, und da in ganz gleicher Weise auch

sein soll, V aber der kleinste zulässige Werth von X, folglich das zugehörige Intervall durch

die Relation

V > A > V
gegeben ist, so schliesst man mit Sicherheit: Soll die Gleichung A*| i)/j0)

= A(A) /xl) oder also

jene /z° = /z
1 für keinen zwischen Xj

1 und A/ liegenden Werth von X erfüllt werden, so muss

nothwendig X ° > V sein. Wäre nämlich A ° < A,,
1

, so würden sich die beiden Ungleichheiten

V > A > V und V > A > V
übergreifen, und es Hesse sich dann zwischen A ° und A/ ein Werth von A angeben, für welchen

und ein anderer, ebenfalls zwischen A ° und V enthalten, für welchen

sein würde. Es müsste folglich auch einen dritten, zwischen jenen beiden liegenden Werth

von X geben, für welchen eben

:

A^,,,.) = A'(A/ll) oder also fi° = /j
1

wäre, was den Voraussetzungen widerspricht.

Hieraus zieht man das Resultat:

Für den Fall III(1) des Art. 9 und wenn für /z°, // resp. die Bedingungen Bw , B{2) statt-

finden, dabei angenommen es sei A positiv, hat man:

[i < fi , p < p° , ß > /i, . \i < n
1

also:

Ih > !h , M° > /
J

i

und zugleich:

V > A ° > A
J > A,

1'

-
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Allgemeine Transformation der bestimmten Doppel-Integrale. 117

Nimmt man A negativ an, so folgt aus Art. 12:

Horizontalreihe (3) . . . fi* = // also fi° > fi„ - . . Änderung von X positiv,

(3). . .f=/i1

„ /i
I >/i - • • » » A negativ.

Zugleich folgt, dass A ° der grösste und V der kleinste zulässige Werth von A und:

/i > /j , /* < /i, . ju < /i° ,
/i < /J

1

ist.

Was aber das Grössenverhältniss von tf, A/ betrifft, so ist dasselbe auch hier nicht ganz

willkürlich, was sich auf folgende Art zeigen lässt.

Da nämlich:

bleiben soll, so muss nothwendig:

V > A > V
Da ferner:

£o <C A (A| pi) < c,

so muss:

Ao
1 < A < V

sein. Fiele nun V zwischen V und A,°, so müsste es nothwendig zwischen V und X,° einen

Werth geben, wofür Z
(A> rt

= Z(A] ^ oder also // = /V würde, was gegen die Voraussetzung

wäre.

Alles zusammengefasst hat man also das Resultat, dass bei dem Falle III(1)

,
B{1)

,
B (2)

:

für A negativ: /i > /i
,

/i < fi° ,
/J < lh , /* < /^

und

:

V > A/> > A/ > Ao
1

Ich füge schliesslich noch die folgende Bemerkung bei:

In allen aus I (1) und II
(I) entstehenden Fällen ist entweder die Bedingung /i

1 > p° oder

jene /V < // ohne Weiteres schon vorgeschrieben, so dass man nicht zu besorgen braucht, es

könnte eine Wurzel A
01 der Gleichung // = /i

1
in das Bereich der Werthe A °, V, A/, A,

1 fallen;

wesshalb hier eine Vertauschung der zwei, zwischen die äussersten Grenzen fallenden,

Werthe von ). stattfinden kann und muss, wenn man alle möglichen Fälle berücksichtigen will.

Bei den aus III(1) und IV (I) entspringenden Fällen jedoch besteht eine solche Bedingung

/i
1 > /i° oder /i

1 < fi° nicht schon von selbst und sie muss daher erst besonders eingeführt

werden, was auf oben bemerkte Art zu geschehen hat. Hierdurch aber fällt, wie gezeigt

worden ist, die Vertauschung der beiden Zwischenwerthe der Grenzen weg.

14.

Nach diesen Auseinandersetzungen wird die folgende, der Übersicht wegen in die Form

einer Tabelle gebrachte Zusammenstellung der auf die Fälle I
(I)

,
II (1)

,
III (1)

,
IVW sich bezie-

henden Resultate, welche ich in extenso anführen zu müssen glaube, keiner weitern Erklä-

rung bedürfen.
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118 Anton Winckler.

Fälle

des

Art. 9.
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Allgemeine Transformation der bestimmten Doppel-Integrale. 119

Einmal dürfen, wie gezeigt wurde, in IIP' und IV (I)
die inneren Werthe der X nicht ver-

tauscht Werden, so dass dadurch 4 Combinationen wegfallen; sodann sind diejenigen Ver-

bindungen, worin

; l ; l . ; l ) 1 . 10 ; o . ; o ; o
A

1 , Au ,
Aü , /ij

,
A

1 , A ,
A

,
Aj

resp. die grössten und kleinsten Werthe darstellen, überhaupt gar nicht zulässig, wodurch

abermals 4 Combinationen wegfallen. Die weiteren 4 Combinationen wären nun diejenigen,

welche in der letzterwähnten durch Versetzung der inneren Glieder entstehen würden. Es

sind also in der That 12 solcher Combinationen, in Folge der Bedingungen der Aufgabe, ganz

unzulässig und desshalb in der Zusammenstellung nicht vorhanden.

In durchaus analoger Weise kann man nun auch bezüglich der Fälle I
t ,

IIj ,
IIIj

,
IVj

verfahren und sich die entsprechende Übersicht entwerfen. Man kann sich jedoch dieser Mühe

durch die Bemerkung entheben, dass für beide Veränderliche X, \i genau dieselben Bedin-

gungen wieder auftreten, so dass es, mit alleiniger Ausnahme der Beihenfolge, blos eine

Wiederholung des bereits Angeführten wäre, wollte ich auch für die bezeichneten Fälle die

Zusammenstellung mittheilen.

Damit man jedoch die Fälle übersichtlich vor sich habe, in welchen dieselben Bedin-

gungen zum Vorschein kommen, und damit man sich in jedem einzelnen Falle von deren

Identität leicht selbst überzeugen könne, füge ich die folgende kleine Tabelle hinzu.

Zeichen

von A
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120 Anton Winckler.

nehmen die entsprechenden doppelten Integrale zweimal das negative Zeichen an, bleiben

aber gerade darum in jeden Fall identisch dieselben. •

Hiernach hat man es also nur noch mit acht Fällen und zwar mit I (1) und III(1)
, oder

auch mit II (1) und IV(1) zu thun. Welches dieser zwei Paare man wählt, ist ganz gleich-

giltig.

Die Fälle, welche je einem dieser Paare entsprechen, liessen sich leicht auf die Hälfte

reduciren durch eine Bemerkung, welche näher angedeutet zu werden verdient. Ich will dabei

das Paar I(1)
, III(1) in das Auge fassen, dann kann man sich leicht überzeugen, dass jedesmal

die Fälle:

1 und 3 ; 2 und 4 ; 9 und 11 ; 10 und 12

zu demselben Eesultate führen müssen. In jedem dieser letztern Paare hat nämlich A einmal

das positive und einmal das negative Vorzeichen, während die Bedingungen für [i jedesmal

genau dieselben sind, so dass in dieser Hinsicht die Doppel-Integrale dieselbe Form erhielten.

Nun muss man sie aber, wie sich später ergeben wird, immer mit dem negativen Zeichen

nehmen, wenn A negativ ist. Dieses Zeichen wird aber wieder aufgehoben und daher Alles

auf den Stand wie für positive A gebracht, weil in den Fällen eines negativen A die Relationen

zwischen A °, A/, X±°, V durchgehends die umgekehrten von denjenigen sind, welche den

Fällen für positive A entsprechen. Hiernach reducirt sich also in der That die Anzahl der

näher zu erörternden Fälle auf vier, als welche man z. B. jene 1, 4, 10, 11 wählen könnte,

die insgesammt einem positiven A zugehören. Ich werde jedoch von der hierdurch ermög-

lichten Abkürzung keinen Gebrauch machen, einmal um thatsächlich die der Sache nach

bestehende Übereinstimmung aller in I(1) und III(1) enthaltenen Fälle, und zwar nicht nur wenn

A. positiv, sondern auch wenn es negativ ist, zu zeigen; sodann aber auch um alle 12 Formeln

ausführlich vor sich zu haben, welche den 12 zwischen A °, V> V> V möglichen Grössenver-

hältnissen (Art. 14) entsprechen. Ich bemerke hierbei noch, dass durch das Hinzukommen

von 6 weiteren Gleichungen der Kürze kein Eintrag geschieht, indem dieselben in der für

den spätem Gebrauch zweckmässigeren Darstellungsart des Doppelintegrals erscheinen, und

also ohnehin durch Umformungen abgeleitet werden müssten, wenn solches nicht schon hier

geschehen wäre. Alle sich ergebenden Endresultate werde ich jedesmal auf einander zurück-

zuführen suchen, um einen Schluss auf die wesentliche Übereinstimmung aller dieser Resul-

tate unter sich ziehen zu können.

Im Hinblicke auf die zahlreichen Reductionen, welche in diesem und dem vorigen Artikel

stattfanden, wird kaum die Vermutbung entstehen, als hätte sich die Betrachtung auf Um-

wegen bewegt. Denn es unterliegt wohl keinem Zweifel, dass alle denkbaren Fälle nicht nur

im Allgemeinen bezeichnet, sondern so ausführlich dargelegt werden mussten, um mit Sicher-

heit erkennen zu können, in wiefern sie sich auf einander zurückführen lassen und welches

die Hauptfälle sind, womit das Weitere sich beschäftigen soll.

16.

Die nähere Untersuchung der Fälle, auf welche so eben alle übrigen zurückgeführt

worden sind, leitet nun direct zur Lösung der ursprünglich gestellten Frage.
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Allgemeine Transformation der bestimmten Doppel-Integrale. 121

Nur eine kurze Bemerkung möge vorausgehen. Durch Einführung der neuen Veränder-

liehen l. fi an Stelle der alten x, y geht das gegebene Differential f(x,y) dx dy bekanntlieh

über in:

(dX dY dX dY\ n , T-r- ~~. -. ,— .
—

. — I f (X, I dl du
d,i. dk dX dp) J v

'
' '

wobei, wie zuerst Euler a. a. 0. gezeigt hat, dasjenige Zeichen zu wählen ist, für welches

der Factor

+ (— . -t r • — ] = ± A
Vrf/jt d). dX dß '

(dX dY dX dY^

Wfi d). dl dß

.

positiv wird. Diese Zeichenbestimmung sollte scheinbar dem speciellen Falle vorbehalten

bleiben, und bildet offenbar den schwierigem Theil der Frage, ohne dessen Erledigung an

eine allgemeine Lösung derselben nicht zu denken war. Durch das Vorhergehende ist nun
diese Zeichenbestimmung in die engste Verbindung mit den Grenzen des Integrals, resp. mit

den Grössenverhältnissen der Wurzeln gewisser Gleichungen gebracht und zwar ist das trans-

formirte Differential für ein an sich positives A, also in den Fällen 1, 4, 5, 8 zu setzen

= + f(X, Y) . hdl djx. Wenn dagegen A an sich negativ ist, also in den Fällen 2, 3, 6, 7,

so ist jenes Differential zu nehmen = —f (X, Y) , A dl dß.

Dies vorausgesetzt beginne ich nun mit dem ersten Falle des Art. 14, für welchen,

bezüglich der Veränderlichen p. die Bedingungen:

p. > /i° , u < /i
1

. u > fr , n < /ij

gegeben sind. — Vor Allem ist nun klar, dass diesen Bedingungen im Ganzen auf die folgen-

den vier Arten Genüge geschehen kann, nämlich

j«o < / < /i < fr < \>> • • • • (1) ,
(l

1

)

fr <l*<ß </i J <ßx, • • (2) • (4
1

)

f*° < fr < /i < V
1 < fr (3) . (3

1

)

H° < fr < fi < fr < /i
1

• • • • (4) , (2
1

)

Hierzu kommen noch die weiteren Bedingungen:

V > lo° > V > V • • • (l)

oder aber:

V > V > V > v (i
1

)

Angenommen nun die erstere (7) finde statt, so leuchtet ein, dass man, um die Gesammt-
heit aller Werthe von l und /z zu erschöpfen, welche zulässig sind, so lange die Ungleich-

heiten (1) unverändert bleiben, die Veränderliche fi nur diejenigen Werthe annehmen lassen

darf, welche zwischen /x° und \i
x
liegen.

Was nun aber die Gesammtheit der zulässigen Werthe von l betrifft, so muss man
bemerken, dass die Bedingung fi° <[ fr nur so lange stattfindet, als l grösser ist, als der

kleinste aller, derselben noch entsprechenden Werthe, nämlich grösser als 1°, dass man aber

von diesem Werthe an , die Veränderliche l nur so weit wachsen lassen darf, als in den

übrigen Gliedern von (1), also in den Beziehungen:

fr < fr , fr < ft

Denkschriften der malhem.-naturw. Cl. XX. ]id. Abhandl. v. Nichtmitgliedern. q
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122 Anton Winckler.

keine Änderung eintritt. Die erste derselben geht aber schon in ihr Gegentheil über (und

zwar früher als die zweite) wenn X den auf X^ zunächst folgenden Werth ^j
1

erreicht.

Sämmtliche Werthe von X und /i, welche den Bedingungen (1) entsprechen, sind daher

durch die Grenzen-Intervalle des Integrals

:

v

{i)=fdxjf{x. r)A*
A,0 £4«

dargestellt, und erst von dem Werthe X = X^ an nehmen die Bedingungen (1) die Gestalt

derjenigen in (2) an, welche hinwieder so lange unverändert bestehen, als sich X von X^ bis

X ° wachsend bewegt. — Da hierbei die Ungleichheit /i << /i
t
nicht in ihr Gegentheil ver-

kehrt wird, indem die Gleichung jiQ = \i
y
vermöge früherer Voraussetzungen innerhalb des

bezeichneten Intervalls keine Wurzel besitzt, so ist klar, dass der ganze Umfang der von der

Bedingung (2) eingeräumten Werthe von X und ji dargestellt wird durch die Intervalle der

Grenzen des Integrals'S*

'o /*

(2) = Jdxjf (X, 7) . A dp

Lässt man sofort X den Werth l̂0 wachsend überschreiten, so geht die Bedingung (2) in

jene (3) über, und es bleibt darin so lange /i < jx\ als X seinen grössten Werth A
]

nicht über-

schritten hat. Hiernach erschöpfen die Grenzen des Integrals

:

v

(3) = Jdxjf (X, Y) A d,x

alle in (3) zulässigen Werthe der Veränderlichen X und /i.

Es entsteht nun allein die Frage, ob man auch den Bedingungen in (4) noch Genüge

leisten könne, ohne mit den zu Grunde liegenden Voraussetzungen in Widerspruch zu gerathen.

Dass dies in der That unmöglich ist, davon kann man sich auf verschiedene Arten, sehr

einfach aber wie folgt, überzeugen:

Aus dem hier vorliegenden ersten Falle der Tabelle des Art. 14 geht nämlich hervor,

dass

fi < /i° für X < V
und

/ii >> // für X > ?n
1

Nun steht aber sowohl die erste als die letzte Ungleichheit, wie man sieht, mit (4) in

directem Widerspruche. Wenn aber X nicht kleiner als ^ ° und nicht grösser als V sein darf,

so lässt die Bedingung (/), nämlich:

auch nicht den geringsten Baum für einen Werth
,
geschweige denn für ein Intervall von

Werthen der Variabein X übrig. Daraus folgt, dass die Bedingungen (4) sich unter den beste-

henden Voraussetzungen nicht erfüllen lassen, und dass daher die Integrale (1), (2), (3)
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Allgemeine Transformation der bestimmten Doppel-Integrale. 123

zusammen alle zulässigen Werthe von k, p erschöpfen und das gegebene doppelte Integral

darstellen.

Hieraus folgt also: Wenn k
l > k ° £> k^ > V so ist:

/ dxjf (x, y) dy =

fdkff(X, Y) A dfi +fdxff(X, Y) A dfju + jdkjf(X)
Y) A c?/. (I)

J," jb» A,' /t» A » /i"

Es bleibt noch der Fall zu erörtern, in welchem die Grenzwerthe von k die Stellung in

(l
1

) zu einander haben. Zu dem Ende denke man sich die Ungleichheiten bezüglich p in der

schon oben angedeuteten Ordnung (l
1

), (2
1

), (3
1

), (4
1

) angeschrieben, so wird man durch ein

ganz ähnliches Raisonnement wie oben finden

:

V fi, >,' fi, V fi'

(V) =Jdkjf(X. Y) A d,,; (2
1

) =jdkjf(X. Y) A dp; (3
1

) =fdkff(X, Y) A dp

»i° fi° V fic V A>

Den Ungleichheiten (4
1

) vermag auch hier kein Werth von k Genüge zu thun. In der

That folgt aus der Tabelle des Art. 15, dass für:

p
1 < p x

nothwendig k > A,
1

und für

/i„ < //' „ ;> < A,
u

Nun soll aber vermöge (P) gleichzeitig auch noch

:

V > V > k ° > V
sein; man sieht also, dass es absurd wäre, unter diesen nach allen Richtungen sich wider-

sprechenden Anforderungen einen Werth von k angeben zu wollen. Es finden somit auch in

dem vorliegenden Falle nur drei Theilintegrale statt, und zwar ergibt sich:

Wenn kj > # > V > k," so ist:

J *y / fa 2/) dy =

fdkff(X:
Y)\dp + JdkJf(X,Y)kdp+JdkJf(X,Y)*dp (II)

A„» A A,> /i, V ß t

A,° M° A »
/<„ V A)

Die Resultate (I) und (II) lassen sich durch eine einfache Verwandlung auf einander

zurückführen. In der That, addirt man zum ersten und dritten Gliede der zuletzt erhaltenen

Gleichung resp. die Integrale:

V fi, V fi'

fdkff(X, Y) A dp
, fdlff(X, Y) A dp.

V fi" A„° K,

q*
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124 Anton Winckler.

und zieht die Summe beider vom zweiten Gliede wieder ab, so erhält man, wie eine leichte

Rechnung zeigt, die zuerst gefundene Gleichung wieder. Daraus folgt also, dass zwischen

den beiden Ergebnissen so lange kein wesentlicher Unterschied besteht, als die addirten und

wieder subtrahirten Integrale nicht unbestimmt sind.

17.

Betrachtet man in gleicher Weise den zweiten Fall der Tabelle des Art. 14, welcher

auf den Bedingungen

:

H > n° , n < Li
1

, fx < fi ,
[i > /z,

beruht, so zeigt sich auf der Stelle, dass die Veränderliche p. auch hier wieder auf vier Arten

jenen Forderungen Genüge leisten könne, nämlich:

fr < / < IX < fr <f
1

. . • • (1) ,
(l

1

)

fx° < fr < ,1 < fr < /i
1

. . . . (2) , (4
1

)

/i" < fr </x< /i
1 < /a, • • • (3) , (3

1

)

K, < ft° < /i < /i
1 < ix (4) , (2

1

)

Hierzu kommen noch die weiteren Bedingungen aus Art. 14:

V < V < V < Ä,° • • • (i)

oder aber:

V < V < V < V (i
y

)

und ferner: A an sich negativ, also — /(AT, Y) A <ü(Z/z das neue Differential.

Ich werde zunächst wieder die Relation (l) als bestehend voraussetzen.

In der Bedingung (1) darf ft alle zwischen /x° und fr liegenden Werthe annehmen, und X

ein Intervall von Werthen durchlaufen, für welches in der Stellung der Glieder in (1) keinerlei

Änderung eintritt. Nun bleibt /x° < fx nur so lange, als X > X °, und fr </i° nur so lange,

als noch X < X°, wie dies aus Art. 14 hervorgeht. Folglich darf X blos das Intervall X ° bis

V durchlaufen, und man hat:

(1) = -Jdxjf (A, Y) . A gl

für A = X° geht die Bedingung (1) in (2) über, und man findet durch das ähnliche Raisonne-

ment

:

V ft.

(2) = -fdxff(X, Y) .\d,x

V ft

Für A = V geht sofort (2) in (3) über und man erhält:

(3) = - fdxff(X, Y)Ad!x

*»• ft
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Allgemeine Transformation der bestimmten Doppel-Integrale. 125

Auch hier kann der Bedingung in (4) nicht Genüge gethan werden. Denn, wie aus der

Tabelle des Art. 14 hervorgeht, ist:

/i„ > ;i\ so lange X > XJ

fh < ß", » •: ^ < K°

Wenn aber hiernach X einmal grösser als X
X und zugleich wieder kleiner als X

t
° sein

soll, so kann ihm gemäss (/) gar kein Werth angewiesen werden. — Das Integral besteht

also nur aus den obigen drei Theilen, so dass für: V > V > V >> X ° ist:

/ dxjf (x, y) dy =

fdxjf{X. Y) A dfi 4- JdxJf(X, Y) A d/x + JdxJf(X. Y) A dy. (III)

Addirt man zum ersten und dritten Gliede resp. die Integrale:

jdxJf{X, Y) A 41 , /^/> (A, Y) A dy.

V Vi V P\

und zieht deren Summe vom zweiten Gliede wieder ab, so erhält man, wie eine leichte

Rechnung zeigt, genau die Gleichung (II).

Legt man die Bedingungen (f) zu Grunde, und betrachtet die Ungleichheiten bezüglich

der Veränderlichen y in der oben bereits angedeuteten Ordnung (l
1

), (2
1

), (3
1

), (4
1

), so wird

man durch eine ganz analoge Betrachtung finden, dass

:

(V) =fdxff(X, Y) A dy- (2
1

) =fdAJf{X, Y) A dp- (3
1

) =Jdxjf{X, Y) A dy.

Man wird ferner finden, dass (4
1

) auch in diesem Falle nicht befriedigt werden kann,

und zwar darum, weil nach Art. 14

y < fi
1
, wenn X < V

und

y° < /i1; wenn ^ > ^

Wenn aber X gleichzeitig grösser als X, und kleiner als V sein soll, so lassen die For-

derungen in (l
1

) keinen Spielraum für irgend einen Werth von X übrig. Es entspricht daher

diesem Falle kein Integral, und man hat das Resultat

:

Wenn V > V > X,
1 > X ° so ist:

J dxj f{x,y) dy =
fo S=°W

fdxjf (X, Y) A dyt + /"«« ^/ (A, Y) A f//i + /^ ff (A, F) A c?/x (IV)
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126 Anton Winckler.

Diese Gleichung lässt sich sogleich auf die oben erhaltene (III) zurückführen. Addirt

man nämlich zum ersten und dritten Glied resp. die Integrale:

jdxjf(X, Y) A dp
, fdxff(X, Y) A dp

und zieht deren Summe vom zweiten Gliede wieder ab, so findet man genau die Gleichung

(III) wieder.

18.

Ich komme zu dem unter Nr. 3 angeführten Falle des Art. 14, für welchen die Bedin-

gungen bezüglich p bestehen;

p > // , p < p
1

, p > p , p < /i,

denen man, im Allgemeinen auf die folgenden vier Arten genügen kann:

fl° < Jlo < fi <C fi
1 < fr . . . . (1) ,

(l
1

)

P° < j«o < p. < P-x < fi
1

• • (2) , (4
1

)

p <p°<p<p 1 <p1
. . . . (3) , (3

1

)

Po <P°<P<p 1 <p J (4) , (2
1

)

wozu für X noch die weiteren Bedingungen

:

V > V > tf > V . . (I)

oder auch:

V > V > V > V (Z
1

)

kommen, und wobei A an sich negativ ist.

Angenommen es finde die Bedingung (l) statt, so darf p in (1) das Intervall von p bis

p
1
, dagegen X nur jenes von V bis V durchlaufen, weil nach Art. 14 nur dann p 'Cp

1

, so

lange X > X \ und /i
1 < pn so lange A < V ist.

Man hat daher:

(1) = -fdxff(X, F)A*

Für A ^> A,
1 geht also (1) in (2) über und erhält man:

(2) = -f'
]\ff& F) A ^

Wenn A > V so geht (2) in (3) über und es bleibt (3) unverändert, so lange X < V,
weil dann nach Art. 14 immer noch p° < /i

t
bleibt. Es ist also:

(Z)^-fdxff(X, Y)Adp
v /<"
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Allgemeine Transformation der bestimmten Doppel-Integrale. 127

Was nun die Bedingung (4) betrifft, so kann ihr hier kein Genüge geschehen. Denn

nach Art. 14 ist

X > ; ° wenn /i < /i"

und
X <C V wenn fi

1 «< n x

Das gleichzeitige Bestehen dieser Eingrenzung von X, mit der Voraussetzung (l) zu-

sammengehalten, lässt auf der Stelle erkennen, dass sich kein X angeben lässt, welches (4)

genügt.

Wenn also: ^
u > /„" > // > V, so ist:

jdxjf(x,y) dy =

fdxf/LX, Y) A ^ + fdkjf{X, Y) A rf/i + j[^J/& *),* * (V)

Auch diese Gleichung stimmt dem Wesen nach mit allen vorhergehenden überein. Um
sich davon auf einfache Art zu überzeugen, addire man resp. zum ersten und dritten Gliede

die Integrale:

jdxjf (X, Y) A dfx , fdxjf (X, Y) A dfx

und ziehe ihre Summe vom zweiten Gliede ab, so wird man unmittelbar zur Gleichung (III)

gelangen.

Es ist nun noch der Fall zu betrachten, in welchem die Voraussetzung (l
1

) stattfindet.

Man betrachte die Bedingungen für ji in der oben schon angedeuteten Aufeinanderfolge (l
1

),

(2
1

), (3
1

), (4
1

) so wird man finden, dass (l
1

) nur so lange unverändert bleibt, als ji zwischen

/i und p} sich bewegt, uud X > XJ und X < Äo° bleibt, weil nach Art. 14 nur dann /i° -< /i
,

/i <C ji
1

ist. Somit erhält man

:

(V) = -fdxff(X, Y).kdp

Für X = X ° geht (l
1

) in (2
1

) über und behält die letztere Form so lange sich /i zwischen //

und /i
1

, und so lange sich X zwischen X ° und V bewegt, weil dann nach Art. 14 beständig

/i < fi° und /i
1

-< /ij bleibt. Es ist daher

;.,' pl'

(27= -jdkJfiX, Y)bdß

Wenn sofort ^ den Werth V überschreitet, so geht (2
1

) in (3
1

) über, und man findet hier-

für durch dasselbe Raisonnement:

"1 /'•!

(3
1

) = -fdxff{X. Y)kdix

v /»"
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128 Anton Winckler.

Den Bedingungen (4
1

) kann auch hier nicht entsprochen werden, denn nach Art. 14 muss:

X < V >
wenn fx° < fr

und

X > V ,
wenn /x, < /x

1

sein soll. Diese Anforderungen, verglichen mit (7
1

) lassen aber keinen Werth für X zu. Hier-

aus folgt nun das Resultat:

Wenn V > V > V > V so ist:

e, p« (*)

/ dxjf(x
: y) dy

fo P» («)

fdxff(X, Y) A eZ/x +fdkf/(X, Y) A df/x -rJdAff(X, Y) A df/x (VI)

Addirt man zum ersten und dritten Gliede resp. die Integrale:

£#i 1"/ (X, T) Ä d>
, fdxjf (V, Y) A ^

und zieht ihre Summe vom zweiten Gliede wieder ab, so ergibt sich genau die Gleichung (V).

19.

Für den vierten Fall des Art. 14 bestehen die Bedingungen:

(i > jx°
,

(l < /*'
,

/x < /i„
,

XX > fr

welchen auf die vier verschiedenen Arten:

/i
ü < /i, < /j < xx

1 < /i . . . . (1) ,
(l

1

)

fr</x </i< [i
1 <fr .... (2),(4

1

)

/x, < / < /x < /x < /x' . . . . (3) , (3
1

)

/ < fr < fi < /x < /x
1

. . . . (4) , (2
1

)

entsprochen werden kann, und wozu die weitere Bedingung:

y > v > v > k*'
""

• • (0
oder aber:

v>v>v> v • • •
.

• (h
kommt, und wobei A an sich positiv ist.

Wird zunächst (/) vorausgesetzt, so kann in (1) die Veränderliche \x alle zwischen fr

und /x
1 liegenden Werthe annehmen, und da stets fr < /x

1 und /x
n
-< fr bleiben soll, was nach

Art. 14 nur so lange der Fall ist. als gleichzeitig X > X,
1 und / -< ?n

° bleibt, so hat man

offenbar:

(1) = fdxff{X. Y) ArAx
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Allgemeine Transformation der bestimmten Doppel-Integrale. 129

Auf ähnliche Weise ergibt sich dass:

(2) =fdk ff (JT, Y) A dp
; (3) =f^ff (X, F) A ^

;.,« ,<» v p°

Die Bedingungen (4) lassen sich auch hier nicht verwirklichen; denn nach Art. 14 muss

nothwendig:

A > V , wenn fiü < /i
l

und
A <C A/

,
wenn // < /i,

sein soll.

Da aber diese Eingrenzung von A mit (l) gleichzeitig nicht bestehen kann, so rechtfertigt

sich die obige Behauptung von selbst.

Wenn also: A 9 > A * > A, > A/ so ist:

f. (•-' w

J
dxJ f{x,y) dy —

fdxff{x, Y) a c//i + Aza /7(x, V) a ^ +fäxff{X, Y) \dp. (Vii)

Addirt man resp. zum ersten und dritten Glied die Integrale:

fdkjf (X, Y) A dp.
, fdk ff (

X F ) A 4i

und zieht alsdann die Summe beider vom zweiten Gliede wieder ab, so erhält man die

Gleichung (VI).

Wird die Relation (l
1

) zu Grunde gelegt, so wird man durch ein Raisonnement, welches

dem bisherigen durchaus analog ist und darum nicht näher ausgeführt zu werden braucht,

erhalten:

V /<' V .% V fti

(1«) =fdxff(X, Y) A dp : (2') = fdX ff(X, Y) A dß ; (3
1

) =J\ü ff(X. F) A dfx

Bezüglich der Bedingung (4
1

) müsste nach Art. 14:

A ~> A,° . wenn ^ < /z
u

und
A < A

]

, wenn /i
1 < /*„

sein sollte, was mit (Z
1

) im Widerspruch steht, es bietet also (4
]

) keine Lösung dar. Wenn
daher A„

n > A,° > A ' > A,
1

so ist:

j dxjf (x, y) dy =
f„ s.-<"M

V n' >;' in V /»

fdxff(X, F) A f//i + /*e?A //(V, F) A *. + fdxjf{X, Y) A *, . . . . (VIII;

Denkschriften der mathem.-naturw. Cl. XX. Bd. AbhandJ. V. Nichtmitgliedern. l'
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130 Anton Winckler.

Addirt man zum ersten und dritten Glied resp. die Integrale:

fdkjf (X. Y) A dfx , /^J> (A'
;
Y) A

<ft

;,,' /x, v p«

und zieht ihre Summe vom zweiten Gliede wieder ab, so wird man die vorige Gleichung

(VII) wieder finden.

20.

Durch die vorhergehenden Betrachtungen sind alle zu I
(I) des Art. 14 gehörenden Fälle

erledigt, und nicht nur die entsprechenden Transformationsformelu hergestellt, sondern suc-

cessive auch auf einander zurückgeführt oder als wesentlich unter sich übereinstimmend

erkannt worden. Dieselbe Aufgabe bleibt nun zur Vollendung des Beweises für die in III
(I)

enthaltenen Fälle zu lösen überig. Ich werde mich nunmehr mit derselben beschäftigen.

Der erste jener Fälle ist Nr. 9 der Tabelle in Art. 14, für welchen die Bedingungen

bestehen:

H < /x
ü

, n < /i
1

, fx < /a , fx > ih

denen im Allgemeinen auf die folgenden sechs Arten Genüge geschehen kann:

/i, < /i < / < /a, < /i' (1)

\h < 1* < Po < P° < I*

1

(2)

% <: fx < /i < li
1

<fi° (3)

/A < n < /i
1 < fxti < /i" (4)

ix, < [x < /i' < // < /A (5)

ju, < /i < /i" < /*' < /A> (6)

Hierzu kommt noch, dass:

A
1
, > V > V > V • • . . (0

und A an sich negativ ist.

Mit Rücksicht auf diese und die überigen in Art. 14 gegebenen Bedingungen lässt sich

leicht einsehen, dass die Fälle (5) und (6) als unzulässig ausgeschlossen werden müssen.

Denn darnach ist:

X > V ,
wenn /z

1 < /zu wie in (5) gefordert wird,

und

X < V ,
wenn fx° <C //p wie in (D )

gefordert wird.

Da nun /x
1 < fx und // <C fx gemeinschaftliche Bedingungen von (5) und (6) sind, so

genügt es, zu untersuchen, ob es Werthe von X gibt, welche jenen beiden Anforderungen und

zugleich jener (£) genügen können. Aus k > A * und X < i ° folgt aber ^ ° > A,,
1 und diese

Forderung steht mit (l) im Widerspruch : folglich kann weder (5) noch (6) entsprochen werden.

Um nun den Umfang der Werthe von Ä und jj. zu bestimmen, für welchen die Bedin-

gungen (1) unverändert dieselben bleiben, bemerke man zunächst, dass jx alle Werthe durch-

laufen darf, welche zwischen /a und fx° liegen, dass aber, damit in der That [x
x < /i° sei, nach

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



Allgemeine Transformation der bestimmten Doppel-Integrale. 131

Art. 14 nothwendig k >> /n
° vorausgesetzt werden müsse. Da also Xt

die unterste Grenze von

X, so ergibt sich eben so aus (l) dass, wenn X den nächst grössern Werth ^ ° erreicht, die Un-
gleichheit /i° <T Ho iQ ihr Gegeiltheil übergeht, weil eben nach Art. 14:

fi° > ji wird , wenn X > A ° ist.

Daraus ergibt sich ohne Weiteres , dass das Bereich aller durch die Bedingungen in (1)

eingeräumten Werthe von X und /i durch die Grenzen-Intervalle des Integrals

(l) = -fdxJj(X, 7)A*

erschöpft werden.

Bei X = X ° gehen die Ungleichheiten (1) in jene (2) über. Da hierbei ;i beständig

zwischen die Grenzen fix und /j eingeschlossen bleibt, also niemals den Werth erreichen kann,

welchen // und /i
1 annehmen, wenn sie einander gleich werden (wobei es übrigens ganz

gleichgiltig bleibt, von welcher Beschaffenheit der entsprechende Werth X
01

sein möge) so

darf man X bis x
01 wachsen (oder nötigenfalls abnehmen) lassen, indem dann niemals der

Fall eintritt , dass X und \i gleichzeitig die der Gleichung /i° = ji
1 entsprechenden Werthe im

Bereich der Integration annehmen.

Hieraus folgt, dass die Gesammtheit der Werthe von X und fi, welche den Bedingungen

in (2) Geniige leisten, in den Grenzen des Integrals:

/*0

(2 ) = _ fdX ff (X, Y) A dp

vollständig enthalten ist.

Bei dem Werthe X = X
01 angelangt, geht (2) in (3) über und behält diese Form bis

X = Xq
1 wird. Es ist daher:

'•u ,"-0

(3)^~fdxff(X, Y)Adfi

Von X = V an geht sofort (3) in (4) über und behält diese Form bis X = X\ geworden

ist. Man hat also:

(4) d -Jdk ff (X, Y) £L dfx.

Nimmt man nun alle diese Auflösungen zusammen, und bemerkt, dass die Integrale (2)

und (3) in ein einziges sich verwandeln lassen und dass bei dieser Gelegenheit X
01 daraus ver-

schwindet, so ergibt sich:

Wenn X,
1 > V > / ° > V so ist:

fdxff(x,y) dy =

fdxff(X,Y)&d,x+ fdxff{X,Y)kd,J. + fdxff{X,Y)kdix (IX)
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132 Anton Winckler.

Addirt man zum ersten Glied dieser Gleichung das Integral:

w

fax ff (a; y) a dfi

V Ih

und zieht es vom zweiten Gliede wieder ab, so wird man nach einer einfachen Reduction die

Gleichung (VIII) wieder finden.

21.

In gleicher Weise ist nun der Fall Nr. 10 der Tabelle des Art. 14 zu betrachten, wofür

die Bedingungen bestehen:

H < // , /i < /i
1

, ]i > fi . fi < fr

welchen, im Allgemeinen, auf die folgenden sechs Arten entsprochen werden kann:

fr < I* < / < fr < I*

1

Ho < /i < fr < ft° < /i
1

fr < ß < fr < f*
1 < fi°

)x </i <// </i, <//

/*o <P </ </*' </*l

/*„ < fi < l>> < /i
u < lh

wozu die weitere Bedingung kommt, dass

V > V > v > K

(i)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

. (/)

und A an sich positiv sei. — Ich werde vor Allem nachweisen, dass die Fälle (5) und (6)

auch hier ausgeschlossen werden müssen. Denn es ist nach Art. 14

:

X <C X* wenn // <; fr

und

X > V wenn /i
1

<< fr

Da nun sowohl in (5) als in (6) gleichzeitig /i" < fr und fi
1 < fr sein soll, so sieht man,

dass X weder im Intervall von A ° bis X£ noch ausserhalb desselben einen Werth erhalten kann,

welcher allen Anforderungen, worunter insbesondere (/) gehört, entspricht: hierdurch ist

aber die Behauptung gerechtfertigt.

Die Ungleichheiten in (1) bleiben nun so lange dieselben, als jt zwischen fr und // ein-

geschlossen bleibt. Zugleich aber muss nach Art. 14 nothwendig X > Xu
° sein, damit wirklich

Ih < /*° bleiben kann, und ebenso nothwendig muss X << X* bleiben, damit stets // <C fr

bleibe, weil diese Ungleichheit für X = X
x
° in ihr Gegentheil übergeht, indem

fr <C fi" wird, wenn X > Xi°

ist. Daraus ergibt sich ohne Weiteres, dass man habe

:

{l)=jdxjf(X
)
Y)kdn

N
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Allgemeine Transformation der bestimmten Doppel-Integrale. 133

Für (2) findet man durch ein Raisonnement, welches dem entsprechenden im vorigen

Art. durchaus analog ist:

A"' /t,

(2)=fdxff(X,Y)±dfx
V m

Bei dem Werthe X = Xn angelangt, geht (2) in (3) über und behält dieselbe Form bis

A = A* wird. Es ist daher:

V p.

(3) =Jdxjf (X, Y) A d,,

Von X == ^/ an geht (3) in (4) über und behält diese Form bis k = V geworden ist.

Man hat also:

V pf

(4) =jdkjf (X, Y) A d,,

Nimmt man alle diese Integrale zusammen, und bemerkt, dass bei der Vereinigung von

(2) und (3) der Grenzwerth X
01 ganz verschwindet, so wird man haben:

Wenn V > V > V > V, so ist:

jdxjf(x,g) dy ==

fo C M
A,o ,L« V p. V P>

fdxff(X, Y) i^+ fdkjf{X, Y) A cZ/x + /<&// (^ 1') A ^ (X)

V lh V Po V Po

Addirt man zum ersten und dritten Glied resp. die Integrale:

V Po V Po

fdkffiX, Y) A ^ , Jdxjf{X, Y) A <*i

V pi V p,

und zieht ihre Summe vom zweiten Glied ab, so ergibt sich die Gleichung (IX) wieder.

22.

Den Bedingungen:

H < / ,
/z < // , /i < /i

,
(i > /i

des unter Nr. 11 im Art. 14 angeführten Falles kann man im Allgemeinen ebenfalls auf

sechs verschiedene Arten genügen, nämlich:

fr < P < ft
1 < fr < ft° • • (1)

fr <fi< fr < /i
1 < p. . . . . (2)

fr < fx < fr < // < /i
1

. . . . (3)

fr < ii < // < fr < fx
1

. . . . (4)

fr < ix < fx° < ix
1 < fr . . . . (5)

fr < fi < jx
x < ^° < /i . . . . (6)
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134 Anton Winckler.

wobei noch

V > A ° > V > X* . . . . (J)

und A an sieh positiv ist.

Vor Allem bemerke man, dass auch hier die Fälle (5) und (6) als unstatthaft aus-

geschlossen werden müssen. Denn es ist nach Art. 14:

X > X °
, wenn fi° < /i

und

X < V . wenn /i
1 < /i

Da aber diese Forderungen gleichzeitig erfüllt werden müssten, so müsste auch

X ° <; V sein, während die Bedingung (l) fordert, dass X ° > XJ sei. Daraus sieht man, dass

es gar nicht möglich ist, den Bedingungen (5) und (6) und gleichzeitig den überigen For-

derungen zu genügen.

Für die überigen vier Ungleichheiten findet man auf ganz ähnlichem Wege, wie er nun

wiederholt bezeichnet worden ist, dass:

(1) =fdljf (X, Y) A dp.
; (2) =fäkjfK *) * ^

(3) = fall ff (X, Y) A 4 , (4) = y^ ff (X F) A ^

Durch die Vereinigung dieser Integrale fällt die Zwischengrenze X
01 heraus, und man

erhält das Resultat:

Wenn k* > k ° > V > V, so ist:

J
<fo

y/ (x, y) dy —
5i jo° (x)

V tf V .«0 V ,"»

/\öj/ (X, Y) A 41 + fdX ff (X, Y) A dp. + /<fc /> (X Y) k dp (XI)

Addirt man zum zweiten Gliede das Integral:

fdxff(X, Y)bd/i

V Vi

und zieht es vom dritten Gliede wieder ab, so findet man genau die Gleichung (X) wieder.

23.

Ich komme zum letzten Falle, nämlich zu Nr. 12 des Art. 14, wofür die Bedingungen:

p < /i° , p <p'
, p> Ho , ft < /i,

gegeben sind, denen man wieder auf sechs Arten entsprechen kann

:
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Allgemeine Transformation der bestimmten Doppel-Integrale. 135

wobei noch:

und A an sich negativ ist.

Da hierin

:

und

fi < !* < P? < Ih < ß°

ßo <
ff
< lh < ß

1 < P?

Ih <ß < lh < $ < V
1

fh < !-! < fJ-° < Ih < jtf

Ih < I* < P? < P} < ßi

% </* < /J-' < /i" < Ih

V > ;n
" > v > i

(i)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

X > ;./' . wenn p° < /x,

X < Xi , wenn /i
1 < /z,

so ist ohne Weiteres klar, dass auch hier die Bedingungen (5) und (6) als unerfüllbar aus-

zuschliessen sind.

Da die Discussion der überigen vier Fälle auf die wiederholt schon vorgekommene Art

zu führen ist, so füge ich blos deren Ergebnisse bei. Man erhält nämlich

:

(1) = -JdxJf(X, Y) A dp. : (2) = -fdxJf{X, Y) A dp

V Ih Ih

»0°

(3) = -jdxjf (X, Y) A dfx ; (4) =j== -fdkff (X, Y) A dp

»" ih v ih

Wenn daher:

K > V > V > V
so ist:

v' W

V ih V ft>

(XII)

/ *b // («j y) dy =

po «r fti V Ih

Jd\jf(X, Y) A 41 + f\ü ff {X, Y) A dp + /"da />(X F) A ^ . . . .

Addirt man zum ersten und dritten Glied resp. die Integrale:

jdk ff (X, Y) A d^
,

jdk ff (X, F) A dp.

V ft> V ft>

und zieht ihre Summe vom zweiten Gliede ab, so wird man die Gleichung (XI) genau wieder

finden.
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136 Anton Winckler.

24.

Durch die vorangehenden Betrachtungen sind nun nicht blos die früher als wesentlich

verschieden erkannten Fälle insgesammt untersucht, sondern es sind zugleich auch die ihnen

entsprechenden Transformationsformeln des gegebenen Doppel-Integrals -wirklich dargestellt

worden, auf welche es ursprünglich vor Allem abgesehen war.

Es wurde gleichzeitig mit der Entwickelung jener 12 Gleichungen die wesentliche Über-

einstimmung der in denselben enthaltenen Darstellungen des transformirten Integrals unter

sich nachgewiesen, so dass von jetzt an, so weit es sich um den vollständigen Ausdruck

dieses Integrals handelt, auch die letzten in Art. 15 noch für nöthig gehaltenen Unterschei-

dungen als ganz unwesentlich erscheinen und weiter nichts besagen, was man nicht unmittel-

bar durch blosse Addition und Subtraction gewisser endlicher Ausdrücke in Integralform

erreichen kann.

Hiernach lässt sich das Ergebniss der ganzen vorhergehenden Untersuchung, alle Fälle

umfassend, in folgender "Weise darstellen :

Theorem.

Bezeichnen ip
ü
(x) und <p

l

(x) zwei Functionen von x, welche innerhalb der

Werthe c und Ci von x endlich und stetig, so wie einwerthig und reell bleiben,

und für keinen zwischen c* und £, liegenden Werth von x einander gleich

werden; setzt man in dem doppelten Integral:

/ dx
f f(x,y) dy

f. k°W

an die Stelle der Veränderlichen x, y Functionen zweier neuen Veränder-

lichen^,/!, bestimmt durch die beiden Gleichungen:

X =
^(A,ft) 5 y — -M*,A0

aus welchen sich niemals eine dritte bilden lässt, welche blos x und y oder

blos X und /i enthält, und wobei J(i|(1)) F(Ai/l)
in Verbindung mit <p\x) , <p\x) von der

Beschaffenheit sind, dass die Wurzel:

H = /i der Gleichung Xßt!l]
= ?

jx = /ij
,. „ A

(A> tlj
== ?i

/* = /<> n Y(^)ff.{^i^))

vollkommen bestimmt, reell und so lange einwerthig bleibt, als X zwischen

dem grössten und kleinsten der Werthe liegt, welche als die einzige reelle

Wurzel:

X = X ° der Gleichungen: X
(Xill)
= c • Yq,a = c"ic„)

/ = /„ .. ., A (Aj ^ — Co • -*(A, ;i)
= f (Cu)

X — X° .. „ X
{K rt

== f, . Yfcß) = <f [£i)

^ = V JJ -I -^'(A./O
= ^ '

Y^p) = $*>' (£1)

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



Allgemeine Transformation der bestimmten Doppel- Integrale. 137

sich ergeben; bezeichnet man ferner zur Abkürzung:

dX dY dX dY
A = — • •

—
dfx dk dX dfi

so ist:

I
dx

I f (x, y) dy

60 F°W

fdX ff (X, Y) A d
t
, ^ fdX ff (X, Y) A dp 4- f dl ff (X, Y) A dp

wofür man auch jeden der ei If überigen, dem Werthe nach hiermit überein-

stimmenden Ausdrücke (II) bis (XII) setzen kann, welche in den Art. 16 bis 24

entwickelt sind.

Durch diesen Satz ist die Unbestimmtheit des Zeichens von A, welche die Euler'sche

Transformation übrig Hess, allgemein aufgehoben. Es kann nun aber wohl geschehen, dass

A seiner Natur nach (z. B. als Quadratwurzel) ein Doppelzeichen in sich schliesst. Auch in

diesem Falle wird nicht erst eine besondere Untersuchung nöthig, wenn man die Grenzen

der Integrale, unter Zugrundelegung irgend eines der beiden Zeichen von A, das Zeichen

von X und Y und sofort die demselben entsprechenden Werthe der Grenzen bestimmt.

Dieser Fall entspricht zwar den Voraussetzungen des Satzes nicht; wenn aber in eben

bezeichneter Weise alle Bestimmungen auf die zusammen gehörigen Zweige der Functionen

X und Y bezogen werden, was immer geschehen kann, sobald die nicht zusammengehörigen

Zweige für bestimmte, innerhalb des zu untersuchenden Intervalls liegende Werthe der Ver-

änderlichen nicht zusammenlaufen, so verhält sich Alles so, wie bei einwerthigen Functionen

und es finden daher die früheren Voraussetzungen statt.

25.

Ich werde nunmehr diese Lösung der in wenig beschränkter Allgemeinheit gestellten

Aufgabe auf eine grössere Anzahl mehr oder weniger specieller Fälle anwenden, welche

geeignet sind, die Bedeutung1 des gefundenen Theorems sowie auch die Art seiner Anwen-

düng und einige dabei in Betracht kommende Umstände am besten ins Licht zu setzen.

Für die erste Anwendung nehme ich an , die Transformation solle dadurch geschehen,

dass man voraussetzt, es sei:

X — A(A,
p.)
=

l
l

V — Y
{
x, ß)
= 1

Dafür erhält man dann A = + 1 und es folgt:

fiQ
— c aus der Gleichung Ä"

(A) rt
= c

/z, = £, aus der Gleichung X^
itl)
= ?j

Die Gleichungen:

Y
ßilt)
— f{X{K ^ , Y

{Kll)
— <p'(X{Lll) )

Denkschriften dor mathem.-naturw. Gl. XX. Hd Abband!, v. Nichtmitgliedern. s
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138 Anton Winckler.

gehen daher beziehungsweise über in:

X = f°(/i) , woraus ji = /j." — (p°(k)

und

X = cp
x

(/i) , woraus /z = /x
1 = (p

1
(X)

wobei jetzt auf 5& (X) , (p
l

i}) die Bedingung der Einwerthigkeit in dem Sinne des vorigen

Artikels überzutragen ist.

Ferner ergibt sieh

:

Xn
° = <p°(Q , X/ = f(Q aus der Gleichung X = f(p)

X,,
1 = p

1

(£ ) ,
X,

1 = jj
1

(£j) aus der Gleichung X = p
1

(//)

Setzt man diese Werthe in die Gleichung (I) des Art. 16 ein, so erfolgt:

I
dx

I f
(x, y) dy =

fo ?•(*)

(•'(&) f| ?°(fn) S»'W ^(fo) 0'tt)

/Vx /> (/z, X) dp + Jd\ ff fa X) dfi + |\/X jf/ f/t, X) ^
c-°ff,) >(A) (r'(f>) jt»W F°(50 s>

Setzt man x für/i, und y für X, so lässt sich, wie leicht zu sehen, dieser Gleichung die fol-

gende Form geben:

f. ?• (»)

j dxj f(x,y) dy =

J
*/ / / (*j V) dx + f

dy
j f(x,y)dx + I

dy
I f(x,y)

dx (1)

Auf gleiche Art Hessen sich aus den früheren Gleichungen (II) bis (XII) noch weitere

eilf Formen ableiten. Ich will, des spätem Gebrauches wegen, nur noch diejenige anführen,

welche sich aus (II) ergibt. Sie ist die folgende:

fi 9»'W

/ dx
f f (x, y) dy =

fo P°W

S=»(6d fi S-'Uft) f« ?'(&) f.

)dyjf{x,y)dx+JdyJf{x,y)dx-\-JdyJf(x,y)dx (2)

F°(f.) (/'W f'(fo) <*'(*) y»(W 'fo

wobei die Gleichung <p
ü
(x) = f

x

{x) keine zwischen £ und £t
liegende reelle Wurzel besitzt,

und die als einwerthig vorausgesetzte Function:

x = (p°{y) aus der Gleichung y = f°(^)

und

x = ^' (?/) aus der Gleichung y = <p
l
(x)

abzuleiten ist.

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



Allgemeine Transformation der bestimmten Doppel-Integrale. 139

Hierdurch nun ist der Satz bewiesen, dass auch bei Doppel-Integralen

mit veränderlichen Grenzen die Umkehrung der Integrationsfolge gestattet

ist, dass aber hieraus im Allgemeinen drei andere doppelte Integrale her-

vorgehen, deren zum Theil veränderliche Grenzen aus der Umkehrung der

ursprünglich gegebenen erhalten und zur Bildung der Grenzen in der durch

die Gleichung (1) [oder (2)] vorgeschriebenen Weise mit einander verbunden
werden müssen.

Diesen bemerkenswerthen Satz habe ich bereits in der früher erwähnten Abhandlung 1

)

durch rein geometrische Betrachtungen für den Fall begründet, dass die unteren Grenzen £

und <p
a
(x) Null seien. Das daselbst gefundene Resultat stimmt mit dem aus (2) sich ergebenden:

j dx ff (*, y) dy =JdyJf (x, y) dx — fdy ff (x, y) dx

(f(0)

vollständig überein.

26.

Als Anwendungen des eben bewiesenen Satzes will ich einige besondere Fälle betrachten.

Angenommen es seien die Functionen
<f

n
{x) und ^(x), sowie die Grenzwerthe £ und |,

von der Beschaffenheit, dass gleichzeitig

<p\Q = <?&) und ffr) = ^(fc)

sei, was offenbar mit den Voraussetzungen des Satzes nicht in Widerspruch steht.

Für diese Annahmen nun ergibt sich aus der Gleichung (1) des vorigen Art. statt des

dreigliederigen der blos eingliederige Ausdruck:

fdxjf (x, y) dy =Jdyjf (x, y) dx

Transformirt man das Integral rechter Hand durch Einführung einer neuen Veränder-

lichen z, welche mit der ursprünglichen x in der Beziehung

<«
x + r) (a°- z) f (//)

- f«°+ r) («'- z) f | y

)

(cf— a1

)
(r+z)

steht, und für welche also:

(a»+ r)(a*+ r) f{y)~f(y),
dx = .

—
t — dz

a°— a l

(*•+ £)-

wo a°, a\ r gewisse constante Grössen bedeuten.

Setzt man zugleich:

f ( \ -Ih y)_J[XjV)
f{y)-f{y)

wobei

a" («' +r)p (y) - a 1

(o° -f r) f (y) - Q°— a') rx

(«' + ') f (y) - («°+ r) f (y) + (a°- «') x

') Crelle, Journal ]>. lä.
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140 Anton Win ekler.

so geht die oben erhaltene Gleichung in die folgende über:

fax fi*<***, Ä k+-) (-'+-) r% f^k dz

Durch diese Gleichung ist das Doppel-Integral linker Hand auf ein viel einfacheres

zurückgeführt, welches von den Functionen j?°(a:), f
l

(x) und deren Umkehrungen nur in so

fern abhängt, als zwei besondere Werthe dieser Functionen die Grenzen bilden. Ein doppeltes

Integral, wie das eben betrachtete hat also die Eigenschaft, dass man für <p°(x) und <p\x)

Functionen annehmen kann, welche man immer wolle, wenn nur sie und ihre Umkehrungen

(p
a

(y), 4'
X

(]j) innerhalb des in Frage kommenden Intervalls stetig und einförmig bleiben und

von der Beschaffenheit sind, dass:

ist: dann hängt der Werth des Integrals immer nur von den Endwerthen p\£ ) und <p\£x ) ab.

Ich will annehmen, es werde f (y) . F{z) an die Stelle von F(z, y) gesetzt. Man findet

dann

:

f(y) dy (a°+ r) (««+*) /%, , , r F(z) dz

Für a° = , ra
1 = oo , r = 1 folgt hieraus:

fi /> r-^i /(y) rfy - ff (V ) dV f
F
-

Es sei z. B.

(p\x) — x r

,
<p\x) = x"

so ist:

f(y) = y
r

i f(y) = r

und setzt man zugleich

fo = o , ex = i

so werden offenbar alle Bedingungen erfüllt.

Ich will nun ausserdem noch annehmen, es sei:

F(z) =
(1 -f s)m+"— 8

Dann erhält man nach einigen Umformungen:

i

1 x s

/ dx / — r^- —^- - • f(y)dy= r., f(y) dy
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Allgemeine Transformation der bestimmten Doppel-Integrale. 141

Für m —n=— folgt hieraus

:

r dx r m*y =«ff{y)dy

Wie man sieht, hat das Doppel-Integral die bemerkenswerthe Eigenschaft, dass sein

Werth von r und s so lange unabhängig bleibt, als diese Constanten von einander verschieden

sind.

27.

Wenn die untere Grenze <f°(x) = y constant ist, so geht die Gleichung (2) des Art. 25

über in:

fdxjf (x, y) dy =Jdyjf (x, y) dx +Jdyjf (x, y) dx

wobei der Kürze wegen f{x) für <p
l

{x), <p(y) für ^'(#) und £ für £ gesetzt worden ist.

Man nehme an, es sei in dieser Gleichung £ ein Werth von x, für welchen:

f (Q = ?o

so vereinfacht sich dieselbe und man erhält:

5 ?(*) (.-(?) f

J
dxjf (x, y) dy =j dyJf (x, y) dx

wo also:

x = <p(y) aus der Gleichung y = ^(x)

als die einzige reelle, zwischen £ und £ liegende Wurzel abzuleiten ist. — Setzt man nun:

^ (y
'

„ . F (z) an die Stelle von / (x, y)

und ist darin

:

«o («+ »") <P{y)—a K + »") ? — («o— «) »«
s =

so ergibt sich

:

(« + ;•) $%)— (a -f-r) £-f (a — «) a;

In dieser Gleichung sind einige beachtenswerthe specielle Fälle enthalten, die sich leicht

auf die folgende Art darstellen lassen.

Es sei zunächst:

^o = 5?o ,
<p{x)=x

, <p{y)=y , F(z) = 1
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142 Anton Winckler.

so erhält man die eigentümliche, auf anderem Wege nicht so leicht herzustellende Gleichung:

fdxJ0-dy=ff(y)dy

Setzt man dagegen a„ = a = oo, dabei immer angenommen, dass p(£ ) = jy seh

so ergibt sich:

fdx fF(J-^) .
M*L = (}\y) dy fl^L dz

Daraus erhält man z. B. für c = ^o > f (^O
= ^ ^ as Resultat:

Für den noch speciellern Fall, dass

~M— 1

cu
= und F (z) =

gesetzt wird, erhält man die Gleichung:

r
7

r"(e—»)— * (*— y)"- 1

,. v ,
r(m)r(n) r..., m

J
dx
J ir-y)-*-' ~ /(y) * = T^^j^y^y (1)

U

Mit Hilfe dieser Gleichung lassen sich die beiden folgenden Fragen beantworten

:

1. In der Gleichung:

x

j (s-yy

ist F (x, £) eine gegebene Function: man soll die dieser Gleichung Genüge leistende Func-

tion _/"(?/) unter dem Integralzeichen finden.

Vermöge der oben entwickelten Formel hat man unmittelbar:

/(£-*)-' *•(*, €) dx = ~~^Jf(y) dy

o o

Setzt man nun in dem Integral linker Hand

:

x = c . t

und differentiirt hierauf die ganze Gleichung in Bezug auf £, so wird man alsbald finden

:

/(<> =Wm /$-«"
1

***-' F <*'

«

+ «^ I

•

wodurch die Frage beantwortet ist.
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Allgemeine Transformation der bestimmten Doppel-Integrale. 143

Für m= «= r erhält man hieraus die Gleichung, welche zur Lösung einer die Tauto-

chronen betreffenden Aufgabe nöthig ist, und welche für jenen speciellen Fall mit Hilfe ziem-

lich umständlicher Reihenentwickelungen im 48. Bande des Journals von Crelle abgeleitet

worden ist.

2. Von der eben vorgetragenen dem ersten Anschein nach verschieden ist die folgende

Aufgabe.

In der Gleichung:

x

(x yf-

f£J£-, -*/W-'M8—

W

ist (x) eine gegebene Function: man verlangt die derselben entsprechende Form der Func-

tion/^).

Hier liefert die Gleichung (1) sogleich die Lösung, indem man daraus erhält:

6

ffä —f(o)=
r(W+W)

ftf-x)*-
1 0(X) dx

Für m= \ — n ergibt sich hieraus unmittelbar die Gleichung, welche zur Lösung einer

den Fall eines schweren Körpers bei gegebener Fallzeit betreffenden Aufgabe nöthig ist, und

welche dieser Aufgabe wegen zuerst Abel (s. Oeuvres compl. T. I, p. 29) für jenen beson-

dern Werth von m, auf ganz anderm Wege entwickelt hat.

Ich füge schliesslich noch einige andere Anwendungen bei. Hat <p (x) die Eigenschaft,

dass:

(p (o) = , und setzt man noch £ = jy — 0, so folgt:

Jdx Jf (x, y) dy =j dyJ f (x. y) dx

ip('.l)

Hieraus findet man z. B. die Gleichung:

ip('j)

Setzt man in dem Integral rechter Hand

x— (p(y) dx
_

£-s%)
= Z

' T-^(y)
_

so verwandelt es sich in das Product zweier von einander unabhängiger Quadraturen und

man erhält:

Es sei z. B.

F(z) = —
; 9>(x) = as

, $%) = 2/
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144: Anton Winckler.

und man bezeichne

i

dzr dz

J t/I—? . t/T—hF?
K

so erfolgt

f'*f-
m dy =-K. [Mdy

Hat <p{x) die Eigenschaft, dass $?(£) = wird, so ist

I dx f (x,y) dy = j dy f (x, y) dx

Daraus lässt sich leicht die Gleichung finden:

fdxf F(^f(y)dy^jf(y)4>(y)dy . f F(z) dz

Setzt man darin für F(z) den obigen Ausdruck und zugleich

<p (x) = ? — £ , also <p(y) — £ — ?/

so ergibt sich:

(dx (" m^_ = K cm dy

Wie man sieht kann man die Grenzen des Doppelintegrals auch als durch die Ungleich-

heit <C x + y <C £ gegeben ansehen.

Diese wenigen Beispiele mögen hinreichen die Bedeutung der im Art. 25 entwickelten

Umkehrungs-Formeln erkennen zu lassen.

28.

Ich wende mich nunmehr zu einer andern Anwendung der allgemeinen Transformation,

und zwar möge angenommen werden, es sei

:

so dass also nur die Function X näher specialisirt wird. Man hat dann einfach

y= y
{

dY
1

dA.

und erhält:

A'o = ?o } fh = £1
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Allgemeine Transformation der bestimmten Doppel-Integrale
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145

und für die Functionen // und /i
1 hat man die Gleichung:

Y
(Kll)
= fdi) , aus welcher folgt:

;
// = t/>°(X)

5«, ri = f 'M ' » » " ^ = Jf

1W
wobei nun die für //. fi

1
gestellte Bedingung der Einförmigkeit auf die Functionen fi°(k) . $\X)

überzutragen ist.

Bezüglich der Werthe A«°, V, //', V hat man die Gleichungen:

Fft« = *>(*.)
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146 Anton Winckler.

29.

Als ersten Fall möge angenommen werden, es sei:

/ (>> y) =f (
z
)

und s = ax + bxy 4- cy

Dann ist:

__. . z— ax . dY 1
Y(z,x)= —— , A = — = -

v ' ' bx + c da bx + c

Zugleich seien

f(x) = Tfj
,

<p'{x) — TJt

eonstante Grössen, so dass also:

0°(£o) = a£ 4- 6^0 + crjo •

1 (Q = «Co 4- 4£ ?i 4- «?,

0°^) = «£ + 4£l7o + cVo ,
ö1

^) = af, 4- 4£tf, + «fc

Da ausserdem:

/"/(0) . — dx ='~ log (4a: 4- c) + Const.

so ergibt sich, wenn man in die Formel des vorigen Art. substituirt:

f, Vi

I
dx

) f(ax + hxy + c#) fy —

h\!f{z) Iog
(*£«£+.)

d
° +Jf(z) '°g W.+«H%+°)

&
I

+ £ log
a-±^. //(«)&

Man kann auf ganz gleiche Art die Reduction bewirken, wenn die gegebene Function

die Formy* [(« 4- x) {ß -\-y)} hat, wie aus der Bemerkung hervorgeht, dass:

4- bxy + cy = —
j
(bx + c) (4y 4- a) — ac

Jo

ist.

Für 4= gehen die drei Integral-Ausdrucke in unbestimmte Formen über, deren wahre

Werthe man jedoch entweder auf gewöhnliche Art oder auch wie folgt bestimmen kann. Es

ist nämlich

:

log
ac+ fe = log h 4- *) _ log (l + *•) - log (1 + ^

folglich geht, wenn man jeden der drei Logarithmen bis auf zwei Glieder entwickelt, der

Ausdruck über in:

Vi
4 p + *---)+Vc a ac J
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Allgemeine Transformation der bestimmten Doppel-Integrale. 147

Da der Factor b durch Division fortgeht, so hat man, wenn nach dessen Beseitigung

6 = gesetzt wird, und wenn man dann mit den zwei überigen Integralen auf gleiche Weise

verfährt, schliesslich auch wieder b für c setzt, die Gleichung:

J dxj f (ax + by) dij =

i
f (z—a^—by^f (z) dz + j(z— a^ — b7il)f{z) dz -\-j{z^ a^ — bVo)f(z) dz \

<!?o + l>Xo "?0 + '''.0 a
?l) + *

wobei, der Symmetrie wegen, eine etwas andere Form als die unmittelbar sich darbietende

gewählt worden ist.

Gewissermassen analog zu dem eben betrachteten Falle ist derjenige, für welchen

z = aemx + bemx + ny + ceny

und

dY _ 1 1

dz n z— ae'"x

folglich

:

f fix, Y) — dx = log lze-'
nx— a) + Const.

J J x ' 'dz mnz ° K '

Angenommen es sei auch hier <p° (x) = jy , <p
l
(x) = jy, constant, so ist:

a-\-benT<« r \ j m o
a -\-bem<*

tf°(£ )
— aem^ + 6e'"

f
»
+ '"

; " 4- ce"'
,

0'(Q = ae
m

*° 4- bemS'
+nT" 4- ce"«

d°(^) = aem^ 4- be",s
<

+ "r
'° + ce""

,
d 1 ^) — ae'" fl + be

v*> + n,
'> 4- ce"'"

Setzt man diese Werthe in die Gleichung des vorigen Artikels ein, so ergibt sich:

I
dx ff(ae

mr
4- be

mx + ny
4- ce

ny
) dy

'(f.) e»(f„)

ij /•/«
iog -+/* * + r/« log

-+*-— . &
B°(W 6<(f )

H / — log . dz

Für £ = ^ = und ^ = ^ = 00 ergibt sich hieraus, wie leicht zu sehen, die Gleichung:

ec oa

f dx ff(ae
mx + be

mx+ny 4- ce
ny

) dy = — f
f-~ log

/*/« i„^(s- a)(s
~ c

) dz
bz-j-ac

a-f-Ä+ ö

t*
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14S Anton Winckler.

Es verdient schliesslich noch bemerkt zu werden , dass , wenn man / (bz + ac) an die

Stelle von/(?) setzt, die oben entwickelten Formeln das Doppel-Integral der Function

/ !
{be- + c) (be** + a)

}

liefern.

30.

Mehrere bemerkenswerthe Einzelnheiten lassen sich aus dem Falle ableiten, in welchem

für das Argument der Ausdruck

:

ax ~\- by -\- e

Z =
ax'" + fl,j" + r

gewählt wird. Dieser Annahme entspricht die Gleichung:

(az — a) x'" + (ßz— b)y" + yz — c =
woraus folgt:

• (1)

i

r
(s,V=("—»-:,r—y

Man findet hieraus:

dY (ab-aß)xm + br-ßc ( \r+

'

l +l
I [az — a) x'" -\- yz— c V

n(b+ßz) n

und sofort das unbestimmte Integral:

jf (x, Y) £ dx =

n{b-ßzf
'

n(b-ßsf

Um von hier aus weiter zu kommen ist es nötbig die Grenzen des Integrals sowie auch

gewisse Bestimmungen über die Constanten fest zu setzen.

Ich werde nun zunächst c = — Je und y = — x setzen und unter k und x positive Werthe

verstehen; ferner werde ich durchgehends - und - für vi und n schreiben und annehmen, es

seien die Grenzen des Integrals durch die Bedingung

i i

< ax"' + ßy
n < ;,

gegeben, dabei aber nur die, derselben genügenden, positiven Werthe von x und y
zulässig.

Bestimmt man unter diesen Voraussetzungen die Grenzen sowohl des ursprünglichen als

des transformirten Integrals, so erhält man:
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Allgemeine Transformation der bestimmten Doppel-Integrale. 149

fix) = , ?{*) = y--axm \

e. = o
, e, = (-)

ö°(£o) = 7 , #(*.) = oo

0°(£) = oo
, 0%) = oo

Dies vorausgesetzt gibt nun die Gleichung des Art. 28 unmittelbar:

t/r"' j- ^y — 2' t/ €/

Nun ist aber, nach Anwendung der jetzt eingeführten Bezeichnungen:

i

dY . (ab—aß)x™+ßk—bx
(

•. 5 )"-'— dx = n . -; —
;

{ xz— k— [az— a) x }

dz (£*—&)»+

'

{ )

wenn man also eine neue Veränderliche t für x einführt, für welche:

az— a - ( xz— k\ m

t = x'" , x = I . r
xz— k \az— aß

dx = m (

X"~ '

J

.
/'"-' dt

so erfolgt:

jy (xz lc\
m ^~ n — ^

( X" •
Z.' )— dx = mn 1 '-

| (ab — aß) — - . t + ßk — bx J f-' (1 - - t)"-' dt
dz (ag—a)m (ßz—b)n+i

(

v
' ' az— a '

)

v

Ferner ist, wie man sich auf der Stelle überzeugt:

(ab -- aß) ^p~ . t + ßk — bx = (ßz — b) .
°—L* t + (ßk -- bx) (1 — t)

folglich hat man auch:

— dx —
dz

o

i i

(xz— k)m+n- 1
( ak— ax f m

ßk— bx
mn [•^/rp-r* +^(i-<r*|

(az — a)"> (ßz— b)" { az
o o

Die beiden letzten Integrale lassen sich durch Gammafunctionen ausdrücken, und man
findet das Resultat:
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150 Anton Winckler.

Erstreckt sich die Integration über alle positiven Werthe von x, y, welche der

Bedingung
i i

< ux"' + ßif < x

Genüge thun, so findet die Gleichung statt:

axm + ßy» - J

mn r(m)rtn) f (xz— k)m+ n- i
( ak— ax ßk—bx)

• -v,
• / ^ \ m + n — > az

m+ n r(m + ?i) J (az—a)m (ßz— b) n
[

az— a ßz— b )

k_

X

Die Potenzen (az— a)'", (ßz— b)
n bleiben, wie man sich leicht überzeugt, sowohl für

gebrochene als ganze Werthe von m und n reell, insofern

:

ak — ax > und ßk — bx >
In diesem Falle gilt also auch die obige Formel für alle Werthe m und n.

Für a = ß = x — 1 erhält man den speciellen Fall einer allgemeinen Reductionsformel

für ein beliebig vielfaches Integral, welche meines Wissens zuerst Liouville gefunden hat und

die später in voller Allgemeinheit von Schlö milch hergeleitet wurde.

31.

Minder einfach wird das Ergebniss, wenn die Grenzen des Integral constant sind. Lässt

man dasselbe sowohl nach x als nach y mit o anfangen, setzt also:

£„ = °
j €i = £ ;

9%x) = o
,

<p\x) = rj

und legt man den Werth von z in der Form zu Grunde, wie er im vorigen Artikel, Glei-

chung (1) angegeben wurde, so findet man:

m = {B£)~ • ^> =
(

:

yz— c+ {ßz — b)rj n \

a— az

bf]
n +c

r ßr+r
o\Q = '-

, Ö\Q =

K 1J af— r ' «£'"+ßy"+ r

Wenn man nun die beiden Integrale, welche in der Gleichung (2) des vorigen Art. vor-

kommen, auch hier vermittelst einer neuen Grösse t transformirt, für welche:

az— a 1 rz— c\'"
t = Xm , X = I

— | . f
yz— c

(yz— c\"

az-a)
i

l / yz—c\m --i= - - . r t

m \ az— aj
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Allgemeine Transformation der bestimmten Doppel-Integrale. 151

und wenn man nach geschehener Substitution bemerkt, dass:/i _ i 11 „11
(l— *)"

_1
. rdt = — (l— tf . r* + — / (l— tf'

1

. r~

wie sich durch theil weises Integriren ergibt, so wird man bald finden:

dt

i

./

dY aß-ab x[yz— c+ (az— a)x"']"

f(x, T)—dx =
dz m-\- n L + i

(a—az)(b—ßz)"

V+i-i
*<&

TO-f«
"

J_ 1 ) m(a-uz) "^
7i(b-ßz) \

' J *• '

(a-«z)m(b-ßz)» ^
V V

' '

Dieses vorausgesetzt substituire man nun die angegebenen Grenzwerthe von a? und die

denselben entsprechenden von £, sowie auch die ebenfalls angegebenen Grenzen von s in die

Gleichung des Art. 28; setze auch der Kürze wegen:

i i

(yz— c)
m "

j
ay—ac by— ßc

I / m(a— az) n(b—ßz)
(a—az)m (b-ßz)"

^(nß— ab) i'yz— c-\-(az— a)£m\"

(a—az)(b—ßz) \ l—ßz
i

y _ rjjba—ßa
)

/rs— c+(ßz —b)rj'' \=

(o—««) (6
—ß.s)

\_
a— as

_/

Dann wird man nach einigen nahe liegenden Umformungen erhalten:

./ J-
7
ytur-rßf+rJ *

6i?"+ '- of^+S^+ e »?"' + '

i /Y-) /'(-) 1

»«

+

»
* \ m n f

Z.f(z)dz- / Z./(8)flb+ / Z.f(z)dz

„j><< + /,-,» + c '-/?%« „fm+s^n+c a- g;
f)

»

1 1
-1

+^ I /(*)** •\v+#l{i~*r ? dt
\ -/ /(«)** |tf+^/(i-0" r A

Die Integrationen nach £ lassen sich unbestimmt ausführen, wenn entweder - oder—I

—
j

m in n

oder - eine ganze Zahl ist. Es versteht sich von selbst, dass man für gebrochene Werthe von

m und n, die soeben erhaltene Gleichung und die ihr zu Grunde liegende Transformation

durch die Veränderliche t, nicht anwenden kann, wenn die Coefficienten so beschaffen sind,

dass einzelne Bestandtheile jener Gleichung imaginär werden; man muss dann, um das Ima-

ginäre zu vermeiden, eine andere Transformation zu Grunde legen.
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152 Anton Winckler.

Sind speciell a =
: ß = ,

;- = 1 , c = Ö, so wird

i i-+——

i

(1
1\ z

m "

4-frr ,
ü=o , F=o

a .

und es ergibt sich für diese Annahmen

:

i i
J

mn a"' . b" . dx f (axm + by
n
) dy =

af" af"' +V ',,"

{WAO / s
»
+

»
1

f(z
\ dz _ I z

>*
+

»
l

f(x)da +

ag M .

1

l
!

.

" /(?)&>

/^ ii / i i

1 1 / — H > « , -, / 1, 1

aV" °

Es sei noch specieller

l,r"

c = oo , r
t
= oo

so erhält man die, meines Wissens zuerst von Raabe gefundene Gleichung:

+ i-i
/(«*• + ¥") * = —Vj . ^^ / «" " "ZW &

Soll diese Gleichung für alle möglichen positiven Werthe von m und n gelten, so müssen

offenbar die Coefficienten a und b positiv sein.

32.

Einer der Fälle, in welchen die vorhin erhaltenen Formeln wegen darin vorkommenden

imaginären ßestandtheile unbrauchbar werden, verdient näher in Betracht gezogen zu werden.

Ich werde dabei annehmen, es seien die Grenzen bezüglich der ursprünglichen Ver-

änderlichen x und y, sowie der neuen s dieselben wie im vorigen Falle. —
Geht man nun auch hier wieder von dem Ausdruck

i

ff (x. Y)
d
* dx = t=t .

*[(°-°*)*- + °-r*r
7 dz m + n i + i

(a— az)(ßz— b)"

+ -" *
j

ar~ aC
+ ^Z^L \

f(ca-az) x- + c-^V' " *m+n i ) m(az— a)
T

m(ßz— b) \J V ' ^ ' I

(ßz— b)" ^
v -..'.
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Allgemeine Transformation der bestimmten Doppel-Integrale. 153

aus, setzt zur Abkürzung:

_

.

m
(

aT
— ac

,
h—ßc

)

1 ( m (az — a\ n (ßz— b) )

{ßz-l)»

und legt den beiden Grössen £7 und V dieselbe Bedeutung bei, wie im vorigen Artikel, so

wird mau nach einigen leichten Umformungen zu der folgenden Gleichung gelangen:

m
—

j
T. f(z) dz I [(a—az) xm 4-c—yz\ " dx + / T.f(z) dz I [(a—az)xm +c—yz]

* dx \

i

af"! -4- e Si;" 4- c

aZ'"+rr f* --n rW+ r

+—
j
lf(z)dz TJ+T/[(a-az) x'" + c-rc] ' dx + f{z)dzlV+Tl [(a-az)xm + c-rz\ " dx I

J

af"+)V+ r aP" +

A

n + r

Vorausgesetzt nun, es seien die Coefficienten so beschaffen, dass die Ausdrücke:

ay— ac
,

aß— ab
,

cß— yb

insgesammt positiv sind, so wird man stets reelle Formen behalten, wenn man auf die vier

Integrale nach x die folgenden Transformationen anwendet.

Bezeichnet man zur Abkürzung jene vier Integrale der Ordnung nach durch /, , /.,, i
3 , ii}

und setzt man in erstere

i

rs—c . 1 fyz— cY -(-+i)
,

t = — - x-'" , dx = . t
v "' 'dt

a— az m\a— az J

so wird man finden :

ii= _<Z=#±l .['(!-?-' .t-G + ^dt
m (a— az) m o

oder

m (a— azf
sin G + ^) M« +

» )

Mittelst derselben Transformation erhält man ferner:

w (a— as)"' ^y
o

Denkschriften der mallieni.-naturw. Ol. XX. Bd. Abliand] v. N'ichtmltgliedei'n.
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154 Anton Winckler.

Behufs der Transformation der Integrale ü und it setze man:

t = ^ , dx=-u^id r--if""*-
(a— az)xm -\-c— yz m \a— az ) \t ) f

so ergibt sich in ganz analoger Weise wie ix der Werth:

£ sinf^ + ü)
*

r(-+-)m{a— az) m lr» ») V™ »/

und sofort auch:

v *\m n i üz— b '— / (

(a— az)"1 Jm (a— (

Setzt man nun der Kürze wegen:

cß— yb
s = *

. r
ar~ ac

+
— — \m(a— az)_ i(a— az) n{ßz— b)\

{a—az)m (ßz— b) n

und substituirt für tn 4, 4, i^ die so eben gefundenen Werthe, so wird man zu der Gleichung

gelangen

:

fdxff(™
m +^ + e

\dy==
o o

(-+») sin£ + 3 r(v,+i)
I A2

) (Xz
—c

)

m+ " '• S.dz^-sm \ I f(z) {c—yz) m+ n \Sdz\

f'~ c e-W dz/(z)\ü-s.(rz~cf
+ "- 1

. / (i --*)" Vi- " } dtm

a^ + r

'-!!.— «

In dem speciellen Falle:

a = 0,/9= 0,f=l,c=
muss, damit die rücksichtlich der Coefficienten gemachten Voraussetzungen stattfinden,

angenommen werden, es sei b an sich negativ. Schreibt man daher — b für b und betrachtet
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Allgemeine Transformation der bestimmten Doppel-Integrale. 155

dann b als positiv, so wird man nach einigen sich leicht anbietenden Reductionen die folgende

Gleichung erhalten

:

I
dx ff(ax'" — by") dy =

/tä
7H)

— - ir r(-+-)
\ m n I

ttp» _«,» „f" 4//"—af
n „*w

4-—L-j. z
m + n

*f{z)dz I {\—tf
l

t w*>dtA- /

z

m+7
'

l

ßr-z)dzJ(l—t)m '«'- + "'*j

Macht man die noch speciellere Annahme, dass £ = oo, jy = oo sei, so wird man haben:

O* CO

fdx ff(ax'"-by")dy =

mnam b'1 sin -+- v '" " 7
'

i+ i-,
" f(z) dz + sin- / z"> " f(—z)dz

Diese letztere Gleichung ist, so viel mir bekannt, zuerst von Raabe gefunden worden.

(Crelle, Journal Bd. 37.)

Diese besonderen Fälle mögen genügen, um den Nutzen der Gleichung des Art. 28 für

die Reduction doppelter Integrale auf Quadraturen zu zeigen.

33.

Die folgenden Anwendungen werden die Allgemeinheit des Theorems in Art. 24 in

grösserm Masse als die bisherigen in Anspruch nehmen, indem darin gleichzeitig zwei

neue Veränderliche zur Transformation verwendet werden. Ich werde dabei die Function

unter den Integralzeichen als abhängig von zwei von einander getrennten Ausdrücken, —
die ich der Kürze halber Argumente nennen werde, — voraussetzen, und für jeden der-

selben, als gegebene Function von x und y, eine neue Veränderliche einführen.

Um hierbei mit dem einfachsten Falle zu beginnen, will ich annehmen, die Function

hänge von den beiden Ausdrücken:

ax + by
,

ax 4- ßl)

ab, und es seien die Integrationsgrenzen durchaus constant, nämlich £u
und £i nach x, und

7j und 7j l
nach y. — Setzt man nun:

ax -(- ty = X . ax -f ßy = /i
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156 Anton Windeier.

so folgt:

und

Auch findet man:

X - A(i
' w - aß=a~b ' V - ^ ~ ba-ßa

1
A =

ab— aß

ß . .
ab— aß a ßa— ba

A*o = r* H *— £° ' M = -* H -7o
b b a a

ß ab— aß a ßa— ba

im = t^ H ,— £ >
/x = -^ = ^

6 6 a a

und sofort:

V = ag + brji , V = <z£, -f brJl

Dies vorausgesetzt, geht die Gleichung (III) des Art. 17 über in die folgende:

f. v,

I
dx i f(ax -f by, ax -\- ßy) dy =

— \fab— aß { I

a , aß— ab _, . ß ah— n/5
1 a a/?—«6

dX f{k,n) d/i+ / dX /f(A,n) dfi+ I dX lf(X, fi) dfi

ßab— aß 3 . ab — aß . . /9 ab — aß
"fü + '"Io y ;'"l £— fo a6, + S% y A H £— fo ^i + *% y* + —-— fi

Diese Gleichung liefert eine zwar nur specielle, aber immerhin bemerkenswerthe Veri-

fication der allgemeinen Transformationsformeln, wenn man für f(X, /z) einfach den Werth 1

setzt. Man gelangt dann in der That auf eine reine Identität.

Um eine der vielen Anwendungen, welche sich von obiger Gleichung machen lassen, zu

bemerken, will ich annehmen, es sei:

£„ = , ? = > c, = oo , ?, = oo

Dann erhält man, wie leicht zu sehen, die Gleichung:

dx I f(ax + by, ax + ßy) dy = / dX I f{X, /x) dp
ab— a(:

o

Es sei z. B.

so ist:

'o

b

e ** — e
at
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Allgemeine Transformation der bestimmten Doppel-Integrale. 157

Setzt man auf der rechten Seite dieser Gleichung:

X
2 = hkx

so geht sie über in:

ßh ah

2 (ab— aß) J x~+l V j

Bezeichnet man nun, wie seit Bessel's Vorschlag üblich ist, den „Integrallogarithmus'

so hat man das folgende Resultat:

welches auf anderm Wege weniger leicht zu finden wäre.

Nimmt man an, es sei gegeben

:

so folgt

:

00 2l i oo

ä>, /m*= @--a
1 (r\' (ßu I a«-+'- i <ö

(i + ^r

»1
6

und man hat daher die Gleichung:

O

(ax+byy- 1 (ax+ ßi/)'- 1 1 (ab)*— (aß)° f(r+ s) r(n—r— s)

OO OO

r
x

r(ax+ byy->(ax +ß!/
y-i

J J (l + ax + by)*
*

sa* b° ab— aß ^(n)

Damit dieses Doppel-Integral einen endlichen Werth behalte, rnuss, wie man sieht n > r -\- s

sein.

Nimmt man ferner an, es sei

f(X,fi) =X"- l e~^

so folgt zunächst:

^ / /(Xj/i) dp. = l
- I A""

1 (e
~ jkk— e~^

k
*\ dX

,?

.

T

und man hat daher nach Ausführung dieser letztern Integration das Resultat:
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158 Anton Winckler.

Wenn in den beiden letzten Fällen a = a und ß = b wird, so erscheinen die ent-

sprechenden Resultate rechter Hand in unbestimmter Form. Nach bekannten Regeln erhält

man jedoch sehr leicht ihren wahren Werth, nämlich:

(ax -\- bym ~ 2 r(m) r(w— m)r r (ax + by*-* _
J

X
. I (1+axA- bv)n

y '
(1 + ax + by)"

a
ab . r(n)

n r(n

)

abkn + 1I
dx

I
(ax -f by)

n ~ l

fl
-»(- +W

<fy
_

wobei m für r -+- s geschrieben wurde.

Ich will schliesslich annehmen, es sei:

sin*; _

f\KN = -y~ e

so wird man mit Benützung bekannter Formeln finden:

f dx f
sink (ax + %) _ . v . 1 1 («6— aß) xk

e *«" + «" efy — — .
— _

. arctang-
ax-\-by x ab— aß e

aßx'' -\- abk1

n o

Daraus folgt, wenn man x = setzt:

sin £ (na; -f- &?/) 7
11/ r sin /fc (na- + 6y)

I dx — — dy =
J J ax + by' -\-by k ab
o o

Diese Gleichung, welche eine gewisse Analogie zu der bekannten Formel:

f
sin kx 71

dx = ^r

zeigt, stellt den Werth des Doppel-Integrals als dem Product der Coefficienten a und b um-

gekehrt proportional dar, was beim ersten Anblick wohl auffallen mag. Dass aber in der

That jener Werth um so grösser werden muss, je kleiner a und b sind, ergibt sich bald aus

der Bemerkung, dass x und y von Null angefangen, ein sehr grosses Intervall von Werthen

durchlaufen müssen, ehe der Bogen k (ax -\- by) den Werth tt erreicht, der Sinus desselben

also negativ wird, und in das Integral negative Elemente eingehen. Das Integral umfasst

also einen mit abnehmenden Werthen von a und b sich rasch ausbreitenden Umfang von

lauter positiven Elementen, die fast insgesammt viel grösser sind, als die später eintretenden

negativen, und daraus lässt sich das unbegrenzte Wachsthum des Integrals, welches mit der

unbegrenzten Abnahme der Coefficienten a und b eintritt, hinlänglich erklären.

Setzt man entweder k = 1, oder, was auf dasselbe hinführt, x, y für kx, ky so erhält

man:

f dx f±^±M dy = L
J J ax+by * ab

U. S. f.
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Allgemeine Transformation der bestimmten Doppel-Integrale. 159

34.

Die vorhin entwickelten Formeln lassen sich noch beträchtlich verallgemeinen. In der

That, es sei:

axm + by" = /
,

axm + ßy
n = /j

so folgt:

x ~ A-(*,p)

und

\aß—abj
1

/ak— ofty

i . . .— i .. ...—

i

A = -.- -—-
r{aX- a,Y {bß-ßXy

(ab— aß)m »

Rücksichtlich der Grenzbedingungen werde angenommen, die Integration habe sich über

alle diejenigen positiven Werthe von x und y zu erstrecken, welche mit der Ungleichheit:

< aaf + ßy
n < x

verträglich sind. Dann folgt:
i

und hiernach:

l

£o =0

/i = -

;

, // = - x
o a

ß ,
ab-aß

woraus sich sofort die weiteren Werthe:

/ — ü , /„ — — x
b

1

Ay — X
, /j X

a a

ergeben. Dies vorausgesetzt substituire man diese besonderen Werthe in die allgemeine Glei-

chung (VI) des Art. 18, so wird man, ohne weitere Umgestaltungen direct erhalten:

fjf(ax
m + ty", axm + ßy

n
) dx dy =

— — A

i-
.

?T-
I
- . dk {aX—afxf'

1

. (bfi—ßXf
_1

. /(A, /x) rf/x

(a.b — aß)n n
1 J J

o

4

nvn jL -)- _ _ i

(ßa—ba)m "
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160 Anton Winckler.

wobei das ursprüngliche Integral auf alle der Ungleichheit

< axm + ßy" < x

entsprechenden positiven Werthe von x und?/ sich erstrecken muss.

Diese in allen Theilen symmetrische Formel besitzt einen erheblichen Grad von All-

gemeinheit. Ähnlich wie im vorigen Artikel, kann man die entsprechende Formel auch für

den Fall constanter Grenzen herstellen. Sind dieselben und oo, so ist:

C« (X)

fdx ff(ax
m

-+- byn, ax
m + ßy

n
) dy =

o

— -V-T- • I äk / («A— «*»)• '
. (b/i—ßXr''

1

f& p) dp

(aä— aß)m " J J
i

Man kann leicht bewirken, dass auch auf der rechten Seite die Grenzen constant werden;

setzt man nämlich

p = V
wo p eine von k unabhängige neue Veränderliche bezeichnet, und ändert man nach geschehener

Substitution rechter Hand die Integrationsfolge, bezüglich k und/), so wird man finden:

CO CO

fdx ff (axm + byn
, ax

m
-j- ßif) dy =

1 1 / ,-- „ «~> , / ,

1 + 1 -'

mn — 4_i._i
(ab — aß)m "

(«— <*/>)" (bp— ß)
m dp k'"

n f (k. kp) dk

Setzt man hierin x und y für cc"
1 und w", und schreibt man dann überall - und -- für m° m n

und n, so nimmt diese Gleichung die etwas einfachere Form an:

OS CO

fdx ffiax + by, ax + ßy) . x m~' y"-' dy =
II

(«— ap)"-
1

(bp—ßy -'dp / x
n +n -

' / (Jl, ;./>) eü
(ai—aß)mJr"~ l

Beispielsweise sei:

/&» =/(?* + <*0 =*/[* fr + r)]

Aus der am Schlüsse des Art. 31 angeführten Gleichung ergibt sich dann der Werth

des Doppel-Integrals:
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Allgemeine Transformation der bestimmten Doppel-Integrale. 161

1 f(m) r(n)

(ja -f ca)'" (yb -f cß)n T (m+ n
o

fs
m+ "- 1

f(z) dz

und da:

oo

_/>+-*/(*. V) * = j—^. .f^-'fiz) dz

so findet man nach einigen leichten Eeductionen:

'(a— ap)"- 1 (bp—ß)m - 1 (ab— aß)™*"-* T (m) T (n)

(cp.-\-y)m+n '"
(af-\-ac)n (by+ßc)" ' f(m+?i)

i
;

(a— jo)"- 1 (/>— *)'"-' (o_&)"»+»-i r(m)f(n)

Setzt man hierin <z und 6 für - und -, so ergibt sich hieraus:
« b

J (c-\-p)m + n P
(c-\-p)m + n r (a+c)m (b-\-c) n r(w-fw)

o

Für p = b -\- x , a —- b = 1 , c -J- 6 == « folgt die Gleichung:

/s;- 1 (l-o;)"- 1
. 1 r(m)r(n)

I dx = .

J (x+a)m+ n
(1 -\-a)m u n r(m+?i)

o

welche zuerst von Abel bemerkt worden ist. (S. Abel, Oeuvres compl. T. I, p. 95.) Eine

andere Bedeutung als die einer einfachen Transformation des Euler'schen Integrals erster

Art hat jedoch diese Gleichung nicht, wie man sogleich sieht, wenn in der Formel:

r(m) r(n)
ff»-* (1_ *)»-! dt =

r (m-\- n)
o

die Substitution:

t = - x , dx = - —- dx
x-\-a (x -\- ay

gemacht wird.

Nimmt man an, es sei

f(X,p) = e-^F(^j

und bemerkt man, dass:

CO

so ergibt sich die Gleichung:

Denkschriften der mathem.-naturw. Cl. XX. Tid. Abhandl. v. Nichtmitgliedern.
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162 Anton Wznckler.

oo oc

dx e^ + *Kr(^).*--'.f-rdV =^^M«-aPr-'(i,P-ßr-'F(P)jf(ah— aß)*

Schliesslich will ich annehmen es sei:

/ U, fi) =

Dann wird man weiter finden:

J J (l + ax+ byr +
s

1 r(m+n + r) T(s

(ab— aß)™-*-"- 1 r(m+ n-\-r+s)
a— ap)"- 1 (bp—ß)"- 1

. p
r
dp

35.

An die Stelle zweier linearen Verbindungen der Veränderlichen x und y möge nunmehr

blos eine und das Product der Veränderlichen treten, so dass das gegebene Differential:

xm— 1 ^»-iy
(
ax _j_

ty^ Xy~j dX dy

sei. Für manche Anwendungen, von welchen später die Rede sein wird, ist es zweckmässig,

jene Ausdrücke durch neue Veränderliche in der Art zu ersetzen, dass man annimmt:

ax 4- by = 2 /

xy — X2
[i

Aus diesen Gleichungen folgt nun

l + y/l — abp
x = / •

1 + 1/ 1 — abii

J
b

und es tritt hier der früher ausgeschlossene Fall ein, dass zwar / und /x durch x und y, nicht

aber umgekehrt x und y durch / und p. vollständig bestimmt sind. Hinsichtlich der Doppel-

werthe von x und y sind daher die am Schlüsse des Art. 24 angedeuteten Betrachtungen an-

zustellen. Vor Allem bemerke man, dass

dx bX
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Allgemeine Transformation der bestimmten Doppel-Integrale. 163

und also:

V 1 — ahji

wobei die Doppelzeichen durchaus correspondirende sind. Das gegebene Differential erhält

hiernach die Form:

fcn + n-

Fügt man hierzu noch die Gleichungen:

j
i + y/ i —abji

!"" '

j
1 ± V l—'abfi

J"

' ./ (2% k
2
[x) dX dp.

by

1 + \/ 1 — abp l + \/l—abp

ax by

21 ^ 2k
=

welche sich aus den bereits angeführten unmittelbar ergeben, so übersieht man auf der Stelle

den Zusammenhang der Werthe von x und y ,
welcher bei einseitiger Änderung von jx oder

von X stattfindet. Betrachtet man nämlich y als Function von x, so ergeben sich wegen des

Doppelzeichens zwei Zweige derselben, welche sich in einem Werthe nur dann vereinigen,

wenn, für ein beliebiges A, die Gleichung 1

—

ab/x = stattfindet oder also

1

,l = Vb

Die Grenzen des vorgelegten Integrals seien constant, und zwar die unteren Grenzen

gleich Null, so dass man es also mit:

dx xm
~ 1

y
n~ l f {ax -f by, xy) dy

zu thun hat. —
Bezüglich des Doppelzeichens, womit der durch X, /x dargestellte Differentialausdruck

behaftet ist, bemerke man nun vor Allem, dass an der Stelle, bei welcher die Doppelwerthe
1 ffl

sich mit einander vereinigen, also für fi= —, die Relation ax = by stattfindet, mithin y = —
- x

wird, und dass es daher zweckmässig sein wird das Integral in die beiden Theile:

<*

/ dx
f
x'"~

l

y
n ~~ x

f {ax + by , xy) dy und / dx
f
xm ~ x

y
n~ l

f {ax + by, xy) dy

Od a— z
b

zu zerlegen, und jeden einzelnen zu betrachten. Indem man von einem dieser Theile ausgeht,

kann man entweder das obere oder das untere Zeichen wählen, muss aber dann an allen Con-

sequenzen, welche sich aus dieser Annahme ergeben, durchaus und namentlich auch bei dem
andern Theile des Integrals festhalten. — Ich will nun das obere Zeichen wählen, und von

dem erstem Theile ausgehen, so dass:
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164 Anton Winckler.

1 + t/l— abft l — \/l— ab/j.

x = Ä
, y — a

a b

x(2A— ax) y (2 A— iy) A

M2 a* 2

]/l— ab/i

Vor Allem handelt es sich nun um die Grenzen /j , /i„ //, ji
1 und ^ °, Ä \ Xt°, V- Bei der

oben getroffenen Wahl des Zeichens existirt offenbar kein Werth ji = /i , für welchen

x = £ === werden könnte. Dies wäre zwar der Fall, wenn zugleich auch X = gesetzt

würde, aber es liegt in der Definition aller Grössen /i
,
/i1; //, /i

1 dass sie den betreffenden

Gleichungen Genüge leisten müssen, welchen Werth man der Veränderlichen X beilegen

möge.

Dagegen erhält man nun für x = ^ = £ den Werth

_g(2*-qg)

Für y = tj = sieht man ferner, dass

/t° =
sein müsse.

Was nun aber /z
1
betrifft, so hat man nach Art. 24 hiefür die Gleichung:

Y=f{X)
oder also im vorliegenden Falle:

1— 1/1— «fy* a 1-fJ/l— a6//
/ . == — ./.

6 6 a

oder

21
V 1 — afyt =

6

woraus folgt

1

>
ll = Tb

Für A ° hat man die Gleichungen:

= x
i + yi-ab,

Q = k
i- Vl- abll

woraus nothwendig folgt

Für V bestehen die Bedingungen:

L° =

a 6 6

woraus folgt

Für ^j° hat man:

tf =

e —
jl

1 + V 1— ab/t -- ,\

1— V 1 ~ ab
f
1
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Allgemeine Transformation der bestimmten Doppel-Integrale. 165

welchen beiden Gleichungen nur dann gleichzeitig genügt werden kann, wenn man:

^ — aA und /V =

setzt.

Für A,
1 endlich hat man die beiden Gleichungen

:

1 + j/l— ab/i b 1+J/T— ab/x
_

l— \/l — ab/i

welchen man gleichzeitig durch die Werthe:

1
A/ = a£ und jü/ =

ab

genügt. Setzt man diese Werthe in die Gleichung (IV) des Art. 17 ein, so ergibt sich:

I
dx

j f(ax + by, xy) . xm
~ l

y
n~ x dy =

aj

« « »/ •/ 1/ 1 — aöuV 1 — afy/

«6

„j g(8A-„f)
(1)

^h=*f*"~*f (l+1' 1 -aW-'(l-^l-aW-''^|^
1

ÖS

Da für fi = — die Wurzelgrösse Vi — a6/z durch Null geht und ihr Zeichen ändert, so

ist für den zweiten Theil des ursprünglichen Integrals das untere Zeichen jener Wurzel zu.

Grunde zu legen, also nunmehr zu setzen:

1— t/1— abu. 1+ t/T^oia
x = X—

, y = X 1—

A= +"
j/1 — ab/i

Bestimmt man die Grenzen des entsprechenden transformirten Doppel -Integrals, so erlangt

man auf durchaus analoge Weise wie oben, die Werthe

:

und ebenso

:

ft
£(2J-a£) 1

, 7 (2A-fy)

V = o
,

/i„° = 4 ;

^° - «c , /V -

K —
2
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166 Anton Winckler.

Setzt man nun auch diese Werthe in die Gleichung (IV) des Art. 17 ein, so ergibt sich:

j dx ff(ax + by, xy) . x"'-
1 y- 1 dy =

ir>

'0 '
"

a£ 1

+
ffl-^W ^^-^/"(^i/T^^r^^^^T^r^^^* • . .(2)

^ii; %(2A— J7j)
'

"

7 ^2

af+^ g(2A-gfl

+ —^— f *x*+»-*dx{ ^(i—Vi^oJ/iT-
1

(i + VT^^bfi)"~
l f(2h -̂ dfi

«f 7 (2A-ir;)

r ^
aA*

Addirt man die beiden Gleichungen (1) und (2) zusammen, so stellt die Summe das ver-

langte Doppel-Integral dar.

Es ist leicht dieses Resultat in einem gewissen Sinne noch zu verallgemeinern.

Denkt man sich nämlich unter den Integralzeichen an die Stelle von f (ax -j- by , xy) über-

haupt nury(a;, y) geschrieben, so hat man in (1) stattf (x, y) zu setzen:

/{,

in (2) dagegen:

1+J/l— aka 1— ]/l—abju
1 X

f\ ?

1 -V 1 - ab
fi ;

1 + yi-abp 1

Sonst aber ändert sich Nichts.

Ich hebe die folgenden besonderen Fälle hervor. Es sei nämlich

m = J. ,
n = 1

Dann erhält man aus (1) und (2) nach einigen Umformungen:

00 00

I
dx j f(ax -f by, xy) xm l y"" 1 dy =

J J \/l-aba J J \f\-abu
' ' * r

nt+br/ 1 affig (I)

+ f 'm>. f"
f<?±M cJß + f

' m f (ShM dll
J J l/l

—

abu J J tl—abu
aj ;(» A-,£) r r

4, rj(2i-/,rj)
r n

2 l.k* 2 aÄ!

Es seien ferner in (1) und (2):

c = 00
,

rj = 00 . a und b positiv,
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Allgemeine Transformation der bestimmten Doppel-Integrale. 167

so erhält man, wie leicht zu sehen:

I
dx j xm

~ l

y
n ~ l f(ax + by, xy) dy =

i

-ab/jt

-— f X»+"-> dX (""(l + Vl— abu)"'-
1

(l—Vl—abfi)
n- lJ

^l
am-i bn-iJ J v. ri \ fi y x

d\i

o©

+ \— />+»-» <u r"(i + i/r^-^x)'"-
1

(i + i/r^vr 1^2-^ ^

Setzt man hierin auch noch m ,== 1 , «. = 1 , so erfolgt

:

(II)

oo oo

fdxff(ax + by,xy)dy = 2fMxf
abf-^^d

l
* (III)

o n

36.

Die zahlreichen Anwendungen, welche die beiden zuletzt angeführten Gleichungen

zulassen, sind von besonderm Interesse, weil sich aus ihnen nicht nur bereits bekannte son-

dern auch mehrere bemerkenswerthe neue Resultate ableiten lassen.

In (II) setze man

:

/ (ax + by, xy) = e~ k ^xv . sin (ax + by)

und mache zugleich die Integration in Bezug auf X zur ersten so wird man finden:

oo oo

I
dx af'

_1
y
n~ l e~ k y -ry . sin (ax -f by) dy =

1 ~

-—- f
a

\l + Vl^aJuY'- 1 (1—Vl—abuY-1 - ^ /V+"- 1 e~uVZ . sin 2A<W
' n

1 oo

4- - -i-— /""Vi—Vi— abjtf^ (1 4 VT—ab/*)"- 1

_J!_ — fx
m+n- 1 e~kkV» . sm2XdA

'
'

Führt man die Integration bezüglich X nach der bekannten Formel von Euler aus, so

ergibt sich:

oo oo

f
dx

f
x'""

1 y"- 1

e-kVxy . s in
(
ax + by) dy =

r (m-\-n)

o o

i

sinin \{m-\-n)arctq ——{
["(1 + Vl—abp)m-1 (i—v/l—aj/i)«- 1

(&
2^+4) 2 ^1— abfi

+ (1— j/l— o^i)"- 1 (1+^1— ab/*)"-
1
1 eZ/x
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168 Anton Winckler.

Auf ganz analoge Weise erhält man auch :

oo oe

/ dx j xm
~ x

y
n ~ l

e
—kV*y . cos (ax + by) dy

alt ( 2
cos \(m-\-n) arctq

m— 1 An—

1

^T^r
- -*-^

[(1 + l/l — abii)
m-' (1— Vl—abfi)*- 1

(Fp+ 4)~*~
y/ 1 — abp

+ (1—Vi— abp)"- 1

(1 i-Vl—abfiy- 1

1 d/i

Man sieht hieraus, dass jedes dieser beiden Doppel-Integrale sich vollständig finden

lässt, wenn m und n ganze Zahlen sind, und dass jedenfalls das Differential bezüglich p alge-

braisch wird, wenn wenigstens m -\- n eine ganze Zahl ist.

Angenommen es sei m==l\ n= l, so folgt:

oo oo

dx e~k ^xy sin {ax -+- by) dy = 8k / - -

J J J l/l— o,ba .

V'/idp

o ü o
y/l— aby. . (4 + k2

pf

/ dx / e~kVxy cos (ax + by) dy = 2 / -—- — .

00 r

Setzt man in der erstem Gleichung:

? = ^
1 — OÄ^

in der letztern dagegen

:

1

—

abp = t
2

,

so gehen die Integrale rechter Hand über. resp. in

2 t
2
dt

dfi
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Allgemeine Transformation der bestimmten Doppel-Integrale. 169

Die erstere dieser beiden Gleichungen fand meines Wissens zuerst Cauchy; beide

sind mittelst ziemlich verwickelter Reihenentwickelungen hergeleitet in einer der Noten zu

dem „Memoire sur la th6orie de la propagation des ondes . . .
•' (S. Memoires present^s

par div. sav. T. I. 1827.) Um seine Form zu erhalten braucht man nur a = 1, 6 = 1,

und 2 k für k zu setzen.

37.

In der Gleichung (III) des Art. 35 setze man für / (ax -f by, xy) einmal

,/— sin k\/xi/ . , . , . «/— cos k\> xy .

e-xV X!l
#

_ _1_
'

cos {ax + by) und dann e~xVxy z_— sm (ax -f by)

Vxy Vxv

so wird man erhalten :

fdx fe-*^.
Smk^xy

. cos (ax + by) dy = 2 /

"" ^
. fe~'^ . sin HV^ . cos 2,1 c/A

OO CXI

y^ */ VT* • l/i-«^
_

/ ofa; fe-* v*y . 1^V
. sin (oa; + %) c/?/ = 2 /

—-

—

^
. / e-"1^ . cos Ick Vfx . sin 2A cü

Nun ist aber:

/ e~ rX cos «A sin ßk dk = -
j
—

,
— ^~r~* [

.' 2 (
(a + /?)- + r («—$ + r )

fohrlich kann man die beiden auf k sich beziehenden Integrationen ausführen und erhält:

OO 00

dx e-x^xy —

—

}=ß- cos (ax + by) dy =
y/xy

1

»«6 dp
\

ky/p+2 k\/p

und ebenso:

r ub dp
j

,

'

\'p y'l—ab \ (k \/p + 2f + x-/i (k \'p— 2)
2 + x>

OO OO

dx e—xVxv y_y_ s [n (aX _|_ fo^ dy =
J .' \/xy

1

/•^ dp ( &
J/// + 2

_
& \/p — 2 _ )

J \/p \/l — abp
'

\ (k y£+ 2)
2 + z> (k \/p— 2)

2 + x> (

Wie man sieht, können nunmehr auch die Integrationen bezüglich ji vollständig aus-

geführt werden. Beachtenswerther als die hierdurch sich ergebenden sehr weiläufigen Resul-

tate ist jedoch die Erörterung des besondern Falles, welcher der Annahme x= entspricht.

Der erste Theil der Integrale rechter Hand ist alsdann:

/
dp

Denkschriften der mathem.-naturw. Cl. XX. Bd. Abliandl. v. Niehtinitgliedern

(k ]/p + 2) \/p . \/l - abp

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



170 Anton Winckler.

Dieses Integral hat stets einen bestimmten "Werth

,

welcher sich leicht finden lässt, wenn

man etwa setzt:

,— 4 a; d[i x2— 4 ab
11 =

x2 + 4ab ' ~j/£
= ~

' (ar -f 4 abf *

Es folgt alsdann:

j- x 2 — 4ab ,- 2 (x2 + 2 kx + 4 a6)

so dass das Integral übergeht in:

r dx
4/ x

o

+ 2 /fo; + 4 a6

2 &
arc cos —

=

,
wenn 4 a6 — k2 >

^/4 «6 — A2 2ya6

1
( /L- + l/F_4«6)

3

- log -——
, wenn kr — 4 ab > Ü

J/'A
2 — 4 ab

° 4 «6

Der zweite Theil der auf [i sich beziehenden Integrale unterscheidet sich vom ersten

nur durch das Zeichen von k\ er ist

r dx
1 / _
J x2 — 2kx + 4ab
o

und zwar in der ersten Gleichung abzuziehen, in der zweiten zu addiren. — Der Werth

desselben ist

2 k
arc cos —

—

, wenn 4 ab — k~ >
\/<kab — k2 2\/ab

1
i (*— V A-

-2 — 4 ab)' .

.

7

log , wenn k~ — 4 ab > U
|/Ä* — 4 ab ± ab

Verbindet man nun diese beiden Theile in der angegebenen Weise, so ergeben sich die

folgenden Gleichungen:

oo oo

/ dx \ -———— cos (ax 4- by) dy = —
( 2 arc cos —

—

- — tt), wenn 4 ab— k2 >
J J y«y v/4«6— >fc

2 V 2y^6 /

1 (^+v/^_4ai)
2

= — log , wenn Ar — 4 «6 >
yk2 — -iab lti«^>

2

/ dx / =—- sin (ax -j~ £?/) % = -
, wenn 4 «6— k2 >

./ ./ l/icy 1/4 «6 — £2

'
'

==
, wenn k'~ — 4 ab >-

Die Resultate der letztern Gleichung, wonach das Doppel-Integral eine discontinuirliche

Function ist, fand zuerst Cauchy in der erwähnten Abhandlung, ebenfalls mittelst unend-
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Allgemeine Iransformation der bestimmten Doppel-Integrale. 171

licher Reihen. — Schliesslich noch die Bemerkung, dass, wenn man in der zweiten Gleichung

dieses Artikels k = setzt, daraus die Gleichung:

Oö oc 1

[dx fr-** *^L+M dy = 2 r *
. /V^sin 2 X dX

J J y/xy ./ tfi.y/l—abp J
q

hervorgeht, deren rechte Seite nach Ausführung der auf X sich beziehenden Integration

übergeht in:

/ab dpL

(x>+4)V> . l/l— abfi

Führt man auch diese Integration aus, so wird man —=^r erhalten, und es folgt somit die

Lxleichung

:

Ovi «C

sin (<kc + by) 2nr. r v

—

sm (ax + 6 '/) 7

/ dx / e-*^—

—

__ i" dy =
J J i/xvy/xy yiab-j- k-

welche für a = 1,6 = 1 ganz mit derjenigen übereinstimmt, welche Cauchy a. a. 0. aus

der Betrachtung von Reihen erhielt.

38.

In der Gleichung (III) des Art. 35 setze man für/ (ax -f by , xy) einmal:

,/— sin Je y/xy . , . . -, , «/— cos Ic y/xy .

e—zVa;j j__^_ sin ^aj _|_ ^ un(j dann: e
— * y^ __ cos (ax + 6#)

y/xy y/xy

so wird man nach Umkehrung der Integrationsfolge der Veränderlichen X und /z finden:

[dx [e-**w
Sin *^

sin («x- 4- Äy) dy = 2 /"" _ ^ -= [er-*** tön kXVjT. sin 2X dX
J J y/xy

*> ' J y^.yi-ab^J

fax [c~* v ~y l_
Xy

cos (ax + fo/) dy = 2 /—= [e~^ vß i-oskxV/x . cos 2 X dX
J J y/xy J \ffx . yi-ab/tJ

Nun ist offenbar

[ e-rt sin «A sin ßX dX=n~\ 1
J- j

oo

fe-r> cos aA cos *»* = ±
{ (._^ + >

. + („-/,+, }
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172 Anton Windeier:

Es lassen sich also auch hier die beiden Integrationen nach X sogleich ausführen, und

man erhält:

/ dx i e- y- ^*y X Xy
sin (ax + by) dy =

J J \xy

1

r^> dfi ( l l )

' J |/1—-ab/t \ (k yp — 2)
2

-f x*fi (k y> + lf + x
2

p )

und ebenso:
OO OO/r 4/— cos & \/xy , . . ,

<&c / e
—zV^ z^1 cos (ox -f %) f/?/ =

* rijL=
j

\
+'

J \/\ — aba{ (k Vu — 2)
2 -fr«yi — ab/i ( (A VA« — 2

)

2 + *">
(
k V/* + 2

)
2 + *>

Da sich auch die Integrationen bezüglich jj. ausführen lassen , so sieht man dass die

beiden Doppel-Integrale in endlicher Form gefunden werden können.

Von Interesse ist jedoch nur der specielle Fall für /. = 0. Es ereignet sich nämlich

auch hierfür der Umstand, das beide Integrale rechter Hand verschwinden, wenn (Ar — 4 ab)

negativ, dagegen einen von Null verschiedenen Werth erhalten, wenn jener Ausdruck positiv

ist. Um dies zu zeigen bemerke man vor Allem, dass das auf das zweite Glied sich bezie-

hende Integral, nämlich:

/
dp.

\/l— abp (k ]/p + 2)
2 + xffx

unter allen Umständen mit x verschwindet, so dass man es also nur mit dem ersten Gliede

i

dp /.

r \ 1 — abp. (k \p — 2/ + x'p

zu thun hat. Es sei nun k so beschaffen, dass k |//j — 2 niemals Null werden kann, so lange

/i zwischen und — liegt, so dass also der Ausdruck kVp auch für den grössten Werth von
ab

\x den Werth 2 nicht erreicht, und daher

h
2 < oder ¥ — 4 ab <

y'ab

Alsdann bleibt, wie im vorigen Falle, auch für x = der Nenner stets von Null verschieden,

folglich das Integral endlich. Mit x — werdend verschwindet also der ganze Ausdruck.

Anders aber verhält es sich in dem letzten noch zu betrachtenden Falle, wenn kVfi— 2

für einen zwischen und — liegenden Werth von a verschwinden kann, oder also:
ab

—= — 2 > oder ¥ — 4 ab >
y'ab

ist. Dann erscheint das Integral als zu der Classe der sogenannten singulären Integrale

gehörig, deren Werth blos aus einem unendlich kleinen Intervall der Grenzen entspringt und
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Allgemeine Transformation der bestimmten Doppel-Integrale. 173

zu welchem aus den übrigen Intervallen kein Beitrag geleistet wird. Im vorliegenden Falle

4
bildet jenes Intervall die unendlich nahe Umgebung des Werthes fi = — , für welchen der

Nenner (k Vji — 2)
2

-f
*~

I
1 mi* x verschwindet, und daher das entsprechende Element des

Integrals unendlich gross macht. Ich will nun vor Allem das Integral in die Form
i

°* dfi 1 x

r
Vi* V± _ ab &V ~ 2)' + *P

bringen und von der Bemerkung ausgehen, dass, weil nur die in unmittelbarer Nähe von
4

/i = — liegenden Werthe in Frage kommen, der Factor

i- — ab = -V¥ — lab
fi 2

als constant vor das Integralzeichen gesetzt werden kann. Setzt man zugleich auch

i— 2 dfi Idx

x j/£

~

x-

so ergibt sich:

CK)

2 r x dx

VJc' — labJ (£— «)* + «'

Bezeichnet e eine sehr kleine Grösse, so verschwinden, für x = 0, offenbar diejenigen

Theile dieses Integrals, deren Grenzen resp. von 2 V ab bis k — e, und von k 4- e bis oo

sich erstrecken, so dass allein das Zwischenglied:

i+e
2 r x dx

yk2 — lab J_ (k — »)
a + *

2

übrig bleibt, welches um so näher den ganzen Integralwerth darstellt, je enger das Intervall

h — £ bis h -\- e genommen wird. Führt man nun die Integration aus, so erfolgt:

arctg (i)
\U — lab

Hieraus lässt sich leicht erkennen, was für ein in Null übergehendes x hervorgeht. Für

x = wird nämlich der eine Factor

arctg I
-
y. <

<>

und für ein gleichfalls ohne Ende abnehmendes e stellt der andere Factor

2

yftf— lab

bereits den richtigen Grenzwerth dar.

Fasst man diese Resultate zusammen, so folgt, dass jedes der beiden Integrale

:

oo oo oo oo

/ dx / "X
Xy

sin (ax + by) dy
, J

dx
J

_L ' cos (ax + by) dy
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Allgemeine Transformation der bestimmten Doppel-Integrale. 175

Ob sich dieses Integral in endlicher Form darstellen lässt, oder ob es nur einer Reduc-

tion auf eine einfachere Quadratur fähig sei, will ich auf folgende Art zu entscheiden suchen.

Es seien a und ß zwei Constante und zwar sei:

< a < TT und — 1 < ß < f 1

so ist offenbar:

« ß ß a

cos x dy f f cos x dx

/
n f cos x di/ C t C cos x dx
dx /

— =
I dy I

J y cos x -f- 1 J J y cos x -\- 1

Führt man auf jeder Seite die erste Integration aus, so findet man:

yiog (1 -]- ß cos x) dx =f j\<*— 7fi=i
arctg

(|/ TTy "
tang ¥

ii
'

Schreibt man — ß für ß, und — y für y, so erfolgt:

u ß ,

yiog (1 —ß cos x) dx =j Mo.
7==^ arctg

(^
j—2 . tang

jj J
ii o

V J

Die Differenz dieser beiden Gleichungen gibt:

Das Integral rechter Hand lässt eine beträchtliche Vereinfachung zu. In der That,

setzt man:

y = sin x
,

dy = cos x dx

so gelangt man zu der bemerkenswerthen Gleichung:

a aresin ß/l -\~ ß cos sc r dx
log dx = 2 I

-— arctg (sm a tang x) . . . (1)
J. p COS CC ^J S1IJ X>

Für a — - folgt hieraus:

£l aresin /3

r •-' 1 + ß cos x f x ,

/ log dx = 2 /
-— dx

J 1

—

ß cos sc ,/ sin sc

Hieraus geht nun zur Genüge hervor, dass von einer Darstellung des vorliegenden Inte-

grals in endlicher Form nicht die Rede sein kann. Ich erwähne dieses Umstandes auch darum,

weil aus einer Formel von Lobatschewsky 1

)
(Mem. Kasan. 1836. II, p. 23) für jenes

Integral sich der Werth:

2 X log sec j
— arecos ß J

ergibt.

]
) S. Bierens de Haan. Tablcs d'integrales definies. T. 343, Nr. 13.
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176 Anton Winckler.

Dies vorausgesetzt, hat man also

:

k
oo oo arcsin —

//* sin k Vxy sin (ay 4- bii) , 2 f "^ ab x dx
dx / -L^ .

,
,

'

/;
dy = -—

/
-T— , wenn 4o6— Ar <

y l/scy ax + by l/aJ.7 sin x

Die oben gefundene Formel (1) ist nicht mehr brauchbar, wenn der absolute Werth von

ß die Einheit übersteigt. Dann muss in der Gleichung:

a Ja
1 -f- ß COS X f f COS x dx/. 1 + ß cos x r f cos x dx

log dx = / du /

1 + cos x J JJ y COS x-\-ly

die Integration nach x auf der rechten Seite durch Logarithmen statt durch Bogen geschehen,

wobei man findet:

/ 1+/9C0S*
7

/dy
(

1 ,
VV+1 + 1/y-l-tang-

/ lo §" vV" dx = — < a log
J 1 + co s oa J v t i/V_ 1 ..

/

—

r~r * / ? «
o i

'
l V» * Vy+1 — yy— 1 • tang-

Führt man in gleicher "Weise in der Gleichung:

1

—

ß cos x f r — cos x dx
/log dx = \ dy

1 — cos x J J y cos x-\- 1

die Integration aus, so erfolgt:

/\ 1— /?cos.r _ P du k 1 ,
F ' v * ° o

/
log -; dx = / — {

« log

Vv
1— 1 \fy— 1 - - j/y+i • tang-

also durch Subtraction der beiden Gleichungen:

a a

f 1 -\-ß COS 33 p X

ß

+
Ä (l/y-l + l/y+l.tangj)(l/y+ l- l/y-l.tang^)

/ log ——
•{ yVtf-1 ty^-i-y/y+ l .tang|)(v/y+l + f/y— 1 . tang|)

Auch hier lässt das letzte Glied eine beträchtliche Vereinfachung zu, wenn man:

V 1 X
7 • 9 7

" = tang -
, z/ = sec x , dy — sin cc sec x dx

y

substituirt. Nach einigen Umformungen erhält man nämlich

:

arcsec ß

Mi^J * = -»M^J *

+

<M=£3)" * •••'•«
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Allgemeine Transformation der bestimmten Doppel-Integrale. 177

Diese Gleichung ist nur so lange giltig als ß cos a nicht unter die Einheit fällt. Durch

die Gleichungen (1) und (2) ist die Transformation des in Frage gestellten Integrals für alle

Fälle gegeben, in welchen es nicht unbestimmt oder unendlich gross wird.

40.

Der Zusammenhang zwischen den alten und neuen Veränderlichen sei den Gleichungen

x = X{Atß)
= (ri + s)

m
(afi + &)"

gemäss festgestellt. Man erhält dann, wie leicht zu sehen:

A == mnr (aß — ab) . (rX + *)— * . (afi + 6)
n~ ]

. (a/z + ß)
n~ l

und wenn die gegebenen Grenzen des Integrals nach x und y constant sind, so ergeben sich

diejenigen bezüglich der neuen Veränderlichen wie folgt. Es ist

also:

/*
=
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178 Anton Winckler.

Substituirt man diese Werthe in die Gleichung (III) des Art. 17, so findet man nach einigen

Umgestaltungen die folgende Gleichung:

Jdxjf{x,y) dy =

j f?«*-*
dkJin—fi^fW, A»(l-/i)»] dft+ /*/l

2 "'- 1
cZ//"(

/x-/
x
2)"- 1 /[^(l-/i) ,W>"]^

f"A

+ mnjx*"^ dX
j

/" (pi-^flX^ X'*(l -/x)"] <$i + f fa
- n)'-*f [X" (1 -/*)»,^ <f/u

J

worin die Symmetrie bezüglich £ und ^ deutlich hervortritt.

Nimmt man hierin die besonderen Werthe m = 1, ra == 2 an und setzt zugleich auch

:

ji — cos 2
, d/i = — 2 sin cos J#

so kann man der Gleichung nach einigen leichten Umformungen die folgende sehr einfache

Gestalt geben:

J dx
f f{x,y) dy =

^ arccos -r j arccos -y

fxdxf 'f(X cos d, X sind) dd -\- fxdX f 'f(X sin ti, X cos 0) dO

+ f A <ü f'f(X cos 0, A sin 0) dt)

Diese Formel wird in vielen Fällen von Nutzen sein, da, wie bekannt, die zu Grunde

liegenden Substitutionen

:

x = X cos
, y = X sin

häufig die gewünschte Umgestaltung des gegebenen Differentials bewirken.

Ist £ = oo und 7] =r oo , so ergibt sich

:

o© oo

dx f (x, y) dy =
I

X dX f (X cos 0, X sin 0) dd

Es sei z. B.

f(x, y) = *-*<»+»

so gibt die angeführte Formel unmittelbar:

oo oo

f dx f
'*-»<*+* dy = fx dX f*g-*»i™'9+4*v* dß
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Allgemeine Transformation der bestimmten Doppel-Integrale. 179

oder was dasselbe sagt:

j
f e-**dxX = n

- f e~
k2X'

. Xdk

o o

Das rechter Hand noch stehen gebliebene Integral lässt sich unbestimmt finden und hat den
1

Werth —^ und man erhält somit die bekannte Gleichung:

Es sei ferner:

dx = i—2k

— 1 „.2 n— 1

f(x,ij) =- i-V+A
. x2m

~ l y

so ergibt sich unmittelbar:

f e~ x '- x2 '"- 1 dx f e~"'
:

zf"-
1 dy = /" cos*— J 6 sin

2— 1 dO f e"
A: /-<•» + «>-' dX

11

Bemerkt man aber, dass:

OO CO
/* 1 /* 1

/ e
-* ;

cc
2 '"- 1 dx = -

I
e~* . cc'"-

1
<7x = - /]>)

so geht die so eben gefundene Gleichung über in die folgende

i l\m) l\n) = r(m+ n) f~ cos 2 "'- 1

sin
2 "-' 6 dt)

woraus man sofort erhält:

fcos'-'tf . sin— >o de = 1 .

rp r-^-
J 2 r(m+n)
o

Es sei hierin:

/—
.

,- dx
cos = Va; , sin = V 1 — sc , c70

2 |/ö; • |/1 — a;

so verwandelt sich diese Gleichung in die bekannte Relation der Euler'schen Integrale erster

und zweiter Gattung, indem man erhält:

r{m) f(n)
/ a;'"-

1

(1 — »)"-* tfcc = „
y v

(m-\-n)
u

Ich will ferner noch annehmen, es werde an die Stelle von /"(sc, y) der Ausdruck:

\/ax*+btf)

gesetzt. Man findet dann aus der frühem Gleichung die folgende:

fdx f^±£Ldy = ff(X
2)dXr-^

J J 1/W 4- bv- J ' J t/«j/aa;
2

-f btf J J ]/a cos 2
tt -\- b sin

2
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180 Anton Winckler.

Vorausgesetzt, dass a positiv und - < 1 sei, lässt sich das auf 6 beziehende Integral in

die Form:
TZ

1 /•" dfi

bringen und man hat dann, wenn zur Bezeichnung dieses elliptischen Integrals nach Le-

gendre das Zeichen F1 [\ 1
J
angewendet wird, die Gleichung:

.

co oo

/* f^4= ,.!? (Vi - i)
. f/m d>

J J \/ax2 + by* \fa \

welche man auch auf anderem Wege leicht finden könnte.

41.

Um in einem bestimmten Falle die oben betrachtete Transformation anzuwenden, wenn

die Integrations-Grenzen veränderlich sind, seien dieselben gegeben durch die Ungleichheit:

<- + ^< 1
a~ b~

Es seien ferner in den Ausdrücken:

x = (rk + s)
n

(a/t -f b)
n

, y = (rk + s)
m

(a/x + ß)
n

die besonderen Werthe

r = 1 , s =
,

6 = , ß = !
' - - a

und

m = 2 , m = 2

auch werde dr für a gesetzt, so dass also

:

x = X
{Kll)
= a Vkji

V = r
(llrt
= 6 VA(l-/i)

Angenommen nun die Integration habe sich nur auf alle positive Werthe von x und y

zu erstrecken, welche jener Ungleichheit Genüge leisten, so ist

4 V*—"

j dxj f(x,y) dy

das zu betrachtende Integral, also:

b

^ =
, & =.- es

,
^° (x) =

,
^r

1

(x) = - l/a
2 2T

Hierfür ergibt sich aus den bekannten Gleichungen:

fi = , /^ = —
,

// = 1
, p.

1 unbestimmt.

V = o , v^ 1 , V = l , x,
1 = l
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Allgemeine Transformation der bestimmten Doppel-Integrale. 181

Auch findet man

:

ab
& = -——

-

Substituirt man diese Werthe in die Gleichung (X) des Art. 21, so folgt:

fff(x,y) dxdy = %( dX r/[«V¥,hmi-ri\ dfi
JJ 4

^ i VpO—p)
wobei alle positiven Werthe von x und y zu umfassen sind, welche der Bedingung:

0< -

+

^<1
a b

entsprechen. Setzt man X = p
2

,
ji = cos 2 d so wird

i
*

f f(x, y) dx dy = ab pdp / f (ap cos , bp sin 0) d0

o ü

Handelt es sich z. B. um den Inhalt des Quadranten der Ellipse, so ist/(cc, y) = 1 zu setzen

7t

und man erhält, wie es sein soll, -ab für den Werth des Doppel-Integrals.
4

42.

Unterwirft man den Ausdruck

dx dy
f(x2 — 2xy cos 7- + y*)

v(i-^)(i-y2

)

der doppelten Integration, und soll derselbe alsdann durch neue Veränderliche transformirt

werden, so eignen sich hierzu die Relationen:

x = X
{Kll)

=-. aX Vi — &V — b/iVl— a2
X
2

y = Y
{Kll)

!=! aX Vi — b
2
p.

2 + bpVl — a2
X
2

worin unter a und b positive Grössen verstanden sind.

Aus diesen Gleichungen folgt zunächst:

x + y = 2 aXVl — b
2
pr , xy = a2

X
2 — b

2
/r

>* + f = 2 [a?X2 + b
2p~ — 2 a-b2

X
2

p
2

j
x

Dessgleichen erhält man:

x2 — 2 xy cos y -f y
2 = 4 [ a2

X
2
sin

2 - + b
2

p
2 cos

2 - — a2
b
2
X
2
pr

j

(1 - x2

) (1 - y
2
) = (1 - a2

X
2 - b

2

pj
Hieraus folgt:

V{1 — x2)(l—y2

) = l- a2
X
2 — b

2p-

wenn nämlich vorausgesetzt wird, es solle in der hier vorliegenden Aufgabe stets der posi-

tive Werth dieser Wurzelgrösse genommen werden. — Ferner findet man:

a~r- + sy — i
2 ab .

l/l — aT . V1 — JV
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182 Anton Winckler.

so dass sich das vorgelegte Differential in den folgenden Ausdruck verwandelt

:

- 2 ab . /[ 4 (arX
2
sin

2 T- + b
2
/i

2
cos

2 T
- — ifFFff) 1 .

& *P

^

Ohne der Allgemeinheit zu schaden kann man hierin

a = cos —
,

6 = sin -

setzen, so dass nunmehr

x = / cos - / 1 — /r sin" - — /z sin - 1/ 1 — X cos' -

y = X cos
7- VI — ;r sin

2 r- + p sin
| J/

1 — X
2 cos 2

|

wird, und der gegebene Differential-Ausdruck die Form

— sin y . dl d/i

f [ sin
2

r — (1 — ;
2

) (1 — /r) sin
2

r ]

Vi— A
a cos 2

| . y 1 — A- sin2

erhält. Um die Bestimmung der Integrations-Grenzen bezüglich A und /x an einem bestimmten

Falle durchzuführen, will ich annehmen das Doppel-Integral habe sich auf alle positiven

und negativen Werthe von x und y zu erstrecken, welche der Bedingung

< x2 + f < 1

Geniige thun. Dann sind die Grenzen des Doppel-Integrals offenbar:

Co = - 1
, 6 .

= 4- 1

^°(x) = — Vi — x2
, ^(x) = -f Yl—x2

Die Werthe /i
, fi t

ergeben sich, wenn man aus der Gleichung

x = aX . Vl~&y — fyi /l—

a

2
A
2

den Werth

fyi
— —xVl — «2

A- ± a^V 1 — x2

ableitet und darin x = — 1 und 2; = 4- 1 setzt, wie folgt:

l/l — a2
A
2 V 1 — «"^"

"• = + —i— ' * = r~
Wenn für irgend einen Werth von X die Veränderliche \i zwischen diesen Grenzen liegt,

so bleibt, wie oben vorausgesetzt wurde, der Ausdruck:

1/(1 — x2

) (1 — f) = 1 — a2
X
2 — &V = (Vi - a*X3— i/i) (V

7
! — fX

2 + V)

in der That beständig positiv.

Was nun ferner die Werthe //, [t
1

betrifft, so müssen sie sich aus der Gleichung:
0.0 1

x- -f y = 1

ergeben, welcher sie Genüge leisten müssen. Daraus aber folgt, wie leicht zu sehen:

1 — 2 bifi = 2 a2
;;
2

(1 — 2 b'ft
3

)
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Allgemeine Transformation der bestimmten Doppel-Integrale. 183

und dieser Gleichung wird, was auch X sein möge, entsprochen wenn man
1

f
~

' b\/2

setzt. Hierdurch sind nun // ,
/i

1

bis auf die Zeichen gefunden , welche sich wie folgt bestim-

men lassen.

Da /i° der Bedingung y = <p°(x) = — Vi — x2 entsprechen und für y einen negativen

Werth geben soll, so überzeugt man sich auf der Stelle, dass

bV% b V 2

zu setzen ist.

Für V hat man die Gleichungen:

— 1 = aX Vi— 6">2 — bp Vi — Q?fi oder — 1 = 2 aX Vi — &y
= aX Vi — 6

2
// — fyi VT^- a2

A
2 oder + 1 = 2 ö/jl VT^~ a1

X*

woraus man sieht, dass ^
U negativ (/i ° dagegen positiv) werden muss, und zwar findet man

V = L_
a y 2

Für ^j
1

hat man aus ähnlichen Gründen die Gleichungen:

+ i = 2 öi Vi — 6yj

— 1 = gi/aW^OT
woraus folgt:

«V 2

In gleicher Weise findet man die überigen Werthe

1 1

i
i

. ; o

a 1/2 « |
/2

Dieses vorausgesetzt, substituire man die gefundenen Werthe in die Gleichung (IV) des

Art. 17, so ergibt sich:

rrf (*>- 2 *y cos r + f) dx dy =
JJ \ 1 — x1

. \ 1 — y'1

2 ab / rW / -| : -^ 4t

J J v i - ** • Vi - «V
1 1

wobei für cc und y alle positiven und negativen Werthe zu setzen welche der Bedingung

< r -f f < 1 genügen.

Im 20. Bande des Journals von Crelle beschäftigt sich Prof. Haedenkamp mit einer

analogen Transformation für den besondern Fall, in welchem

f (ar — 2 xy cos y -f- «*) 1 efa; eft/

yl — x- . y 1 — f y sin- 7-— (a;
2 — 2 a?y cos ;• -f- y

3

)
j/l — oj

a
. j/l — 2/

2
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184 Anton Winckler.

Setzt man:

x = cos u , v = sm w

so verwandelt sich der Differentialausdruck sogleich in die daselbst gewählte Form, näm

lieh in:

du dv

vi/l — cos'
2

y— cos 2 u — cos 2 v — 2 cos y cos u cos

Wendet man dagegen die Transformation mittelst der Grössen X, fi an, so erhält man:

dl d/i

# y(l-A 2)(l-^cos 2 I)
. ya-^Cl-^sin'f)

(1)

(2)

Wenn nun aber hieraus der Schluss gezogen wird, dass auch die doppelten Integrale von

(1) und (2) einander gleich seien und zwar dass

du dv = F (X
:
cos I)

. F (a. sin !) . . . (3)
•i/l — cos 2

; cos 2
?«

—

cos
2 « — 2 cos 2

y cos w cos v *

das Product zweier elliptischen Integrale erster Gattung sei, so liegt hierin offenbar ein Irr-

thum; denn aus den vorangegangenen Betrachtungen hat sich mit Bestimmtheit ergeben,

dass das durch zwei neue Veränderliche transformirte Doppel-Integral nicht nur aus Einem,

sondern im Allgemeinen aus drei wesentlich verschiedenen Bestandteilen gebildet ist, deren

Grenzen nicht constant, sondern veränderlich sind. Nun müssten aber wohl die Grenzen

bezüglich der neuen Veränderlichen X, ji constant, oder, was dasselbe ist, von einander unab-

hängig sein, wenn aus der Integration von (2) das angegebene Product hervorgehen sollte.

Fehlschlüsse, wie derjenige, aus welchem die Gleichung (3) erhalten worden ist, lassen sich

jedoch in dieser Materie auch sonst öfter bemerken.

Ich füge nur noch bei, dass man in dem oben betrachteten Beispiele auch die Grenz-

bedingung: < x2
cos

2 ^ + y- sin
2 ^ < 1 hätte zu Grunde legen können, und dass die

Transformations-Gleichungen:

x = cd Vi + by — b,i Vi + az
X
2

y = aX Vi + b
2
/r + bji Vi + arX2

wofür man

1 jr a 1

X--\-Vif
A = — 2 a&

erhält, ebenfalls zu neuen Resultaten führt.

43.

Manche bemerkenswerthe Ergebnisse lassen sich aus der folgenden Betrachtung ziehen.

Der Zusammenhang zwischen den alten und neuen Veränderlichen sei durch die

Gleichungen:
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Allgemeine Transformation der bestimmten Doppel-Integrale. 185

xm yn

: +
/ — a f. — b

— + -V— = 1

jj.
— a n — b

gegeben, oder, was dasselbe heisst, es seien für x, y die folgenden Ausdrücke in A, ll gewählt

worden:

1

1

X -A.(A, ß)

y= y
(

\A
S — p) (ä — a) \/I — a )

(tl'-a')(x'-b
t)-{lr -ar

)(M'-b')

(/ - f) (/ - b
S

) f - b
s

)

(Kß)

((//-«^(/'-^-(r-^G/-^)
Setzt man zur Abkürzung:

P = {S-a)(x
s -bs

) , Q = (/-«*) fr- 6*)

so ergibt sieb, wie eine leichte Rechnung zeigt:

A = j_ X1 _„, yi _„ W~ x

ft'-y) Q+.M-%r
-x') p] k- (ry) o+rr-' (^-/) p]

mn
'

(P—Qf
Was die Grenzen des Doppel-Integrals betrifft, so werde ich in den Fällen, von welchen

bald ausführlicher die Rede sein wird, annehmen, die Integration habe alle diejenigen posi-

tiven Werthe von x und y zu umfassen, welche der Bedingung:

m n

< + —'—< 1

a — a p — b

Genüge leisten, vorausgesetzt dass a, ß, a, b positive Grössen bezeichnen. Da die Durch-

führung der Aufgabe in der so eben angedeuteten Allgemeinheit hier, schon der weitläufigen

Resultate wegen nicht Platz finden kann, so werde ich nur solche Fälle näher erörtern, in

welchen gewisse Specialisirungen eine Vereinfachung bewirken.

44.

Zunächst möge der besondere Fall betrachtet werden, in welchem die beiden Expo-

nenten r und s einander, und zwar jeder der Einheit gleich ist.

Für diesen Fall wird A wesentlich einfacher. Man erhält nämlich nach einigen Reduc-

tionen

:

A = \ . ^ r

mn(a— Ä)™
+ "~

[(7 — a) (a — ft)\
" |_(A — Ä) (tt - b)\~ "

Dieser Ausdruck kommt also zur Anwendung, wenn in einem Doppel-Integral statt x, y
die neuen Veränderlichen X, jx vermöge der Gleichungen

:

xm ll
n

+ 7^T = 1
A — a k — b

fj.
— a fi — b

Dunksehrirten der mathem.iiatui w. Cl. XX. Ild. AMandl. v. Nichtmitgliedei n.
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186 Anton Winckler.

eingeführt werden sollen. Auch hierbei findet die Voraussetzung des Art. 1 nicht statt, dass

die neuen Veränderlichen X, /x durch die alten x, y ganz unzweideutig bestimmt seien. Um
sich hiervon zu überzeugen kann man X, /x explicite durch x, y ausdrücken, was, wie man
sogleich bemerkt, sowohl für X als auch für/* die Auflösung einer Gleichung zweiten Grades

erfordert. Aber es ist zugleich auch klar, dass diese Gleichung genau dieselbe für X wie für /x

ist, dass mithin X und \x die beiden Wurzeln jener Gleichung sind, und dass man also hat:

X = —
j
xm -j- y

n + a + b + V (xm -+- y
H + a + bf — 4 (bxm + ayn

-f ab) \

H = —
j

x'" 4- y" + a + b T V (x'" -+- y
n

-f a + 6)
2 — 4 (Ax™ + oy" + 06)

j

wo die Doppel-Zeichen correspondirende sind.

Es ist nun aber von Interesse die Grenzen zu kennen, zwischen welchen diese Wurzeln

gleichzeitig liegen, wenn man, wie dies die Aufgabe verlangt, x und y als positive und

reelle Grössen voraussetzt.

Leichter als aus den angeführten Wurzelausdrücken lässt sich diese Frage auf folgendem

Wege beantworten.

In den Gleichungen

x = (X — a) (ß - o)
/

;

a — b
J

kann man, ohne der Allgemeinheit zu schaden, annehmen, es seien die als positiv voraus-

gesetzten Grössen a und b so beschaffen, dass a^> b, folglich a — b positiv ist.

Alsdann lassen sich drei Intervalle unterscheiden, zwischen welchen X liegen kann;

die entsprechenden Intervalle von /z lassen sich wie folgt finden.

Es sei zunächst X > a >> b so ist X — a und X — b positiv; es kann daher x unter

allen Umständen nur dann reell und positiv bleiben, wenn /i — a negativ, oder also /i < a

ist. Damit ferner auch y reell und positiv bleibe, muss /i — b positiv, folglich ji >> b sein.

Nimmt man ferner an, es sei a > X > b so ergibt sich durch dasselbe Raisonnement

dass n > a und /z > b sein müsse.

Nimmt man endlich den letzten noch möglichen Fall an, dass a > b > X, dann könnte

x offenbar nur reell und positiv sein, wenn /i — a positiv, folglich jx > a wäre, während y
unter derselben Voraussetzung nur dann reell und positiv sein könnte, wenn /x — b negativ,

folglich /x <C b wäre. Wäre nun aber /j. > a und /x <C b so müsste auch b > a sein, was

gegen die Voraussetzung ist. Es sind also nur die beiden zuerst betrachteten Fälle möglich,

und es folgt hieraus, dass

entweder X ;> a > b und gleichzeitig a > /i > b (1)

oder a >> X > b und gleichzeitig /x > a ;> b (2)

sein muss, womit die Grenzen der Wurzeln jener quadratischen Gleichung gegeben sind.

Da sowohl x als y durchaus symmetrische Functionen von X und /x sind, so ist das

Bereich der Werthe, welche x und y durchlaufen, dasselbe, ob man sich X und /x in den

Intervallen (1) oder in jenen (2) bewegen lässt. Daraus folgt, dass bei Bestimmung der
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Allgemeine Transformation der bestimmte?! Doppel-Integrale. 187

Integrations-Grenzen bezüglich der neuen Veränderlichen nur entweder die Intervalle (1)

oder nur jene (2) berücksichtigt werden dürfen, in keinem Falle aber die beiden zugleich.

Welches der Intervalle (1), (2) man wähle, ist an und für sich ganz gleichgültig. Wenn
man aber, wie es seither gehalten wurde, bezüglich der Aufeinanderfolge der Integrationen

nach den neuen Veränderlichen, bereits eine feste Ordnung gewählt hat, so übt jene Wahl
auf die Form des transformirten Integrals einen wesentlich bestimmenden Einflnss aus. Dieser

Umstand verdient eine etwas nähere Ausführung, und ich werde daher, immer unter der

seitherigen Annahme, dass zuerst nach /z und erst dann nach X integrirt werde, die beiden

Fälle (1), (2) nach einander betrachten.

45.

Aus der Grenzbedingung:

folo-tö"

e = o
, 9°(x) = o

ß-b^=Va — a
, <p

l

(x) == 1/
' -Va-a-r

y a — a

Unter der durchaus festzuhaltenden Annahme, dass

« > ß > a > b

werde ich nun den ersten der im vorigen Artikel unterschiedenen Fälle näher betrachten, in

welchem nämlich

X^> a ;> b und zugleich a > ji > b

ist. Vor Allem handelt es sich dann um die Werthe /i , /*,, fi°, /i\

Nach Art. 1 findet man nun

fi aus der Gleichung (X — a) (/i — a) = 0, so dass /i = a

jUj aus der Gleichung (X — a) (/x — a) = (b — a) (a — a) also /ij = a
t

— —

wobei, wie man sich sogleich überzeugt, /j, > b bleibt, so lange man X > a nimmt. Sofort

erhält man:

ß" aus der Gleichung (X — b) (ji — b) = 0, so dass /x° =. b

H
1 aus der Gleichung (X — b) (p. — b) — (a — b) (ß — b) + (X — a) (u — a)

a — a

woraus sich ergibt:

(a— a)(a— b)(X—ß)
, (ß — b) (a - b) (et - k)

fi = a — — ——-— = b +
k («— ß— a + b) + aß — ab k(x— ß — a + b) + aß — ab

Hier muss nun untersucht werden, für welches Intervall von Werthen der Veränder-

lichen X der Werth von /z
1
in der That zwischen a und b liegt. Dieses aber lässt sich ent-

scheiden, wenn man bestimmt, zwischen welchen Werthen X liegen müsse, damit die Brüche

in den beiden Darstellungen von ji positiv bleiben. Zu diesem Zwecke bemerke man, dass

der Ausdruck im Nenner X (oc — ß — a -j- b) -f- aß — ab stets positiv bleibt, so lange X
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188 Anton Winckler.

zwischen den äussersten Werthen a und b der Ungleichheit a > ß ;> a >• b enthalten bleibt.

In der That erhält man den Werth (a — a) (a — ß) für X = <z und ebenso erhält man den

Werth (/? — b) (a — b) für X = b. Da nun der gedachte Ausdruck linear ist, so leuchtet die

Richtigkeit des Behaupteten von selbst ein.

Untersucht man nun auch den Zähler jener Brüche, so ist klar, dass das Zeichen des

einen nur von dem Factor X — ß abhängt, dass also der ganze Bruch positiv bleibt, so lange

X > ß ist. Eben so zeigt sich, dass der zweite Bruch nur so lange positiv bleibt, als X > a ist.

Daraus folgt als Resultat:

Es ist: a > /x
1 > b nur so lange als a>^>/?>a>6;

und der für /i
1 gefundene Ausdruck ist nur so lange giltig als jenes der Fall bleibt.

Es ist kaum nöthig zu bemerken, dass diese Einschränkungen aus den beiden zu Grunde

gelegten Bedingungen A > a > b , a~^> /x > b und der Grenzbedingung des Doppel-Inte-

grals hervorgegangen sind.

Auf diese Ergebnisse gestützt sind nun auch die Werthe von X °, X*, XJ, X" zu bestimmen.

Mit Rücksicht auf die Gleichungen des Art. 1 erhält man A ° aus den beiden Gleichungen:

(X — a) — a) =
,

(X — b) (jt — b) =
welchen gleichzeitig genügt wird, wenn man

V = a
,

/i ° = b

setzt. Zwar würden auch die Werthe X ° = b, /x
rt

u = a genügen; sie sind aber nicht zulässig,

weil sonst, entgegen der frühern Voraussetzung, X unter a zu liegen käme.

Ferner findet man X^ aus den Gleichungen

:

(X — a) (/i — a) = (b — a) (a — a)

(« — a) (X — b) (ß — b) = (a — a) (ß — b) (a — b) + (X — a) (fi — a) (ß — b)

Da die letztere Gleichung sich einfach durch die folgende (X — 6) (fi — J) = ersetzen

lässt, so folgt, dass den beiden Gleichungen durch die Werthe

V = o
, 1h

1 = b

entsprochen werden kann. Zwar geschieht dies auch, wenn man A/ = b, /x/ = a setzt; da

aber hierbei Werthe von X vorkämen, welche kleiner als a wären, so würde man mit der

zu Grunde liegenden Voraussetzung in Widerspruch gerathen.

Für Xq
1 hat man die beiden Gleichungen

(X — a) (jx — a) =
(a — a) (X — b) (/x — b) = (a — a) (ß — b) (a — b) + (X — a) (ß — a) (ß — b)

Wie man leicht bemerkt, kann die letztere Gleichung durch (X— b) (fx— b) = (ß
— b) (a— b)

ersetzt werden, so dass die Werthe

V = ß ,
/x,,

1 = a

als entsprechend erscheinen. Auch das Paar V = a, Hq = ß genügt jenen Gleichungen,

aber es ist dennoch auszuschliessen, weil darin ein Werth von /x -vorkommt, welcher grösser

als a, nämlich = ß ist, was der Voraussetzung widerspricht.

Endlich hat man für X° die Gleichungen

:

(X — b) (fi — b) =
,

(jl — a) (p — a) = (b - a) (a — d)
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Allgemeine Transformation der bestimmten Doppel-Integrale. 189

welchen durch die Werthe:

A» = a
, n« = b

Genüge geschieht. Die beiden Werthe V = b, fi? == a, welche ebenfalls genügen, sind

unzulässig, indem dabei /i über a zu liegen kommt.

Die Substitution der so eben ermittelten Grenzwerthe in die Gleichung (IV) des Art. 17

liefert nun das folgende bemerkenswerthe Resultat:

mnn (a — b)
m +

n
. fff(x, y) dx dy —

(fi-X)f (X, Y) dp /•' r
(M - X)f(X, Y) dp

W-"){«-ti\
m W-b){ß-b)\ n J J l{\-a){a-n)\

m
[(l-ß) (p-ß)[ "

(„_„)(„_ J) (ß-l)«+

—

A (a— (I— a-\- 6) + a,J— «6

wobei das Doppel-Integral linker Hand sich über alle positiven Werthe von x und y zu

erstrecken hat, welche der Bedingung

xm y»o< + ^—h
<i

a. — a p — o

entsprechen, und worin zur Abkürzung:

x = ( (A-q)(A-«) \^
^

y = p-&)(^-&y

gesetzt wurde; dabei ist vorausgesetzt, dass a >> ß >> a > b sei.

4G.

In gleicher Weise werde ich nun auch den Fall (2) des Art. 44 betrachten, für welchen

gezeigt worden ist, dass alle möglichen Werthe von x, y erhalten werden können, wenn man

A, [x in den Intervallen

a > A > b und gleichzeitig fi > a > b

sich bewegen lässt. Sucht man, immer unter der Voraussetzung dass a > y? > a > 6, die

Werthe von /x
, // lt /i°, /i

1

so ergibt sich auf gleiche Art wie im vorigen Artikel

(a — b) (x — a)

th = a
j th = a -\ ;

a — /

wobei in der That /ij > a bleibt, so lange A -< a ist.

Für /i" lässt sich kein Werth angeben, welcher den obigen Anforderungen entspricht

und für welchen gleichzeitig sowohl x als auch y positiv wäre. Indessen eliminirt die all-

gemeine Formel, auf welche der vorliegende Fall alsbald angewendet werden wird, von

selbst die fragliche Grösse jft°.

Ferner ist:

p = a + -

/ (x — ß— a -\- b) -\- aß — xb
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190 Anton Winckler.

Wie früher gezeigt wurde, bleibt der Nenner dieses Bruches so lange positiv, als X

zwischen den äussersten Werthen a und b enthalten ist. Es bleibt somit der ganze Bruch

positiv, so lange X << ß ist. Daraus folgt also:

Es ist fi
1 > a > 6, nur so lange als <z ;> ß > X bleibt.

Die vier Grenzwerthe der Veränderlichen X ergeben sich wie folgt.

X ° findet man aus den Gleichungen:

(X-a)(/i-a) =
,

(X — b)(fi — b) =
Man genügt beiden zugleich, wenn man setzt

:

V = h
,

p* = a

Zwar Hesse sich jenen Gleichungen auch noch dadurch Genüge thun, dass man ^ ° == a,

a ° = b setzt; aber diese beiden Werthe sind auszuschliessen, weil sonst [i unter a herab-

sehen würde.

V erhält man aus den beiden Gleichungen

(X — a) (/i — a) = (b — a) (a — a)
,

{X — b) Qjl — b) =
und man findet:

V = b
, /V = a

Die beiden anderen, im Allgemeinen noch möglichen Werthe V === <z, /.z,
1 = b sind

wie leicht zu sehen, unzulässig.

V liefern die Gleichungen:

(A _ ä) Qi — a) = , (X-b)(n~b) = (ß- b) (o - b)

aus ihnen findet man:

V = «
j /V = £

Die beiden noch möglichen Werthe XJ = ß, /i ' = a sind zu verwerfen.

Xf endlich folgt aus den Gleichungen:

(X — b)(ji — b) = ,
[X — «) (/i — o) = Q9 — o) (a - - oj

und zwar hat man zu nehmen

:

Xx
° = b

, p£ = «

Auch hier sind die weiteren Werthe X" = a, /V = 6 als den Voraussetzungen wider-

sprechend nicht zulässig.

Setzt man diese Werthe der Grenzen von X und /z in die Gleichung (V) des Art. IS ein,

so ergibt sich als Resultat dieser Betrachtung:

b .<

mn {a _ b)
m

' « \ / / / (x, y) dx dy - / dX
(/I ~ ")f (X

'

Y) *

*+ (ot-a)(a-S) (,S-A)

A (a—ß—a+ l) + nfi— ab

wobei das Integral aui der linken Seite sich auf alle positiven Werthe von x und y bezieht,

welche der Bedingung

< _- + -Z— < l
a — a /y — b
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Allgemeine Transformation der bestimmten Doppel-Integrale. 191

genügen, und wobei zur Abkürzung:

A' = /_ (k - «) fr
- a)V" y= g\-b)(p-b)\*

gesetzt, und a > ß > a > b angenommen worden ist.

Vergleicht man das Resultat dieses Artikels mit jenem des vorigen, so zeigt sich der

merkwürdige Umstand, dass das transformirte Integral einmal blos aus einem, und das

anderemal aus zwei verschiedenen Ausdrücken zusammengesetzt erscheint. Es kann daher

wohl die Frage entstehen, ob sich die Übereinstimmung beider Ergebnisse nachweisen lasse.

Die Beantwortung dieser Frage ist schon darum von Interesse, weil in ihr zugleich eine gute

Probe nicht nur der so eben gefundenen, sondern auch einiger früheren allgemeinen Resul-

tate enthalten ist.

Es lässt sich nämlich leicht zeigen , dass die in diesem Artikel erhaltene Transformation

unmittelbar auf die zweigliederige des vorigen Artikels führt, wenn man einfach (im Sinne

des Art, 25 begründeten Satzes) die Integrationsfolge umkehrt, und sich hierzu der Formel (2)

des Art. 25 bedient, vermöge welcher man hat:

JdxJf(X,fi)dti

fdX ff (X, fi) dX + fdfi ff (X, ix) dX + fdfi ff (X, ,x) dX

worin X = <p
(

}

(jx) aus der Gleichung \x — <p°(X)

und X = (p
x

(jx) aus der Gleichung jx =
<f

l

(X)

abzuleiten ist. In dem vorliegenden Fall ist zu setzen

(oL — a)(a — b)(ß — i)

I)araus erhält man also : <p
l

(X ) = <p
x
(X^ = a und

(a — a) (a — b) (ß — u)

Setzt man zur Abkürzung:

F (X, ,x)

so hat man also:

/(*, Y
)

ß-a)(a- M)]
'" [(X - b)

(ß - bjl
""

JdX f(jx
- X) . F(X, ,x) dfi = fdfi f{fi—X) F(X, fi) dl + Jd/x f(ti - X) F (X, ,x) dX

a jt»(A) 'et f>{n) ß a

Wenn man nun in den beiden rechts stehenden Integralen die Veränderlichen X und \x

mit einander vertauscht und bemerkt, dass hierdurch F (X, /x) als durchaus symmetrische

Function von X und ;x sich nicht ändert, während der andere Factor (/x— X) als alternirende
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192 Anton Winckler.

Function das entgegengesetzte Zeichen annimmt, und die Ausdrücke <p°{X) und fi°(p) geradezu

in einander übergehen, so folgt unmittelbar, dass:

b a fS b ab
fdk f(fi — k) F (k, fi) dp = fdk f(ß - k) F (A, p) dp. + fdk f(p

— k) F(X, p) dp

a j!»(A) a a ß v« ß)

Q. E. D.

47.

Um an bereits bekannte Resultate anzuschliessen, will ich einige besondere Fälle der

so eben gefundenen Formeln betrachten, und wähle dazu den Fall, in welchem ß = a ist.

Hierfür ergibt sich aus der Gleichung des Art. 45, wenn man darin zugleich m und n für

1 1
1

— und - setzt:
m n

JJfve> y)
X y -

-
(a _ by. +n-lJ

l

JJ^_ o) („_,,)]>-• [(/ -b)(p- b)Y~

mit der Bedingung:

a a

und wobei

<< + —
' << 1

,
x und y positiv

r _ p- ffl)(a -p)r Y = m- b)(/i - b)

y
Es sei zunächst

/ (
x

, y) = i

dann lässt sich der Werth des Doppel-Integrals leicht finden, man erhält nämlich:

n / -y!

,
.»i / a— b\ I m 1 n i \

m
r {
*~ a)

_ Ms=i) Vb-0_i ;
7

/« — 6\ /•<— o)
.

r
^"

/ ax / a?/ = I I / dx \a— a— x
)

o o °

Setzt man hierin

:

x = (et — a)
m

. V"
,

dx = m (a — a)
m r_1

cft

so geht das letztere Integral über in:

m

wofür sich der Werth

:

(« — a)
m

{a — b)
n f(i — ty r- 1 dt

mn . , . ,,„ flm) Hn)
(a — a)

m
(a - &)" .

Hieraus zieht man das Resultat:

fdk f-
{l
*- l)dfl = ^- («-«)" (a-by (a-br+"-> .

fp^-
J J[(H-. a)(a-p)] 1 —[(k-b)ifi-b)]

1 - n ™+ « V /!>+«)
a a
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Allgemeine Transformation der bestimmten Doppel-Integrale. 193

Ich will ferner annehmen, es werde

i i

/ xm 11
n \

für f(x, y) gesetzt.

Drückt man diese Function durch A, [x aus, so erhält man sehr einfach:

49 fiir/
<xy>

Es ist daher

i i

fax f
fc~Mä<fr

(«_J)-+-V .' [(A-«) (a-.«)]
1-"1

[(i-Qfo-i)]
1 "

wobei:

i

« — a ol — b

In dieser Gleichung sind einige bemerkenswerthe besondere Fälle enthalten, zu welchen

man auf folgende Art gelangen kann. Man setze — X, — ji für X, /i, so wie gleichzeitig auch

— a,

—

b für a, b und setze hierauf a= 0; dadurch nimmt die Gleichung die folgende Form an:

(CfU - r _ f) * * = ™ /ä /
v)/(S} *

mit der Bedingung:

0<- +| <1
a b

Bemerkt man nun, dass aus einer Gleichung des Art. 30 das auch sonst schon bekannte

Resultat:

ff*(?+?)*J-~W^j^''W'i w
o

folgt, wobei für x, y die obigen Bedingungen gelten, und setzt man F(z) = f (1 — z) so

kann man das ursprünglich gegebene Doppel-Integral sogleich auf eine Quadratur reduciren,

und erhält somit die folgende Gleichung:

fax f
P-^)» =

i

rf»4fl (b — a)
M+ "- 1

.

IMJM
. f z™ +

n-i f n _ z) dz

Denkschriften der matheni.-naturw. Gl. XX. Bd. Abhandl. v. Nichtmitgliedern.
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194 Anton Winckler.

Es sei, um ein Beispiel zu betrachten:

so findet man die bemerkenswerthe Gleichung:

fdx f
p-^-v- 1 * = an+r ,r_

? {b_aT , n -, mmm
J J [ü — a)(a— fi)f-

m
. [(A - b) (n

- b)\
~" V ' /> + n + r)

Indem ich noch weiter specialisire, sei

1
m = n = r = -

2

Dann ergibt sich, mit Rücksicht auf die Gleichungen:

und wenn man zugleich A
2

, // für X, ji und a2
, b

2
für a, 6 setzt:

fdkh
(ff—

A

2

) dp. n

y^-ct) (tf-p-) Q?-V) (p-V) 2

Wie man sieht ist diese bekannte Gleichung, welche zuerst Lame" fand, und welche

später von Poisson auf andere Weise abgeleitet, von Chasles und Terquem aber durch

geometrische Betrachtungen gefunden wurde (s. Moigno, Calc. int6gr. pag. 244 — 249),

nur ein sehr specieller Fall des oben entwickelten Theorems.

Ich will schliesslich noch annehmen, es sei

f(z) = _

.

=^=== ,
m-4- n'= 1

dann wird man nach wenigen Umformungen erhalten:

a h

{'k — p) dp djx

fdlk[(/>. — a)(a— p)]
n

[(A — b
) O - b)\ ' 7 "

v °a & — ^>2
• V «2

b * — & *V)
i

tz b
n ~~ C dx 1"— 2

TT O

sin ?i7r a™
+1

wenn man, wie in Art. 27 mit isT das hierin vorkommende elliptische Integral bezeichnet.

Auf ähnliche Weise würde man durch die Annahmen

f(z) = V 1 — .r . V 1 — U2
z
2

,
m + n = 1

/(*) = log (1 - 3)

u. s. w. zu neuen Resultaten gelangen.

48.

Die so eben gefundenen Ergebnisse waren, für die Annahme ß = a — 0, besondere Fälle

der am Schlüsse des Art. 45 erhaltenen Gleichung. Ich werde nunmehr einige Anwendungen

von der im Art. 46 entwickelten allgemeinen Gleichung, für die Annahme a — a = ß — b

folgen lassen, wofür jene Gleichung in
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Allgemeine Transformation der bestimmten Doppel-Integrale. 195

ff fix v) dx dv = ~*
. fdx f

(p-Qf&Y)*
•^ "

(« - iT
+nt 'J

a i+b_ x
[P - «) (« -/Ol

1- [(x -») 0. - s)]
1 -"

übergeht, mit der Bedingung

i i

< ^ J < 1
a— a

Man nehme an, es werde hierin

f{a + b-\- xm + y
n
) an die Stelle von / (x, y)

'.

also:

/(/ -f- /*) an die Stelle von/(A, Y)

gesetzt. Alsdann ergibt sich, wie man leicht ersieht, die folgende Gleichung:

1 1

7/1 , K

+ b + x'" + w" I dx dy = -
. I dA I p—

Da nun

/ (« + 6 + a:" + 2/")=/(« + ^ + (« — «) • ^3^)
so hat man, nach der Gleichung (1) des vorigen Artikels:

rr
,

I l. /WA») /
Jlf[a + b+ x'" + y-J cfo; % = «m (« — a)"+" . r{m+n)J *,+"_,/[« + 6 + («— o) *] <fe

Avomit man sofort weiter findet:

r"
(U f (fi-x)f(x + M)ty _

a t-\-u— a

1

(« _ a)-+"
(
_ &)-+—' . ^^ . /sr+"-1/[a + b + (a — a)z]dz

Es geht aus der Herleitung dieser Gleichung hervor, dass sie auf der Annahme beruht,

es sei a — a positiv. Für m = n = - geht die Gleichung in die folgende über:

f'ä f
(M-v/v+M)* = {a _ o) ^r) [a + h + (a _ a) z] ds

Für f'(z) == —— erhält man z. B.

./ J \ (X - o) {a—fi) (X -b)(p-b) (X + fi)
a a+/y—

A
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196 Anton Winckler.

So wie die vom Art. 43 an entwickelten Resultate sich auf die Substitutions-Gleichungen

m «

: + -z^—z - 1

X
1 — a l' — b°

V

fj.
— a n — b

gründen, so lässt sich eine Reihe nicht minder interessanter Resultate erlangen, wenn man
die Transformation mittelst der Gleichungen:

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



Allgemeine Transformation der bestimmten Doppel-Integrale. 197

und daraus abgeleitet, durch

:

gegeben ist. und wenn aus der Gleichung

Xß,
ß)
= £d der Werth ll = fi

X$,
ß)
= Ci - r P — Pi

Yß, # = Vo •• -»..,/» = /*°

berechnet wird, so hat man zufolge der Gleichung (XII) des Art. 23:

I
dx

I
f(x,y) dy =

| <2A /7(X, Y)bdii + f dX ff (X, Y) Ad/x + f dX ff (X, 7) A ^
.<!(?„. 1,) V •'(?,- ?i) /'•!

4(fy
ro) V

wobei, wie bisher:

_ dX dY dX dY
d(i dl dl dfj.

Hierdurch ist das bemerkte Verfahren im Wesentlichen gegeben.

Die folgende Umformung der Gleichung aber verdient näher berührt zu werden. Man

setze nämlich den Ausdruck:

{ Ty • ST - S ' lj \
f (X> y) '^ diG St6lle V°n /{X

>
V)

und bemerke, dass der alsdann auf der ersten Seite der Gleichung vorkommende Ausdruck:

dA dM dA dM)ldX dY dX dY\

dy dx dx dy
j ^

d/i dl dl d/i )

nach der Lehre von den Determinanten gleich der Einheit ist, so dass sich die Function unter

den Integralzeichen, bezüglich X und /x, auf/" (X, Y) reducirt, dass folglich auch

:

f'dx f'ffx v)\
dA dJl_ dA ™\dy-

J
dX
J J^y>\ dy • dx dx' dy\ V

•1(«n li\) lh -H?„r ) Ho -((Co, W N

J dX ff(X, Y)dLi+J dX ff(X, Y)d/i + f dX ff(X, Y) dfx

Setzt man z. ß. hierin

/ (
x

i y) = 1

so lässt sich das Doppel-Integral auf der ersten Seite der Gleichung unmittelbar auf zwei

Quadraturen bringen, wenn man von der folgenden Bemerkung ausgeht. Es findet nämlich,

wie man sich direct durch Differentiiren überzeugen kann, identisch die folgende Gleichung

statt:

dAdM dM dA _ 1.

j

d
[
A^~ M^] d

\_

M Ty- Ä
^i\

dy dx dy dx 2
(

dy dx
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198 Anton Winckler. Allgmeine Transformation der bestimmten Doppel-Integrale.

Wird dieser Ausdruck zwischen constanten Grenzen nach x und y integrirt, so kann man

beim ersten Theil die Integration nach y , und beim zweiten jene nach x zur ersten machen,

so dass man, wie leicht zu sehen, zu der Gleichung gelangt:

1 /*',
I .

dM -,, dA V' ] r\ Ti, dA
,

cUI V- / dx \ A M — + -- dy\ M A —- =
2.1 L dx dx J,

o
2.' U rf;/ % Je.

f/z <& + f ji.dk -\- f /x° dX + |V^
'm,-i}ij ^(ft)4) ji(f*iw *--'(?,.'!,)

Durch ihre Symmetrie liefert diese Relation eine gewisse Controle aller bei ihrer Her-

leitung benutzten Resultate.

Die in das Einzelne gehende Erörterung dieses Gegenstandes würde jedoch mehr zur

Lehre von den bestimmten (einfachen) Integralen als hieher gehören und mag an anderm

Orte weiter geführt werden. Ich glaubte desselben als einer der zahlreichen Anwendungen

erwähnen zu müssen, welche die allgemeine Lösung der im Eingange dieser Arbeit mir

gestellten Aufgabe zulässt.

Berichtigung.

Seite 175 ganz unten heisst es:

2 A losr sec I arccos ß \

soll aber richtig heissen

:

2 TT log sec I
- — — arcos ß \
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