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ÜBEK

DIE MALFATTISCHE AUFGABE
UND DEREN

CONSTRUCTION UND VERALLGEMEINERUNG VON STEINER.

>VON

F. MERTENS.

VOKGELEGT IN DEK SITZUNG DER MATHEMATISCH-NATUEWISSENSCHArTLICHEN tLASSE AM 14. OCTOBER 1875.

-L lücker hat im XI. Bande ' des Crelle'schen Journals eine Constraction derjenigen von Steiner* her-

rührenden Verallgemeinerung der Malfatti'schen Aufgabe, wo an die Stelle dreier gegebener Geraden drei

beliebige Kreise gesetzt werden, gegeben, welche wesentlich von der Stei ner'schen Constraction* der näm-

lichen Aufgabe abweicht. Dieser Umstand veranlasste mich zu einer analytischen Behandlung der Malfatti'-

schen Aufgabe für das ebene Dreiecii und drei in einer Ebene liegende Kreise mit besonderer Berücksichti-

gung der Stei ner'schen Lösungen derselben. Selbstverständlich bedarf das im Folgenden befolgte Verfahren

nur leichter Änderungen, um unmittelbar auf die Kugel anwendbar zu sein.

In Betreff der einschlägigen Literatur verweise ich auf die von Herrn Schroeter im LXXVII. Bande
des Crelle-Borchardt'schen Journals* gegebene Übersicht.

1.

Die Malf atti'sche Aufgabe für das ebene Dreieck lautet:

In ein gegebenes Dreieck ABC drei Kreise zu beschreiben, von denen Jeder zwei Seiten des Dreiecks

und die beiden anderen Kreise berührt.

Bezeichnen

Z = ^, x-\-B^ y-\- C, =
M=A^x-^B^y-^C^ =
N =: A.^x-hB^y-\-('^ =

1 Analytisch-geometrische Aphorismen, Nr. VI.

2 Einige geometrische Betrachtungen von H. Steiner, Nr. 15, im 1. Bande des Crelie'schen Journals.
3 Ebendaselbst.

• Die Steine r'sche Auflösung der Malfatti'schen Aufgabe, von H. Schroeter. ^
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über die MalfattVsehe Aufgabe und deren Construction etc.

und für i), ergibt sich durch Bildung der Summe der Quadrate der Gleichungen 3) und 4) die Gleichung

197

D\ = ^r,r,.

Ea ist also

1
\^ ^ y

('•«-+-'•3)*^=— 2 ('«'" ''3) (^2—"^3)-+-^! 1 «J
«'

2 's

ll 11^ l>3

-2rjr,(r,-+-r3).

Ebenso findet man, wenn zur Abkürzung

A («1- ^2) —^3 (''l
— "2) == ^3

gesetzt wird,

(r3-H;-,)^ß,= (»3—r,) (yg—e»,) — ^'^(Wg— !<,)

(,-3^^,)' M =-j {r,-r,) (Ä3-Ä,) H-A

/;| = 4r,r,

1

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



198 F. Hertens.

Ebenso folgt aus den Identitäten 9), 1 2)

r^^A^ (^3 , V,)= - '

-'s 'l'^'i

Man bilde ferner mittelst der Formeln 5), 8), 11) die Ausdrücke

?8= A^A^-^-BsB^

Es wird

-(r,-r,)Z),A-(r,-r3)Z)3A,

oder, da den Gleichungen 2) zufolge

(u^—u^) (M3—«,) -H (?'si—^',) (^'.
—^Vi = "2 [(''i— "1^*-^ {i\—i\Y^ («3— ?<,)*-*- (^'3—

^'i)*]

—
2
[^"«—"^'^'^ (^>—«'3)*]

2

ist,

In diesem Ausdrucke erkennt man sofort den Cosinus eines dreitheiligen Winkels, wenn man

>'i(.'\-

(T
-^-''s)

—
'"«''i

%){>•i-^^3)

cos f

= cos '^

-?_ ^ cos
y_

D

= sin y

-^ fti

D,

sin ^

sin X

setzt, was den Gleichungen 15), 13), 10) zufolge gestattet ist.

Es wird nämlich

5t = cos (y-*-'|-t-x)

,

und demgemäss

1— 9t .
y-^-^^-t-X

siu 2

Da nun bei gehöriger Zeichenbestimmung der Wurzeln

cos sin -^ :=
\/rJ'r

2 ]/i\-i-r^ /'•,-*-'•;

17)

18)

19)
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über die Malfatti^sehe Aufgabe und deren ConMruction etc. 199

cos -!-- = -^-'
- /V

y [/r
COS -„- =: -—

2 i/;r^3

sin
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200

ist,

F. MerteJis.

2/3«7*H-27«««H-2a«ß«—«'— /i*-7* = 4««^*'/^

«»_Ha'-^ = 1
ß'^^ß'i ^ 1

yi^yi ^ 1

j3y'_H7ß'=a JS7— ß'7' = «'

7«' -H a-/ --^ ß 7a— 7' a' = ß'

aß'-i-ß«'^7 aß— a'ß'=7'.

Dies vorausgeschickt, erhält man durch Beseitigung der Ausdrücke

A-H/-, 2>, A-H/-JJ i'j A- -'3^3

aus den Formeln 16), 17), 18), 20), 21), 22) die Gleichungen

L{u^, v^)
(l+ß)(l+7)

(1+ a)

24)

welche zu den Gleichungen 1) hinzugenommen eine Bestimmung der neun Unbekannten der Aufgabe mit

Umgebung der Gleichungen zweiten Grades 2) ermöglichen.

Es genügt, unter den auf diese Weise erhaltenen neun Gleichungen diejenigen drei

M(u^ , v^)— r^ =
N{ll^, «,)— ;•, =

(l+ß)(l+7)
25)

26)

zu behandeln, welche die Unbekannten u^, v^, r, enthalten; die Bestimmungsstücke der Kreise ^j, A3 erhält

man dann auf Grund ähnlich gebauter Gleichungssysteme durch blosse Buchstabenverwandlung.

Den Gleichungen 26) genügt man , wenn /', g, k die Mittelpunktscoordinaten und den Halbmesser des

in das Dreieck ABC nach Massgabe der Gleichungen

eingeschriebenen Kreises bezeichnen, durch die Werthe

«.=/-(.n-^0[^^ ^. = .9+ ('-,-/0'^^^^
2a' 2 '

und erhält durch Einsetzung derselben in die Gleichung 25)

(,/.-;,) 1
'?/v'2

= •2r.
(l_Hß)(l+ 7)

^

1-t-a

Da aber nach 23)

23^g
1 _ ß'-+- 7'— «* _ 2ß7

ß7 = «'-t-ß'7'

ist, so wird einfacher
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über die MalfatWsehe Aufgabe und deren Construction etc. 201

h
'. iJ'->\) = >\

(l +l3)(l+7)

(1+«)
—

1

ßv (l+ß)Xl+7)^^
(1^-«)

wo

), = «'-3'v'+(l-a)(l+ß)(1^7).

Ebenso wird

^h^f-^{>\-f')\-^T'

'

v^=g-^{r^—h)
Jh±B,

r^ :== h
;3'7«

^ = «'p'7'+ (l+'^)(l-ß)(l-t-7)

'^3-/+ C'--'^) f^f^ J
-3 =^ -^ ('-3-^)(^^]

7'«ß
^3 = ^^

27)

28)

29)

30)v= a'|3'7' + (l-t-a)(l-t-ß)(l— 7)

gefunden.

Zur Vereinfachung der für r,, r^, r„ erhaltenen Ausdrücke gelangt man durch Bildung der Producte fxv,

vÄ, /fx. Es ist

^v = «'^ß'«7"'-H (1 -Ha)* (1 -ß') (1 -7*) -h2 (1-t-«) (1— 137) «' jS' 7'

= i3'*7'*[«"'-H(lH-a)*]-H2a'l3'7'(l-H«)(l-ß7)

= 2ß'7'(l-+-«)[i3'7'+«'(l-/37)],

oder wegen

l^v = 2ß7P'7'(lH-«)(l— «'),
31)

und durch Buchstabenverwandlung

Hieraus folgt

v/ = 27«7'a'(l-Hj3)(l— ß')

;|ui = 2«ßa'|5'(l-H7)(l— 7').

'''"'' -Y^'ij^

'3'1 ^"i^)

^-m]

32)

und mit Hilfe dieser Producte wird

1 ,,ri

l-+-«'JU-^|3jl. 1-1-7 J

gefunden.

Denkschriften der mathem.-naturw. Cl. XXXVl. Bd. Abhandl. von Nichtraitgliedern.
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502 F. Merte7is.

Es ist nun noch der Nachweis zu führen, dass man befugt ist, die Gleichungen 2) durch die Gleichun-

gen 24) zu ersetzen, d. h. dass die Gleichungen 2) eine Folge der Gleichungen 1) und 24) sind, oder dass die

gefundenen Kreise sich in der That und zwar, weil nach 32) die Halbmesser r^, ?-j, r^ dasselbe Zeichen haben,

von aussen berühren.

Bildet man aus den durch die Gleichungen 27), 29) gegebenen Werthen von u^, v^, u^ v^ den Ausdruck

so wird

oder, weil nach 23)

V = (Mj-«3)' (^j-^s)"— (''s-^'-a)''

ß"
2(k-r,)(/>-r,)

i-t-3t-Ha3-H^i

4j3'*7«./»
-('•|-<-'-3)''

iS'

I-hSI-hSh-S

7 7

ist, einfacher

Es ist ferner nach 23)

xind nach 28), 30), 31)

4ß'2^'2
1 —

ß't'

V = ^c^- -«)•

J'
^^^^ = .

, (^-'-a)

ß'Y '

— ir^r^.

h a.

ß' v' ^ IJ.y

hoL a'ß'7'-H(l

Vi
-^)iy-ßi)

so dass

f,(^-,) 7^-^-¥i

(1_H«) (!_«')

ha {l-i-a){ß'^—a')— a'ß'Y

= h
<(1-

(l-f-«)(l-

:-«)

.')

(l_Ha)(l-«')

^ l^-'-J

und iu der That also nach 32)

^('^—b)

V

=.2h'
1-t-«'

wird. Auf dieselbe Weise werden alle Gleichungen 2) bewiesen.

Da die Ausdrücke 2t, 33, 6 vier verschiedene Werthsysteme annehmen können, je nachdem mau näm-

lich festsetzt, dass im Innern des Dreiecks ABG entweder alle drei Functionen L, M, iV positive Werthe

oder irgend zwei derselben positive, die dritte hingegen negative Werthe besitzen sollen (die übrigen vier

möglichen Fälle geben nichts Neues), und da für jedes dieser vier Werthsysteme über die Vorzeichen der

Quadratwurzeln «, ß, 7 (23) acht verschiedene Bestimmungen getroffen werden können, so lassen die

Gleichungen 1), 2) 32 verschiedene Auflösungen zu. Jedem der vier Werthsysteme von % 23, S entspricht

der Halbmesser h eines bestimmten der vier in das Dreieck ABC einbeschreibbaren Kreise.

Es seien

3.

Ä, = Ä2 = ^3 =
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über die Malfatti'sehe Aufgabe und deren Construction etc. 203

die Gleichungen dreier den Gleichungen 1), 2) genügenden Kreise, /

^ = {x—uf -+- {y—vf— >•"=
die Gleichung des Kreises, welcher dieselben senkrecht schneidet oder durch deren Berührungspunkte geht,

so dass

Ä, (m, i^ = ^j {u, y) = ^3 (?«, v) = ?•* 33)

ist, und [)„ a,, b, der Halbmesser und die Mittelpuuktscoordinaten eines Kreises §,, welcher die Geraden

i = ^,-.^2=0 ^,-^3=0

nach Massgabe der Gleichungen

Ä, (,n, , b,) - ^., (n, , b,) ^ 2 \ (r, h-t-j)

berührt. Da den zwei letzten dieser Gleichungen durch die Werthe

genügt wird, so findet man durch Einsetzung derselben in die erste

' r,-i-i(Mj, y,)

—

L(u,v)

Es wird aber, wenn man in der Identität 7)

setzt,

und da das Product

{r,-i-r,fL{u,v) = D^

1
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204 F. Hertens.

«(,„.) = 1^[^-;..|'<1 39)

Unter Berücksichtigung der Gleichungen 16), 38) erhält man sodann nach leichter auf der Gleichung

] 5) beruhender Vereinfachung aus 36)

Bezeichnen ^, ri die Coordinaten des Punktes, in welchem der Kreis §j die Gerade L berührt, so hat

man

oder identisch in Bezug auf x, y

{x-if+iy-ri)^ = (a.-a,)*+(y-b,)*-^?+'4, L,

und daher, wenn der Reihe nach

X = u^ y = i\

x = u^ y = v.^

gesetzt wird, nach 34), 1)

Ä,(f, r,) = ÄUa,,b,)-^I+ 2^,'-.

= Ä,(n,,b,)-^?-2^,r,

Ä,,(£, v:)=^,(a,,b,)-^;-+-2^.^,

Der Berührungspunkt (£, ri) liegt also auf der inneren gemeinschaftlichen Tangente der Kreise ^^ und Äj.

Es ist ferner nach 35), 41)

ilf(a, , b,) =
1

1 -i- ^) M{ii, v)-^M {u, , r,)

A (A+r, AI
4»1'-2'-3' ^z-^'-i

"

und daher nach 1), 39), 22)

itf(a„b,) = ^i 2r, »j l »-g-l-'-g -f y ^s-l-''i /

= (l+2v)&,.

Auf dieselbe Weise findet man

Wird nun von diesen Gleichungen die erste der Gleiclningen 34) abgezogen, so ergibt sich

Mia„h,)-L{a„b,) = 2yi), 42)

JV(a,,b,)-L(a,,6,) = 2/3^,,
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Über die Malfaüische Aufgabe und deren Construetion etc, -05

und man schliesst, dass der Kreis $, die Seiten des Dreiecks

L := M—L = N—L =
berührt. Es ist aber bekanntlich

.1/—i =0

die Gleichung der Halbirungslinie des Innen oder Ausseuwinkels bei C, je nachdem die Ausdrücke L, ^1/ im

Innern des Dreiecks .4 5 C Werthe von gleichen oder entgegengesetzten Zeichen annehmen,- dasselbe gilt

von der Gleichung

I^—L = 0.

Zieht man noch die Kreise $j, ^»g in Betracht, vcelche bezüglich den Dreiecken

3/=0 j?2-Ä, = Ä2—.^,=

und zwar in der Weise eingeschrieben sind, dass ihre Mittelpunktscoordinaten und Halbmesser (a^, b^» ^2)

(03, 63, ^3) den Gleichungen

^2(0,,, bj)— ,^3(aj, bj) = 2t)2(r,-t-r3)

Äi,(aj, bj)— Ä,(aj, bj) = "^^iiTi-^^'d

^3(03. ^3)— <^1 («3' M = 2^3 ('-3 ^-'•l')

^3 (fls . 63)— Ä^ (03 , bg) = 2t)3 (rg-^?-,)

genügen, so müssen diese Kreise auch bezüglich den Dreiecken

J/= N—M= L—M=
A' = i—A'^= M—N=

nach Massgabe der Gleichungen

iV(a,,bj) = {)^

iV(a„b,)-il/(a,,b,) = 2a^, 43)

i(a„b,)-3/(a„b,) = 2vb,

^(fls' ^3) = ^3

i(a3,b3)-i\'(a3,b3) = 2/3^3
-

44)

M(a3,b3)-A^(a3, b3) = 2«f)3

eingeschrieben sein, und es sind die gemeinschaftlichen inneren Tangenten der Kreispaare (^2,^3), (A3, ^,),

(.t,, Äj) zugleich gemeinschaftliche Tangenten der Kreispaare ($j, §3), ($3, $,), (§„ $g) und gehen bezüg-

lich durch die Berührungspunkte von S^^ mit Z, f»^ mit il/, ^^ mir A^

Hiemit ist die Steiuer'sche Construetion' vollständig bewiesen.

Da es von Interesse ist, die Elemente dieser Construetion durch Gleichungen darzustellen, welche nur

unmittelbar gegebene Grössen enthalten, so soll dies hier in Kürze durchgeführt werden.

Zieht man in dem Dreiecke JiJC'die Halbirungslinien

M—N= N—L = L—M

=

,

und beschreibt drei Hilfskreise $,, §j, §3, welche bezüglich die Geraden

' Einige geometrische Betrachtungen, 14 im I. Bande des Crelle'schen Journals.
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206 F. Mertens.

N=0 L-N=0 M—N===0

nach Massgabe der Gleichungen 42), 43), 44) berühren, so sind die Gleichungen der Verbindungslinien der

Punkte w,, «j, «3, in denen die Kreise $„ §g, $3 bezüglich die Dreiecksseiten L, M, N berühren, mit den

gegenüberliegenden Ecken

/3(l^-ß)M-7(l-^-7)iV=0

7 (I-H7) iV— «(1-f-a) L =
a(l-HCc) /.— ß(l-hß)il/=0.

Um nun zu untersuchen, ob durch den Punkt n^ eine gemeinschaftliche Tangente der Kreise %<^, $3 geht,

bestimme man in dem Ausdrucke

/(o., 2/)
= X L-^ [/3 (1+/3) il/-7 (1-f-v) iV]

die Constanten l, ix derart, dass

werde. Nach 43), 44) lautet diese Bedingung

(l+ß+7)[A-(l+«)(l3-v),"-] = 0,

und wird erfüllt, wenn man

X=(l4-«)(ß-7)/x

setzt, wodurch

/(a„ b,) == |.[2«i37+«(ß-^7) -(13-7)«] ^,

/(Os. ^»3) = -f^[2«ß7+«(i3+7)-(i3~7)*] ^3

entspringt. Nimmt man also

_ 1

^ ~ 2«ß7 + a(/5-t-7)— (^3-7^

'

oder

_ (l+«)(i3-7)X-;3(l-^/5)il/-4-7(l-H7)iy
•^^ '^^ 2a|37-t-a(j3^7)— ((3-7)«

so wird

/(Oj, bj) = ^j /(a3, 63) = — ^3,

und da die Summe der Quadrate der Coefficienten von x und y in/(a;, y) durch eine leichte Rechnung = 1

gefunden wird, so schliesst man, dass die Gerade

P= (l-Ha)(/9-7)i—ß(l-+-/3)il/+7(lH-7)iV=

n der That eine gemeinschaftliche innere oder äussere Tangente der Kreise ^j, ^^ ist, je nachdem ^j, ^g

gleiche oder entgegengesetzte Zeichen besitzen.

Ebenso stellen die Gleichungen

(?=a(l-H«)i-H(l+ß)(7-«)J/— 7(1-*-7)jV=0 45)

Ä:=— a(l-t-«)i-f-/3(l-+-ß)il/-+-(l^-7)(«-/3)A^=0 46)

zwei Gerade dar, welche bezüglich durch die Punkte n^, n^ gehen und gemeinschaftliche Tangenten der Kreis

-

paare ($3, $,), (i>„ §g) sind.
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über die Malfatti'sehe Aufgabe und deren Construction etc. 207

Die Geraden P, Q, R schneiden sich in einem Punkte. Denn es ist identisch^ = (l.-.p).V-(l-.v)^

und CS gehen daher P, Q, R durch den nämlichen Punkt, in welchem sich die Geraden

(l-Hß)ilf— (l-t-7)i\r=0

(l-+-7)iVr_(i-Ha) L =

schneiden.

Ist•
•

Ä, = {x-u^y -+- iy-v^y— r\^Q

die Gleichung eines Kreises, welcher die Geraden M, N, Q nach Massgabe der Gleichungen

N(u^ , v^) = r,

Q{u^ , v^) = r, [2«,37 -+- ß (7-H«) - (7-«)*]

berührt, so ist nach 45)

Z,(m, , z',) = ?•,

2(i-t-i3)(i+7) ;
1+a

und daher der Kreis ,<?, derselbe, welcher den Gleichungen 25), 26) genügt. Da überdies

wird, so berührt ^^ auch die Gerade R. Ebenso überzeugt man sich, dass sich in die Vierseite

N^O L=0 R=0 P=0
L = il/=0 P= Q=

zwei Kreise Si^, A3 einschreiben lassen, welche mit den durch die Formeln 27) bis 30) gegebenen identisch

sind.

4.

Die wirkliche Construction der Hilfskreise §,, f»^, ^g ist nicht nothwendig; vielmehr reicht die Kenntniss

ihrer Mittelpunkte und Berührungspunkte mit den Dreiecksseiten aus. Um dies näher auszuführen, werde ich

mich auf den einfachsten Fall beschränken, in welchem die Ausdrücke L, M, N innerhalb des gegebenen

Dreiecks positiv, die Quadratwurzeln a, ß, 7 mit dem positiven Zeichen angenommen werden und demgemäss

die Kreise .^,, ^j, .^3 innerhalb des Dreiecks liegen.

Es seien p^, p^, p^ die Punkte, in denen die Halbirungslinien der Innenwinkel A, B, C des gegebenen

Dreiecks ABC die Gegenseiten treifen; m^, m^, m^ bezüglich die Durchschnittspunkte der Halbirungs-

linien der Winkel CBp^ und BCp^, ACp^ und GAp^, BAp^ und ABp^] n^, n^, ?ig die Fusspunkte der von m^,

m^, W3 bezüglich auf die Seiten BC, CA, AB gefällten Lothe und g^, q^, q^ die Punkte, in denen die Geraden

THjTnj, m^m^, m^m^ von den Halbirungslinien Ap^, Bp^, Cp^ geschnitten werden. Aus einer genaueren Betrach-

tung des Dreiecks w, p^ q^ ergibt sich dann, dass die Verbindungslinie des Punktes />, mit dem Durch-
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208 F. Mertens.

schnittspuiikte der Geradeu Bp^ uud Am^ und die Verbindungslinie des Punktes n^ mit dem Mittelpunkte des

Kreises Ä^, welche einen äusseren und inneren Winkel (oder umgekehrt) bei p^ und n^ in dem genannten

Dreiecke halbiren, sich auf der Halbirungsliuie m^m^ des Aussenwinkels bei g', schneiden müssen.

Man kann daher den Mittelpunkt des Kreises R^ in folgender Weise finden. Man bestimme den Punkt

s in welchem die Gerade m,m„ von der Verbindungslinie des Durchsehnittspunktes der Geraden Äp^, Bm^
2 1' I o

mit dem Punkte p^, oder auch den Punkt s.^
^

, wo die Gerade m^ m^ von der Verbindungslinie des Durch-

schnittspunktes der Geraden 4^,, Cm^ mit dem Punkte ^^3 getroffen wird; die Geraden >i^s^ j, «3 «3 , schneiden

sich alsdann auf der Halbirungsliuie Ap^ im Mittelpunkte des Kreises S(^. Die Geraden n^iJ^, n^g^, 7i^(j.^ sind

die gemeinschaftlichen inneren Tangenten der Kreise Ä,, Äj, R:] und geben deren Halbmesser. (S. d. Figur.)

5.

Steiner hat die Malfatti'sche Aufgabe in folgender Weise verallgemeinert':

Drei beliebige Kreise, die in einerlei Ebene liegen, sind der Grösse und Lage nach gegeben; man soll

drei andere Kreise beschreiben, die einander berühren, und von denen jeder zwei der gegebenen Kreise

berührt, jedoch so, dass auch jeder der drei gegebenen Kreise zwei von den zu suchenden berührt.

Es seien

K. hl

:0

die Gleichungen der gegebenen Kreise, von welchen vorausgesetzt werden soll, dass ihre Mitteljiunkte nicht

in einer geraden Linie liegen, oder, was dasselbe ist, dass der Ausdruck

1 a^ Zij

D^ 1 «2 b^

1 «3 63

von Null verschieden ist,

= 0-2*3— «3^-2

-

^^ = (x-u.,f-

a^b^ «,63- a, b. - «2 *|

i = o

die Gleichungen der gesuchten Kreise und zur Abkürzung

(^a,-a,f-^(b,~b,y-{h,~h,f

(«!— «3)^

(«3-".)'

dl

so dass a, b, die Längen der Seiten des von den Mittelpunkten der gegebenen Kreise gebildeten Dreiecks

bezeichnen. Die nothwendigen und hinreichenden Bedingnngsgleichungen der Aufgabe sind dann, abgesehen

1 L. c. 15.
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über die Malfattfsclic Aufgabe und deren Construction etc. •:>0O

47)

von den Auflösungen, wo zwei der gesuchten Kreise einen der gegebenen in einem und demselben Punkte

berühren,

Ä3(«i' ^s) = ^|-+-2^5,?-3

O^a-«.)" -t- («3-«'i)*= i.''z-^'\f

[ii^— ?<j)* -H {v^—
z's)*
= ('•, -H ''j)*-

48)

Zur Auflösung dieser Gleichungen führt ein ähnliches Verfahren, wie es in dem Falle der einfachen Mal-

fatti'sphen Aufgabe angewandt worden ist, nämlich die Ausdrückung der Functionen K^, K^, K^ und der

Grössen cP^, dl, d^ durch die Unbekannten der Aufgabe.

Aus den in 47), 48) enthaltenen Gleichungen

folgt, wenn

gesetzt wird.

(?<j—«3)«H- (;-,—i-j)* = irt-^^sf

«1 = "2 («»-^«^3) -^P *1 = ö- (^'«-^-^

-f— (,"«—"3)^— (^-'s— ^3) ? -^ T ('«-^'•3)*= ('•j-^'^i)*

49)

50)

und hieraus

^2-t- j2-4- {u^—U^p -H {V^—V^ 2 ^ -j- (?-j-Hr3)*= (^j-H/^,)"

_p*-H j2=
/^J

-t- /^, O-i-t-'-s) -+- 4 ('•«— '3)'

K— «3)i' -^ i}\—'-3) 1 = — l.'a— '^s)

Bildet man den Ausdruck

^i -^ 9- (''ä^-'-s)

— («'i— "3)1-^ -+- ("8— "3) y = -^1 ^

welcher den Gleichungen 50) zufolge nichts anderes als die Determinante

1 «. l,

1 u^ v^

1 «3 ^"3

ist, und addirt die Quadrate der Gleiclmugen 52), 53), so wird nach 49), 51)

(r^^,.^f{f^>l^)^D\-^(r,-r^y ^t -^--ö-('^-*-'3)

^i = K+'-3)^ ^^l^''i i'-t^'-i) -+- J ('-«-'-s)' -('•e-'-3)'
1

9" C'«-

= 4/^,^2 ^-3 (/;,- -'•!^-'-3)
'

Denkschriften der nathem.-uaturw, CI. XXXVl. Bd. Abhandl. vou N'ichtmitgliedern.

-3)

bb

51)

53)

54)
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-210 F. Mertem

und durch Auflösung der linearen Gleichungen 52), 53)

('8-^'3)'P = — (''a-'a)

('2-^'3)*?=— (''a-^'s)

'h
-+-

-.J {'f^'S)

1
(''2-^

''s) {'i—'-'s) -*- -^1 ("2 - «3)

' Diese Werthe haben, in 50) eingesetzt, die Gleichungen

(rj-H^g)" «j = (»-2 -^'-3) ('-3 "2-^ '-2 "3) — ''^1 ('"2— '"3) ("2- "3)— ^1 OV-^'s)

(rj-HJg)» b^ = ('2-(-r3)(-3t',-Hrj «'3)
—

'''1 (''2 -'-3) (»J-^'s) -^-
^''i («2 -«3)

(r,+;-3)* Z-,= (r.+rg) (r^^^-^r^ ^3)— /^, (»j— '-3) (Ä^-Äj)

2Z),

1
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über die MalfatiVsehe Aufgabe and deren Construction etc. 2 1

1

oder

wo A die uämlicbe Bedeutung, wie in 14) hat. Um die Fälle nicht auszuschliesseu, in welchen einige der

Halbmesser A,, J/^, h^ gleich Null sind, sei bei beliebiger Festsetzung der Zeichen der Wurzeln \pi^, \[7i^, l/Ä»

so dass also nach 54), 58), 59)

ist. Es wird dann 15)

{r^-^r^y [K^ {u^ , V,)— rj+ 2 h^ r,] = ;•, AJ -(- Ai A« -h 2A A, /ä7

oder >

»,(.„s,) = *;-2v.-i(^^]" fii)

und durch Buchstabenvertauschung

2 '3^^
1

Um d\, dl, dl durch die Unbekannten der Aufgabe auszudrücken, bemerke man, dass identisch

^ 2 [(,k,^t\) (/^3-^rj)— (a,-Mi) (ag— Wj)— (Ä,-«,) (63- /•,]

,

und daher nach 47)

jdl = {/l^-^-r^){/>^-^~r^)— {a^-u^){a^-^t^)— {b^-^^){b^-^^) 64}

ist. Entnimmt man nun den Identitäten 56), 57) die Werthe von a^, h^, a^, h^, so ergibt sich

('•i-'-'-2)H«3— "1) = ['-1 ('''s-t-'-i^-'-«)
— '•«'''3] («2—"1)—^3(^'i— ^2)

(r, -i-,-^)* (ög-e-,) = [;•, (/?3-Hr, H-r,)— r^ h.^ {r^— f,) -f-Dg (;/, - u^)

und durch Einsetzung dieser Ausdrücke in 64) mit Hilfe von 19)

—h ('•l-+-'-2-+-'-3)— >\ '.-! ['•. ('^2-+-''a-t-'"!)— '-3^^Jh (^3-*-'"l -*-''2)— >\ ''3]

-+- D^ A [/•, (Ä3-t-r| -Hr,)— ^j h^ -H Z»3 A [r, (/^^-Hz-j-t-r,)— r^h^ 65)

-HZ)jZ>3[r, (,-,-H/j,-H/-3)— rj.J.

*bb
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212 F. Hertens.

Es sei nun, was den Gleichungen 15), 58), 59) zufolge gestattet ist,

J-A_J \-^^- r^-^ =: COS ü -. ^. ^ = Sin y

r, (A,+r3+.-j)— r^h^ _ ^^^ ,
B_= cosi/< -j-\7 - = sini|/ 66)

>-,(A3-Hr,-+->g— r^;^3 ^ ^^^
-^3

(7-l^Ä3)(»-,^r,)
" ^

('•i+'^3)('-l-

sm-;

Alsdann ist

_ d\= (^'i-HÄJ C'-i^-^s) [1-cos (?+-^-+-x)]

^f
= 4 (r, ^-/^j) (r, -^/^g) sin«

-g- (y -H^ -t- /)

und unter gehöriger Zeichenbestimnuing der Quadratwurzeln, wobei \j h^, \[h^, \'h^ mit denselben Zeichen wie

in 60) genommen werden,

cos-^y= J-L-i -p " ^ sin — y = *-^ ^

1 , ]lr, \/k,-hr.-h>-. . 1 ^r, \[h.
p.ns---ij;= ' ^

"
'-—^—^- sin-^i|< := ' 3 > z

1 \[V, \Ih^-^r.-^r, .1 /»T l/^
cos-^X= r

"7^—

^

sm-^x= /• 7=^=^

sin1 (m^-]>^ y) = — ^•»^•3i^^2 l^'>^3-^^-i 1^^-» l^'-3 l/^2-^^3-^'-i U3-^>\-

2 -

(^,.j-+-,.J(,.^H_,.g)|/^j_t-;^^/,.j_j_/^3

/,-r
1 \lr,-^r^-]-r^

\[r^ lÄ/^j /'^3-^''l-^''2 -^ /''i l(^3j/Vt'V±^

l^^-i-t-^j lArj-HÄ3

'

('•l-^-'•^) ('i-t-'-3) /^-4-/^j /'•i-^-'^s

/^;+Ä, /,"^A3sin 1 (?+4-+/) = - /^ l':^ + J- CiA^itM^I Ma-^-^^^
I.

8'3 ' '3^^'l ^
'1^^'2

Hieuach wird, wovon man sich auch oline Hilfe der trigonometrischen Formehi 6G) durch eiue unmittel-

bare Umgestaltung der Gleichung 65) überzeugen kann.

2r,r, l >•,-(-/•, Jl r.-^-r.
'S' 3^ '3-T-/,

Setzt man also zur Abkürzung

d^^2\JTJT^=p^ 67)

(^3 -H 2 [/"A, \lh^ = py
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über die Malfatti sehe Aufgabe und deren Construction etc. 213

so erhält man die Formeln

1 [r,^^-^^\[h'^\{r^^^^^fh^\
Pi

2.-^^31 »-j-^-r, Jl r

^«-2
'•s'i

.-3V^Ay^l fr^Ai+AjA^;
68)

i'3^
_j_ Mi±M5l fvvt^»']

'•^r^\.

6.

SchaflFt man aus den Gleichungen 61), 62), 63), 68) die Ausdrücke

r^A^+A/^ >-,A,^A^^^ r^^^^-^^

fort, so wird

9i^{a^,b,) = hl^2r^{h,^m) 69)

(«3, 63) = >^^H- 27-3(^3-+-«),»^3 V"3

WO zur Abkürzung

Px

— 2h^ = l

P^ — 2h,=vi 70)

PlPl-2K^n
Pz

'

gesetzt worden ist, und es können die Gleichungen 69) statt der Gleichungen 48) in Verbindung mit den

Gleichungen 47) zur Bestimmung von («,, v^, r,) {ti^, v^, r^) (u^, v^, r.^) dienen. Man hat dann den Vortheii,

dass die Bestimmungsstücke der drei gesuchten Kreise von einander getrennt sind, und erhält die auf den

Kreis R^ sich beziehenden aus den Gleichungen

^,(«„6,) = Ä^-^2r,(/^,-t-?)

^,(aj, Ä^) = ^2^2r,/.,
.

71)

Um diese Gleichungen aufzulösen, sei

K={x-fy^{y-gy-h' = 72)

die Gleichung des Kreises, welcher die drei gegebenen Kreise if,, K^, K^ senkrecht schneidet, so dass also

K,{f, 9) = K,{f, g) = K,{f, g) - P 73)

ist, und man setze

Ä, — A'= 2r, {% x^93, y-^(?,)-

In Folge der Gleichungen 71), 73) genügen dann die Coefficienten 31,, 33,, (F, den Gleichungen

o, 21,-1-*, 39, -+-(F,=>^,-t-^

o,2i,-t-5j33,^(y, = /^j 74)

«32li->-*3 93,-(-(S, ^k^,
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214 F. Mertens.

durch welche sie vollkommen bestimmt sind, und es ist identisch

^^^K-i-2r^{m^x-^-m^y^(E^), 75)

also namentlich

u.,=/-2l,^-, ^-.-^-aS.r,. 76)

Zur BestiöimiiTig des Halbmessers r^ dient die Formel

aus welcher durch Einsetzung der Werthe 76) in die Identität 75) die quadratische Gleichung

iV";— 2(?,r,-HÄ»=0 77)

entspringt; hierin ist zur Abkürzung
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über die Malfatti sehe Aufgabe und deren Construction etc.

woraus) durch Beseitigung von 31, S5j

oder

-Dir,r,-Q^) =
- h^ , ?-, -t- ^1

^i— «3' '^'i
— *3' '"i^-'^a

-l

entspringt. Durch zeilenweise Multiplication ist nun

M, — (7, , ?^, — 5| , r, -(-/;, -f- / rt, — u^, b^— v^ , r^ -+-/;, -1-^

-y,, r, -+-Äj-M, , b.

u^, h^— v^, >•, -H ^3

wo auf Grund der Gleichungen 71), 70)

X
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216 F. Mertens.

und durch Buchstabenvertauschung

D« {Ql-k' P,) = ^d\ {d, ^h, -djk,-^ d, ^3)* 85)

D^ {Ql-h^ P3) =^dl (d, ^T,+ d, \fT,- d, \lh,)\ 86)

Mit Hilfe dieser Formeln ergeben sich für die Wurzeln der Gleichungen 77), 79), 81) die Ausdrücke
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über die Malfatti sehe Aufgabe und deren Construction etc. 217

».-"if-C'.llf-ftHo
'•>

3^,-Z)«

T,-/)»

(f-^

f*"-^.

Q, =

^Äh=0

sei, welche Bedingungen durch Einsetzung der Ausdrücke >^7) die Gestalt

2p, ' 2p,

?i>3 ' 2^i
89)

• ^/>, zp,

annehmen.

Zur Bestimmung von S^, hat man die Identität

und erhält die Bestandtheile der rechten Seite der Reihe nach in folgender Weise.

Nach 85), 86) ist zunächst

D\Ql-h^P,)^D\Ql^h^r,)= ^[p,d,{d,^h\-d, fh.^d, ^h,)-p,d,{d,^h,-^d, \/h,-d., \fh,)V

-i-P, d,d, {d\h, - (^d, \lh,- d, i/;g^)

^p, d, d^ {dl h,- (./, fh.^- d, i//^3)^)

90)

91)

'^P^

PiPi
{d„ \[\— d„ pi^f (d, d.^ pi^{-d^fh^^d,fh,^d, \/h;jf.

Ferner ist

i>a =

i>Q,

«i—fy h—9^ h,-^m

«;;--./' ^3~9y ^<3

«3—/' '^3-5') '''3-^«

und daher

D(ö,-^y =

«3—/'' ''';!—£'

"1—/' ^—y» *^

"3—/^ ^:'—9^~n

— w
"1—/» ^— S'

sowie durch zeilenweise Multipiication aiit(iruud der Gleichungen 73)

Denkschriften der mathem.-naturw. Cl. XXXVl. Bd. Abhaiull. von Nivhtmitgliedern. CC
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218 F. Mertens.

D\Q^-Q,f^m*

-2mn

h'^h]. .,^+_(/,3^/,^_6»)

-^^ (//;-,-;,|_/;*), h^^hl

P -H />
1

>
/!*-H-3-

(/''-+-/'i
— «*)

_(^/iJ+/t^_c«), /^»H-^?

/*?
I '

^» - i/>l-^/>--P

i(^j+^^-c^), ^^+ J,(^^4-Ä^-«*)

Da aber

ist, so ergibt sich durch Entwicklung; der Dcteiminanten

D\(J,-Q,Y=\m^h^ HC- -+- 7)1 y(^//-^c^^a^)]P

] m'i>,dl{d,-2V;>, P>,)-1 n^p,dl{d^-^ P, ^h,) 92)

— mii
_^ d'i d'i^— ll^{^— d\ Ji ^~\- d\h^-+- d^

h

3)

xVus den Gleichungen 82), 83) folgt dureb Subtraction

«1 (5t2-5(3^^ ^', (S^a-aSs) H- ^2— 63=

«g (2(,- 91.,) -t- /'2 (^:Sj- ©3) -+- ff2— ff 3 =^ VI

und. indem man diese Gleichungen auflöst,

D (9(j-9l,) = (^^3-^) »1-^(^2-/',) «

- D (^Ös-S^a)= (03—«,) m -+- («2— «,) w 93)

D^ (Slj-Stj)' -4- /)' («82— «8;.)'= "'' /'' -H h' c"-+ (A^H-e^- a') w«.

Der Ausdruck für das Halbmesserquadrat h"^ wird einfach durch zeilenweise Multiplication der beiden

Detonuinanten

0, 0, 0. 1

0, 0, t», I

o,—./') '''i— r/> 1 > '''1

Wg— /, ^2— .'/, 1 . /'2

":!'-/' '^s
— 5'- ' '

^'3

BJi^^

D.
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über die Malfattrsche Aufgabe und deren Constriiction etc.

erhalten. Es wird nämlich unter Berlicksichtigung der Gleichungen 73)

219

F)^ft'=—
Ä,, 0, — ^^dl,

^2 )
— 2 «'s ) ' *

'

1 ,„

^3' — 2 '^^1'^ 2"'''''
*^

AD^ h^= d] dl dl -H d\ h\ H- d\ h\-\~d\ },\

-2d\ d\ h^ h.,— 'ld\ d\ /^, h, - •ld\ d\ h, h^.

94)

Setzt mau aus den Gleichungen '.11), ^T), 93), 94) die rechte Seite der Gleichung 90) zusammen, so wird

2!3^, = 1\ 'k d. {d\ li-{d, pi^-d,^ fh,y) ^-

Pzl>::

WO H zur Abkürzung den Ausdruck

2p^{djh^-d., \j7ZY{d,d,-h P']{-di Vi\-^dJh^-^d^ \j'h^))~

^^nl^plp^d\(t^^—2p>^\|h^)-^^H^p^pld\{d^— '2\Jh^fh^)

-t- m)i — d\ d^— //, [_—d\ h^-^d\ Ji^-^d^ h„) pjPs

—PUh ^d\ d\ d\ -t- c^* h\ -H dl hl -)- dl Ä^)

-i-2p^p^ {d\ d\ //.-, Ji.^ -+- d\ d\ /«3 h^-^d\d\h^ h^

bezeichnet. Von diesem Ausdruck ist es leicht, oiine denselben zu entwickeln, zu zeigen, dass er identisch

gleich Null ist. Miin setze nämlich für einen Augenblick in demselben

d^ \[hy ^ 2« d^ 'Ih^ = 2ß c/3 i/ä, = 27

\fi, \i\ ih, = t.

Es geht dann iJ ohne jede weitere Entwicklung, wenn man sich an die Bedeutungen 67) 70) der Zeichen

64
Pi, Pi, P3, l, m, n erinnert, von dem Factor _ abgesehen, über in

t (i-H«! (ß -7)' (2/37-t-< (-a-Hß-H7))'

+ i3*(<-*-7)(ß-^)[(<+«)(«-^7)-^(^+ß)]'+/(*+i3)(7-0[(<+«)(^+i3)-K«+7)r

+ [(<-f-a)(<+7)-«(^+ß)] [(<+«) (^+ß)_^(^^-./)] (2|3^/_,»(j5»^/_«2))

— (ü-+-ß)(<-H7)(4a«j3«7*-H<2(a''-H|3*^-7*— 2^27^—27^«^ - 2a} ß^)).

Da der Coefficient von ;'* in dem vorstehenden Ausdrucke, nändich

ilS-7)nß+7-a)^-ß'(«-i5+v)^-V^a+,S-7)^-(|5'+7^-«^) (a«- (iS^-7'))

_ j,*_|5^_.^*H_i>52y2_H27«a^-1-L'a*i3'

gleich Null ist, so ist dieser Ausdruck eine ganze Function dritten Grades von t und es ist leicht festzustellen,

dass derselbe verschwindet, wenn statt t einer der Werthe

0, -«, -ß, -7
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220 F. Hertens.

gesetzt wird. Derselbe niuss also identisch verschwinden und man liat

sowie durch Buchstabenvertauschung

Durch Einsetzung dieser Werthe in 89") findet man als notlnvendige und hinreichende Bedingungen des

Bestehens der Gleichungen 48)

l/lhPi \/ PiPz_l_ „

^ 2p, ^ 2p,-2 "^

\fP%P3 \fPzPl _ 1_

welche erfüllt werden, wenn man

^ 2p, ^ 2p,
-2^^

2p, p/ 2

setzt und unter
\l—p^p^p,

überall dcnscll^en Werth ^•.erste]lt, so dass für die Halbmesser der gesuchten Kreise

eine der folgenden Fonnelgruppcn gilt:

D P, r^ = D Q, -4-
'''

(</, //.; -4 //,, ^- c^3 ^/g V l P,Pi P
' P^

1^3

D P, r, = I) Q,
-'^'(-

</, ///, + f/^ ^'//^ + ^3 P',) V 2 i^, y'2 P:>

l'\

95)

DP,r, = nQ, -- ''^
{ -/, l'V, ,

- r/, 1/ /., + ^3 //*3) |/ g- i>, p^ ]':,

Ps

Wenn ä^=:0 ist oder die gegebenen Kreise 7v",, 7^, Ag ^ich in einem Punkte schneiden, so haben die

quadratischen Gleichungen 77), 79), 81) je eine verschwindende Wurzel, welche drei Wurzeln auf Grund der
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über d//' }fa/fafti'drhe Aufgube und deren Con-struction etc. 221

Gleichungen 88) einander ziizuüi-dnen sind, und es ist leicht aus dem allgemeinen Fall zu schliessen, dass

die andern drei Wurzeln

2Q^ 2Q^ 2Q,

>, ' n ' n
den Gleichnngeu 48) Geniige leisten.

Aus den Formeln it5) folgt leicht, dass die Anzalil sämmtlicher Auflösungen der Gleichungen 47), 48),

wenn auch negative "Werthe der Halbmesser /;,, /i^, k^ zugelassen werden, im Allgemeinen G4 beträgt.

Plücker' geht behufs Auflösung der in den Abschnitten 5 und G behandelten Aufgabe von drei sich

von aussen berührenden Kreisen Ä,, §i^, ^^ ans, conslruirt drei Kreise K^, K^, K^ von gleichen Halbmessern,

von denen K^ die Kreise (ß{^, S(^), K^ die Kreise (Ä,, Ä,) und /v'., die Kreise (Ä',, Ä^) von aussen berührt, zieht

die drei gemeinschaftliclien inneren 7'angenten der Kreispaare (Äj.Äg), (^.„Ä,), (^pÄj), beschreibt drei Hilfs-

kreise !>,, .söj, -^3, von denen der erste den Kreis 7\', von aussen und die gemeinschaftlichen inneren Tangen-

ten der Kreispaare (ÄpÄj), (ÄpÄj) auf der entgegengesetzten .Seite wie .^, berührt und die beiden anderen

eine ähnliche Lage in Bezug auf iv'j und 7v.. haben, und behauptet, dass die Potenzlinien (Chordalen nach

seiner Benennung) je zweier der Kreise 7v',, A'^, A'.. gemeinschaftlielie innere Tangenten der Kreispaare (.X\, §3),

Um diese Behauptung, welche Plücker ohne Beweis aufstellt, zu prüfen, seien

Ä, = (-«-M3)'^-(y-^'3)'-i=o

A; =. (.r- a,f -^ (y- ö,y- 7.^- f

)

^. = G^-«.)^+0/--ß.)^-p?= o

die Gleichungen der Kreise R^, M^, M3, AT,, A\, K^ und der Hilfskreise .;p,, .g)^, •'p.^- Es finden dann ausser den

Gleichungen 47), 48) noch neun Gleichungen für die Hilfskreise $,, .fi^, $3 statt, von denen nur die auf den

ersten derselben sich beziehenden hergesetzt werden sollen:

Ä,(a,, j3,)-.t,(=c,, ß,) = 2p, (;-,-t-rJ

Ä,(«,, ß,)-SX,{a,, ß,) = 2p,(;-,+ ,-3)

A-(=.,,i5,) = 2p,A,-Hp^ 97)

Bezeichnen r, u, v den Halbmesser und die Mittclpunkrscooidinanten des Kreises, welciier die Kreise

Ä,, Äj, Ä.5 senkreekt schneidet, so dass also

^^ (^u, v) = ^^(i(, v) == Ä3(", v) = r'
3*-

. _^. _

ist und werden die Bezeichnungen der Abschnitte ö und G beibehalten, so kann man in dem vorliegenden

Falle immer A, ///,, ^//^, ]//i^ positiv voraussetzen, nnd wenn man annimmt, dass die Kreise A',, K^, K^ unter

Analytisch-geometrische Aphorismen, VI, 2, im U. Bande des Crolle'sclicn .lournals i'i'ir M:\tliematili.
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999 F. Mertens.

den zwei möglichen Lagen eines jeden diejenige haben, in Bezug auf welche die Potenz des Punktes {u, v)

(für diese Kreise) die grössere ist, so müssen auch A,, \, A,, jtositiv sein. Man erhält nämlich die Potenz des

Punktes {u, v) in Bezug auf den Kreis A',, wenn man in der Identität 55)

setzt. Hiedurch entspringt

if
j
(u, v) =^ r^

2]>

'«-^'3

'

('•,^'-,)'

.'/ = V

1 u r

1 "2 !'j

1 "3 '-3

4Vv-3

und da nach 37)

ist, so wird

1 u };

1 i<^ '-j

1 "3 ^'3

A.ia,

('j-t-'s) A
98)

und man sieht, dass der grössere Werth der Potenz ä'((/, ?') dem positiven Werthe von A, entspricht. Glei-

cherweise muss man Aj, A3 positiv annehmen, damit, wie es die Plücker'sche Figur erheischt, K^{xi, v),

K^{ii, r) grösser ausfallen, als für die zweiten möglichen I.ngen der Kreise A'j, ]\\.

Überdies ist unmittelbar ersichtlich, dass y, •^, -/_ in den Formeln G6) diejenigen Winkel sind, welche

die von dem Mittelpunkte des Kreises ,^, nach den Mittelpunkten der Kreise M^ und ^^, K^ und .^3, K^ und

Ä; gezogenen Halbmesser bezüglich mit einander bilden, und dass also für die Längen a, b, c, der Seiten des

von den Mittelpunkten der Kreise K^, h\, K^ gebildeten Dreiecks nach 68) folgende Formeln gelten:

-h^ sin

J_(A/>^,-Hr,A,l/A//^
'2-3'

'V

1 |A/^.3

'3^3

2-3'-.

'3-^3 ^Ph 99)

\_[^\fh,-^r^^^{^^h\-^r,^^
2;-, /j

Setzt man daher

und zur Abkürzung
K = J'i /., = d

^ds
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über die Malfattfsehe Aufgabe und deren Construction etc. 223

A, = 2/»-j>-3(fl?-t-rg-Hr3)

Aj = 2 /»"TTT^^ip^Ti^-rj

A3 = 2 \fr^ rj(<£-Hr,-f-/-j)
,

nadi 98), 61), 99) die Formeln

Ä',(«, .)-r*==4r,r..9, '"^

' s

K, («, , v;)—r\^2 dr^ = 4 r^ r, rpf 101)

a = — 2t/-H2»-, y^gr.,

l>^—2d-h2r^g.^g, 102)

C = — 2t/-(-2r,o, 9„.

Dies vorausgeschickt, genügt man den Gleiciiungeu 9(3) durch die Werthe

durch deren Einsetzung in die Gleichung 97) für p^ die quadratische Gleichung

.«I
1 ^£ljV (Ä',(«, z>)-r^ -(A^,(«,, r,)-;-5-t-2<;r,)) (l +^lj

-+- Ä'j (_«,, ?'j)— rj- H- 2 0?;-, :=
,

oder in einfacherer Gestalt nach 100), 101)

hervorgeht, welche wegen der Identität

s

immer reelle und überdies positive Wurzeln hat.

Die Gleichungen der Potenzlinien der Kreispaare (A',, A'^), (A",, A'g) sind

a; — A", = A'.j - A, = 0.

Um daher zu untersuchen, ob diese Geraden von dem Kreise .g», berührt werden, hat man die Ausdrücke

A,(a,, ^,)-A', (a,, ,3,), A^a,, ß,)- A, («„ ß.)

zu bestinnnen. Da dieselben linear sind, so hat man nach 103)

A'j(a,, ß,)— 7\',(9:,, ^,) = [l -H^_'
]
(h\(u, ?')— A',(^^, v)) — ^-' (A',,!«,, y,)— A',^)/,, w,))

und nach 100), 47), 101)
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2-24

Zieht man

ab, so entsteht

F. Mertens.

= 4'-3(/-,72-'-2'7l)|l+Ml/'

'i

7ir,(«„ ß,)— ir,(«„ ß,)— 2cp, = 4.-3(r,r/,-r,^.,;)
-</l

Mit Hilfe der quadratischen Gleichung 104) eri2;ilit sieh eine weitere Vereinfachung, so dass

^h («1' ßi)— ^'. («P /3i)— - ^ h =
'

"

'

' <
''2

'/i
- '• '/a)

1

1 -^
f.'

und nach 102)

Ä -t- 2 (/

1 (6-«)

wird. Ebenso würde man

A-3(«„ ß,)-A',(«„ ß.)-'^f'fi=^:^2dr'* r
^°~"^

finden.

Aus den Gleichungen

(h-a)^2(«P 13,) -7v, («„ 13,) = 2c-p, -H^-^27 |1
-+-

7f3(a„ß,)-A',(«„ß,) = 2Äp.+-^[l + ^.'j'(;c-a)

'^'s («2' ßz)— ^4 («2' ßi) = -" Pi
-+-

J\\ «j, ^2)— '^'2 (,«2> ßz ) == 2 f
p,, -H

2f^

^^V«3'ß3)-^^'3Kß3)=2ip,

a -i-2d

a'i-2d

-^^'2 («3' ß'i)— ^^'3 («3' ßs) = - « P3 -+-

6^P27 V~^'r\ ^''""^

folgt nun, dass die Behauptung Plücker's nur in dem sehr besonderen Falle zutrifft, wo das von den Mittel-

punkten der Kreise /<',, K^, /v'., gebildete Dreieck gleichseitig ist. Sind nämlich a, b, c nicht alle einander

gleich und etwa a>-b, so wäre in Folge der vorstehenden Gleichungen

Ä', («2, (3j)
— K^ («2, /3,)> 2 e Pj ,

wogegen die Berlthrnng des Kreises ^^ mit der Potenzlinie der Kreise A',, I\\ die Bedingung

erheischt.

Die Cousfruction, welche Plücker, auf die obige Behauptung gestützt, für das auf drei Kreise von

gleichen Halbmessern bezügliche Problem entwickelt, sowie auch die aus derselben durch Umgestaltung-

mittelst verkehrter Leitstrahlen hergeleitete Lösung der allgemeinen Aufgabe sind daher im Allgemeinen uu-

riclitio-.
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über die MalfattVsehe Aufgabe und deren Construction etc. 225

Es seien

Ä,
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226 F. Mertcns.

wo zur Abkürzung-

G {u^, v^)=G' G («j, v^) = G" G (u^, r^) = G'"

gesetzt worden ist. Es seien ferner

$, = (a:-a,)*-4-(y-b,)*-^l==0

^8 = ('^-ai)'-i-(^-V)'— ^1 = 105)

die Gleichungen dreier Hiifskreise |»,, ^^, §3, von welchen der erste die Kreise /v,, Q^, Q^ nach Massgabe

der Gleichungen

G" Ä,(a„ b,)-G'Ä,(a., b,) = (G'" _G')^r+ 2(G" r, + G'r,)^,
^

G"'^i(ai, bO-ö'Ä3(a„ 6,) = (G"'-G')^?-+-2(G"'r, + G'>-3)^,

^i(apW) = ^I + 2;.,^,- 107)

berührt während für die übrigen ähnliche durch Buchstabenvertauschung herzuleitende Gleichungen gelten.

Da sich die Gleichungen 106) auch in der Gestalt

G' (&! («„ V,)- r\+ 2 r, ^,) = G" ($, {u„ V,)- r\

-

2 r, ^, )

ö'fe(«3. ^•3)-i+ 2 r3^,) = G'" (§,(«„ ,,-)-r=-2r,^,)

schreiben lassen, so schliesst man aus denselben

$,(m„ «,) = r2-H2r,f), -heG'

^iK^'8) = '-2-2r,^, + £G" 108)

^i(«3. ^'3) = i-2.3r;, + ^G"'.

Wird nun

$, (a;, 2/)
— j? (a;, y)— £ G {x, y) = F(aj,

2/)

gesetzt, wo F in Bezug auf x, y vom ersten Grade sein wird, so ist in Folge der Gleichungen 108)

n«,, ^',) = 2r,^,

und daher identisch

'1

^,(a',2/) = fl-t-^U-^^,-HeG
109)

Zur Bestimmung von £ nehme man in dieser Identität

es wird dann, da nach 107)

§,(a„ J,):-2//,^,-+-Ä^

ist,

2A,^, + A^ = |'l + ^)^(a.,^)-^t,(«„^)-H-eG(a., 6j)
'1; '-1

=3ri-H^j(i:.(«,t,)-,-*+/.0-^(iriK,t,,)-.i+Ä0H-^ö(a„6.) 110)

-eG(a„^) = (1 ^-^^j (Z,K t.)-r«) -^ (Z,(M„ e..)-'1 + 2Ä.rJ
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über die Malfatti'sche Aufgabe und deren Construction etc. 227

Nach der Bestimmung von s lässt sich der Halbmesser f), aus der Gleichung 109) herleiten. Man erhält

für denselben eine quadratische Gleichung, so dass es also zwei Kreise ^,, $,' gibt, welche den Gleichungen

106), 107) genügen.

Es bleibt nun zu untersuchen, ob bei gehöriger Wahl der Geraden G einer der Hilfskreise .^,, ^\ die

Potenzkreise

h^ K\— h^ A', = h^ h\— Äj /v, = 111)

berührt. Es ist auf Grund der Identität 109)

I

^,=
^J
- 2 1), /^, -t- ( 1 ^ ^ 1

(
K^ {u, v)- r^) -+- c- G {a^, h.^.

S'fetzt man daher zur Abkürzung

?•' ::= n.h\(u, r)-

A'j (m, ^')— /-^ = i>.
2

,„,_w„

A', (a„ b,) = ^i
-

'-^ l'i ^'2 -^ "2
1

1 ^ !'
I

+ ^ G! K, J,)

so wird

und mit Hilfe von 107)

hj<^{a„ b,)-h^K^ (a„ b,) = (>^,-/^^)^;- -4/^,^,^, + /^,7«, fl -^ ^i| ^h^tG (a„ i,).
'- ' 1

'

Da aber nach 98), 61)

'3 ^ '1

,2

und demgemäss nach 68)

2]fhjh^d^=-4.h,h^
Äj W, Wjj

ist, so ergibt sieh

h, K, (a„ b.) ~ ^, 7v-, (a„ b.)- (/^ - /.,) t)^- 2 ^, /ä, /^ ^3

und nach 110)

ebenso

-5r(", ^K, 6j)— ^?j,G(a,, h^)),

/', A'3(^:. bO-^^.^la,, b,)-(>'^-/g^?-2^, n, ih,d,= 'hl{n^ 0{a„ b,)-n,G(a„ *,)).
"i

dd*
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228 F. Mertens.

Wählt man also die Gerade G so, dass die Gleiehiingen

Ö(a„ ^-,) = w,

G(a^,b^) = 7i.,
J22)

G{ay b^] = n^

statttiudeu, so wird

Diese Gleichimgeu drücken aber aus, dass die Kreise .^j ,
^,' die Potenzkreise 111) berühren ; denn stellt

die Gleichung

k^E^—/>,K^ =0

einen Kreis dar, so ist dessen Halbmesser (vom Zeichen abgesehen)

in dem Falle hingegen, wo li^^^h^ ist, oder diese Gleichung einer Geraden entspricht, ist die Summe der

Quadrate der Coefficienten von x, y

Die Gleichungen 112) drücken aber auch die hinreichenden Bedingungen datür aus, dass die Hilfskreise

^i> ^v ^3' "^3 bezüglich die Potenzkreise

^3 A',— /l^ Jvj =: /; , iv.'g— /i^K^=^

berühren.

Beachtet man, dass

7l^ = ^(rt,, l>^)— /?j U. s. w.

ist, so lassen sich die Gleichungen 112) auf die Form

^(a„ b^)—G{a^, ö,) = ÄJ

^(a^,b^)—G{a^,b^) = kl

^(«3' ^0— Gf(«3'
^3) = -^3

bringen, aus welcher sofort

^ («; y)—G {^> y) =^ i^i'^j y)

G = ^—K
folgt, wo K dieselbe Bedeutung, wie in 72) bat. Hieuach ist G die Potenzlinie der beiden Lothkreise ^, K.

Die Coordinaten {£, >?) des Berührungspunktes des Kreises ^^ (oder ^[) mit Ä', haben die Werthe

f.
k^a^-^i)^a^ k^b^-^-i)^b^

und es ist identisch

(a;-f)*^-(?/-v;)'i^r., .,\2_ '^i'^i-'-^i^'i

Ä, -Ht),
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über die Malfattfsehe Aufgabe und deren Construction etc. 229

Aus dieser Identität folgt für

X = n^ y = f
2

,

K ^i i^v ^i) -+-
^1 -^"i ("i» M

/',+^

und demgemäss aus 108)

•»3 1*?! ''J — '
3

"^ i~rh
"l ~^ VI

G"'^^{^, r,)—G"^,{£, r,)^0.

Die zwei Berliliruugspuukte (t, r,) sind also die Punkte, in denen der Kreis Q^ den Kreis K^ schneidet.

Hiermit ist die Stein er'sche Construction vollständig bewiesen.

Definirt mau umgekehrt die Hilfskreise 105) (beziehungsweise ^[, ^'^, ^3) durch die Gleichungen

\ K, (a„ b.)- k, K\ (a„ b,) = (^,- /.3) l)j -^2^,d,\fk,\ß',

A, K, {a„ b,)- A, K, (a,, b,) = {h, -h;)^-^2%d,\p^,\ß',

7v3(a3, 63) = ^1+ 2^3/^3

A3 K, (03, 63)- /5, K, («3, 63) = (/e3 -h,)^l^2):,,d, /^ l/X

^3 -^« («3. ^3)

—

K ^'^3 («3. ^3) ^(.h— K) ^3 -f- 2 ^3 '^i l^ \'h '

so gelangt man leicht dazu, die Gleichungen der Kreise Öp Qv Qz dui"ch auf die Kreise K^, K^, K^ unmittel-

bar Bezug habende Grössen auszudrücken. Da nämlich, unter c, v; die Coordinaten des Berührungspunktes

der Kreise K^ und §>, (oder %i\) verstanden, in Folge der Identität

und der Gleichungen 113)

(._|)«H-(,-.)^=.-i^'-i

A,(t, Vi)_-/5,H ^-^^

TT cf v,^ — _ Ä2 -i- ^-^iK ^3)-'-^i-^^i(«3> ^3)

ist, so stellt die Gleichung

d,p,K,-d,p,K, = 114)

~s
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230 F. Merten.i.

einen dnrch die Beruh rungspuukte (£, //) gehenden Kreis dar, und es wird die Gleichung jedes diese zwei

Berührungspunkte enthaltenden Kreises

Q, (^, y) =
def Identität

Qi {^, y) = ^ ^v,— ,a (f^/j /-fj— 4^3 /fj)

genügen müssen. Man bestimme nun die Constanten A, tx derart, dass

[ Qi («2' ^2)— ^2 (^— 1^ ^hPi -^-
l"- ^ilh^] ^3

+ [ Öl ("3. ^a)— ^3 C^-
— f^ ''2 ^^2 ^ V- o^ai's)] ^2 =

wird. Mit Hilfe der Gleichungen 113) verwandelt sich diese Bedingung in '

und wird erfüllt, wenn man

Ä = i^, (.4 Pt., - ^3 Vh) IJ- =PU'
also

Qi (•^> y) = Pi (di fK— '-^3 y^'^^) ^^'1— l^^i i'^iPi ^^'2— f^ai^s ^O
nimmt. Überdies wird

Qi (as- y = 1)1 [P. (^2 /^-'^3 Z^'s) - P] {d,P^-d,p,)]

- 2 ^3 1/7/, [,/, f^ ^3+ d, Üi (d, \'k,+ d,
^'7^
J - (.4 ^/k-rf, \fh,f].

Diese Gleichungen drücken aus, dass der Kreis (oder die Gerade)

die Kreise .fi^, .f^j, .ftg, f«!,
ijerührt. Es ist nämlich, wenn der Ausdruck

Pi {dl \ff>,— d^ \fQ — {d^p.-d^p^ p^^

nicht verschwindet,

^- (d, d, d,+ d, fh\ {d^ /^+ fl?3 \IQ - {d^ ^K-d^ P~J
•

Piid-i Ph- d^ \[h,) — ( dl Pi-d^Pi] \rk\

der Halbmesser des Kreises

wenn dagegen jener Ausdmck verschwindet , so ist die Summe der Quadrate der Coefficienten von x, y in

Qi (^. y)

= 4A, [c/, d^ d, -^ d^ U\ (d-, \lh\ + ^3 //^;) - iß^ fK-d^ ik^f]^-

Gleicherweise stellen die Gleichungen

Qt i^, y) = P t (d, fh-d, \fh,) K,- \lh, id,p, K,~d,p, Ä-,) ^
'

(?.,(.r, y) =p, {d, P\-d^ //.,) K^ - \fh^ (d,p, h'-d^Pi A',
) =
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über die MalfaitVsehe Atifgale und deren Construction etc. 231

zwei Kreise (Gerade) dar, welclie bezüglicli durch die Berührungspunkte des Kreises Kj, mit ^j, ^\ und des

Kreises K^ mit ^3, ^.^ laufen und die in den Grujtpen

•^3' ^'v ^v ^\

^V ^'v ^i' ^'i

enthaltenen Kreise berühren.

Da identisch

ist, so gehören die Kreise Q^, Q^, Q^ zu derselben Kreisschaar, wie die Kreise

Il^K —I^ K ==

Ein Kreis

welcher die Kreise K^, K^, Q^ nach Massgabe der Gleichungen

A", (?6„ v^) = r]
(i), (c?3 'fh^-d^\ß'^)-\[h^ {^aPs-'^iPi))

-f- 2 r, {d, d, d, -^ d, \fT, (d, ^h, ^d,fh,)- id, y\- d, \fh,Y) lA^

berührt, unterscheidet sich nicht von dem durch die Gleichungen 71) defiuirten, weil sich

ergibt, und berührt auch den Kreis ^3 auf Grund der Gleichung

Qzi^v ^1) = '"i G^3W f^\—di \ßt)— {.d^l}^—d^2h) fQ
— 2 r, {d^ f4 f/3 -H d^ p7^ {d^ \[h^ -t- d^ \fh^— (c?, lA^-rf, lA^)") 1/^^-

9-

Man kann ähnlich, wie bei der einfachen Malf atti'schen Aufgabe, die Construction der Kreise ^,, $j,

§3' Ov Qv Qs umgehen.

Es seien M^, M^, M^ die Mittelpunkte der drei gegebenen Kreise K^, K^, K^, M der Punkt gleicher

Potenzen derselben oder der Mittelpunkt des Lothkreises Ä', P,, Pj, P^ die drei Potenzkreise
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232 F. Mertens.

h^K^— hJ<:^ =

und A^, A^, A3 deren Mittelpunkte , welche je nach den Zeichen der Halbmesser h^, h^, h^ entweder drei

äussere oder einen äusseren und zwei innere Ähulichkeitspunkte der Kreispaare {K^, K^, {K^, K^, (üTj, K^

bilden.

Die Kenntniss der Geraden

oder (75)

3t,a--J-a3,y-i-g, =0 115)

führt die Construetion des Kreises R^ auf die elementare Aufgabe zurück, einen Kreis zu besehreiben, wel-

cher den gegebenen Kreis ^j (oder /Q berührt und zu der durch den Lothkreis AT und die Gerade (115)

bestimmten Kreisschaar gehört. Zur Auflösung dieser Aufgabe genügt es, die Verbindungslinie des Pütenz-

punktes M mit dem in Bezug auf den Kreis K^ genommenen Pol der Geraden 115) zu ziehen, welche Ver-

bindungslinie den Kreis K^ in den Berührungspunkten der zwei möglichen Kreise Ä, trifft; die Verbindungs-

linien dieser Punkte mit M^ schneiden das von M auf die Gerade 115) gefällte Loth in den Mittelpunkten

der gesuchten zwei Kreise.

Behufs Construetion der Geraden 115) gehe ich von folgenden Gleichungen

I\ 2 = /(, (Ä, K^—fi^K^) — d^ \[h^ ff^K^ =
^i 3 = /'t (/'i

^^'2— 'h ^S)—4 /^ fhjs^i =
P., 3 =. h^ (//j A', — //, A;)— f/g fh^ ^hj<:^ =
P^ ,

= h^ (Ji^ K^—h^K^) —d^ \fh\ IAAjATj =
-f

3 ,
= /'3 (/'3 l^i- /'3 ^^'3) -

'^i /'^ ^K K, =
^3 E

= Ki.hi^x~^h A'3) - ^h /Ä3 ^ä;^3 =
P, ,

= /* , ( 7,3 iC- h^ K,)- d, ^h, /Ä3 K, =
p; j
= /,, (/(3 K^— h^ A'j) -+- fZ, \[h^ fh^ AT, =

P, , = l>, (h , K,- h, 7v ,)- d, /Ä3 fh, K, =
F'^^^h^ (li , A'3— /(3 Ä", ) -H d, ifF^ 1/ä, K\ =
-f'3

3 = ^'3 (/'-> ^^. - /'i
K2)- ^^3 ^K i'K K, =

P3 3 = Ä3(A, Ä-,- /*, A-,) -+- d, /Ä, fh, K, =

s, = -i>, c?, lAÄ, iAä; AT,

+

iaa; /ä; (c?, d^ + iaä3 (cz, ^ä;+ cz, ^ä,- ^^3 //g) a-,

+ /*; /Ä, (rf, ^3 -f- /r, (c^, ia/t;- rf, iAä, + J3 1^)) 7^3 =
S, = -p, d^ Ifh^ fh, K, -^ \fh, \[h^ (d, ^3 -f- 1^ {d^ /Ä; -f d, fh, - d^ \fF,)) K^

^ i/Äj fh^ (d^ d^ + iaä; (c?2 /ä;— ^3 lA/Tg -t- d, lA/ö) 7v, ^

-+- \/h, \f¥^ {d, d,+ /ä; (d, //t;- d^ \f¥^ + .7, iAAj)) k, =

r, = [J, .7, ^3+ CZ, //<; (^, ^,+ C73 \/l,,)- (d, ^h,- d, \fh,Y+ (d, \[Y,- ^3 ^h,)p, \fh,] K,

— \ (^4 Ih ^%— 'hv-i -^'3) ="0 •

T\ = [cz, .4 c/3 H- c/, //i^ {d^ \/h, -f- ^^3 lA/Tj)- {d, lA/i;- 4 iaä;^- {d, \/F,- d, ^F,)p, //t;] k,

-t- A, (f/ji>2 71^2— fZj^j 7Q ==
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über die Malfatti sehe Aufgabe und deren Construction etc. 233

T, = [d, d, d,+ d, \ih, {d^ \fh^ ^d.fir,)- {d, \%- d, \fv,y+ (o?3 \fF,- d, \ih,)p, \fh,] K\

T' = [</, d,d, -H d, ^h\ {d, /A3+ c?, ]/h;)- {d, ]fhl- c/, ^F,y- (c/3 //T,- d, ][h,)f, IAä,] 7v,

-H /'iidsPjK^— diPt A',) =
T3 = [j, <4 c?3

+

d, /Ä3 (rf, /Ä,

+

d, ]fh,)- {d, \fh,- d, i^A^)« -^ (rf, 1A/7;_ (/^ ^/7;)^3 ^^] K,

— hi'^x Pi ^i — '^ilh J^'i) =
r, = [c?, c4 a?3+ ^3 iA/t3 (c/, ^/T; ^d^fh^)^ (rf, i/7(,

- ö', i/Ä,)»- (,/, iAä;- d^ \[h^)p^ lA/Tj] 71:3

-f- ^3(0', d^ h\— c/j p^ I\\) =

aus, deren geometrische Bedeutung leicht anzugeben ist.

1) Die ersten sechs Gleichungen stellen bezüglich Potenzkreise der Kreispaare

(A'„ 7',^ (A'„ 7-3) (A-,, P3) (A;, P.) (A;, P,) (A-3, P,)

dar; die Mittelpunkte derselben, welche entsprechend mit

A \ A \ A A"li' ^^13' -^^23' ''21' -^3 1' -^sz'

bezeichnet werden sollen, sind als Ahnlichkeitspunkte leicht zu construireu. Man ziehe überdies die Verbiu-

dungslinien öj, G^, G^ der Punkte A^^ und A^^, A^^ und Jj,, ^-Ig, und A.^. Nach der bekannten Construction

der Apollonius 'sehen Aufgabe (Gergonue) erhält man die Verbinduugslinie der Berührungspunkte der

Kreise ^^, ^', mit dem Kreise A",, wenn man den iu Bezug auf den Kreis 7i, genommenen Pol der Geraden G,

mit dem Potenzpunkte J/ verbindet; diese Gerade ist 114) die Potenzlinie der Kreise

K\ = (

)

d^i'^ 1\\— d^ps 7\'3 =
;

eine durch il7j senkrecht zu derselben gezogene Gerade werde mit L^ bezeichnet. L^ kann auch unmittelbar

construirt werden, wenn der Lothkreis A' bekannt ist, weil der Diirchschnittspunkt der Geraden (tj mit der

Potenzlinie der Kreise K^, K auf L^ liegen niuss. Es seien noch L^, L^ zwei Gerade, welche eine entspre-

chende Bedeutung für die Kreise A'^, 7^ haben.

2) Die Gleichungen

stellen die Potenzkreise des Kreispaares (7i,, P,) dar. Der Mittelpunkte, , des ersteren ist der Durchschnitts-

punkt der Geraden, welche J7, mit A^, A^^ mit A^ verbinden, der Mittelpunkt Al^ des zweiten ist der Durch-

sehnittspunkt der Verbindungslinien der Punkte J17, und A^, A^^ und ^3. Ähnlich werden die Mittelpunkte A^^,

^j'j, J33, J.33 der Kreise 1\^, 7^^, 733, P33 construirt.

3) Die Gleichung

s, ^
drückt einen Kreis aus, welcher den Krcisschaaren (P^j, 7*2,), (73,, 7*3^) gemeinsam ist, d. h. durch die (reel-

len oder imaginären) Durchschnittspunkte sowohl der Kreise Pjj, P^, als auch der Kreise Pg^, P^^ geht. Der

Mittelpunkt desselben ist daher der Durchschnittspunkt der Geraden G^, Ö3.

4) Der Kreis

r, =0

geht durch die Durchschnittspunkte sowohl der Kreise

7\', = d^2h A'2— d^2h J'^z = * *

als auch der Kreise

7^, = 6', = 0,

Denkschriften der mathera.-naturw. Cl. XXXVI. Hd. Abhandl. von Nichtmitgliedern. (i(t
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234 F. Hertens, über die Malfattische Aufgabe und deren Gonstruction etc.

der Kreis

durch die Durchschnittspunkte sowohl der Kreise

K^ = 0, d^p^ üTj— d^p^ Jfg =
als auch der Kreise

P[,=0 5, =0;

die Mittelpunkte dieser Kreise sind daher die Punkte, in welchen die Verbindungslinien des Durchschnitts-

punktes der Geraden G.„ G^ mit Ä^^, A^^ von der Geraden L^ geschnitten werden. Beiläufig sei noch bemerkt,

dass diese Kreise zugleich die Poteuzkreise des Kreispaares K^, Q^ sind. Die Mittelpunkte der K reise T^, T^

Ty T3 sind in entsprechender Weise zu construiren.
,

Dies vorausgeschickt, ist die Gerade 115) diejenige, auf welcher die Mittelpunkte der Kreise T'^, T^, Pj

liegen. Denn diese Kreise werden sowohl von dem Lothkreise K als auch von dem Kreise ^^ auf Grund der

Gleichungen

t; («,, f.)

=

r\ [d, d, d,^d, \lh, {d, \/h,-^d, //t;) - {d, \fF,-d^ \fh,y-{d, /y^- d, \fh,)p, \[h,-^h^ {d,p,-d,p,)\

T^i^'v ^\)= '1 U, d, d,^d, p7, (d, \J-h,-^d, fh,)- (fl?, 1/^- d^ \/K)'^(d, /^- d, \ß:jp, \fh,-h^ (rf, p-d,p,)]

senkrecht geschnitten.

Für drei Kreise von gleichen Halbmessern gestaltet sich diese Gonstruction besonders einfach.
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