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URER

im; (inimiiiüNÄLEN «nii mm mu fEmüDiii subsiiitionei.

DR B. IGEL.

VI>KG1CI-E(.T IN DEK 5.ITZUN<, 1>EK MATHEMATISCH - NATURVV1SSENSC:HAFTLK;HEN lEASSE AM 31. DECEMBER 1877

1.

Die Transformation Oartesischer Puuktcoordinateu von einem System rechtwinkeliger Axen zu einem

anderen Systeme rechtwinkeliger Axen geschieht bekanntlich durch die Formeln:

I) ^t = ^'21 -ii-t-Aj, Aj-i-Aj3 Jlj

WO zwischen den l folgende Relationen stattfinden:

A||-|-A2,-|-A.,|
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30 B. Igel.

lind:

Das letztere Resultat, das im ternären Gebiete aucli j;conietrisch evident ist, f'assten die Mathematiker

als ganz besonders wichtig auf, und suchten es algebraisch zu erweitern, indem sie solche Substitutionen

suchten, die die Identität

Ix^ =1XJ (^= 1, 2...«,)

hervorliriniien. Von dieser ausgehend, fanden sie Grund;;leichungcu zwischen den Substitutionscoefticienten.

iius welchen sie dann die Eigenschaften der Sultstitutionen ableiteten. Verfolgt man aber den obigen Gedanken-

gang und beaclilet ganz besonders den eigenthümlichen Bau der Substitutionen in I) und 111), so sieht man,

dass es viel einfacher ist, anstatt von der Gleichung

auszugehen, die Eigenschaften solclier allgemeinen Substitutionen zu untersuchen, wobei sich diese Gleichung

als eine unter den Eigenschaften ergibt. Setzen wir nämlich die Substitutionsgleichiingen

• x^ = «j, A',-f-a,j A'j-t- -+- -i-ai„ A',j

iy\ x.^ = fljj A,-Haj2 Aj-t- H

—

ha->„ A'„

ä^K = «Kl AJ-^-o„2 A^-i—I—Ha„„ A„

A', = «,, x^-ha^^ .t.\-i- -+- -i-a,ji x„

V) A'j = «jj x^ -t-Agj x^-i- -+- -t-an-> x,i

X„ = a|„x^-^-a^„x,-^- -+- -+-«„„03,,

und multipliciren die Gleichungen IV) der Keihe nach mit

«ji «si O31 . . .a„i

und addiren alle, so ergibt sich wegen V)

Sa?, =1
2 ai2 a,i = 0.

Multiplicirt man ferner die Gleichungen IV) der Reihe nach mit

^12 ^"22 • • •'^"^

so ergibt sich wegen V)

2a?^ = 1

2 a,i a,:2 == 0.

Verfährt man sofort, so erhält man ein System von >/^ Gleichungen von der Form

ofi-t-af-a-H H-«?,, = 1

an «il -4-«,-2 «42-*- H-Om «An = 0.

Tl (jl I 1^
Bevor wir zeigen, dass dieses Gleichungssystem sich aui' —^-^

—

- reducirt, wollen wir zeigen, dass

es auch hinreicht, um von den Gleichungen IV) zu denen von V) überzugehen. Zu diesem Behufe fassen wir

das System VI) in eine Gleichung zusammen:

(
1 für /;= k

a.l "41 -l-«i2 «4-'-t- -H -H-Cm «4k =^ Sr, . - ,

(0 „ i « Ä.
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über die orthnfjonalev und einige ihnen verwandte Substitutinnen.

Aus IV) erhält mau die n Gleiehungeu

VII) A', = AMX^-\-A^,X^-^-^An^Xr,.

Um die A^t zu berechneu, setzen wir in den (ileichiingen IV)

31

es wild dann

:

(1 für ir=k
^k = fikiO.!\^a.i> rt'i.a-l- -!-«,-„«*„ = '

/O „ / ^ k:

Tragen wir uuu diese in VII) ein, so eriialteu wir

und somit

A'i ^= a^iX^-^-a^iX^-\—i

—

\-n„iX„ q. d. e.

Hnljstitiiirt man diu VVertlie von .c, aus V) in I\'), so erhält man die Gleifhiuigen:

^1 "^^11 '^i-^^^\t^i-^—l"^!,,^«

VIIO

wenn man znr Abkiirzniii;' setzt:

^2 '='''21
'"i+ ^ja^E" -h„^„

x„— ^ ä'i
-^~

''„2 -^'2

-c,l

h X

= h.

-''t,/'2„ = ^2

[cu"n\'^'ht",.i2-.--l-a,„«„„= l»^„

"21 "l1-^«22"l^-^- -'-«2»"i« = ^'21

HCT,,, = 6»,

"21 0„|-^"22"«2-+- ^-"2, «nn^t'i.,

i"«|"m~^".2"i2^--^°"««1- = ^.1

'''«1 "21-^"'-.2''22-^ -t-CT„„ffi2, = ^'„2

'mI -t-a.„ = />,

Aus VIII) t'olj^l, dass die Determinante

B
^22 - 1 • ^'2„

l''„2
• •^««—

1

= ist

und zwar dadurch, dass in Folge von VI) nlle Elemente derselben versehwinden. Da aber B symmetrisch ist,

d. h. die Elemente zu beiden Seiten <ler Diagonalreihe gleich sind, so folgt, dass die 1,^ Gleichungen VI) sich

n (w-i-1) .

auf —^——- reduciren.

Wendet mau das obige Verfahren auf die Gleichung V), indem man diese der Reihe nach mit den Coeffi-

cienten der horizontalen Reiben in IV) multiplicirt und alle addirt, so erhält mau das zweite System von

Gleichungen

:
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32 B. Igel.

-«,?aü -l-ö2r H

—

i-Om

au«li-|-"2| 024-1- -^dniCvk = '^^

Dieses System sagt aus, dass der Efleet der ortliogonnleu Sultstitutiouen derselbe bleibt, wenn man

dieselben trausponirt, d. li. die gleichvielten Horizontal- und Verticalreihen mit einander verlauscht, obwohl

dieselben nicht gleich sind. Diese Eigenschaft zeigt am deutlichsten den Charakter dieser Substitutionen.

Bildet man die reciproke Determinante des Systems IV) und berücksichtigt, dass zufolge V) die Minoren

dnrcii die Gleichungen;

gegeben sind, so folgt (mit Anwendung eines bekannten Satzes), dass die Reciproke, die R' heissen möge,

die (??-t-ljtc Potenz von R ist nnd in Folge eines bekannten Satzes

«11 «12-
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Zlber flie orihogonahv tuid Hnüjc ihnen lyerwamlte Substitutionen, u

II)

"8«

^«— 1,1 ^v—\,'l ••^)i— 1,7!— I \>-Ki—\n

=

Durch AnflösiiDg des Systems I) erhält man

[II) %4 : IJ-
= A,j«,-HA„d?j-e -i-A„2.r„

Die sicli selbst entspreclienilen Elememte bleiben dieselben und in Folg:e dessen muss die alfjeliraische

Gleichimg-

IV)

A.._^A, .A„

R
A,, — — . . A„3

Ai„ A^,,

dieselben Wurzeln für p. geben. Bezeichnen wir die Determinanten von I) und Illj mit B und li, und benutzen

einen bekannten Determinantensatz, so erhalten II) und IV) folgende Gestalt

V)

dividirt man die zweite Gleichung durch ]{„. so mlissen die Coeificienteu beider Gleichungen übereinstimmen;

man hat daher folgendes System von Relationen:

VI)

M S ßn—l

K„

B„

2Ä.

2Ä,

SÄ,

B"

V "= ^'^

Die letzte Relation gibt nun offenbar den ersten Satz und die übrigen beweisen den zweiten allerdings nur für

die Hauptminoren. Ist aber der Satz für diese bewiesen, so lässt er sich leicht für alle Minoren beweisen.

Setzen wir nämlich nach einem bekannten Determinantensatze'

VII)
B = ^iI'Q

B = ^in9.

1 L. c. §. 4.

nenksi'hrirteii dor nmthKin.-jiatiirw V\. iXXIX. Bd. Abliaiidiung von Nic-htmitglifidprii.
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34 B. Igel.

wo

V =^ ^dl«r, m+1 ^», m + 2 • •

n = 2:±Ay,A^5jA43.

.

so kann man die zweite Gleichung in VII) folgendevmassen schreiben:

VIII) R=r.Q.R"'^^'S.zWii'.

Die Summen der Produkte werden bekauiitlieh ans dem ersten Gliede, das die complimentiiren Haupt-

minoren enthält, gebiliict, indem man für/, g, h... alle C'ombinationen von m verschiedene Nnmineru der

Reihe 1, '2...v, für r, s, f... die jedesmal übrigen Nummern setzt, daraus folgt, dass jedes Glied in VIII)

H"^~ als Factor enthält, und dass dessen zweiter Factor das entsprechende Glied in

ist. Somit sind die Sätze streng bewiesen.

R = l.sP.Q

III.

Wir gehen nun zu einer Gattung von Substitutionen über, die mit den orthogonalen Substitutionen eine

grosse Ähnlichkeit haben. Es seien folgende zwei Gleichnngssysteme gegeben

I) . «i = «ül !Ji
-+ «2:? >h

+- -+- «'" !/"

{x„ = a„, y, -hcc„2y^-h -\-a„„y„

i'6'y, = a,,a;,-(-5c,ja;^,-+- -Fa2i„j;„

II) )^yt= «81 ^1 -t- «22 *".; "•- -•- «2" "'''

[Sj/^= <x„i .r, ^-«„vx^-t- H-a:„„ x„

Das Gleichungssystem II) soll die Auflösung des Systems I) sein, 5 eine ration;ile ganze Function der

«,t bedeuten.

Im Falle S = 1, so stellen die Systeme I) und II) ein vertausclibares Entsprechen der Rlcmcute. Multi-

plicirt man die Gleichungen in I) der Reihe nach mit

«,,, a,j, «,,,...«,„,

so erhält man folgendes System von Identitäten:

«II -i-a,2 ag,-t--l-H-ai„a„i = Ä

«11 «I2'^«12 «22^" "•" "+"«'" «»2 =

«1, ai«+ a|8 «2,.-l--t- ->-«!««««= 0.

Auf ähnliche Weise leitet man noch «— 1 Systeme ab, so dass im Ganzen w* solcher Gleichungen vor-

handen sind. Es soll nun das Verhältniss von (S zu der Determinante Sh^ a^^a^.^'x.^^. . . eruirt werden. Wenn

man sich der Methode in II) bedient, so gelangt man zu der nicht uninteressanten Gleichung

Zugleich kommt man zu Gleicliimgen, die das Verhältniss der tJnterdeterminanlen zu S geben und die

für das Weitere \oü grosser Wiclitigkeit sind. Sucht man nämlich die Proportioualfactoren von x, für den Fall,
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über (He orthogonalen und einige ihnen verwandte Substitutionen. 35

(lass die Elemente sich selbst entsprechen , so findet man sie als Wurzeln folgender algebraischen

Gleiclinng:

«„1 «»2 «"„— P-

Die algebraische Gleichung des reciproken Systems

= 0.

^?i| ^"2 * * ^"

= (

)

mnss liii- /j. dieselben Wur/.eln geben, d. 1]. die Gleichungen:

haben dieselben Wurzeln. Es bestellen also die Gleichungen:

6'2Ä„_, „

Ä^'Sii;„_3_
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1)

11)

B. Igel.

Mit Hilfe dieser 36 Relationen leitet er folgende Systeme von Gleichungen ab:

Sz = (f^3 f^a)" f'..+(f 3 U,r f'^.+(f4 f^3)'' .f^33+2(C^3 f^r U,s-^2iU, U,y^ U,,-+-2{U^ C/,)« F„

0.3 -= (^. ^)" ^,.+(f4 f'-.r u,^-^{u, ur u,,-^2^ü, u,r C43+2(C4 fg« f/,3+2(t^, t/3)« f„

<-»t.
= (f^ t^)" tn+(f''. f .r ^«+(f^ l'^)'' f 33+2(f/, ^;V^ f^3+2(f^ rg>='^3+2(C^ C^)'* f'

,

'S f u = (f^ f^)"<-'i,+(f^ f^r«='.2+(f'. f'',)='^w,3+2(c/, f/,)^3H^^_^2cf/, ^\y'^\,^nu, c^'^'-'u

-s i;, = (f; t^,)» w,.+(6; C4re,,+(C'; cg'M-»33+2(f4 iq^^q^^^-2(u, u,r<r>,^-^2{u, u^^^^^,

S r'33 = i^'s U,r Öu+(^"3 C^3)"0«+(f 3 U,r^^,-^'KU^ fg" W,3+2( ^3 ?73)'^H,3-+-2(f73 C/3)«0„

Ä f.., = (f'2 C^3)" ö..+(t4 f^3rw,,+(f; ^3)3^033+2(^4 L\r%^-^2{U, U,YH-^,,-^2{l\ C73)'*fc)„

['S r,3 = (c:, r,)" 0„+(r. L\r%,,+a', u^^^2(U, u,yh->,,-^2(l\ v^yH->,,^2(^i\ c7,)'H-»„

s r„ = (r, r,v'H„+(f/, f ,)«0,,+(f; r,)'^='033+2(C/; fy^^'H^+^ct/, cg'«(-.„+2, f/, u.yn-^,,-

hier bedeutet Ä die fundamentale Invariante der kubischen Form

8 = ^^U^U{)9^{Cr,ü,y^

Durch Vergleicbuug mit der gewöhnliclien Art der Auflösung des Systems I), bei welcher die Coefficien-

ten in II) statt von der 2. von der 10. Ordnung und die Determinante von der 12. Ordnung sind, schliesst

Aronhold,' dass die Unterdeterminanten mit der Determinante einen sich fortliebenden Factor von der

8. Ordnung haben. Um diesen zu finden, bringt Aronhold den Beweis, dass die Determinante die dritte

Potenz von S ist, und zwar in der Weise, dass er die kubische Form in der Hess e'schen Gestalt

U(x^ XjXj) = a, x^-ha^ x^-i-a^ x^-i-6 a^ x^ x^ x^

annimmt, und für diese die Determinante sowohl als auch S geradezu ausrechnet. Ä* ergibt sich dann als der

gemeinschaftliche Factor der Unterdeterminanten.

Nach unserer Methode im vorigen Abschnitt bedarf es nicht eines anderweitigen Beweises, sondern es

genügt schon die Voraussetzung der Systeme I) und II), um beides zu beweisen, dass die Determinante die

dritte Potenz von S ist, und dass die Minoren S''^ zum Factor haben. Die Formeln in III) gehen nämlich in

diesem Falle in folgende über:
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Ühe7' dir orthofionalen und einige ihnen verwandte Sabtititutionen. 37

1) S\U) = = KU,U,U,)

Im vorigen Abschnitte ist die meri?.wiir(lige Formel:

(t/, l\y\i\ i\f(U^ f/,)''2(Z7, U^f'2{l)^ f/,)'^2(f/, C/,)'"

(f4 f4)"(£4 f7,)«([/, C'^rSlt^, C;)"2(£/, ^O'^'^C^; t^.)''

(t^3 f^s)" (C4 vri.1^. v,r2{u, u,r2{u, u,r2{u, u,r

(ü, u,y\iJ, u,f\u, u,r2(ü, u,r2iu, ü,y^2{u, v^
(u, u,r{ü, u,r{u, u,r2iu, u,r2(u, u,r2{u, u,r

und die Sätze, dass die Minoren 5. und 4. Grades <S*, resp. S, zum Factor haben, unter der Voraussetzung

der (Ueicliungssysteme I) und II) bewiesen worden. Es sollen nun diese Siitze ohne diese Voraussetzung

bewiesen werden. Sind

'1 V* 1 '^% ^z) ^ '^''^ ""^^ '*'''

/ 2 ^"^1 *^2 '^sJ
~^^ "^ "^ *^* *^*

/ 3 ('''l
'''2 ''s) ^ ''" "^

'
'*'''

drei homogene quadratische Formen und bildet man von dem Netze

die adjangirte Form, so ist dieselbe quadratisch in den 1 und in den neuen (contragredienten) Variabein f.

Die Determinante dieser bi-ternären Form ist die 6gliederige Determinante

p(AAQ =

(««)" (aa)« {aay^ 2 (aaf^ 2 (««)" 2 («6)^'

(M)" (JJ)« (W)3» 2 {bbY^2{bby^2{bby''

'{ccy {ccy^ {cc)^ 2(ccY'' 2(cc)'=' 2(.>c)"'

(6cy'(*c)" (^-0)33 2(Äc)" 2(6ey3 2(6c)«

(«c)*i(«c)" (ac)3=»2(ac)'=' 2(ff^)'=' 2(acj"

(«5)" (a6)« (06)33 2 (abf^ 2 (abf^ 2 (a5>)"

Dieser Anschauungsweise bediente ich mich in einer früheren Abhandlung, ' um zu beweisen, dass

P^fififs) ^'"^ Invariante ist. In einer zweiten Abhandlun^-^ diente mir diese Anschauungsweise, zu zeigen,

dass die Bedingung für das Vorhandensein einer Doppelgeraden im Netze p{f1/^/3) = ist und dass, wenn

im Netze zwei Doppelgeraden vorhanden sind, mit der Determinante auch die Minoren 5. Grades und, wenn

drei Doppelgeraden im Netze vorhanden sind, auch die Minoren 4. Grades verschwinden müssen. Führt man

an Stelle der drei quadratischen Formen die drei Ableitungen einer kubischen Form C/(u;, x'j x-g) ein:

\ dU{x^x\x^ _

_1 dVix,x^x.;)_
./3 — Q J^i — ^3'

1 Sitzuiigsboricilte der Wiener k. Ak;id. d. W. 1876.

3 L. c. 1877.
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38 B. Igel.

so hat man statt eines allgemeinen Kegelschnitt-Netzes ein Netz konischer Polaren. Würden auch bei diesem

Netze für die verschiedenen Singnlaritäten verschiedene Bedingungen nöthig sein, so würde p{l\ l\ U^) =
anzeigen, dass im Netze eine Doppelgerade vorhanden ist. Für das Vorhandensein zweier oder dreier Doppel-

geraden würde erforderlich sein, dass die Minoren 5. Grades von p(f', U^ U^), respective die Minoren 5. und

4. Grades verschwinden.

Nach einem bekannten Satze entsprechen die Punkte der Hesse'schen Curve 3. Ordnung den Doppel-

punkten im Netze der konischen Polaren eindeutig, indem sie den Ort derselben darstellt, folglich muss die

Hesse'sche Cnrve, wenn eine konische Polare im Netze in eine Doppelgerade ausartet, d. h. unendlich viele

Doppelpunkte hat, diese Doppelgerade ganz enthalten. Wenn nun drei Doppelgeraden im Netze vorhanden

sind, so muss demnach die Hesse'sche Curve in drei Linien zerfallen. Für das Ausarten der Curve in drei

Geraden ist bekanntlich die einzige Bedingung hinreichend:

s = 5:(c/»f/0"(t/pf7p)^^==o.

Die Minoren 4. Grades, deren Verschwinden das Vorhandensein dreier Doppelgeraden anzeigt, müssen

daher ^' zum gemeinschaftlichen Factor haben. Würde nun p{U^ L\ U^) = nicht schon die Existenz von drei

Doppelgeraden nach sich ziehen, so würde folgen, dass eine einzige Bedingung für das V'orhandeusein dreier

Doi)pclgeraden genügt — da mit den Minoren 4. Grades auch die Minoren 5. Grades und p(f/'j U^ U^ selbst

S zum Factor haben — während bekanntermassen mehrere Bedingungen dafür nöthig sind. Es kann daher

nicht anders sein als dass in Folge von js ( f/, f/^ Lg) = auch schon die Minoren 5. und 4. Grades ver-

schwinden müssen. Soll aber aus dem Verschwinden von |i (T, f!, ig) nothwendig folgen, dass die Minoren

5. und 4. Grades verschwinden, so kann p{L\ L\ fg) keinen anderen Factor enthalten, und muss folglich

sein. Q. e. d.

VI.

Bezeichnet man mit ,J{ahc) und Il[abc) die Jacobi'sche, resp. die Hcrmite'sche Curve eines Kegel-

schnittnetzes, so gehen dieselben , wenn man an Stelle der drei homogenen Formen die drei Ableitungen

einer kubischen Form einführt, in die Hesse'sche, resp. Cayley'sche Curve der Cnrve dritter Ordnung über,

d. h. in

A l\xyX^x.^
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Übir d/'i' nrlhogonalei) und einige ihnen verwandte Suh.ititutinnen. 39

Setzt man

I)

11)

so ist

III)

YII.

2/^
= 2 a^iZ,

X. -= h.iZ,

b "

wo die S„ iu bekannter Weise aus den «„ zusammengesetzt sind. Bildet man die Determinante

IV)

^1
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4G B. Igel. Tiber die orthogonalen nnd einige ihnen r^erwandte Substitutionen.

woraus man sieht, dass die Gleiclmug VI) die Quadrate der Wurzeln von der Gleichung V) zu Wurzeln hat.

Die Determinante IV) geht daher in

7 7 7^\ ^« ^^3
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