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DAS onit'öEii iiiii iiiE m\mu nEHTEi mm.

Ph,l. Dr ANTON PICHTA,
PKIVATDOCENTEN AN DER PRÄGER INIVERSITAT.

(^Jd'it 2 StiCefl*.)

VORGELEGT IN DER SITZUNG PER MATHEMATISCH-NATURWISSENSCHAFTI.ICHEN CI.ASSE AM 6. MÄRZ 1879.

Einleitung»•

Der vorliegende Aufsatz bat die Aufgabe, die Untersncbuiigen, welcbe Prof. Felix Klein in Müncben

in den matbematisclien Annalen, Bd. IX, XII etc. über das Ikosaeder publicirte, in entsprechender Weise —
wobei selbstverständlich neben grosser Analogie auch manche Verschiedenheit auftritt — auf das Oktaeder

und Tetraeder auszudehnen, um biedurch, da auch hier der Würfel von selbst hinzutritt, und das l'entagon-

dodekaeder schon im Ikosaeder subsummirt ist, in gewissem Sinne einerseits alle Archimedeischen Körper,

sofern sie regulär sind, vom Standpunkte der Klein'sehcn Arbeit zu betrachten, und aiidererseils auch die

Theorie der Gleichung dritten und vierten Grades in Analogie mit der Gleichung fünften Grades, soweit dies

möglich ist, zu bringen. Schon hieraus erhellt, dass der vorliegende Aufsatz sowohl als Einleitung zum

Klein'schen, insofern er sich mit den einfacheren regulären Körpern befasst, als auch als Ergänzung im

bezeichneten Sinne aufgefasst werden kann. Dass mir dabei Herr Prof. Klein, zumal in den ersteren Par-

tien, welche ich im Grossen und Ganzen nocli im Sommersemester 1878 iu München ausarbeitete, stets auf

die zuvorkommendste Weise mit Kath und Beieiirung zur Seite stand, und mich auch iu dieser Richtung sehr

verpflichtete, muss ich sofort bemerken, da hieraus schon erhellt, welcher Dank von meiner Seite Herrn Prof.

Klein gebührt.

Vielleicht darf ich noch bemerken, dass die grosse Ausfülirlichkeit und Breite in der nachstehenden

Auseinandersetzung einmal in dem Bestreben begründet ist, mir selbst jeden einzelnen Punkt zur allseitigeu

Überlegung zu bringen, als auch andererseits dem mit den hier gebrauchten Vorstellungen und Schlüssen

nicht Vertrauten das Verständniss derselben zu erleichtern.

Was nun die oben erwähnten regulären Körper selbst betrifft, so besteht ihre Haupteigenschaft darin,

dass ihr analytischer Ausdruck, iiire Gleichungen, durch gewisse lineare Substitutionen, welche sich geome-

trisch als Rotationen im gewöhnlichen Sinne interpretiren, und darum auch die Covarianten dieser Grund-

formen in sich selbst übergehen, und biedurch zu gewissen Gruppen von Substitutionen im Galois'schen

DeDkachrirten der mathem.-Daturw. Cl. XLI. Bd. Abhaudluugeu vou Nichtmitglitdern. h
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58 Anton I'uchta.

Hiniie Anlass geben, was 7Air Folge hat, ilnss Jede liomogene Glcicliung zwischen Covaiianten gleichfalls

'riausfoniiationen in sich selbst !;esfattct, wodurch man nothwendiger Weise zur Untersuchung, resp. Lösung

licrurliger Gieicliungeii \i'ranla.s,st wird. Mit Kücksicht hierauf gliedert sich das Nachfolgende in vier Ab-

schnitte, von denen der erste die Aufstellung der erwähnten Gruppe von Substitutionen verfolgt, der zweite

die Lösungen der üktaedergleiehung entliält, während der dritte die Aufstellung der wichtigsten beim Okta-

eder auftretenden Resolventen zum Zwecke hat, und der letzte die entwickelte Theorie auf die allgemeine

Gleichung vierten Grades anwendet, und so dieselbe von diesem neuen Standpunkte lösen lehrt.

Als Quellen benützte ich ausser den Vorträgen von Prof. Klein und seinen zahlreichen Arbeiten in den

„Mathematischen Annalen' besonders folgende: Clebscli's „Hinäre Formen" ; Schwarz's Aufsatz „Über

hypergeonietrische Reihen" im 75. Bande von Borchardt's Journal für reine und angewandte Mathematik;

llermite's Aufsatz: „Sur la resolution de l'öquation du cinquieme degre" in den Comptes rendus, ])S.5S etc.

Erster Abschnitt.

§. 1. Das Oktaeder und Tetraeder mit ihren Covarianten.

Als Interpretationsgebiet, d. Ii. als Träger sämmtlicher Werthe der coniplexen Variabein k = x-k-yi

denke ich mir im Folgenden stets eine Kugel vom Radius ^, welche die .-»y-Ebene der analytischen Geo-

metrie auf Seite der positiven s im Coordiiiatenanfangspunkte berührt. LTm dann nämlich den Punkt zu

finden, welcher auf der Kugel durch ^j = a;, -i-y,»' dargestellt ist, suche man den Schnittpunkt des Strahles,

welcher die beiden Punkte von den Coordinaten {x=^0, y= 0, c= l) und (a; = a3j, y= y^, s= 0) verbin-

det, mit der bezeichneten Kugel, wodurch man den Repräsentanten des Werthes |, = «^ -i- ?/,
^ erhält. Zur

grösseren Symmetrie werde ich mich zugleich der iiomogenen Schreibweise bedienen, und also statt '£, immer

f
J schreiben, woraus sich z. B. sofort ergibt, dass £, = den Südpol und ^^=0 den Nordpol der Eiuheits-

kugel bedeutet etc. Ist ferner im Folgenden von einem regelmässigen Körper die Rede, so ist derselbe

immer als der Kugel eingeschrieben zu betrachten, und jeder Punkt, der auf einer Seitenfläche eines solclien

Körpers liegt, ist durch einen Radius der Kugel auf die Oberfläche derselben zu projiciren, so dass also

strenge genonmien unter einem Würfel im Folgenden der Complex jener acht Punkte der Einheitskugel zu

verstellen ist, welche die Ecken eines eingeschriebenen Würfels bestimmen.

Aus dem Gesagten ergibt sich nun sofort, dass die Function

welche gleich Null gesetzt, die sechs Wurzeln 0, oo (entsprechend dem t,^=^()), h-1, —1, -f-z, —i gibt,

durch die sechs Eckpunkte eines Oktaeders dargestellt wird, indem ja 0, oo den Nord- und Südpol der

Kugel und ±\ , +' vier Punkte des Äquators bezeichnen, welche von einander um einen Winkel -^ ab-

stehen. Es handelt sich jetzt zunächst um die Bildung des vollständigen Formensystems von F. Was zuerst

die Invarianten betrifft, so besitzt F nur eine, da ja alle Oktaeder ähnlich sind und zur Deckung gebracht

werden können, wenn der Radius der umgeschriebenen Kugel gleich ist in beiden Fällen; sie ist hier, wie

sich aus

ergibt, gleich —

.
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Das Oktaeder and die Gleicimng vierten Grades.

Als Hcss'sche Form erhält man weiter
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(jO Anton L'uokta.

auch // hätte als Grundform zu Gründe legen können, um F und T als Co Varianten von // nachzuweisen;

ein Gleiches gilt von //,/uud i, und nur die grössere Einfachheit der Intcrpredation bewog mich, /'" als

Ausgangspunkt der Entwicklung zu nehmen, l'berluuipt hätte es keine Mühe, nachzuweisen, dass z. B. F, H
und T in Bezug auf das Verhältniss als C'ovarianten von einander als ganz gleichberechtigt zu betrachten sind.

§. 2. Gruppe der Substitutionen von Fund/.

Durch die Symmetrie-Ebenen des Oktaeders erhalten wir folgende zwei Coraplexe von symmetrisch ver-

theilten Punkten

:

A. Acht Punkte, welche den Mittelpunkten der Seitenflächen des Oktaeders auf der Kugel entsprechen; es

sind dies die acht Punkte U, welche offenbar einen Würfel oder zwei Tetraeder/ und h bMden und in

ihrer Totalität sich decken, wenn das Oktaeder, d. h. die sechs, durch F=0 auf der Kugel bestimmten

Punkte sich decken, was bei gewissen Substitutionen, zu denen wir gleich gelangen, offenbar der Fall

ist, und umgekehrt.

B. Zwölf Punkte auf der Kugel, welche den Kantenmittelpunkten des Oktaeders entsprechen ; es sind dies

die zwölf Punkte von T, von welchen das Gleiche gilt, wie von den acht //-Punkten. Eine leichte Über-

legung ergibt ferner, dass h und t resp. durch die Mittelpunkte der Seiteuflächen oder Kanten des

Tetraeders f dargestellt werden, und hiedurch erhellt einerseits die oben erwähnte Gleichberechtigung

der betrachteten Formen und andererseits die Nothwendigkeit der Congruenz von t und F. Selbstver-

ständlich kann man auch rechnerisch auf sehr einfache Weise sich die Behauptung klar machen, was ich

jedoch übergebe. Aus dem Späteren wird sich ergeben, dass die vier Punkte /, resp. h auf die

»y-Ebene sieh in der Weise projiciren, wie es Fig. 1 angibt, wobei der unendlich ferne Punkt der s-Axe

als Projectionspunkt angenommen wurde, und die stärker markirten Punkte oberhalb der Äquatorebene

der Kugel liegen, die anderen aber unterhalb derselben; in ihrer Totalität bilden sie offenbar den

Würfel H.

Ich denke mir nun die genannten drei Gruppen von Punkten beim Oktaeder, also von sechs, acht, resp.

zwölf Punkten, immer zu je zweien auf einem Durchmesser der Kugel liegend, und bezeichne die letzteren

bezüglich mit i^, , F^, F^, H^...E^, 2\..,T^. Dann ist klar, dass F^, welches die Axe (-4-1, —1) sein soll,

während F^^E (0, oo) und F^^^ (-t-«', — *') ist? auf der Ebene der vier Punkte 0, -+-i, — oo, — i im Mittel-

punkte derselben senkrecht steht, und desshalb eine Rotation durch ^, 2-—, 3 diese vier Punkte cyklisch

vertauscht, während F^^{-+-1, —1) festbleibt, das Oktaeder jedoch in seiner Totalität ungeändert bleibt,

und ebenso desshalb auch seine Covarianten // und T und die ausser diesen noch möglichen. Man beachte

jedoch hiebei, dass ausser den bezeichneten drei Gruppen symmetrisch vertheilter Punkte keine weiteren exi-

stiren. Nimmt man desshalb die drei Axen F^, F^, F^, so geben diese im Ganzen zu 3.3 = 9 Rotationen

von der Periode 4 Anlass, da eine solche, 4mal wiederholt, ohne Einfluss ist, wobei jedoch drei davon,

welche durch tz drehen, nur die Periode 2 haben, da schon die zweifache Anwendung derselben die Identität

gibt. Ebenso erhellt, dass die Axen II^...H^ zu je zwei Substitutionen der Periode 3 Anlass geben, indem

man um sie durch "
, resp. 2 ^ drehen kann, und dabei das Oktaeder wieder mit sich selbst zur Deckung

bringt; dies gibt 4.2 = 8 Substitutionen. Ausserdem geben die Axen 7\...T^ zu je einer Substitution von

der Periode 2 Anlass, durch Dreliungen um n, so dass wir zusammen nach Hinzulügung der Identität,

welche einer Drehung durch 2;: um eine beliebige Axe entspricht, im Ganzen 24 Substitutionen beim Okta-

eder erhalten, welche dasselbe mit sich selbst zur Deckung bringen. Dass es nicht mehrere gibt, folgt aus

der obigen Bemerkung, dass es nur die drei Giuppen symmetrisch vertheilter Punkte, F, H und T gibt.

Beim Tetraeder erhält man zunächst vier Axen, welche je einen Eckpunkt desselben mit dem Mittel-

punkte der gegenüberliegenden Seitenfläche verbinden; es sind dies die vier Geraden //,...//, vom Oktaeder,
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Dan Oktaeder und die Gleicluiiiy vierten Grades. ö 1

2k , 2n
in Fii;ui- I : /', //,.../,,//,, d. h. die Diagonalen des Wiufels H, und da man um Jede dureli ,

resp. 2
^

drohen Ivann, um das Tetraeder wieder mit t^icli zur Deckung zu bringen, so resultircn zunäelist, acht Substi-

tutionen iler Periode 3. Ausser diesen tinden sieli uoeii die oben mit F^, l'\, F.^ bezeichneten Axcn, welche

je zwei Punkte t verbinden und Träger je einer Substitution der Periode 2 sind, welche wir oben schon her-

vorhoben; somit cxistiren beim Tetraeder einschliesslich der Identität im Ganzen 12 Substitutionen, welche

alle unter den 24 Oktaedersubstitulionen enthalten sind, also genau die Hälfte derselben, welcher Umstand

darin seinen Grund hat, dass wir von F ausgehend, die Covariante // durch Adjunction einer Quadrat-

^vur/.el — 2/^~ trat bei der Spaltung von H auf — in die zwei ganz äquivalenten Tetraeder h und t

zerleglen, und in Folge dessen nur jene von den 24 Oktaedersul)stitutionen beim Tetraeder/ betrachteten,

welche/ immer nur in/, und darum auch /* immer nur in h überführten, also alle jene ausschlössen, welche

/ in Ä überführen und umgekehrt, so dass also die Adjunction der Quadratwurzel der analytische Grund ist,

ein Umstand, der ja bekanntlich in der Theorie der Gleichungen bei der Reduction nach Galois immer

auftritt.

Nun gibt das Gesagte, dass aus einem beliebigen Punkte der Kugel durch die Anwendung der 24 Okta-

eder — resp. der 12 Tetraedersubstitutionen ~ immer ein ('omplex von je 24, resp. 12 zusammengehörigen

Punkten wird, und dass der Grad der Vielfacbheit für die Punktgruppen F, H, T; f, /-, t bezüglich folgen-

der ist: 4, 3, 2; 3, 3, 2, d. h. F wird bei den 24 Oktaedersnbstitutionen 4 fach aus einem seiner Punkte

erzeugt etc. In Folge dessen kann jede solche Gruppe von je 24 zusammengehörigen Punkten, resp. 12 beim

Tetraeder, durch F^-hlll^, B^-hxT\ F^^ixT^, resp. durch /<*-4- AÄ'S ß-^x't\ h^-hix't^ dargestellt

werden, wenn nur die Constanten A...y.' in geeigneter Weise bestimmt werden. Wird nämlich z. B. l so

bestimmt, dass einer von den 24 Punkten einer derartigen Gruppe in F'* -hllP enthalten ist, so erhellt,

dass wegen der Invarianz von F^-hlTP bei Substitutionen der Determinante +1 auch alle übrigen

23 Punkte nothwendiger Weise in F^-i-'lH'-^ enthalten sind. Hieraus folgt, dass man, weil T", resp. t" auch

zwei solche Complexe sind, folgende zwei Gleichungen aufstellen kann, welche für das Folgende sehr

wichtig sind:

T^ = xIP-hlF* ...1)

<^ = a•'^=«-^-X/^ •••2)

wenn nur die Constanten ;r, l, x', X' passend bestimmt werden. Um dies zu bewirken, vergleiche ich die

Coefficienten der Glieder von Cf, fj« Cj in 1) "»d von ;'{-, £[" |^ in 2) auf beiden Seiten, und erhalte so

für 1) folgende zwei Gleichungen:

l=a;.l-HX.O

— 2.33 = a;. 33.14 -H X.l,

demnach ist x = 'i, X = — 108 und die erste Gleichung lautet

T^ = H^-108FK ...I)

Ebenso ergibt sich für die zweite

f^ — Pt^=-L-^. ...II)

Dass nun mit F, II und T z. B. das vollständige Formensystem von T erschöpft ist, d. li. jede andere

noch mögliche Covariante ausser ihnen sich aus F, H und T rational und ganz zusammensetzt, liegt auf de.[

Hand, indem jede Covariante ein Multi])luni von 24 Punkten enthalten niuss — mehrfach zählende Gruppen

ausser F, II, T existiren nach dem Obigen nicht — , allein jeder solche Coniplex von 24 zusammengehörigen

Punkten lässt sich in der Form z. B. schreiben F'^-i-xIP -^^i P, wenn nur x geeignet bestimmt ist, in Folge

dessen ist jede Covariante beim Oktaeder einem Produete von Factoren äquivalent, welche wie F aus F und
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G2 Anton I'ackta.

II !?icli aiiriiaiicii etc. Eiu Gleiclies gilt ofifcnbar auch vom Tetraeder _/' mit seiuem Cuvariaiitensystemy, h

und l. Be/iiglicli des Vcrhältiii.s.se« von/ und // zu /'' Ijcnicrkc icli hier nur, dass / und h als irrationale

Covariantcn des Oktaeders aufzulassen sind, uiul sich dann nothwendiger Weise aus dem Formensysteni von

F durch eine Gleichung, die leicht aulziistellen wäre, was ich aber ühergehc, berechnen lassen. Da liiemit

der Beweis für die Vollständigkeit des Forniensystems erbracht ist, so übergehe ich nun zur analytischen

Oktaeder-, resp. Tetraedcrsubstitution.

§. 3. Analytischer Ausdruck sämnitlicher Oktaeder-, res]). Tetraedersubstitutionen.

Ich will nun bei dem explicitcn Ausdrucke der einzelnen 8ubstitufioneu zunächst die nicht homogene

Form anwenden, und eine Bezeichnungsweise derselben einführen, welche die Axen der betreifenden Substi-

tution ohne Weiteres erkennen lässt. Ich bezeichne nämlich mit

etc. diejenigen Substitutionen, res]), durch den Exponenten ihre Wiederholung, welche um die Axen (Ooo),

(-1-1, —1) etc. drehen. 6o_|_i+, ist dann eine Substitution um eine Axe, welche einen Endpunkt im Mittel-

punkte des Dreieckes (0, 1, i) hat, der andere ist Mittelpunkt des Dreieckes (oo, —1, — i), und also wie

hienach selbstverständlich

3 " 3

Hieraus ergibt sich auch sehr einfach, dass ich mit

O0-I-2 r=: Ooo—

2

diejenige Substitution der Periode 2 bezeichne, welche zu festen funkten die Mittelpunkte der Kanten (0, J)

resp. (—1, oo) hat.

Ist jetzt z. B.

j.,
af -H ö

eine derartige Substitution, welche aus dem Punkte t den Punkt £,' maclit, also a, b, c Coustanten, so sind

die festbleibenden Elemente derselben oftenbar durch

<4h^
oder £»^(c-fl)£-6 = 0, ...A)

oder homogen geschrieben, durch

?J-^(c— «) f,?j-^.q =
gegeben.

lim jetzt die Substitutionen der Periode 4 zu berechnen, so hat man zunächst für die Substitution S^^,

weil diese einer Drehung durch — um die Axe Ooo äquivalent ist, offenbar

d. h., wendet man die Substitution /S,,,;; auf den Punkt C an, so wird aus dem Repräscnlantcn desselben auf

der Einheitskugcl ein andci'cr Punkt, dem der Wcrtli /t zukonnnt, unil durch wiederholte Anwendung dieser

Substitution übergeht der betrachtete Punkt in die Punkte if, —£,, —i^, C> also in seine ursprüngliche

Lage nach vierfacher Wiederholung. Um 6'+i_i zu finden, hat man als Gleichung der festbleibenden Punkte

r-i = o,

und demnach ergibt sich durch Vergleichuug von dieser Gleichung mit A) Folgendes:

h ^\ r — « = ,
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Das Oktaeder und die Gleichung vierten Grades. G3

SO dass die gesuchte Substitution statt -^ jetzt lautet:

also u alKnu /u bestinimeu ist. Um « zu linden, bcaciife man, dass durch die Substitution <5^i_i aus oo der

Punkt — / wird, also t = °°y t!'= —i sich entsprechen, woraus a = — ?,' folgt, so dass sich ergibt

:

denn setzt man in <SVi-i staft C den Werth von 4' ein, d. h., bildet man S^i-i, so ergibt sich -^ etc. Ganz

ähnlieh lindet man

von deren Ricliti.i;keit man sich auch z. B. durch Verification leielit überzeugen kann; denn aus oo wird

durch 6'+,_, offenbar h-1, aus -i-l wird 0, aus entsteht — 1, und aus — 1 wird ex., d. h. oo, -i-l, 0, —1
vertauschen sich cyklisch, wobei -t-?' und — / in sich selbst übergehcu, also festbleiben u. s. w. Um die

Substitutionen der Periode 2 zu erhalten, beachte man, dass durch Sa+i^^S^_i aus oo wird —1, was
iT 2

n^ — 1 gibt; ferner übergeht — 1 in cxj, d. h. c ^= -\-\ und aus wird h-1, d. h. Z»^=l, somit hat

mau l'iir die fragliche Substitution und analog für die übrigen fünf Sul)stitutionen der Periode 2 folgende

Ausdrücke

:

— ^ -1- 1 —it— 1

...DO
Q — C + 1 O
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G4 Anton Puchia.

uiul weiiu niuu beaclitet, dass aus oo wird — 1\ so hat sofort a = — t, und es ist daher

Oo-t-i+i- = 2 —j^-

—

z— , Oo+l+.- = —r :—

,

. ..Üj)

und selbstverständlich

Äo + i+ i = C-

3

Bemerken will ifli hier, dass man z. R. S,,_)_, auch hätte in analoger Weise durch einen Covariantenpro-

cess finden künueu, indem man die l'nnkti)aare von F (0, oo) und (h-I, -1) betrachtet, die resp. durch

<j>^^^l-^l und ^,5EE2?,e,

gegeben sind, und wobei y, und p^ die Discriminante -i-l haben, was nothwendiger Weise statthaben muss,

damit die Anwendung erlaubt ist, wie eine leichte Überlegung lehrt. Dann sind nämlich
'f,-+-'|',

und y,
—

-^j

CoVarianten des Systems von f^ und ^^, also sogenannte simultane Covarianten, und man erkennt ohne

Mühe, dass sie die Winkel zwischen den Geraden fi^^F^ (§. 2), ^^ =F^ (§. 2) halbiren, und in der That

ist, wie in Fig. 2 ersichtlich ist, y, —•>!', diejenige Gerade, welche bei der Substitution -S'o-i, und 'j^, -(-</', die-

Jenige, welche bei »S'o+i festbleibt. Hieraus würde sich der Wertii von l> und c

—

a bei den letztgenannten

zwei Substitutionen ergeben u. s. w. Ebenso konnte man natürlich aucli die übrigen vier Substitutionen der

Periode 2 ermitteln.

Dass übrigens yi+'r', in 'j^,
—

'^i
ül)ergeht, wenn man um die Axe Ooo durch n dreht, d. h. die Substi-

tution (S'uoo^ — C (B) anwendet, erhellt sofort, denn dadurch wird aus

ohne Weiteres

u. s. w.

Es gibt aber noch einen dritten Weg, um die Substitution IT aus »SVo, und So-i aliein, oder alle 22 übri-

2

gen Oktaeilersubstitiitionen zu i)ereclinen , und dieser scheint mir der wichtigste aus dem Grunde zu sein,

weil er die meiste Einsicht bietet in das gegenseitige Verhältniss und den Zusammeuhang nicht blos aller

Oktaeder-, sondern auch aller Tetraedersubstitulionen und selbstverständlich fast wörtlich beim Ikosaeder

auch angewendet werden kann, man könnte ihn als kinematischen kurz bezeichnen, wenn dieses Wort liier

erlaubt ist.

Icli denke mir nämlich jedes der aclit gleichseitigen Kiigeldreiecke des Oktaeders — und entsprechend

die vier des Tetraeders — in je sechs con.uruente und symmetrische Elementardreiecke zerlegt, deren Eck-

punkte von den sämmtlichen Punkten //, F und T geliildet werden. Ein solches Dreieck, dessen Eckpunkte

1 , t und oo sind, ist in Fig. 3 dargestellt, nur habe icli statt grösster Kreise der Kugel gerade Linien

gezeichnet. Darin sind also A, B, G drei von den 12 7' Punkten, D al>er ein //-Punkt; zugleich habe ich zu

den Punkten immer diejenige Substitution hinzugesetzt, von der immer ein Fi.xpunkt mit ihm zusammenfällt,

so dass also JD die Substitulion öi+j+oo trägt, die man mittelst des Dreieckes FAD sehr einfach durch (Sooo

3

und 6o_i ausdrücken kann. Denn durch 6o_i wird aus A wieder A, aus B aber D', wo D' rechts von EJ
V 2

liegt und mit D symmetrisch liegt in Bezug auf EJ , also der Winkel DED' = — ist; wendet man jetzt

Äooo au, so wird aus A jetzt O und aus D' wieder D , d. h. die Combinalion von So-\ nud 6'ooo, wenn man
2

die der ersteren beginnt, macht aus A den Punkt C, lässt aber Ü fest, und da ein Ahnliches von dem Gegen-

dreieck von EAi> gilt, so hat man

Ol+l+ oo ^ "— I—!+ ^ So—\ Soca :^ -i i-

,

3 3 T^ ' ^
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Das Oktaeder iind die Gleichung vierten Grades. 65

denn *So_.i macht aus t nach D) ^-^ und S«^ hieraus ij—-, was behauptet wurde, und in der That über-

zeugt man sich sehr leicht, dass Si+.+oo die drei Punkte oo, i, 1 cyklisch permutirt. Um jetzt Äf+,+oo zu-^ -3

—

finden, kann man entweder die bereits gefundene Substitution mit sich selbst combiniren, oder auch in

nachstehender Weise vorgehen. Da Äi+,+„, von der Periode 3 ist, so ist diejenige Substitution, welche die
3

Wirkung von ihr aufhebt., (SVi+oo, und daher hat man
3

'->l-t-i+oo = Oooo «0—1

Denn um 6o_i Äoo» aufzubeben, habe ich zuerst den Einfluss von <S'uoo zu beseitigen, und dann den von
2

Äo-i ; dies geschieht resp. durch *S'ii'„, weil .Si^, von der Periode 4 ist, und durch 8„^i, weil diese letzte

Substitution die Periode 2 hat; mau erhält dadurch dann ans f zunächst — it, nach B), und hieraus auch D')

den oben gefundeneu Werth. Es erhellt, wie ich so hätte weitergeben können, denn aus den zwei Substi-

tutionen der Eckpunkte E und A fand ich mit Hilfe des Dreieckes EAD diejenige Substitution, deren einer

Fixpunkt D ist, und ich gelange, dieselbe Überlegung fortsetzend, mit Hilfe des Dreieckes ADJ zur Keunt-

niss der Substitution, welche in J einen Fixpunkt hat, 11. s. w. ; der weitere Gang liegt auf der Hand, und

kann also übergangen werden.

Für die gesuchten Substitutionen H ergeben sich folgende Werthe:

»5l+,-+co= O_l_,.4.o = l —z -— , Oi+,_o|_1 ' -^+^~ ^_

O ^ "*" -*-
. 02 S ~l~ *

'++" = ^-l-i+r^ ^= 2 -^ -7-
1

»J 1+iH-O = —p —-^— 3 C-Hl —3— 4-+-«

j,
. . . ...F)

O |_,+co= O—l^i+0 = — e —;: T— ; Oi_.+ oo = —f :—
3 3 ^—^ 3 ^-t-*

— ^-^-l. 02 _ —^—i
i±
3

5^^ —h ^-t-1 ~
?

so dass also mit Hinzunahme der Identität, welche aus t wieder C macht, durch B), C), D), D') und F) alle

24 Oktaedersubstitutionen analytisch dargestellt sind.

Die bei den acht Substitutionen /' festbleibeuden Elemente sind z. B. bei Si+.+o» gegeben durch
^3

? = ^'I^Y
oder I« - (1 ^- e- ^ = 0,

so dass sie in homogener Form geschrieben, lauten

:

l^-(i+0?.?2-^'C| = o

...G)

ri+(l-^)t,e,^-^?| = 0,

Man beachte, dass man diese auch auseinander erhalten kann mit Hilfe der Substitution it, da sie ja

in der That geometrisch bei Rotationen um die Axe Ooo durch
^^

ineinander übergehen. Von der Richtigkeit

der Rechnung kann man sich übrigens dadurch überzeugen, dass sämmtliche (juadiatische Formen von G)

zum Product H geben müssen, was zutriül, da man hiefür erhält:

UeuUsthriflun der inacliem.-uaturw. Cl. XLI. Bd. AbliaiidluuijiMi von Nichtmilgliedern.
J
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60 Anton Ptichta.

§. 4. Fortsetzung und liomogcne Sehreib weise der Substitutionen.

Die zuiiäclist sich darbietende Frage nach Aufstellung der Oktaedei'substitiitionen wäre die, ob und

warum die gefundenen 24 Substitutionen eine Grujjpe bilden, d. h. dass irgend zwei beliebige in beliebiger

Reihenfolge combinirt, wieder zu einer der 24 Substitutionen führen. Ich will den Gang, den man hiebei

einschlagen könnte, andeuten, oline den berührten Nachweis, der dann keine Schwierigkeit in der vollstän-

digen Ausführung mehr besitzt, in extenso zu führen. Man würde zu diesem Zwecke eine Substitution der

Periode 4 und eine der Periode 2, z. B. iSooo «ud iS'o+i nehmen können, und durch sie in der früher augege-
2

benen Weise alle anderen 22 ausdrücken, wodurch die ganze Aufgabe, die noch zu leisten ist, darauf zu-

rückgeführt ist, zu zeigen, dass es unter Beachtung von

2

nur 24 von einander verschiedene Substitutionen gibt, was mit Rücksicht auf die zur Berechnung von Äj+,+oo

angewandte Methode keine Schwierigkeit hat. Schreibt man statt

cC-t- d

in homogener Form

lind bestimmt a, b, c, d so, dass die Substitutionsdeterminante ad— hc den Weith -i-l erhält, so erhält

man, da Zähler und Nenner auch gleichzeitig negativ genommen werden kann, statt der obigen 24 Substitu-

tionen folgende 48; es wird nämlich aus f, und t^ resp., wobei der erste Weith sich auf t,, der zweite auf

t„ bezieht:

±«^C,, ±*""^t, ...1) dr*-?,, rt'-^'l, ...2) ±e^l,, ±>~^ L •••3)

^ (»t+g, ±-jL^{^,^iQ ...6)

+ ?„ ±^^ ...8) -t^(f,-^g, -t^^(_£,+y ...9)

^1 ~H ^1 ~^^t JQ\ '^l~'~J2 ^1 ' '^2 ...11)
y+ /—2 +/-2 ±l/i

?i + ^2 ?i-^2 19^
'^^^-^2

f,-f-«fg
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68 A7ito7i Piichfa.

und es ist a* nacli einem bekannten Satze für die Multii)licatioii von zwei Determinanten eine Substitution mit

der Determinante ^(— 1)* = -i-l, und auch jede Wiederholung von a*, also z. B. i" ist eine Substitution

der Periode 3 and von der Substitutionsdeterminante -h1, die mit 5) desslialb zusammenfallen muss, und ai'

ist eine Substitution der Determinante -t, die mit u* auf gleiche Linie zu stellen ist, so dass wir also jetzt

von rs ausgehend, folgende acht Substitutionen haben (wegen des doppelten Vorzeichens in Zähler und

Nenner zählt nämlich jede doppelt): 5', a'*, a, a", während wir früher bei der Determinante -t-1 nur die vier

a, a' hatten u. s. w., womit der Nachweis geliefert ist. Diese l'berlegung gilt natürlieli auch beim Ikosaeder.

Bezüglich der Zusammensetzung der Substitutionen will ich noch bemerken , dass man z. B. folgende

Gleichungen hat:

Sl^ Sf-i Ä?-,- = SU Sl^ 8f_,= ...=^,

wobei nämlich die Reihenfolge der Conibiuationen für die einzelneu Substitutionen gleichgiltig ist u. s. w., wie

sich geometrisch sehr einfach ergibt.

Ich übergehe nun zur Untersuchung des Verhaltens von F, H, T, f, h, t gegenüber sämmtlichen Sub-

stitutionen der Gruppen, wobei es z. B. selbstverständlich ist, dass aus -F(C, , Q = ^ durch irgend eine Sub-

stitution wieder F(^, , tj) = nach der Substitution wird, aber es kann F vielleicht einen constauten Factor,

etwa eine Einheitswurzel in Folge der Substitution erhalten haben, und in ähnlicher Weise können sich die

anderen notirten Covarianten möglicherweise verhalten, und diese Frage, welche bei der späteren Resol-

ventenbildung wichtig ist, muss zunächst erledigt werden, da F z. B. sich ändern kann, um eine Einheits-

wurzel als Factor dagegen z. B. F"*- sich vollkommen identisch erhält.

§. 5. Verhalten der beiden Formensysteme gegenüber den homogenen Substitutionen

der Determinante -i-l.

Ich notire zuvörderst die Zerfällung jeder Form in ihre quadratischen Factoren, welche auf der Kugel

durch je ein Paar Gegenpunkte gebildet sind, und versehe dieselben mit solchen Factoren, dass die Discrimi-

nante derselben, welche bei

durch b"^— ac gegeben ist, den Werth -h1 annimmt, was damit zusammenhängt, dass ich auch die Substi-

tntionsdeterminante überall als vom Werthe -i-l annahm, wodurch jetzt auch nach der Transformation der

quadratischen Form die Discriminante derselben den Werth -i-l beibehält. Bemerken will ich weiter, dass

ich die quadratischen Factoren von H und T nicht durch Berechnung, sondern aus den Substitutionen D)

und F) finde, indem ich 4 statt ^' schreibe, um die festen Elemente zu finden, welche eben die gewünschten

quadratischen Factoren sind; so hat man z. B. aus D) bei Sn^i

g=:
~/^~'^

oder f*-t-2zfH-l =0,

wofür ich nach Herstellung der Homogenität schreibe:

u. s. w., so dass man also hat:

2 iF= 2 f, fj (ff - Ci) (i\ -^i'-Y=2t= <\f\
:p', ^'s

,

wo demnach die ^ der Reihe nach die entsprechenden quadratischen Formen sind
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Du.^ Oktaeder und die Gleichung vierten Grades. 69

X p=; j
«H-(i+of,f.-'a { j^, {

«+(1 - ')i,«.+'a

}

Ay=i^(ff_e?|).-l^(£f+.?|).^|(Cf-2c,t,-£!)

= X'-X=-X3 •"/.*• 7.5 -Xs-

Die Spaltung von h und/ in lineare Factoren übergehe ich, weil sie später nicht angewendet wird, und

übrigens die Aufstellung derselben keinerlei Schwierigkeiten hat.

Um nun den Einfluss sänimtlicher Substitutionen auf irgend eine der bezeichneten Formen, gleichgiltig,

ob Grundform oder ein quadratischer Factor, leicht zu übersehen und langwierige Rechnungen zu vermeiden,

erinnere man sich an Y'ig. o und die hieran geknüpfte Zusammensetzung sämmtlicher Substitutionen aus

irgend zwei derselben, z. B. aus Sa^ und So-i- Wie wir nämlich in dem Dreieck EDA von den bekannten

Substitutionen nm die Punkte E und A — natürlich mit Hinzunahme ihrer Gegenpunkte — zur Substitution

um D gelangten, so können wir fortfahrend etwa in dem Dreiecke ADJ zu der Substitution von /gelangen,

dann zu B, K, G etc., woraus folgt, dass der Eintluss sämmtlicher Substitutionen aus dem von 6'o^ und So+i
t

erkannt werden kann, demnach die constauten Factoren in Folge irgend einer Oktaedersubstitution aus

denen von So^ und Äo+i gefolgert werden können. Sonach sind Äooo und <So+i allein zu betrachten, und

selbst Sl^ z. B. ist schon aus zu Tage liegendem Grunde ausser Acht zu lassen. Durch diese Betrachtung

ist die Rechnung nun ungemein abgekürzt. Es ist aber die erste der beiden fraglichen Substitutionen durch

und die zweite durch

1

(?, + ?,), (-f,+y
+ 1/2'-' -^"

±\i2

gegeben, und wendet mau die erste auf

an, so ergibt sich als Resultat derselben bei beiden genannten Substitutionen — F, also der constante Fac-

tor + 1, so dass also z. B. Sooo, 'S'n+i auf i^ angewendet, -^F^i, — (

—

F) geben muss, also alle Oktaeder-

t

Substitutionen entweder -i-l oder —1 einführen, so dass man behaupten kann: „F* bleibt bei allen

Oktaedersubstitutionen völlig ungeändert."

Wesentlich verschieden verhält sich H, welches schon in der ersten Potenz sich nicht ändert, und darum

ist z. B. auch IP so beschaffen, was nach meinem Erachten darin begründet ist, dass H eine Anzahl von

quadratischen Factoren, welche eine Potenz von 2 ist, nämlich 2^, enthält.

Untersucht man T, so findet sich, dass erst T* sich völlig identisch bei allen Substitutionen reproducirt,

was ja von einem anderen Standpunkte aus wieder gefordert ist, nämlich durch die Covariantenrelation I)

des §. 2:

r» = j53— 108i^*

deren rechte Seite ja nach dem über Fund /f Gesagten ungeändert bleibt.
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70 Anton Puchia.

Untersucht man die notirten quadratisclien Formen , so erkennt mau, dass sie sich bei einer Substitution

entweder untereinander vertausdien bis auf hinzutretende Einiicitswur/.eln als Factoren, wobei — 1 immer

einer Uniklappung, d. ii. einer Dreiiung durcii n, so dass sieb das durch die qiiadiatischc Form gegebene

Punktepaar in der neuen Lage wieder mit sich selbst deckt, entspricht cte. ; überhau])t lässt sich geometrisch,

wie ich im dritten Abschnitte durch ein Beispiel zeigen werde, wenn man die Rotationsaxe und die Lage einer

beliebigen Form ins Auge fasst, sofort sowohl die Art der gegenseitigen Vertauschungen als der hinzutretende

Factor unmittelbar angeben , wobei es eben wichtig ist, die Form an sich und nicht sofern als sie gleich Null

gesetzt ist, zu betrachten. Das Eesultat ist, wie man sich sehr leicht überzeugt, folgendes. Um statt der

quadratischen obigen Formen, solche zu erhalten, welche in ihrer Totalität ungeändert bleiben und einzeln

auch keine constanten Factoren erhalten, hat man statt
'f\. .^\..y\ zu gebrauchen:

^,=:4C?CI, ^, = (C?-a)S ^3=-(??+ ??f ...I)

.II)
?2 = A.U.-(i-0C,4-3

2

3

f, = \,H\-^{\-i)^,^,+ ai
-3

und tur T

:

X, = A- (ff - im\ x.
= -^ (??

+

m'
-i

X5==ir2 (^"+2''t:i?. + ^^')

1

..iin

-2
(C?-2*-C,C,+ ti)*.

Hieran würde sieh die Aufgabe reihen, die eben aufgestellten Formen, welche in ihrer Totalität je drei

Gruppen zusammengehöriger irrationaler Covarianten bilden, durch F, H und T darzustellen, d. h. als Wur-

zeln einer Gleichung aufzufassen, deren Coefficienten ganz und rational in F, Ii und T sind; diese Aufgabe

wird mich im dritten Abschnitte beschäftigen, und ich verlasse für einige Zeit die unmittelbar an das Vorher-

gehende sich anreihenden Schlüsse, um eine viel allgemeinere Gleichung, als die erwähnten aufzustellen und

zu lösen, um dann den Faden wieder aufzunehmen.

Zweiter Abschnitt.

Die Oktaedergleichimg imd ihre Lösungen.

§. 1. Aufstellung der Oktaedergleichung und C harakterisirung derselben.

Im ersten Abschnitte habe ich die Gleichung aufgestellt:

und finde aus ihr:

^^(e., Q _^ ,

r'(^%0
108i^4(?,, Q ^ 108i^i(?,,

?,
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Das Ohtueder und die Gleichung vierten Grades. 71

Denkt man sirli nun für F, II und T specielle Werthe gegeben, also etwa

i^ (£, , g = ^ , B = H (er, Q, T (I,Q = c,

wobei die Relation gilt:

so kann man sich die Aufgabe stellen, welches sind die Wertbe von f, , t^, die den A, B, C entsprechen?

Die Beantwortung dieser Frage kommt offenbar auf die Lösung der Gleichung

zurück, worin

= A'

f B
f= ^ und A"

t:,
' 108^"

ist. Denn, ist hieraus ; berechnet, so erhält man aus der Gleichung

den Werth von t^ und dann t, ^tCj Die Gleichung F) nun, der man leicht eine andere analoge für das

Tetraeder au die Seite stellen kann, heisst die Oktaedergleichung, und zwar in der Normalforui , weil das

Oktaeder nach dem ersten Abschnitte in der gebrauchten Form die numerische Invariante — hat. (Vergl.

Klein, Math. Annalen, IX.) Die wesentliche Eigenschaft der Oktaedergleichung besteht nach dem Früheren

darin, dass alle 24 Wurzeln aus einer l)eliebigen derselben durch die 24 Oktaedersubstitutioneii hergeleitet

werden können: denn ist f' z. B. eine solche, und man wendet auf I) die Oktaedersubstitution —^ an, so

bleibt // und /•'* ungeändert, und desshalb ist auch —^^ eine von t' verschiedene Wurzel derselben

u. s. w. Hiemit ist I) als eine sogenannte AbeTsche Gleichung charakterisirt, und lässt sich liierauf die eine

algebraische Lösung derselben aufbauen, wie ich bald zeigen werde. In Bezug auf eine zweite Lösung, dureli

bypergeometrische Reihen, bemerke ich Folgendes, das auch für den letzten Abschnitt besonders wichtig ist.

Nach Klein, Math. Annaleu, IX. Bd. und Gordan, XII. Bd., gibt es nur drei Gruppen linearer Substitutionen

einer Veränderlichen, welche 24 Substitutionen enthält. Die erste ist die oben aufgestellte Oktaedergruppe,

die zweite entspricht dem Kreistheiluugstypus und ist durch

gegeben, wobei

n . . n
a = cos

^^^ -t- 1 sin ^s

ist, und die dritte Gruppe i.st durch die Substitutionen

t- ßt pi^ ptlt r _ r_ _^

dargestellt, worin

ß = coS-r-HiSm^^
b D

ist, und diese trägt den Doppelpyramidentypus. Das Wesentliche der Oktaedergruppe bestellt daher in der

Eigensciiaft, keine Sui)Stitution zu besitzen, deren Periode grösser als 4 ist, und hieraus erfliesst <ler Satz:

„Wenn eine Grösse a durcli eine Gleichung \oni Grade 24 dargestellt ist, die von den gegebenen

Grössen A, B, C... so abhängt, dass sieh jeder Werth von / aus einem beliebigen der 24 Werthe durch die
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72 Anton Purhla.

obigen 24 linearen Oktaedersubstitutionen ergibt, so liängt bei geeigneter Wahl von l, d. Ii. indem man 1

eventuell durch einen geeigneten linearen Ausdruck

a'A-h/y

c''k-[-d'

ersetzt, dasselbe von einer Oktaedergleichung ab, welche in der Form geschrieben werden kann:

Zu dieser Form werde ich diesen Satz im letzten Abschnitte gebrauchen, um die allgemeine Gleichung

vierten Grades mit der Oktaedergleichung in Zusammenbang zu bringen und so zu lösen.

Völlig identisch mit der obigen Aufgabe ist die folgende, welche die Oktaedergleichung auf dem Gebiete

der simultanen Invarianten von

F (a?, , ajg) , H (*•, , x^ und T (x, , x^
mit der linearen Form

entstehen lässt; es ist nämlich dann

^X Sl *'^\ •" S« *^9

in der Gordan'schen Bezeichnung (Gordan: Programm etc.) und A, B, C gegeben, ^, , |j aber zu finden.

Ich fügte diese formentheoretische Entstehung des Problems desshalb hinzu, weil es sich in dieser Fas-

sung (vergl. Klein, Ikosaeder) erweitern lässt durch Adjunclion einer quadratischen Form, vvelcbes Problem

ich in einem späteren Aufsatze lösen werde.

§. 2. Galois'sche Gruppe und confornie Abbildung.

Da in Folge der 24 Oktaedersubstitutionen alle Wurzeln der Gleichung I, §. 1 als lineare Functionen

einer beliebigen dargestellt werden können, so besteht die Galois'sche Gruppe der Oktaedergleichung aus

den 24 Permutationen, welche sich ergeben, wenn mau alle 24 Wurzeln durcli eine derselben ausdrückt,

und auf die so erhaltene Function alle 24 Substitutionen anwendet; dies hat zur Folge, dass es z. B. sechs-

werthige Functionen von t, gibt, nämlich die im ersten Abschnitte gefundeneu quadratischen Functionen

Xi ••/(«> welche einzeln vierfach zählen und in der That bei vier sehr einfach angebbaren Substitutionen

ungeändert bleiben. Auf diesen Umstand komme ich im dritten Abschnitte wieder zurück.

Eine ganz deutliche Übersicht über die Vertheilung der Wurzeln der Oktaedergleichung hat mau durch

die nachstehende Überlegung (Confer. Schwarz I. c), welche die confornie Abbildung der A'-Ebene auf die

Kugel mit Hilfe der Oktaedergleichung gibt. Um sich die Verknüpfung von ^ und X durch die Gleichung I)

klar zu machen, denke man sich jeden Getauten der Kugel durch die Symmetrie-Ebenen in die schon

erwähnten congruenten sechs Elementardreiecke zerlegt und dieselben abwechselnd strafiirt, dann stossen in

jedem T-Punkte immer je vier dieser Elementardreiecke zusammen etc., und man erhält auf der nördlichen

Halbkugel beistehendes Bild der Fig. 4, wo man nur statt der Geraden immer grösste Kugelkreise zu denken

hat. Gesetzt nämlich, man hätte eine Wurzel von I) gefunden, ^', so soll dieser Punkt auf der Kugel 1 dem

Werthe t,' entsprechen, dann folgt, weil die Oktaedersubstitutionen sich als Drehungen durch ^,2-- und n

interpretiren, dass auch den Punkten 2, 3... 12 Wurzeln der Gleichung I) entsprechen, und analog ist es

auf der südlichen Halbkugel, woraus man ersieht, dass die sämmtlichen 24 Wurzeln sich entweder gleich-

zeitig auf lauler sfraflirte oder nicht strairirte Dreiecke verthcilen. Wir werden sehen, wann das Eine oder

Andere statthat; es wird sich nämlich eigeben, dass sie sämmtjich bei geeigneter Festsetzung auf den

24 straffirten Dreiecken liegen, wenn A' x-hyt auf der positiven Halbebene des X liegt, also y positiv ist.
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Das Oktaeder und die Gleichung vierten Grades. 73

sonst auf den nicht stvaffirten Dreiecken. Für y = liegt also gewiss eine und darinn alle 24 Wurzeln auf

den gemeinsamen Seiten der verscliieden bezeichneten Dreiecke, und nach Späterem, wenn gleichzeitig

1 <:a-<:H-oo ist, so sind gleichzeitig acht und nur acht Wurzeln reell, also z. B. a, h, c und d der oberen

Halbkugel in Fig. 4. Hieraus lässt sich weiter folgern, dass, wenn zwei Wurzeln gleicli sind, im Ganzen

12 Paare von je zwei gleichen Wurzeln existiren, und dass dieses nur der Fall ist für A'= 1 ii. s. w., sowie

dass die Oktaedergleichung keine Wurzeln von einer höheren Multiplicität hat, als vier etc.

Der Grund, warum nur zwei Gruppen von je 12 Dreiecken bei der Tetraedergleichung

iü = T

oder 24, resj). 60 beim Ikosaeder auftreten, ist der, dass die A'-Ebene durch die Gerade y = in nur zwei

Dreiecke zerfällt wird, deren gemeinsame Endpunkte für I) bezüglich 0, oo, 1 sind, nämlich die positive und

negative Halbebene des X, das im Allgemeinen natürlich als complex zu denken ist. Nach Gauss genügt

aber die hypergeometrische Reihe

als particuläres Integral der Differentialgleichung zweiter Ordnung:

^ 7-(«+ p-t-l)X dr^
_ <x.ß -

dX ^ A'(l-X) dX X(l-A') ^ '"
'

und diese letztere besitzt in den Punkton 0, 1, oo Singularitäten, wie sich sehr einfach ergibt. Sind weiter

v-;,, y-;j die beiden particulären Integrale von II), und man bildet, da auch av^-f-hr,^, c-o^-hd-n.,, wobei a. b,

c, d ganz beliebige Constanten sind, particuläre Integrale von II) sind, tiir -' oder gleich allgemein für

a—^-b

"2

die Differentialgleichung dritter Ordnung, welche den letztgenannten Bruch als allgemeines Integral hat, so

ist - nach Schwarz 1. c. eine solche Function von A", welche die positive A'-Halbebene conform abbildet,

mit Ausnahme der berührten drei singulären Punkte 1, 0, oo, in welchen Knickungen stattfinden, indem statt

der drei Winkel k in der Abbildung folgende auftreten :

(l-7);r, («-ß);r, (7-«-|3);r, ...III)

so dass also die positive A'-Halbebene auf ein Dreieck von den Winkeln III) auf der Kugel abgebildet wird.

Spiegelt man mit Schwarz dieses Dreieck gegen irgend eine Seite, so ergibt sich ein anderes Dreieck, wel-

ches die negative A'-Halbebene abbildet etc., und damit der Spiegelungsprocess sich schliesse, also die

durch Spiegelung gefundenen Kugeldreiecke sich lückenlos aneinander reihen und die Kugel nur einfach

überdecken, ist nur erforderlich und ausreichend, dass sie mit den erwähnten Elcnu'ntardrciecken der regel-

mässigen Körper zusammenfallen, so dass wir zu der Behauptung gelangen, welche unmittelbar die zweite

Lösung der Oktaedergleichung bieten wird

:

„Bestimmt man a, ß, 7 so, dass die Winkel III) mit denen der Elemcntardreiecke übereinstimmen, so ist

die Oktaedergleichnug durch den Quotienten ^'^
.:| von zwei passend gewählten Integralen von II) gelöst,

und also

t_-n{.X)
r,,{X)

die Umkehrung von I)."

Upiiksohriricn ili'i- inailiem. iialurw. Cl. XT.T. Ild. AhhiUiilUiiiguu von Niclitraitglieilern, K
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7i Anton Puchfa.

Icli komme auf diese Lösung iiacli Anseiiiandersetzun.i;- der algcbraisclicn, auf welche icli jetzt übergebe,

zurück.

§. 3. Algebraische Lösung der Oktaedergleichung.

Ich will nun zunächst den Einfluss sämmtlicher Oktaedersnbstitutionen auf / und h angeben, und trans-

forniire darum diese beiden Formen mit Hilfe der beiden Substitutionen von der Periode 4, resp. 2, nämb'ch

Soao ^^J? und Äq—I ^ -j r-,

oder homogen geschrieben

- _2 1 1

±«'?,, * '^«; und -^|^=(f,_Q, _^^_2(^i + ^2^'

dann erhält man folgendes Resultat durch Ausführung dieser Substitutionen:

„Durch die Substitution S«^ übergehen / und h resp. in —h und — /", und durch die Substitution Ä,,

übergehen/ und h resp. in — o(.h und —a}j', wo a = [/ 1 ist."

Hieraus folgt nändich weiter: Die sänimtlichen Wertlie, welche /" und // bei allen Oktaedersubstitutionen

annehmen können, sind folgende:

+/, ±^; ±a/, ±a*/^; +«*/, ±a/',

wobei immer je zwei aufeinanderfolgende, also z. B. a*y und alt zusammengehören, sodass also/, ä bei

allen Oktaedersubstitutionen in sich selbst übergeht, dagegen von / und h erst /" und A*', welche sich aber

noch gegenseitig vertauschen können, was ohne Belang ist, da sie sich ja nur durch ±2\J — 3 von einander

unterscheiden und darum in gewissem Sinne als ganz coordinirt aui'zufassen sind. Das erste Kesultat, die

Invarianz von//; ist eigentlich von früher her schon bekannt, da ja H als invariant nachgewiesen wurde,

und H das Product von/ und h ist; das zweite Resultat der Invarianz des Systems /", h^ jedoch ist hier

zuerst gefunden und fülirt direct zur Auflösung der Oktaedergleichnug. Da nämlicli die Oktaedergleicluing

bei allen Oktaedersubstilutionen in sich übergeht, so muss sie sich durch die drei Functionen//!, ß, h^, und

zwar in Bezug auf die beiden letzten, weil diese ja ineinander übergehen, symmetrisch ausdrücken lassen,

was in der That zutrifft , denn an Stelle von

^'^ X ...I)

erhält man, wenn man die früher aufgestellten Gleichungen

H=f.h F^= e= -^^^J^. a. Absch., §. 2)

berücksichtigt, folgende, welche die verlangte Eigenschaft hat:

-4/3/^3 _
(/3-äY '

oder

und an Stelle dieser Gleichung kann mau jetzt nach einer kleinen Rechnung folgendes System von zwei Glei-

chungen setzen:

/3(C)_X-2+2l/l_A' Ta^,

h\K)~ X ^
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Das Oktaeder und die Gleichung vierten Grades. 75

was zu erwarten war, wcnu man das obige Ergebnis« beaebtet, wonach yj eine zweiwertbige Function ist,

indem sie liei allen Oktaedersnbstitntionen entweder unverändert bleibt oder in -^ iii)ergclit, woraus folgt,

(lass die Ukfaederglcieliuug eben durch eine quadratische Hilfsgleiclumg in die zwei Tetraedergleichungen la)

und I"') zerfällt werden kann, deren Lösung jetzt keine Schwierigkeit mehr liat, indem an ihre Stelle das

System der sechs Gleichungen tritt:

?*±2lA-3f-+-l I/
X-2+ 21AI-X ,,,

7=^= = «" K V ' ... 1")

4*+ 2^^- 3 £»-*-! X

wo immer die beiden oberen und beiden unteren Vorzeichen der linken Seite zusammengehören, und für v

die Werthe U, J, 2 einzusetzen sind, a aber eine dritte Einiieitswnrzel ist, wie schon früher. Auch dieses

Hesultat, das System der sechs Gleichungen I'') an Stelle der Oktacdergleichuug, Hess sich unmittelbar als

nofhwendig erkennen, wenn man bei der nothwendigen Homogenität von I) in Bezug auf/ und h beachtet,

dass der Quotient '
. nach dem Obigen eine sechswerlhige Function ist, nämlich folgende sechs Werthe

h (t)

annehmen kann

:

h' ""
h' ""

I? /' "f /'

woraus sich z. B. ergibt, dass I) in Bezug auf h und / symmetrisch ist u. s. w. Die Auflösung des

Systems F') durch Benützung zweier quadratischer Gleichungen, und damit die Ermittelung der 24 Wurzeln t

auf algebraischem Wege hat gar keine Schwierigkeit mehr und wird dcsshalb übergangen. Obgleich hie-

(lurch die Nothwendigkeit der algebraischen Lösung schon vollkommen klar zu Tage tritt, so halte ich es

dennoch nicht für überflüssig, auch noch von einem anderen Gesichtspunkte aus sich dieselbe klar zu

machen, indem ich die Galois'sche Theorie herbeiziehe, und dadurch einmal den ersten Abschnitt in Bezug

auf den Nachweis ergänze, dass irgend zwei Oktaedersubstitutionen zusamniengesetzt, wieder eine der

24 Substitutionen liefern, also eine Gruppe bilden, was ich dort nur andeutete, wodurch die Natur des

Oktaeders, oder besser gesagt, der Oktacdersubstitutioneu, ganz durchsichtig wird, und ich andererseits

im letzten Abschnitte leicht die Gleichung vierten Grades und ihre Gruppe vou Substitutionen ganz analog

behandeln kann.

§. 4. Aufbau der Oktaedergruppe aus einfacheren Gruppen.

Der Übergang von der Oktaedergruppe zur Tetraedergruppe wurde schon im §. 2 des ersten Abschnittes

als bedingt durch die Adjuuction einer Quadratwurzel nachgewiesen, indem geometrisch genommen, um die

drei Hauptaxen des Oktaeders, wenn die Drehungen zur Tetraedergruppe gehören sollten, nur Drehungs-

winkel durch K zugelassen weiden, bei der Oktaedergruppe aber auch solche durch—, welcher Übergang

von Ti zu -^ aber die Lösung einer quadratischen Gleichung erfordert, also die Adjunction einer Quadrat-

Wurzel. Ich will nun die Oktaedergruppe aus einfacheren durch Multiplicatiou auf einer Seite herleiten, wo-

durch der Nachweis der so erhaltenen Oktaedergruppe als Gruppe erwiesen ist (Coufer. Petersen, Algebr.

Gleichung, p. 273). Ich gehe dabei von den beiden Gruppen aus:

C, -C; und C, |,

dann geben diese, weil sie nur die Identität ^ gemeinsam haben, durch Multiplicatiou die Gruppe, welche aus

vier Substitutionen vom Doppelpyramidentypus besteht (§. 1):

?, -K, \ -\ -"A)
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Day Oktaeder und die Gleichung vierten Graden. 77

Hand und soll dcs.slialb übergangen werden; dagegen will ich auf den wescntliehen Unferseliicd zwischen

Oktaeder und Ikosaeder hinweisen, der sich in der völlig verschiedenen Beschaffenheit der zugehörigen

Gruppen äussert, und dessen geometrische Erfassung direct zum bekannten Abel'schen Satze über die

Unmöglichkeit einer algebraischen Lösung bei Gleichungen ^onl fünften und liöheren Grade hinleitet; man

vergleiche in dieser Beziehung die modificirte G a lois'sche Beweisart dieses Satzes, wie sie Petersen,

p. 114— 117 u. 314— SIC gibt, und erkennt ohne Mühe dort nur die abstracte Fassung der Theorie für die

Gleichung fünften und vierten Grades, deren geometrisches Bild, wie ich in Bezug auf die Gleichung vierten

Grades im letzten Abschnitte zeigen werde, geradezu das Oktaeder ist, ebenso wie nach Klein's Arbeit das

Ikosaeder mit der Gleichung fünften Grades sich völlig deckt.

§. 5. Lösung der Oktaedergleichung durch hypergeometrisehe Reihen.

In §. 2 dieses Abschnittes habe ich bereits gesagt, dass die Oktaedergleichung durch den Quotienten

von zwei passend gewählten Integralen der Differentialgleichung II) desselben Paragraphen gelöst wird, und

will diese Lösung nunmehr völlig entwickeln, indem ich mir jetzt die Aufgabe stelle, diejenige Wurzel q der

Oktaedergleichung I), §. 1, zu finden, welche die positive Maibebcne X ;iuf das Kugeldreicck EAD der

Fig. 3 abbildet, aus welcher Wurzel sich dann durch die Oktaedersubslitutioneu alle übrigen sehr einfach

ergeben. Da dann die Winkel des genannten Elementardreieckes '^, '
,

4- sind, so hat nuiu nach §. 2
5 4 2

folgende drei Gleichungen zur Bestimmung von «, ß, 7:

und hieraus folgt

und erhält, da nach einem bekannten Aufsatze von Kummer im 15. Bande von Cr eile's Journal die Diffe-

rentialgleichung II) des §. 2 unter anderen auch folgende sechs Integrale hat:

i^(«, ß, 7, X), A-'-T/'(«_7+l, ß_7+ l, 2-7, A') ...A)

i^(«, ß, a-^ß-7 + 1, 1-A-), (l_A-)ir—Pi^\7-ß, 7-«, 7_«-ß-Hl, 1_A) ...B)

A--"J^|a, «-7 + 1, «-ß + l,-y, A'-PF[ß, ß-7-Hl, ß-«+ l,
j.],

...C)

welche sich resp. auf den Punkt 0, 1 und 00 beziehen, für welch' letztere man noch hat:

(1-A-)-« f[cc, 7-ß, «-ß + 1, j^]

1

7=3 «-
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78 A7iton Vachta.

wo man iiutürlich jedes der notiiteu aclit partk'ulärcu Integrale noch mit einer beliebigen Constanten niulti-

pliciren Icaiin.
'

Nnn beaelite man, dass dem Pnnktc E in Fig. 3 als einem /''-I'iinUte der Wertii A'=oo, dem Pnnkte

A als einem ^'-Punkte der Wertii .V=l, und dem Punkte T) als //-Punkt der Wertli A'=0 zukommt, sowie

dass der Punkt A und D resp. die Siil)slitution

trägt, und man dalier die zu T = ], resp. .Y^=0 gehörigen Werthe von ^ aus den Gleichungen findet:

|2_2|-l=ü, ^-(l-t-O^— « = 0.

Hieraus folgt

und eine ganz einfache Überlegung ergibt, dass mau, weil A und D oberiialb des Äquators liegen, nur die

oberen Vorzeichen zu berücksichtigen hat, indem die unteren den zugehörigen Gegenpunkten auf der Kugel

entsprechen; dannt also t die A'-Ebenc auf das Elemenlardreieck EAD abbilde, hat man folgende zwei

Paare zusammengehöriger A'- und J;-Werthe:

X = 1 £ := 1 H- 1/2 = 2-41421 . .

.

- ^ .i
•^^

A' = Of=e^](!_l_l^ ==eT 1-93185,
2

und daher ergeben sich nach §. 2 dieses Abschnittes folgende zwei Gleichungen als Umkehrung oder Lösung

der Oktaedergleichung:

Y^^r 1 1 3 n
l 24' 24' 4 ' A'J

[24' 24' 4' A'

,_,. 11 3, 1JL ( 1

-_ ,

^^~^^^)"^[~24'
24' 4' r-A-J

worin £ = e'^ ist, und die Constaute C noch so zu bestimmen ist, dass das System der zwei Werthcpaare

von A" und C, wie es durch D) gegeben ist, wirklich zusammengehört. In Folge dessen erhält mau aus E)

und F) unter Beachtung von D) und der Gleichung

n. , 1^ r(c)r(c—«-6)
^(«'*'^' ^)= iV-a)rc-^)

folgende zwei Gleichungen für C:

rf^l rf-ll rf-^^l
C=^2^l/6 14 J I24I I24I

(1)413'- (ffl'
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Das Oktaeder und die Gleicliimg vierten Grades. 79

wclclie, wenn nmn /.. B. die Tafel von Legeudre's Traite des fonetions elliptiqiies, Toni. II, p. 40(),

benutzt, iu der Tliat iür C in beiden Füllen denselben Werth liefern, wenn man nucli (iebraucb niacbt von

der Formel

^ ' sin An- r(i -+-a)

<lenn dnnn findet man

C= 3-22378..., ...H)

welchen Wertli man in E) nnd F) nocli einzuführen hat, um dadurch für den grosseren Theil der positiven

A'-Ebene die Oktaedergleichung durch E), F) und H) gelo.st zu haben.

Ist nämlich im Allgemeinen

-yi

nnd wird A' in der A'-Ebene als ein Tunkt mit den rechtwinkeligen Coordinaten (.r, ?/") interpretirt, so conver-

giren nach bekannten Regeln (man verglci(die hiezu z. B. Gauss' Oiiginahiiihandlung über die hypergeome-

trische Reihe), die beiden hypergeonietrisclien Reihen, welche in E) vorkommen, für jedes A', welches auf

der Peripherie eines Kreises vom Radius 1 und dem Centrum iu {x^O, //=U) liegt und ausserhalb des-

selben, also in jenem Raum, welcher in Fig. 5 straffirt ist. Ebenso convergiren die beiden hypergeometri-

schen Reihen in F) für jedes A', welches auf oder ausserhalb eines Kreises vom Radius 1 und dem Centruni

in a; ^ 1 , «/=0 liegt, also iu dem straffirtcu Theile der Fig. 6. Überhaupt bemerke ich, dass Zähler und

Nenner von F) mit dem Zähler und Nenner von E) übereinstimmen, bis auf den Convergeuzbereich, und also

nur als eine andere Schreibweise aufzufassen sind, so dass sie also für einen Punkt A', welcher in dem

gemeinsamen Convergenzberciche liegt, denselben Werth für 4' liefern müssen, aus leicht angebbaren Gründen.

Es ist fast selbstverständlich, dass die 24ten Wurzeln so zu wählen sind, dass | immer eine Amplitude gleich

oder kleiner als ': hat, damit der Punkt t eben in dem Dreiecke AED, Fig. 3, liegt.

Aus dem Gesagten ergibt sich, dass ich, um für ein beliebiges A' das t durch eonvergente hypergeome-

trische Reihen zu erhalten, nur die analytische Fortsetzung von E) und F) iu demjenigen Gebiete von A' zu

geben habe, welches in Fig. 7 straffirt ist, denn für dieses ist sowohl E) als F), weil divergent, unbrauchbar.

Um nun auch hiefür eonvergente Reihen zu erhalten, benütze ich die beiden Integrale in A) und B),

nämlich

welche für das bisher noch ausgeschlossene Gebiet gleichzeitig convergent sind, und setze zu diesem Behufe

^^'"4-^4' Ä' l i]=-^(24' -24' 3-' ""h'^ik^ -W '2' '-A '^

^_^ r5 13 5 1|_ |5 1 2 „1 ^_r5 1 1 , „) ^^^^
I24' 24' 4' äJ~^^"124' "24' 3' ^^J

^^ 124' ~24' 2' ^~'M -'^^

-Mi--v-^^, g i T4T)=-'4ä' -w h ^]-^'^(Ä' -L' h ^-^]-")

und bestimme die Constnnten xl, x' V durch die Bedingungen, dass ich in I) und L) A'=l setze, nnd in

K) und M) A'= 0, welche Wcrthe eben durch die oben bezeichneten Convergenzberciclie gefordert und zu-

lässig sind, dann wird nändich die analytische Fortsetzung von E) und F) durch die Formel gegeben:
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80 Allton Purlita.

wo (' durcli H) gegeben ist und zur Abkürzung gesetzt ist:

^-HÄ' -24' I' ^^i' ^^-H^4' -i' 2' '-^\

Für a-, .-r', X, X' erliält injui desshalb folgende Bestimmungsgleicbungen aus L), K), M), N):

^(l)KI

'Prfi

(l)KI

= X-\-\

124'sjnS
2

nijn^'

r[i?lr
I24j I24J

-lr(-

r

f25l
r r

24

)

(ä '124) ''124

5

r
-,,|i

1 24 I24 ^2ll€
Berecbnet man hieraus x...'K und berüciisiclitigt man dabei nocb, dass z. B.

1

\ln,
und r(i-x)r(i-+-x) = -.

sin X TZ
'

sowie

ist, für

so übergeht die Formel P) in folgende

:

i'r

r25

ra)r(i-x)
sin X 71

0<X<1,

'fl)4l

C=C ^Ä
(,-.„-).,

sin

r
11

.24J

7;r

~2i
F,

sin

^p^e
'ia

r
17]

24)

sm
1- 24

F
sin

3

• Q)

..R)

•Q')

oder , wenn man bierein die wirklieben Werthc der eonstanten Coefficienten einsetzt , so ergibt sich

schliesslich

t = 0-75626
(-Q'Q1571 -hO- 15938.0 F,H-(0-57198- 0-11 781 ^.F^

(—0-04002 — 0-72320 i) F, -+- (0- 28580 -t-0- 44486 F^
...ß')

Durch die Gleichungen E), F) und R') ist die Aufgabe, die Oktaedergleichung durch hypergeometrische

Reiben jetzt für ein beliebiges A' der positiven Halbebeue gelöst, und um aus diesen Formeln auch ^ für ein

negatives 1/, wenn X= x-i-yi' ist, zn berechnen, hat man nur die Rechnung für ein positives y nach den

obigen Formeln zu führen, und im Endresultate überall — / statt -^-t, einzuführen, wodurch die Aufgabe nach

jeder Richtung hin als gelöst zu betrachten ist.
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r ItisI '^is I'
I v^ I

'i"l l"i Decimalstelleu genau keunt, liöclist wahrscheiulicL eine weit genauere Rechnung

t)as Oktaeder und die Gleichung viei-ten Grades. 8

1

Dass mau die Oklaedergleichung aiicli auf eine andere Weise diircli iiypergeomcfrisclie Reihen lösen

kann, liegt auf der Hand, denn nach §. 3 dieses Abschnittes ist die Uktaedergleichuug dem Systeme von fol-

genden zwei Tetraedergleichuugen ä(|uivalent:

AHO _ X- 2 -H 2 ]fT^X
f\^) ^-

/"(g) ^ X— 2 ^- 2 ^T^Tx
ÄS

(4) X '

und jede derselben lässt sich in analoger Weise wie die Oktaedergleichuni; durch hypergeometrische Reihen

lösen, wobei der Umstand, dass nuui nach Legendre's Fonctions elliptiques, II, p. 455, die Wertlie von

iÄl^^^'1r2j
von C gestattet.

Man vergleiche zu diesem Abschnitte die Lösung der Oktaedergleichung durch elliptische Functionen,

wie sie Klein in dem XIV. Baude der Mathem. Ann., p. 157 gibt, iudem er t als einen Quotienten zweier

unendlicher Produete, welche q = e"'^"' enthalten, finden lehrt.

§. 6. Rationale Transformation der Oktaedergleichung in eine andere Oktaedergleichung.

Bevor ich diesen Abschnitt schliesse, will ich noch in möglichster Kürze Einiges über die rationale Trans-

formation der Oktaedergleichung in eine andere hinzufügen , da dasselbe das Frühere, zumal die Oktaeder-

gruppe, von einem anderen Standininkte aus beleuchtet und zu anderen Lösungen der Oktaödergleichung

durch hypergeometrische Reihen benützt werden kann. Denkt man sich nämlich eine rationale Function von

C, , Cjj von der Dimension 0, also

>- = ^' = _ fßSki^ n

so entspricht jedem Werthe von * einWerth von J und den 24 Werthen von -J- , welche einer Oktaeder-

gleichung genügen, 24 Werthe von ^, welche als Wurzeln einer Gleichung

x(0 = o •••II)

betrachtet werden können; es entsteht nun die Frage, wann lässt sich 11) als eine Oktaedergleichung mit

dem Parameter A'' betrachten, welcher eine rationale Function von X, dem Parameter in der Oktaederglei-

chung für ^, ist? Dann hat also II) die Form

wo ^ (A') eine rationale Function von X ist.

Ist dies nun der Fall, so entsprechen den '2A Substitutionen für t,=^4-, welche ich mit <St bezeichnen

will, 24 Substitutionen S?, «welche sich auf ^ beziehen, und deren Totalitäten natürlich als Oktaedersubsti-

tutionen übereinstimmen müssen, deren einzelne Substitutionen aber sich noch nicht einzeln zu entsprechen

brauchen, in der Weise, dass dieselbe Siibstilulion auf £ und ; gleichzeitig angewendet werden muss, um
sich gegenseitig zu entsprechen. Allein so viel ist klar, dass die Substitutionen, welche um Punktepaare von

F, H und T drehen, uucii nur solchen Substitutionen entsprechen können, welche um Punkte aus derselben

Punktgruppe drehen, also den i^-Substitutionen für t können nur i^-Suhstitntionen für ^ entsprechen u. s. w.,

da sonst die beiderseitigen Gruppen ditferent wären. Dieser Umstand führt ohne Mühe zu den rationalen

Transformationen I). Denn überlegen wir, welche Substitution für c kann der Substitution i't zugeordnet

werden? Da nämlich it. eine primitive Substitution um die Axe (0 cx:>) ist, von der Periode 4. während ihre

Denk^^cbriltun dur mathem. -uaturw. t'l. XLI. Bii. AbLauaiuuguu vuu Nichtmitgliederu.
\
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82 Anto7i Pnchta.

zweifache Wiederliolung — t uun die Periode 2 hat, so Ivaiiii ilii- auch nur eine primitive Substitutiou von der

Periode 4 eiits|)rccheu, z. B. it oder — /;, welciie aber als ^leiehwertliig zu betraeliten sind, da sie sicli nur

durch den Drehuugssinn unterscheiden, und dieser liier ofienbar ohne Belang ist, so dass ich also der Sub-

stitution 2"C die Substitution —ii; entsprechen lassen kann. Das Bedenken uändich, dass wir ihr eine andere

Substitution der Periode 4, z. B. welche um {-^i, — /) dreht, hätten entsprechen lassen können,

erledigt sich dadurch, dass dieser Fall und ebenso jeder andere durch eine lineare Sulistitution i'ür ^, die

man auch sofort geometrisch wieder angeben kann, in den früheren übergeht; ilenn ninnnt man statt ?

•

, so wird aus einfach —i-n, und der Substitution i£. entspricht also — i-n, womit dieser Punkt

erledigt ist. Es wurde bereits gesagt, dass die F-, II- und '/'-Substitutionen für t wieder F-, H- und '/'-Sub-

stitutionen als entsprechende haben, wenn die Substitution 1) die verlangte Eigenschaft hat, und dies hat zur

Folge, dass die bei der Transformation I) festbleibeuden Punkte, weielie durch

gegeben sind, sich aus F{t,^ t^), H{^^ t^) und T{^^ t^) ganz und rational zusammensetzen, mau also die

Gleichung hat:

wo die Constanten Coefticienten noch gewissen aus der Homogenität leicht erfiiessenden Bedingungen genügen

müssen, und die zweite Potenz von T wegen einer wiederholt benützten Covariantenrelatiou übergangen wer-

den kann. Ich will die allgemeinste Lösung jedoch übergehen und nur die einfachsten und interessantesten

Fälle iiervorhebeu, welche in III) enthalten sind. Es sind dies offenbar folgende:

^ifi^i^?^ = F{^„ Q, ...1)

aus denen vermöge des Euler'schen Satzes über homogene Functionen, dem zufolge 1) z. B. auch geschrie-

ben werden kann:

1 . 3i^ 1 . 3i^

folgt, dass

dF iH 3 7

2

8?, SC, 8t,

Substitutionen von der Eigenschaft sind, die Oktaedergleichung für t in eine solche für ? zu überführen. Ich

will dieses für a) und b) ausführlich nachweisen ; für c) wird der Beweis ganz genau so geführt.

Ich nehme desshalb zuerst a) und tinde hiefür

8F ZF
gy — tj — J

?! =2 ' 8 £• ~ ^' -2 -2 '

so dass, wenn ich auf t die Substitution it anwende, also homogen geschrieben t, und tj resp. übergehen in

und ? in ?', so ist

3F ._|3i^ ZF

„_ K' __[ ^-•^__>.
^' '

dl, SC,

demnach entspricht der Substitution i^ die Substitution «'?.
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Das Oktaeder- und die Gleichung vierten Grades. «3

Bei einer Suhstitutiüii der Periode 2, /,. B. bei .S'uci, durch welche man erhält:

^.' ) n — .1
—- >

1^=2 \f^

findet man für den zugehörigen Werth von £:

9F

^
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R4 Anto7> Pachta.

Man erhält nämlich aus a) für

1-He-

folgende Werthe:

? = oo, < = l-/2, ? = -2-(l_/3),

und demnach cntspiiclit dem Dreiecke ABC in Fig. 8 das Dreieck A' B' C der Fig. 9, welche die positive

A'-Halbebene ahbildcn, und ABB, sowie A' B' D' bilden die negative X-Halbebene auf der Kugel ab. Die

Vertheiluug der i/-Punkte, denen die mit gleicher Zififer bezeichneten Werthe entsprechen, gibt Fig. 10:

2 (1 + /3) •
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Das Olfarihr und die Glcichimq vierten Grades. 85

gens kaum wescntlielie Schwierigkeiten darbieten dürfte. — Damit will icli die l^ösung der Oktaeder-

gleichuug boschlicssen.

Dritter Abschnitt.

Resolventen des Oktaeders.

§. 1. Resolventen für F und H.

Ich kehre nun zu dem Gesichtspunkte des §. 2 im zweiten Abschnitte zurück, wonach es heim Oktaeder

Functionen, oder besser gesagt, binäre Formen gibt, welche bei allen Oktaedersnbstitutionen in einander

übergehen, oder auch einzeln ungeändert bleiben; es sind dies irrationale Covarianten des Oktaeders von

der Art, dass immer mehrere zusammengehören, also ein System bilden, z.B. die drei Hauptaxen des

Oktiieders oder die vier Würfel diagonalen, oder auch die sechs quadratischen Formen / des §. 5 im ersten

Abschnitte, vrelchc immer einzeln völlig coordinirt sind.

Ausser diesen gibt es natürlich noch unzählig viele andere irrationale Covarianten des Oktaeders, welche

ganz ähnlich sich verbalten.

Da nun im ersten Abschnitte gezeigt wurde, dass F, H und T das vollständige Formensystem von F
bilden, so muss es gelingen, jedes zusammengehörige System solcher Covarianten als Wurzeln einer Glei-

chung darzustellen, deren Coefticicnten in F, H und T rational und ganz sind. Dies also ist der Grund für

die Möglichkeit derartiger Resolventenbildungen, wobei ich noch bemerke, dass in solchen Gleichungen nur

T'^ und keine höhere Potenz derselben aufzutreten braucht, und selbst diese noch wegen

elimiuirt werden kann, also in die Coefficienten der Resolvente nur H und seine Potenzen, sowie F'^ und seine

Potenzen eingehen, denn H bleibt in einer beliebigen ganzen Potenz ungeändert, dagegen von F nur die

geraden Potenzen desselben.

Ehe ich jedoch einen Schritt weiter gehe, will ich noch daraufhinweisen, dass man geometrisch die Wir-

kung einer Oktaedersubstitution auf eine solche irrationale Covariante, z. B. die WUrfeldiagonalen y, , y^;

^3, y, des §. 5 im ersten Abschnitte von vornherein angeben kann, wenn man sich die Anordnung derselben

und ihre Lage gegen die Axe der betreffenden Substitution zuvor klargemacht hat, da hieraus sofort sich

erkennen lässt, in welcher Weise die lf^...f^ sich vertauschen oder ungeändert bleiben. Projicirt man z. B.

die H- und T-Punkte von einem unendlich fernen Punkte der positiven s-Axe auf die Zeichnungsebene, so

erhält man für die Lage von y,...^^ und /^---'/y, •l'ß Figur 14 und erkennt hieraus sofort, dass bei der Sub-

stitution j?, welche um den Nullpunkt der Kugel wie der Uhrzeiger dreht, also um den Uncndlichkeitspunkt

entgegengesetzt, die ^ sich cyklisch vertauschen müssen, was zutrifft, denn dadurch übergeht f^ in y^, letz-

teres in ^3, dieses in f^ und aus f^ wird
f^,

also hat man die Substitution
{Jf^, '^j,, ^3, <f^.

Um auf die y

zu kommen, so erkennt man, dass dieselben bei derselben Substitution zwei Cyklen von vier und zwei Glie-

dern bilden, nämlich (/j, /., y,, -/^^ und f^i» Xi); ""'^ sf''"" hieraus lässt sich folgern, dass z. B. die Glei-

chung sechsten Grades für die y, weil ihre Galois'sche (Sruppe keine Substitution von einer höheren Periode

als 4 enthält, algebraisch lösbar ist u. s. w., welches Verhalten von den X, ••Xg die Ausführung der Substi-

tutionen natürlich bestätigt.

Ich will nun wirklich die Resolventen für 1] und F bilden, und beginne mit /-', indem ich die früher

gegebenen drei quadratischen Formen -^ als Wurzeln einer Gleichung dritten Grades darstelle, und dabei,

wie im Folgenden, durchwegs zunächst die einzelnen Potenzsummen der Wurzeln für die zu bildende Gleichung

aufstelle, um erst hieraus mit Hilfe der bekannten Newton'sclien Formeln die Coeflicienlen der gesuchten

Gleichung herzuleiten.
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86 A?iion Pnchta.

Um also F zu spalten, hat man folgende Ansätze, welche sich ininiei' duich Abzälilung der Grude in

Bezug auf t, , t^ und Zusammensetzung einer Function desselben Grades in Bezug auf <;, , 4^ aus F, H und T
sofort ergeben:

'^i + >Pj+ 'P.i =

wo die erste Gleichung daraus folgt, dass der Grad von F, H und T den vierten übersteigt, die letzte sich

unmittelbar ergibt, und die zweite desshalb so lautet, weil H die einzige der genannten drei Functionen ist,

weiche den Grad 8 besitzt. Durch Vergleichung des Goefficienten von 4^ auf beiden Seiten der zweiten Glei-

chung ergibt sich x =2, und man erhält damit für die i|/ folgende kubische Gleichung;

welche schon Klein im 9. Bande der Matheui. Aunalen aufstellte, und mit welcher ich die Cardan'sehe

Formel herleiten werde, wodurch die Lösung der allgemeinen Gleichung dritten Grades vom Staudpunkte

des Oktaeders neu gewonnen und alle Substitutionen der Wurzel einer Gleichung dritten Grades ihre geo-

metrische Deutung finden; man vergleiche hiezu die geometrische Interpretation von Klein in den Ma.them.

Annalen, wo die kubische binäre Form durch drei äquidistante Punkte des Äquators intcrpretirt wird. Um
sich von der Eichligkeit der letzten Gleichung zu überzeugen, bilde man die Discriminante derselben, und

findet für die letztere

:

ein Eesultat, dessen Nothwendigkeit andererseits aus dem Umstände erhellt, dass die Discriminante das Pro-

duct aus den Quadranten der Wurzeldifi'erenzen ist, also z. B. den Factor {'\ii~'\'if enthalten muss, welch'

letzterer sich aber wegen

als identisch mit . y^ Xt,
erweist u. s. w., womit die Richtigkeit des Resultates dargethan ist.

Um jetzt H zu zerfallen, mache ich folgende Ansätze:

fl-^fl-hfl-^<fl = .r.H

Um nun die Constanten x, x' und l zu finden, vergleiche man die Coefficienten der höchsten, resp. der

zwei höchsten Potenzen von ^^ auf beiden Seiten der aufgestellten Gleichungen; dadurch ergibt sich sofort

folgendes System :

X— g a? — U A_
2^ ,

und in Folge dessen lautet die biquadratische Gleichung für die f folgendermassen:

, 8 „ ,
256 p^ 16 „, ^^

aufweiche Gleichung man wieder die Lösung der allgemeinen Gleichung vierten Grades bauen kann, nach-

dem dieselbe durch eine lineare Transformation auf die Form der letzteren Gleichung gebracht worden ist,

also die Invarianten von beiden übereinstimmen.
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T)as Oktaedo- und die Gleichung vierten Grades. 87

Dass die ronstatitc x' den Wertli Null iumininit, ist nicht etwa zufällig, sondern dies war von Vornherein

zu erwarten, da, wenn x' nicht den Wertli Null hätte, in der Gleichung für y die Covariante T in der ersten

Potenz auftreten würde, was nicht sein darf, da T wegen der Gleichung

2'" = //'_ 108 i^»

eine irraticmale und /.war zweiwerthige Covariante von F ist, von der Ja in der That nach dem Früheren erst

das Ouadrat bei sänuntlicheii Oktaedersul)stitutionen ungeändert bleibt, so dass ich bei Aufstellung der Glei-

chung für ^f'^ das Glied mit T hätte sofort übergehen können. Diese Bemerkung Hesse sicli bei der Auf-

stellung von anderen Resolventen beim Oktaeder dahin verallgemeinern, dass in keiner derselben ungerade

Potenzen von F und T auftreten dürfen, also /''' z. 15., falls es irgendwo ang('n(nniucn würde, durch wiik-

liche Ausführung der Berechnung seines Coefficieuten den Factor Null erhält u. s. w. Um sich von der Rich-

tigkeit der fUeichung für y zu überzeugen, bilde man die beiden Invarianten dieser l)iriiiadratischen Form,

nämlich die quadratische t und die kubische J, und aus ihnen mittelst der Formel

D =^ («•=< —Qß) (Gl e bs ch : Binäre Formen)

die Discriminante der letzteren. Für diese findet man dann bis auf einen numerischeu Factor F* T^, welches

Resultat wieder von einer anderen Seite her zu erwarten war. Denn die Discriminante muss z. B. auch den

Factor (y,— ^j)^ enthalten, welcher sich wegen der Gleichung

<Pi—^3= ^-3 ^A^'i\-^^l)'

wenn ich von einem numerischen Factor absehe, auf j^,, /, reducirt, n. s. w., woraus die Richtigkeit erhellt.

Ausser den beiden für F und H gebildeten Resolventen kann man natürlich noch unzählig viele andere

aufstellen, denn da z. B. F in die sechs linearen Formen

zerfällt, so könnte man die numerischen Vielfachen von geeigneten Potenzen derselben als Wurzeln einer

Gleichung sechsten Grades auffassen, deren Coefticienteu in F, H und T rational und ganz sind u. s. vv.,

und ein Gleiches gilt natürlich auch von den acht linearen Factoren von H etc.

§. 2. Zerfällung von T in seine quadratischen Factoren.

Um T in seine quadratischen Factoren
;<;, •../„ zu zerfallen, hat man folgenden Ansatz:

Xi ^- X2 -^ X:i -*- X4 -+- Xs -I- Xb =

x?+x^+ x;i+x:-+-x^-t-x^ = ^-^

yX-^yX-^yX^yl^yl^yl = -HT^zHF'

XiXzXsXiX.sXk 2|j
-' •

Durch Vergleichung der Coefficieuten von den höchsten Potenzen der Variabelu t,, t^ auf beiden Seiten

der Gleichungen ergibt sich

x=—\, X = 39,
f>
= ^, •!- = -^,

9 _95
4' ^~ 4

und was nach dem Frühereu selbstverständlich ist
,

ja = a = U.
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gS An ton l'uchta.

In Folge dessen lautel die Gleichung sechsten Cinides lür die /_:

-^ 2 ^- 8 ^- lÜ ^- 4 '^ 16

Von dieser Gleichung kann man nun behaupten, dass sie algebraisch lösbar ist, und erkennt dies einmal

dadurch, dass bei gegebenem 11 und /', also aucli 7'* aus der Oktaedergleichung f algebraisch gefunden

\Yerden kann, nacii dem im zweiten Abschnitte Gesagten, wodurch Xi---Zt! gegeben sind, und amleverseits

durch die Überlegung, dass die Gleichung sechsten Grades für die / sich auf eine Gleichung dritten Grades

und drei Gleichungen zweiten Grades zurückführen lässt, wodurch die algebraische Lösbarkeit ebenfalls zu

Tage tritt. Da nämlich sicii die sechs quadratischen Formen -^ in drei Ebenen zu je zweien vertheilen

lassen, so können wir immer ein solches Paar von y als Unbekannte einführen, und gelangen dadurch zu

den Gleichungen

-'^l Al /.2 V"'!
^^ ^i)

und hat dann

^'3=/5 7.G
=
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Das Oklaeihr und die Gleichung vierten Grades. 89

Eiiisiclit gibt die Anwendung des im vorlieigehenden Paragraphen Gesagten, wonacli in Folge der geonietri-

sciicn Betraciitung die Gleichung sechsten Grades in ihrer Galois'schen Gruppe keine Suhstitution einer

höheren Periode als 4 enthält u. s. w.

Da man ferner die Oktacdergleic!iung aurh durcli hypergeometrische Reihen lösen kann, so ist die Glei-

chung für Xf-Xs '''"'''' f1'"''-''i solche Reihen lösba- neben der algebraischen Lösung.

Was weiter das Tetraeder betriift, so könnte man sich auch bei ihm die Aufgabe stellen, die linearen

Factoren von/, h und t '.. B. in geeigneten Potenzen als Wurzeln einer Gleicliung auf/Jifassen , welche ihre

Coctficienten aus/, h und t ganz und rational aufbaut, doch will icii hierauf nicht weiter eingehen und ver-

w.'ise hier nur auf ein derartiges Beispiel, das Klein im 14. Bande der Mathem. Annalen, p. 154 gibt, wobei

er allerdings eine andere Form der Tetraedergleichung voraussetzt.

§. 3. Lösung der allgemeinen Gleichung dritten Grades, Cardanische Formel.

Nimmt man die allgemeine Gleichung dritten Grades an in der Form

a? -^ ax-\-b = 0,

und setzt ihre Wurzeln folgenden Functionen von f, , fj gleich:

so kann man x^, x^, x^ als die drei Hauptaxen eines Oktaeders auffassen, und bringt die Lösung der obigen

Gleichung dritten Grades sofort auf eine Oktaeder- oder Tetraedergleichung, wenn mau sie mit der Gleichung

für -^ vergleicht und also setzt

:

H=-a, 4F* = b,

4 «3

denn dann wird A', der Parameter der Oktaedergleichung, den Werth — -^i=-t2 haben, und die Gleichung I")

des §. 3 im zweiten Abschnitte lautet jetzt

:

aus welcher Gleichung bei geeigneter Wahl des Werthes von tj, für eine Wurzel x sofort nach Auflösung einer

quadratischen Gleichung der Werth

3 3

umn' --\/-',-fm^
3_

fliessen muss, wo « := / 1 ist.

Man vergleiche hiezu die berühmte Abhaudkiug von Lagrauge aus dem 2. Bande der neuen Memoiren

der königl. Akademie der Wissenschaften, wie sie in Euler's Analysis des Unendlichen, herausgegeben von

Michclscn, sich tiudet, 3. Buch, p. 277. Damit will ich diesen Abschnitt schliesseu und übergehe dazu, die

allgemeine Gleichung vierten Grades mit dem Oktaeder zu verknüpfen, wobei ich nur noch bemerke, dass

die cyklischc Permutation zweier Wurzeln oder dreier als

{x^ x^)
,

(a;, x^) {x^x^ und (.r, x^ x^ {x^ x^ x^)

ihr geometrisches Bild in den Drehungen durch n um irgend eine der drei Axen (0 oo), (-t-1 —1), (h-»' — 0>

resp. durch 2^,4- um irgend eine Diagonale des Würfels H, welche einander völlig coordinirt sind, finden.

UciikJchriften der niathcm.-iialurw. CI. XLI. lld Abhan-ilungcn von Nichtmitgliedern. m
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<J0 Anton J'Hchta.

Vierter Abschnitt.

Die Gleichung vierten Grades.

§. 1. Transformation derselben.

Ich nehme die allgemeine Gleichung vierten Grades gleich in der Form an:

X* -\- ax^ -h bx-i- c = 0,

weil dann die Eechniing bedeutend einfacher wird, und transformire dieselbe mittels der Tschirnhausen'-

schen Substitution

y := « -I- ß ic -t- 2 a;'^ . • .1)

in die folgende

//* -f- Mi/^ -t- Ny^ -h A
if

-h- B = 0.

Die Constanten a und ß bestimme ich nun so, dass ilf und iV^ verschwinden, und gewinne daher folgende

zwei Gleichungen:

M= — i:y = — 4a— ßS.-r- 2^x^

= —4a-4a = 0,

also « =: — a und dann wird

2N={y:ijy—y:if = —'s,i/ = 2aß'^-hi2bß^i6c~i2a^ = o,

also

— 3b±\/9b^-h2a^ — Sac
P = a

Hiedurch ist also die Transformation I) bestimmt und die Gleichung für y lautet:

y* -+- Ay^ B =^ 0. ...II)

Diese Form II) der Gleichung vierten Grades werde ich nun immer voraussetzen und die Congruenz

derselben mit der Theorie des Oktaeders nachweisen. Den Grund, warum ich zuerst 'Zy und Sy* auf Null

brachte, werden die folgenden Pnrngraplien erkennen lassen; es ist dies der Umstand, dass ich jetzt die vier

Wurzeln y als Punkte des Kegelschnittes 2?/^ =0 betrachten kann, und zwar darum, weil die sämmtlicheu

Oktaedersnbstitutionen sich als CoUineationen in der ?/-Ebene jetzt deuten lassen; dies wird durch das Fol-

gende noch klarer werden.

§. 2. Congruenz des Oktaeders mit der Gleichung vierten Grades.

Die Einsicht, dass die Theorie der Gleichung vierten Grades mit dem Oktaeder sich völlig deckt, ergibt

sicli durch nachstehende Überlegung. Ich bezeichne die vier Wurzeln der Gleichung II) des vorigen Paragra-

I)lion mit y,, y^, y^, y^, oder auch kurz mit 1, 2, 3, 4, und bediene mich des bekannten Sprachgebrauches einer

.Substitution im allgemeineren Sinne, um den Übergang von der Function y(y,, y^, y^, y^) zu/(y,, y^, y^, y,^

z. B. zu bezeiclinen, wobei auf die Reihenfolge der Elemente wohl zu achten ist. Es ist desshalb in diesem

Beispiele y^ durch y^ und umgekehrt, ersetzt worden, während die übrigen Elemente ungeändert blieben.

Eine nochmalige Anwendung dieses Processes führt zur ursprünglichen Function, wesshalb ich sage, die

benützte Substitution habe die Periode 2, und da hier 2 und 3 cyklich sich vertauschten, bezeichne ich sie in

bekannter Weise mit (23). Untersuchen wir, wie viele derartige Substitutionen der Periode 2 aus vier Elemen-

ten sich bilden lassen, so erhält man offenbar = *3, nämlich folgende :

(12), (13), (14), (23), (24), (34) ...a)

und diese entsprechen den sechs T-Substitutionen des Oktaeders, sowohl der Zahl als der Periode nach.
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T>aa Oktaede?- aml ilie Gleictmng vierten Grades. 9 l

Substitutionen der Periode 3 gibt es weiter offenbar M^ . 2 = 8, weil ich 4 mal drei Elemente heraus-

fasseu kann und jede iiieraus gebildete Substitution wegen der Periode 3 zu zweien Anlass jribt; die aclit

Substitutionen entsprechen den acht //-Substitutionen und sind folgende:

(123), 124), (134), (234), ...b)

wo die erste z. B. folgende zwei Anordnungen der Wurzel bedingt

:

Endlich Substitutionen der Periode 4 erhält man neun, wovon aber drei die Periode 2 haben, durch sie

werden folgende Anordnungen der Wurzeln bedingt:

ytUaUkl/i, IhViViVi) .'/iViViUs^ •••c)

hervorgerufen durch die Substitution (1, 2, 3, 4) und ihre Wiederholungen, wobei die mittlere die Periode 2

hat und durch (13) (24) zu bezeichnen ist; die Anordnungen

2/2^42/32/1 ) 2/42/32/12/2' 2/32/1 2/82A

sind durch die Substitution (1 2 4 3) und ihre Wiederholungen bedingt, die mittlere entspricht der Substi-

tution (14) (23), und endlich ist

2/3 2/« 2/4 2/1 ; 2/jiy4 2/1^3' 2/42/12/32/2

durch (13 2 4) hervorgerufen und (12) (34) die mittlere.

Man erkennt diese Anordnungen sofort, wenn man sich die vier Elemente äquidistant auf einem Kreise

in der Reihenfolge der Substitution angeordnet denkt, und dann um eine verticale Axc durch das Centruni um
TZ .

g dreht; dass dieses in der That so zu denken ist, ergibt sich daraus, dass diese neun Substitutionen den

/•Substitutionen entsprechen, und wie sich später zeigen wird, die y mit den vier Würfeldiagonalen in Ana-

logie treten, wodurch die bezeichneten Anordnungen sofort auf einmal zu Tage treten.

Dass keine anderen Substitutionen von einer Periode unter fünf existiren und auch keine einer höheren

Periode existirt, ergibt sieh daraus, dass man von der Anordnung 2/12/22/32/4 ausgehend, zu einer beliebigen

der 24 möglichen durch die oben bezeichnete Substitution übergehen kann. In Folge dessen ist die Congruenz

der Gruppen von Substiiutionen beim Oktaeder und der Gleichung vierten Grades evident, und aus dieser

Betrachtung ergibt sich auch, dass vom Standpunkte der Substitutionen aus die Lösung der Gleichung vierten

Grades mittelst der kubischen Gleichung, welche die Wurzeln

''"i
= (y 1

-t- 2/8— 2/3 - 2/4)' ^^\= (2/1 2/2— 2/.1 2/4)*

«'! = (.y 1
-^ 2/3— 2/2

— 2/4)* oder W^= (y, y^- y^ y^f

«'3 = (2/1 -^y.-y^- 2/4)' ^'"3 =(2/12/4-2/2 2/3)'

hat, eigentlicii ideutiscli ist in beiden Fällen, und man kann nach einem bekannten sehr allgemeinen Satze

von Lagrange in der That rational und ganz von den «• zu den W übergehen, welcher Satz für die Glei-

chung vierten Grades sich höchst wahrscheinlich einfach geometrisch beweisen lässt, doch will ich iiicrnuf

nicht weiter eingehen. Diese Congruenz der beiden Grujjpen will ich nun in Bezug auf yiy = und -//^
noch klarer machen. Fasst man nämlich die y als plane VierlinienCoordinaten, so hat dies zur Folge, dass

jeder Punkt des genannten Kegelschnittes, d. h. seine Coordinaten 1/, y^ y^ y^ als rMtionale Functionen

eines Parameters aufgefasst werden können, wodurch die 24 Oktaedersubstitutionen — einschliesslich der

Identität —• ihr Analogen in 24 Collineationen haben, so dass wir für die ganze Betrachtung in der y-Ebene

wieder eine geometrische Ansdiaulielikeit erhalten, indem immer 24 Punkte zusammengehören, die säinnit-

lich ans einem durch die genannten 24 (.'olliiieationeu entstehen, und welche (iru])pe nur in besonderen

Fällen, die leicht angebbar sind, weniger aber darum mehrfach zählende enthalten. Für diese letzteren erhält
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Da,-i Oktaeder und die Gleicliung vierten Graden. 93

Demnach bat man hier

^' — !/i >jt !h !/'. ^ d/i -^!/i-^ y-i) (.'/i
-+-

?/2
-+-

?/*) (vt -^ ys -+- ?/») ii/t -t- 2/3 -I- yj-

Dieses Ergebniss hätte man voraussehen können, denn da JT z. B. bei den Subslitiilionen (12/5) unver-

ändert bleibt, so nniss es, weil ein Factor sowohl in ji^ij^y^ symmetrisch als linear ist, den F'actor

«(yi-t-yj-i-y:!)-»-«^!/*

oder kürzer, wegen Sy = 0, den Factor y^ enthalten, etc.

Was die Coordinaten der 12 doi)pelt zählenden Punkte betrifft, so findet ninn für sie die Werthe

?/l
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94 An ton Puchta.

einer Substitution (Ici- Periode o, z.B. »S0+ 1 + ,, welciie durch 2 um einen Durclnnesiser der Kugel dreht,

der durcli den Sciiwerpunkt der drei Punkte 0, 1, t geiit, rechtfertiat sicli hier, denn nimmt man das Dreieck

mit den Reiten ?/, -+-11/^=0, .'/j-i-y.i^O, 3/3-1-2/1 = 0, .so erhält man das hei der ersten, resp. zweiten fest-

bleibende Element als gegeben durch

(Vi -+- y») -+- (y» -^ .^3) — y»— 2/4 _
2 ~ 2 ~

und

3 — 3 % — ^•

Man vergleiche, um die Nothwendigkeit dieses Ergebnisses einzusehen, hiemit das im §. 3 des ersten

Abschnittes Gesagte.

§. 3. Eindeutiges Entsprechen zwischen t und j/fi/iy^^y^.

Ist f= ^' der Parameter, welcher den 24 Oktaedersubstitutionen unterworfen wird, so behaupte ich die

Existenz einer in den Wurzeln
?/, yj.'/g.'/,, linearen rationalen Function /'

(»/i.'/j 2/3 ?//,), welche so mit ^ in Bezie-

hung steht, dass durch die in vorhergehenden Paragraphen angegebenen 24 Vertauscimngen der y das ^

sämmtliche Oktaedersubstitutionen erfährt.

Man gelangt zur Einsicht in die Richtigkeit dieser Behauptung und zugleich zur Kenntniss der Function /'

auf folgende Weise. Nimmt man den Kegelschnitt

y\-^yl-<-yl-^-yl = ^,

so lautet, wie man sehr einfach erhält, die Tangente im Punkte 1) F' (§. 2), mit den Coordinaten 1, t,

-1, ~i

yi-t-«'?/s— 2/3— ^v, = 0-

Die Gerade ferner, welche den Punkt 1) mit 2), der die Coordinaten 1, — /, — 1, i hat, verbindet,

lautet nach a) des §. 2

«yi -<-?/i-*-0/3-^-?/4 = ö-

Diese beiden Geraden sclineiden sich also im Punkte 1) von dem Kegelschnitte Sii/ = und können

daher zur Bildung des .Strahlenbüschels durch den genannten Punkt als Scheitel benutzt werden :

?/i
-+- '?/« — ^3— «>4 — ^(«>i -+-

?/* -^ «ys -^-y») = ,

oder

^^ yiitiyiLzy3_z:iy«^
. . . «)

«'yi^-y!-^«y3^-yo'

und dadurch, behaupte ich, ist die oben bezeichnete Function f {yiyzy^y^ gefunden; denn da alle Strahlen

des Büschels a) durcli einen gemeinsamen Punkt des Kegelschnittes, nändich den Punkt 1) desselben gehen,

so ist der zweite Schnittpunkt mit demselben also y, »/j^/syn
eindeutig auf t bezogen, und da die Gruppe des

Oktaeders und der Gleichung vierten Grades als congnient sich erweisen, so erhellt die Richtigkeit der

Behauptung.

Ich bemerke aber ferner, dass durch a) gleichzeitig das Oktaeder in der Normalform gegeben ist, denn

setzt man in a) für y^y^y^y^ successive die Coordinaten der sechs F'-Punkte des vorigen Paragraphen, so

erhält man für ^ die Werthe

0, 00, t, — i, -1-1, — 1,

also in der That die sechs F-Punkte des Oktaeders.
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Dan Oktaeder und die Gleichung vierten Grades. 95

Ebenso kann man sich von dem Entsprechen der i/ und //', bezüglich T und 7"-Punkfe überzeugen und

dieses Entsprechen sogar ohne Keclinung angeben, wenn man über die Lage der F und F' klar ist.

Um nur ein Beispiel hielur zu geben, so setze ich für die y, resp. — 1 — ^— 2, 1, 1, — l-i-/— 2, die

Coordinaten eines T'-Punktes und tinde dann für c den Werth ((1 — /2), welches in der That ein T-Punkt

ist u. s. w.

§. 4. Zusammengehörigkeit der Substitution für die // und den Parameter f.

Bezeichnet man die rechte Seite von a) kurz mit 12 34, wobei auf die Reihenfolge der y wohl zu achten

ist, also

«>«-+-yi^-«' 2/3-^^4

mit 2134 zu bezeichnen ist, indem die so erhaltene Function aus der ursprünglichen durch die Substitution

(12) hervorgeht, so erhält man aus a) folgendes System von Gleichungen:

C=1234, ...1) «^ = 2341, ...2) — 1 = 3412 ...3)

-«•4 = 4123; ...4)

-i=2143, ...6)

1^ = 2413 ...8)

tt-i- 1

; =3142 ...10)

-^ = 3214 ...12)

~/^^ =2134 ...14) !|:i4-=1324 ...15)

~/^~/ = 4231 ...16) I^i±l = 3241 ...17)

fcil = 4213 ...18) ig±i)= 2431...19)
C-j-1 4—1

4^= 4132 ...20)
~^^' = 1423 ...21)

''^~^"^^^ = ]342 ...22) !|±1 = 2314 ...23)

...2) -4 =

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



06 Antov l'uckta.

sei, ist crlorderlich, dass

«y 1
-*-

y's
+ «>a -t- y» = - (''2/2 -*- y,+ «>» -^ yO

sei, oder

(1 -t- (2/, -H^jH- (/3+»/0 = 0,

was j;i in der Tiint ziitiiffl, da Sy ^0 ist. Ans dieser Gleichung i'£ = 2341 folgen diinu sofort dnreli Wie-

derludiing 3) und 4). Um dann 5) zu liewcisen, liat man nur ^tj=:Q und }i;?/^=0 zu beachten, und aus

2) und 5) folgen alle übrigen durch Multiplikation, denn man hat z. B., da 6) und 7) nur Potenzen von 5)

sind, fUr 8), und zwar für die linke Seite zunächst, das Product von den drei Substitutionen

wobei ich immer mit der Substitution links beginne, denn dann ist

Andererseits macht das Product von (4123), (4312), (2341) aus 1234, zunächst (3241), (2341) oder

2413, was zu beweisen war. Ebenso überzeugt man sich von der Richtigkeit aller übrigen Gleichungen.

Übrigens kann man auch durch geometrische Betrachtungen sofort die gegenseitige Abhängigkeit der beiden

Substitutionsgruppen angeben, den löst man z. B. drei beliebige der Gleichungen 1) bis 7) nach y, ,'/j ys //,,

auf, so findet mau bei geeigneter Wahl des constanten Proportionalitätsfactors, in homogener Schreibweise:

^6

2/4 = -Ä(^+(i-'Jt^.?«^-^'^D,
1^6

d. h. die y werden geradezu die oben im ersten und zweiten Abschnitte mit y bezeichneten vier Würfel-

diagonalen, und jetzt kann man leicht angeben, welche Oktaedersnbstitution gefunden wird, wenn man auf

die rechte Seite von a) z. B. die Substitution (123) anwendet, denn hiebei bleibt »/^ fest, also muss ? so trans-

formirt werden, dass das festbleibende Punktepaar durch

?j-+-(i-Ot,?i-H»t| = o
bestimmt ist u. s. w.

§. 4. Fortsetzung.

In Folge der Gleichungen ß) ist man nun auch im Stande, die früher auf einem anderen Wege gefun-

dene Covariantenrelation zwischen F', H' und T' direct aus der zwischen F, II und T geltenden herzuleiten.

Man erhält nämlich hicfür zunächst folgendes System von Gleichungen:

fQi
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l)as Oktaede?- und die Gleichung vierten Grades. 97

und daher ist

2*

and analog ergibt sich

03

und wenn mau diese Wevthe iu die iViiher aufgestellte Gleichung

jn ^Hi— 108 F"

einsetzt, so ergibt sich sofort die Gleichung

T'^ = 2»H'^ — ^^F'\

welche ich schon im §. 2 aufstellte.

Nimmt mau uuu die biquadratische Form

und bildet die beiden Invarianten derselben, so hat man in der Clebsch'schen Schreibweise

und danu für die Disci-iminante der bezeichneten Form

und daher ist T''^, welches das Produet aus den Quadraten der Wurzeldifferenzen istj durch die Gleichung

wo die Constante noch zu bestimmen ist, mit A und B verbunden. Um diese Constante zu finden, setze

ich z. B.

und erhalte dann

also ist

und weil

st, so hat man

Const. = 27 . 2\

T'^ = 2^B^-d^Ä\

^'=2/i2/«2/3?/4 = ^

5=-2>- ^=-'-0^- •••7)

§. 5. Lösung der biquadratischen Gleichung. Schluss.

Mit Hilfe der Gleichungen 7) erhält man uuu die Oktaedergleichuug

JJ3^ _ 2'« £3

TÖ8^F*(|)""~ 3^1*'

so dass also der Parameter X in der Oktaedergleichung des zweiten Abschnittes den Werth hat

t)eukschrit*teu der matheni.-naturw. Gl. XLI. Bd. Abhaudlungeu von Nichtmitgli ederii.

.0^)
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98 Anton Ptichta. Das Ohtaerter und die Gleichung vierten Grades.

Löst man nun nach dem Früheren die Oktaedergleicbung ^ algebraisch oder mittelst hypergeometrischer

Reihen, so findet man C und nach geeigneter Normirung von ^^ dann l^, , und durch die Formeln /3) des dritten

Paragraphen dann die vier Wurzeln
;/, y^y^y^.

Selbstverständlich kann man auch die Resolveute für die f benutzen, indem man für F und H die durch

7) gegebenen Werthe in die Gleichung für <p einsetzt.

Beachtet man die geometrische Anschaulichkeit der ganzen Betrachtung und dass mit Hilfe von / und k

die quadratische Gleichung gelöst werden kann, wie es selbstverständlich ist, so ergibt sich als Schluss-

resultat der Satz: Die Theorie der Gleichungen vom zweiten, dritten und vierten Grade ist völlig durch das

Oktaeder gegeben, welches demnach das geometrische Bild aller dieser Gleichungen ist.

\
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>uf lila "•'-'' llftaPiiei' und die tileidiims vierten Grades^

TalVI I iir.i! 11.

Fki / a

>l.
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