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L cinem kleinen, interessauten Aufsatze, betitel: ,,I"Tl)er cine Erweiterung des Begriffes der Deferminanten®
untersucht 7 ehfuss gewisse analytische Gebilde, die nach iilmlichen Regeln aus Elementen mit mehr als zwei
Indices znsmnmengesetzt wurden, wie die Determinauten, aus denen mit zwei Indices. Die Lectiire dieser
Broschiire veranlasste mieh, diese Gebilde,Svelehe Zehfuss Determinanten hisheren Ranges neunt, ciner ein-
gehenderen Betrachtung zu unterwerfen ufid insbesondere ihren, bisher mehr geahmten als crkannten, Bezilgen
aur Invariantentheorie nachzuspiiren. Bei der tiberraschenden Linfachheit, welche die Theorie der Determi-
nanten durch die eombivatorische Multiplication erlangt, lag der Gedanke nahe, mach einer analytischen
Definition dieser Determinanten hokieren Ranges zu suchen, welche anch sic den Methoden der Ausdehnungs-
lehre unterwirft. ! Diese Definitionerwies sich wirklieh fruchtbringend, indem sie nieht nur dic ganze Theorie
dieser Gebilde unmittelbar offe’legte, sondern anch, geradezu ungesucht, eine Reihe invarianter Bildungen
lieferte. Dicselben sind, wie ith gleich hier erwihnen will, nieht blos bei Fnnetionen mit einer Reihe, sondern
auch mit mehreren Reilen Variablen, dic aber alle denselben beiden Clagsen dualistischer Variableu entnomwmen,
olne tibrigens densclben oder nur trangponirten Transformationen unterworfen sein zu miissen, anwendbar,
gehdren also zu jenen Bildungen, die seit ilrem Anftreten in der Theorie der Connexe unsere Aufmerksamkeit
in immer hisherem Grade fesseln diirften. Dureh zweekmiissige Wall gewisser Grossen kanun man aus ihnen
auch Invarianten mit Reihen verschicdenartiger Variablen ableiten. Bei Beschriinkung auf Functionen mit nur

1 Dasselbe gilt fiir die Theorie der zusammengesetzten Determinanten nnd die Bemerknng Borehardt’s (Journal fir
Mathem. Bd. LXXXIX, p. 82) veranlasst mich schon jetzt zur Mittheilung, dass mittelst der Methoden der Ansdehnungslelre
die Vorwiirfe Sylvester’s (ibidem, Bd. LXXXVIIT, p. 49) sieh fast spiclend bewiiltigen Iassen. Ieh bin anf diesem Wege
bald naeh Bekanntmachnng dieser Abhandlung zu den riehtigen Resnltaten gelangt, und werde sie gelegentlich znm Gegen-

stand einer Arbeit maehen.
Denkschriften der mathem,-naturw. Cl. XLIIT. Bd. Abhandlungen von Nichtmitgliedern.
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einer Reihe Variablen sind diese Bildnngen nach der Benennung Aronhold’s ,Functignalinvarianten; sie
umfassen die Bildungen Cayley’s und sind darunter also auch die von Clebsch und Gordan als , Ubersehie-
bungen“ hervorgehobenen enthalten.

Diesen Behauptungen sind die folgenden BEitter gewidinef. [eh musste mich liebei der fussersten Kiirze
befleissigen und zuniichst anf jede bedeutendere Auwendung verzichten.
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seien m Gruppen von cinander unabhiingiger Grissen [ Stufe. DigsGrossen dersetben Gruppe werden in der
Folge stets combinatorisch — wag nach Grassmann dnrell Einséhliessung des Prodnetes in eckige Klaminern
angezeigt werde — und die verschiedener Gruppen algebraischemit einander multiplicirt.

Das eombinatorisehe Produet aus den m Factoren
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wo jedes % alte Werthe von 1 bis » anngmmt, ist dquivalent der = fachen Summe
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Der Spielraum der Zerfihrt aber hier dureh den lmstand ecine Beschriinknug, dass jedes Glied, wo zwei
k£ mit demselben oberen Index gleiche Werthe hesitzen, verschwindet. Die 4 mit demsetben oberen Index
bilden somit in diesersSnmme nur die versehiedenen Permutationen der Zahlen 1, 2,. . .7 und jedes Glied besitat
daher den Faetor:

[a;‘*\ a;“. o .aiu] [a,gz‘\ 0;2). . .a:“]. o0 [a(‘m) aim) Tx a,;m)].

Der Zakhlencoéfficient, der mit diesem Producte multiplicirt die Entwickelung von (1) darstellt, lisst sieh
leicht durch die Bemerkung finden, dass zn jedem Gliede

0] (2) (n) )y (1) (1) @ @ (@) (m (m) (m)
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der Entwiekelung sich cin anderes vorfindet, welehes auns diesem dnreh Vertauschung zweier £ mit demselben
oberen Index hervorgeht und das entgegengesetste Zeichen hesitzt.
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Der Cogfticient wird also aus

ASf)i...x A:(zf)z...z Ar(nyj)m...ﬂ;
gebildet, indem man die gleiehstelligen nnteren Indices anf alle méglichen Weisen mit cinander vertanscht
und jedes dieser Glieder je nachdem es aus dem wrspriinglichen dureh cine gerade oder amgerade Auzalil von
Vertauschungen hervorging, wmit dem positiven oder negativen Zeichen versieht.

Der so gewounene Aunsdruek ist also eine Determinaute (7 -+ 1)ten Ranges® und nter Ordmmg nud
soll mit

Nontt) A(n A® Al
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bezeichnet werden.

II.

I. Den beiden friitheren Bemerkungen kann man jetzt die Fassiing geben:

Die Determinante versehwindet, wenu eive Reibe gleichstelliger unnterer Indices einer zweiten gleich
ist, nud sie dndert ihr Zeiehen, sobald man in ihr zwei Limlices zweier unteren Reilien mit einander ver-
tanseht.

Vertausehit man hingegen zwei obere Indices, so zeigt (2), dass sich jedes Glied nm den Factor (—1)»
indert, und es dndert sieh somit die ganze Determinantegdurel Vertausehung zweier oberen Indices um diesen
Factor. Bs versehwinden daher und blos die Determinanten geraden Ranges, weun in ilmen zwei obere Tndices
gleieh gind.

Aus der Form des Productes (1) folgt, dass, wenn die Ilemente irgend ciner Reihe mit demselben oberen
Index ans einer gleichen Anzaht Summanden begtehen, die Determinante in cine Sunmume cben so vieler Deter-

minanten gleichen Ranges und gleicher Ordmwgg sich zerlegen Eisst.

2. Lisst man das Produet (1) dadyreh entstehen, dass man zundchst die ¢ ersten Gruppen der /-
mit demselben oberen Index alle Werthie vou 1 bis » durehlanfen lisst, so ist offeubar der Coéffi-
cient von

[ (1) (1) 1” 2) () (2\-] [kg’ (@) 4,,,] (g1 +1) vty (’(m\ o m)
ay @, e a4, ax|.lafa, e ak‘_;'+l ak2y+1\,...alf g1) oo WAL i ool im

2@ i
cine Determinante (g—+ 1)ten Ranges und nter Orvdnung. Aus derselben erhiilt man die nrspriingliche Determi-
nante mten Ranges, indem man nunuehr den % der iibrigen (z—g¢) Gruppen die Werthe von 1 bis » in allen
moglichen Vertansehungen deilegt. Hiedurell geht aber ans der Determinante (g+-1)ten Ranges eine Snmme
von (2!1y*=7 soleher Detemhinanten hervor.
Fiir den Fall g =<"1 ergibt sieh hieraus, dasgs jede Determinante (m)ten Ranges einer Summe von
(nD)m=! quadratischew Determinanten gleich ist, deren Summanden aus

\m
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¥ P T 9 o
2 Al; ].\12 "'kim\ AZ, "‘22\“"‘,[-}" NS 2, pim

erhalten werden, indem wan den Gruppen der 4 wmit dewselben oberen udex die Permutationen der Zahlen
1 big » in allen moglichen Anordnungen beilegt.

q %
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III.

Dic den Minoren der quadratischen Determinanten entsprechenden Sitze findet man ebenfalls leicht und

auf ganz dieselbe Weise wice bei diesen.
Um den Coéfficienten von

)
A/o‘, D p20., gl
IN 2 '

in der Determinante zn finden, mache man jene der z-Summen in (1)5in welcher dieses Element vorkommt,

zum ersten Factor des Productes; der gesuchte Coéfficient ist somit:
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Auch das Analogon des La Pléce’schen Satzes bei den guadratischen Determinanten ergibt sich hier anf
dicselbe Weise wie dort, indem anan die Factoren des Produetes (1) in Gruppen theilt nnd dic entwickelten
Produete der cinzelnen Gruppen mit einauder multiplieirt.

Bs gilt nitmlich fiir die Entwickelung eines combinatorischen Produetes aus A-Factoren vou (1), wo A<<n
cine ganz ihnliche Regel wie bei Produneten, in dencn jeder der i-Factoren aus » von cinander unabhingigen
Grossen erster Stufe numerisch abgelceitet ist.

Man bilde aus den:Grissen jeder Reihen:

ORESORINC
a;, @ 0
2 2 2
a® G® g™

(m) _(m) (m)
a,;, a, ...a,

die multiplicativen Combinationen zur en (lasse und multiplicire je 7 dieser Combinationen, die verschie-
denen Reithen angehidren, mit einander. Das gesuehte Produet ist dann aus diesen Producten multiplicativer
o] )
Combinationen wumerisch ableitbar und der zu irgend einem derselben gehirige Coéfficient ist die Deter-
minante aten Ranges und ater Orvdnung ans den Coiéfficienten, welehe zu den Factoren dieses Prodnetes
o] =] f)

gehbren,
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Entwickelt man wun jede der Gruppe, in welehe man die Factoren des Productes (1) gethedlt hat, nach

diesem Satze und beachtet, dass bei der weiteren Multiplication dieser Gruppeu nur jene Gligder nicht ver-

sehwinden, in welchen alle o von einander verschieden sind, so hat man das Analogon descla Place’schen

Satzes flir diese Detenninanten.

IV.

Gehiren dic » cinfachen von cinander unabhingigen Grossen b, , b, . . .5, demSysteme der o\, ol

an, so sind die a aus den b nwneriseh ableitbar und es soll diese Abhiingigkeit dwrelt die Relationen

0=
&, == a, by Fa, b3+ ap, b,

m
g ==ap. b s by o4y, b,
1
0';) == Ay b1'+ Xng [)2+‘ B 2 999 [)n

& 33 Ty o aw Pr . 1, (L 1 W] =N
ansgedriickt werden. Da das Prodnet [a{t’ a{"...a("] = Eay, a,@. - @y [0, b, ..

-b,], so lehrt die Substitution

in das Prodnet (1) eine Determinante hheren Ranges wit einer gunadratischen multipliciren. Die Elemente der

Productdeterminante erliilt man ans ihrem allgemeinen Gliede

BY S «

2 ) e ). (2) m) (1)
S L0 k&iklkg R
i

WO k;” alle Werthe von 1 bis z durehliindt.

Umgekehrt: Taben die Elemente einer Determinante (m~+1)ten Ranges die obige Form, so ist die Deter-

mnnante das Produet:

(m-4-1) -
& a0 4 g
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Nach der Darstellang der quadratischen Detevminanten als combinatorisches Produet bedarf es keiner

Exlduternng, dass das Produet von » @nadratischen Determinanten nten Grades anch als eine Determinante

(m~+1)ten Ranges und nter Ordnnngeaufgetasst werden kann. Ist nmgekehrt

(\) ey \ M)

4»- (9 = o (24 (ay o
LA Py \1)”‘ (on} ) (2 (o)
k)\,k)\ k)\ )\k)\ )\k)\ )\k)\
so ist die Determinante gleick
e ) TS (1) Py 508 (D) @ g AW
b DI SR L8 i e LR R 5 S
¥.

Anwendung zur Bildung voun Invarianten.

(1)
nn

Um invariante Bildungen mittelst der Determinanten hiheven Ranges zn erhalten, hat man offenbar die

Elemente der Determinante blos so zu wiililen, dass die @ ivgend einer Gruppe dureh dieselben Relatiouen in

n nene exteusive Grossen tbergefiihrt werden, durch welehe die urspriinglichen Yariablen in die neuen trans-

formirt werden. Dies kann auf mehrfaclie Weise bewerkstelligt werden.
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Sind in F, (,, @, - . .«,) die Variablen durch die Relationen
@y = ey §tayy &t o, &,

e o 4 '
Xy == gy iy Gt oy, &,

Xy = Gpy él +a712 é.—g"'*' S gn

in die £ zu transformiren und bildet man aus den Elementen

A’)\' o™ l’w)\
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dic Me Summe des Produetes (1), so geht durch die Traunsformation
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und

Hat man daher 7 solche Functionen der x,, «,...x,, so ist
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Statt der obigen Form kann wman dem Elemente 4, o ) auvcl andere ertheilen, die ebenfalls zu
P S |

dem angestrebten Ziele fithren.
Setzt man
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tibergefithrt, wo
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3t

o L ot .
Bk‘l‘>k(2)._.k\!l)—'
A A by 9x (1\3.1 (21 ..a-lzk\p)

[T ans [" dnveh die Trvansformation der « in die & erhalten wird und

(p) () () (p)
bk({” =, 0 e, -t %,
ist.
Das Blement 4, ,(1 K. afm) kann auch als Produet der Differentialquotienten wehrerer Functionen der
A
By Bye @ die gcstolltcn Bedingungen erfiillen. Es mitssen hiebei blos im allgemeinen Gliede die vor-

kommenden Differentiationen nach den einzelnen Vaviablen xki‘ﬁ) a9y -2 g einfache sein nnd miissen sich
A %
. 9 ; 0 (1) (2) ) Vg . % A . k. 4
dic variablen Indices %, ', &, ... %" sowohl auf dic Indices der Funetioneu als der Differentialquotienten
vollstindig vertheilen.

Nimmt man z. B. dic ersteren als fest an, so geniigt

™ F ™ F 3" I

i

9 9 xkiz Bwkimi a&'k(ml_._n.. dx ’m'+mz a:l'k)f,12+,,,'+__‘+mp_’+n.. .Bxk:{,

&)
I8

den gestellten Fordernngen.

2. Auns der Art und Weise, wie dureh die lineage Transformation der vorhergehenden Diffevential-
ansdrelicke einzelne Gruppen der e in Grnppen neuer @xteusiver Grissen iibergefithrt wurden, crhellt numit-
telbar, dass sicli die Verwendbarkeit der Determinfnten hoheven Ranges zur Bilduug invarianter Formen
atich anf Formen mit mehreren Reihen Variablen,sdie versehiedenen Transformationen unterworfen sind,
erstreckt.

Hiebei kann man wicder dem A ,(m\ die oben erwiihnten drei Formen geben, also entweder dem

" “ /L)
mten Differcutialquotienten einer hxcn Furetion, oder dem m ten einer mit m—m, verinderhichen Indices
verschenen Fuuetion, oder dem Produete der Differentialquotienten mehrercr Funetionen, dic selbst mit ver-
dnderlichien Indices behaftet sind, gleicksetzen, Doch gelten auch hier wieder die obigen Einschrinkungen,
dass erstens die vorkommenden Differentiationen im allgemeinen Gliede cinfache nnd zweitens die varia-

. (1) 2) W o - . p o1 . . . .
blen Indices %, ]c(x " ./ﬂi”“ sich vollstindig sowoll anf die Indices der Funetionen, als der Variablen vertheilen

miissen.
Enthiilt somit cine Funetiondie Variablenreihen

)\

n (1) (1)
ml ) xz n
® (2) (2
Rl L
J(my) (m. (m
&% : 7 e 1 n :
so geniigt z. B.
0% .1
A () i e T
7((2) k) ) 2 (m) (ay) (o2) (Om)
A 9 o dx Bx]lmn 9 xl(""x’f‘“ ?x zm,_*_g\ a’l‘k(’z\

(2) .
&\
A

wo dic g, g,...q, Zahlen der Reihe 1 big m, bezeichuen, den gestellten Bedingungen, Transformirt man

PR

die Variablen dureh die Relationen
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w;h e “;11\ Sfl)"f— o 1) E‘I)—f— —l-—oc S(i) s m:mn e ml) S(ml) (lzh) é_-;m‘)_,__ i a(mi) E
) (1) (1) () (1) 4y »(1) . (m;) oy el ( (my)
.’1:2’ = a, & -y, &, A ey, aj; AT xzm’ = oc;r') Elm')- (m” Sm' .ty S
RAUIES S () fi) (l (I) (1) #(1), my) (o) plmy) ) (‘m‘) m,) m‘)
€ = E 4 E = Mgl 4 o0 Ve 'n @) = &+, & . Ao S
80 geht
(m) (2) 8"‘ 7’7 o
X a . eae E a_ o ] — a |
™ MRl g @) (a) Ao Y _s 1
Eanaiokoll) s uib sl eguad fupopd Eupm) 8 Eomtn) 8 Syt oo D 5 () SRR

wo [ die in die & trannsformirte Fnuetion /' bezeichne, iiber in

S8 .. T ha s ol et
k(m) S o 2] (g O(a) o) )
k;‘m k§:) A k(l) 2 & (1) ! T2y 4 &L (my) 8 & 17,,1.,_1 o c(ml+ 2) * 3;( m my 5y
: X l I\ k
WO
() (1) (1) (2) 2) (2) (my) (my) (my)
b =3 , s by =3 il my =2
k)ll' Y €y, K ¢ ar, ) kf) Olk(pz, @ bk£m1) % akgcml) v (tp
el
(my4-1) (oy) (m +1) (my+-2) (o) (my+-2) (m) v OGmeg)  (m) |
bk(m'-’,—ﬂ - )‘ a mg+1 ’ ‘ & (71m+2) - )‘ a (m,+2) flp oy '6/5;1’ =2 ak;%’n . ap |
P
ist.

% b

Ich will nun an einigen wenigen Béispiclen die Anwendbarkeit der cben anseinandergesetzten Bildungen, {
die offenbar etwas allgemeiner sind, als die von Cayley durch die symbolische Multiplication der Funetional-

determinanten hergeleiteten, ! zeigest.
Zuniichst fillt in die Augen, dass jede Uberschiehung zweier bindirer Formen, abgeschen von einem nunie-

rischen Factor, cine Determinagte hoheren Ranges ist. Denn sind
a ) | gty
f=a; o=0

zwei biniire Formen beziiglieh des nten und mten Grades, so ist ihre £te Uberschiebung

INkE n—k gm -k (]H:i) .
(ab)" e, Z)x = (”’k) (m/;) BN 1,4 Pas,. o7

wo
() =n(n—1)...(n—k—+1)

und
my = m (m—1).. (m—k~+1)

und die unteren Indiecs 1 und 2 von f und ¢ Differentiationen beztiglich nach z, und «, bezeichnen, da

Iki:”fu 1922 z=8kf?if __(/“) ka Bk (_—1)k k ) ,8
ST gk Bat - 1) 9t 0, a,b,am' dak Bt

1 Dies ist cvident, sobald man jede dieser Functionaldeterminanten als combinatorisches Produet darstellt und sie sym-

holisch multiplicirt.
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Sind die beiden Formen f und ¢ identisch, so miissen nach (I alle Determinanten (%+1)ten Ranges

(1)

X fir e

fiir ein ungerades % versehwinden, was vollstindig damit ttbereinstimmt, dass alle ungeraden ﬁberselliabungcn

einer Form tiber sich selbst identisch Nnll sind. '

Sehiebt man iiber eine l"fbm'schiebnng wieder eine Form, so stellt sich die neue I"Tborsohieblmg abermals,
wie man sich leicht iiberzeugt, als ein Aggregat von Determinanten hoheren Ranges dar. Da wm jede
Covariante bindirer Formen als ein Aggregat von Uberschiebungen, so ist sic anch als ein Aggregat von Deter-

minanten hisheren Ranges darstellbar.
Mittelst der angegebenen Methoden lassen sieh fast alle bisher bekanntgn Invarianten, Covarianten, zu-

gehirigen Formen nud Zwisehenformen ableiten.
Um zugehorige FFormen und Zwischenformen zn erhalten, hat mansblos in der angegebenen Weise in-

variante Bildungen aus dem wm die Form
Uy By Uy Ty =+ s U, T

vergriosserten Systeme herzustellen. Bezeiehnet so z. B. /' cine kubisehe terniire Form und
U= (u, @, +u, 2, $u,0,),

1
50 ist, abgesehen von dem Factor — 3

As\
¥ j’fufzz ([72)33

nichts Anderes als die von Aronhod und Clebgth mit © bezeichunete Zwisehenform, und man erhilt sie

! durch Entwiekelung naeh den Elementen von Usin der Gestalt

i At 0 ]

92y Bz, 0n, B, da; !
2 2 2
3) . 73#‘7‘_ °f . 3f_u2
21, [5uk Uy = | 02, 3z,  Bay 0w, day
el g i e S e
daw, da, Da, 0z, Baj O
u, , & 0

Ausg

U= u,x, +u,x, + 1,
Gy Ly 373
/ und © erhilt man dwch

3 g
o fiy Oy (U3

1 dic Ziwischenform ¢ bei Clebseh umnd Gordan.
Dureh Combination von © und ¢/ kann man eine zugehdrige Form 4ten Grades in den Coéfficienten von

f und 6ten Grades nach » ableiten. Dieselbe wird dargestellt durch
3
2 j— ®ll ®22 (U’l)l’nl’n)

wo tiberall die unteren Indices 1, 2, 3 Differentiationen nach den Variablen «, . «,, «, bedeuten.

Donkschriften der inathem.-naturw, ()1, XLiI1.13d., Abhandlungen von Nichtmitgliedern. b
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Auf diese Weisc lassen sich durch Beniitzung der schon gewonuenen Covariangen, zugehtrigen nnd
Zwischenformen immer neue invariante Bildungen der ternéiren kubischen Formen und dnrch Zerlegung der-

selben diec I'nndamentalformeln selbst herleiten.

Ganz dasselbe Verfahren ist auch bei den gnaterniiren und Formen hoheren Ranges zu verfolgen. Sind

z. B. f und ¢ zwei quaterniire quadratiselic Formen, so stellen

(®) ®) @ it
- fiy Sor Son Pawy = Hf 11 Ton Pas Paw TS 11 Pan Pl Pans

wo die unteren Indices 1, 2, 3 und 4 wieder Differentiationen beztighich nsieh x,, «,, w, nnd

simultanen Invarianten @, I1. ©,, oder nach Salmon’s Bezcichnung 0,4 und 6 dar.

Die Verbindung von f mit
U == u, @, w, @, gy —+ &, &,

liefert die zugehorige Form

®)
Z "Fifufzzfsa ([/2)447

die vom dritten Grade in den Coéfficicnten von f und vowy'zweiten in den w, w,, u,, «

(3) ;
S A
und

@) _
20y 9 a3 U

sind zwei simultane zugehdrige Formen der £und ¢.

Bezeichnet man mit I'=0 und ® =0, dic Gleichnngen der Fliichen /=y und ¢ =0 in Ebenen-Coordinaten

Wy, Uy, Uy, w, und mit
X =) @) 4y Ty Ty,

80 sind

A L A L
8% f Rf f

bup 1s gimp N A0

02f
BB _

'c)zf“

bR K Bwibﬁxz’ 39013.7:3’ 3.’)0173.00,;’

da, 0a,” Ox ' dm, 0w, 8w, dw,’

3) i - i
IHF By 0y (XP),, = da, dary” Buwp 8wy’ Oy Dy B,

o D A A

2 ? =y
dx, 0z, dx, dx, 390331;4

Bf 90 99

o i ?

3

und das analoge

@
Do F33<X2)u;

wo dic Indiees 1, 2, 3 und 4 Differentiationcn nach den u,, u,, u; und %, bedenten, simultane Covarianten der
beiden Formen # und ¢.

o2 f

o2
da

9o

o,

?

)

&

1st.

330'

9,

3301

dx,

I
3:1;3

99

0x,

0 |

anzeigen, die
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Es lassen sich mittelst der Determinanten hilieren Ranges — nach dem obigen Verfahren —="bei den qua-
terniiren Fonmen anch in den Liniencoordinaten invariante Bildungen herleiten.
Ist z. B. £ irgend cine quaterniire Form nud sefzt man der Kiirze halber

1 ] ) o
U@ 2, Xy =g Ty~ 0, L,

= Uy Xy = Uy Ly = By By - v, 2,

50 1st
3) - b
‘\-:?"‘-./n.f;zz ((‘ )33 ( l )44

eine zugleielt in den Liniencoordinaten, und zwar hierin quadratiseh covariagte Form. Man kaun ilr auch durch
Zerlegung nach dem La Place’schen Satze die Gestalt geben:

B2F o a2 rF
i g} e GRS R o
LR duw, 0w, ’ O Oy’ dug 0.,
vf ey wy Swp
Dm0yt 0w T Omlas b bmy® 7 P
ot f *f LS ot f |
i N ) S Uegly U
Fl= 32 6, da,da,’ &8  da,0m, '3 8
82 F 82 / 82 f o2 f
b, ¥, da, B, d B‘L:; duw,” dal GRS
. PR > Y 0 S P ¢ B
| |
i £ 0. Ealh & , 0,0

Die Form
'3)
=X f, (M) (172)33”’2\44

stellt ein covariantes Gebilde mit allen drei Arten Coordinaten dar.
Verbindet man /7 oder @ ngt ¢ nnd V7 dureh

S+ B A0,

3 Oder VRS, 7 TV
=0 crhiilt man covariantesFormen, die in den Linien-Coordinaten vom 3ten Grade sind w. s. w.

Es Fisst sich, wiedohne weiters einlenchfet, das obige Verfahren auf Formen wit Reihen von 2 Variablen
ausdehnen und mittelst desselben Gebilde ableiten, die in Anschung der Coordinaten verschiedener Classen
covariant sind.

Um z. B. Gebilde fiir ein System von Formen aufzustellen, die aneh in den Coordinaten der Classe (n—£%, k)
covariant sind, wird man blos bei der Darstellung der Covariante hsheren Ranges mittelst des combinatorischen
Productes (1) zu den 4 ersten IFactoren die folgenden wiihlen:

1 L Falle £ eine Fliche 2ten Grades darstellt, ist 7=0 ilwe Gleichung in Liniencoordinaten.

b *
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(wl) aP+uh) a4+ . . . +uld) aM) (@) aP+ud aP+ .. +uld ) . . (@) e{P+uiPafm+ ...
(u® aP+ud af)+ . .. +uD o) (@@ aP+ul)) al)+ ... +ud) o) . (D) a{mGa® afm+- .
(@@ al+uP) )+ ... +ul® alV)) (P P+up o+ ... +u® a®) . . (@ @®-ud) a4

| ug,‘) a;m))

8y
. +ul al)

ool glm)

wo die » Coordinaten von % lincaren Mannigfaltigkeiten (»—2)ter Ordnung bedeuten. Die tibrigen Faetoren
des Productes (1) miissen dann derart gewiihlt werden, dass durch die Transformation der Coordinaten (1, n—1)
auch die @ in diesen Factoren in dersclben Weise in nene extensive GrigSen tibergefiihrt, wie die wrspriing-

lichen Variablen der Classe (1, %—1) in die neucn transformirt werdeu.

Es ist klar, wic auf diesem Wege durch fortwiithrende Bentitzung der schon gewonnenen Formen sich all-
millig Covarianten des gegebenen Systems herstellen lassen, die af¢h in Anschung der Reihen versehieden-

artiger Coordinaten eovariant sind.

Eine cingehende Untersuchung dicser Gebilde und Erliuterung ihrer Verwendbarkeit behalte ieh einer

spitercn Gelegenheit vor.

= LR GR A
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