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DETERMINANTEN HOHEREN RANGES.

LEOPOLD GEGENBAUER.

VORGELEGT 1IN DER SITZUNG DER MATHEMATISCH-NATURWISSEUNSCHAFTLICHEN CLASSE AM 18. NOVEMRER 1880.

| Bildct man alle Producte von je » Flementen des Systems der »? Grissen Ay, 1 Gp, 950090y, 5y Welche
ang dem Ausdreke Ty, v Qg geeeely o dadurehsentstehen, dass die zweiten Indices anf jede wmogliche
Weise vertanseht werden, withrend die ersten wifigeiindert bleiben, versicht jedes dieser Produete mit dem
positiven oder negativen Vorzeichen, je nachdensidas System der zweiten Indices in demselben der Grappe jener
Permmtationen angehort, welehe die zweiwertliigen Fanetionen nngeiindert lassen, oder nieht, d. h. je nachdem
die Anzalil der Vertanschungen je zweier Tudices, durch welehe die betreffende Permutation entsteht, gerade
oder nngerade ist, so nenut man die algepraische Snmme dieser Produete bekanntlich eine Determinante nter
Ordnnng,.
In uenerer Zeit ist man zn cinexsTirweiternng des Begriffes der Determinanten gelangt, indem man ein
System von #* Grissen 1, 1 08 1 2y ey Ay 5, 5 Detrachtete, und ans denselben ein Aggregat von Pro-
dueten von je » Factoren in der Widise bildete, dass niemals zwei Factoren eines Produetes an derselben Stelle
cinen gleichen Index haben. Dig® algebraischie Swmme dieser nach einer bestimmten Regel mit dem positiven
oder negativen Zeichen verselenen Prodnete nennt man zimm Untersehiede von den gewdhulichen oder qnadra-
tisclien Determinanten cubisehe Determinanten.
Dic Mathematiker d¢ZGasparis, Armenante, Padova und Dahlander verdffentlichten cine Reile
vou interessanten Sitzensitber diese algebraisehen Gebilde,
Lin Jalwre 1861 ceehien cine gegenwiirtig giinzlich vergriffene Sehrift von de Gasparis nnd i Jahre
(868 cine Brosehiird®von Zehfuss, in weleher algebraischie Gebilde untersneht werden, welehe cine viel
bedeuntendere Erweiterung des Determinantenbegriffes sind, als die eben erwiilmten cubischen Determinanten.
IZs wird in diesen Schriften ndmlich ein in passender Weise gebildetes Ageregat vou Produeten ans je 2 Vle-
menten des Systems der 2™ Grissen oy TR 5 SR 6 TR iy welches cine Determinante
mten Ranges und nter Ovdimnng genamnt wird, betrachtet, und es werden einige elementare Sitze tiber diese
Gebilde ergeleitet. Uber diese allgemeinen Determinanten wurden in jitngster Zeit anch vou Garbieri (1877)

intercssante Untersuelimngen veroffentlicht.
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18 Leopold Gegenbawer,

Da die Determinanten holieren Ranges nicht nur an sich hischst interessant, sondernsanch bei vielen Pro-
blemen der neueren Algebra und Geometric cine nicht unwichtige Rolle zu spielen begifen sind, so will ich
in den folgenden Zeilen eine Reilic von Sitzen aus der Theorie dersclben anf einemshichst cinfachen Wege
cutwickeln.
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Es sei gegeben ein System von »™ Grossen oy 4 4

0 N .
) @ T a0n 2 B Ry Pyonsy Ry

Man bilde alle verschicdenen Producte von je » Elementen dieses Systémms in der Weise, dass niemals
zwei Factoren cines Productes an derselben Stelle cinen gleichen Index {gleichen correspondirenden Index)
liaben, ordne die Factoren eines jeden Productes so, dass dic ersten Indices in natiivlicher Orduung auf ein-

ander folgen. Jedes System correspondirender Indices ist alsdann eing Permutation der Grossen 1, 2. 7
o] ? J) b

o
welchie entweder der Gruppe jener Permmntationen angehort, die die zweiwerthigen Funetionen ungeiindert
lagsen, oder nicht. Ist die Anzahl der Permutationen der zweiten Axt, welehe in den verschiedenen Systemen
correspondirender Indices irgend cines Productes anftreten, gerate, so verseche man dieses Produet mit dem
positiven, ist diesclbe ungerade, so versehe man dasselbe mit dém negativen Zeichen. Die algebraische Sumime
dieser Producte ist eine Determinante zter Ordnung und mtep Ranges.

Dic Anzahl der Factoren eines jeden Productes bestimant also die Orduung; die Anzahl der Indices jedes
cinzelnen llementes des Systems den Rang der Determinante.

Uine solehe Determinante »ter Ordnung und mign Ranges der »™ Elemeunte af 4 L ? CLt, ., 2
e gy soll, analog der von Herrn Kromecker fiir quadratische Determinanten cingefiihrten
Bezeichnungsweise, mit:

§ . . . . . .
‘az'],vz,..., 2 ({1, Tasenyim=1,2,...,7)
bezcichnet werden.
Der gegebenen Definition einer solchensalleemeinen Determinante znfolee hat man also die Gleichung :
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Bs wiire fiir dic » nagh der oben gegebenen Definition ecigentlich noch die Bedingung xl(})é x?}") (A 2 v)

hinzuzafiigen, da jedock! jedesmal, wenn zwei =, welche denselben untern, aber verscliiedene obere Indices
laben, cinander gleich werden, cin Factor des Produetes, welches das Zeichen der cinzelnen Glieder dar-
stellt, verschwindet, 580 kann man diese Bedingnng weglassen nnd in Bezug auf simmtliche « vou 1, 2,..., %
sununiren. Fiir Déterminanien zweiten Ranges hat zuerst Herr Kroneeker diese Smnmendarstellung ver-

wendet.
Die Anzalil aller Glieder einer solchen Determinante ist, wie man sofort sicht, (#Y)m—1 und von diesen
= 1 \m—1
7. ol . - .
Laben < )2 dag positive und ( )2 das negative Vorzeichen.

Aus der eben aufgeschrichenen Definitionsgleichung 1) gehen sofort folgende Siitze hervor:
Jede Determinante geraden Ranges iéindert ilir Zeichen, wenn man zwei derselbeun Indexreilie angehorige

Indices in allen Gliedern mit cinander vertanscht, wenn man also fiir die Elentente

(1)~| ) )-2,- sl A )-1'—1—-1 na
die llemente
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sctut.
Jede Determinante ungeraden Ranges dindert il Zeichen, wenn man zwei dersellien veriinderlichen
Indexreihe angelivrige Indices in allen Gliedern wit einander vertansclii; sie hleibt abét ungeindert, wenn
3 r Ay Ay wip SSURE 2N svirovhe anoehir oe opg 3 ‘ N i . E Lt 57418 O~ 1 O T
man zwei der festen (ersten) Indexreihe angehdrige Indiees in allen Gliedern vertansclit, d. h. sie dndert iln
Zicichen, wenn man {iir die Elemente
s I = i Rl g 7
die Elemente
”’)\‘, 1T yeasy )\7‘ 1, thr, )\r-(—l,..., )\m

(Xl ’ )\‘27'-'7 Ay 1 Xr—{-l?"‘* hm =1, 2:"'7 Ly Xr% Py 7'31)

setzt, sie bleibt aber nngeindert, wenn man fitr die Elemente

Cup Woastiind
dic Elemente

N‘P-I ’ )‘2:-'-: Am

(AU‘I ? )‘17 )\:27" ’ lm = 17 2;"': ”)
setut.
Als Corollare folgen ans diesen Siitzen die folgenden:

Jede Determinante geraden Ranges ist gleich Nunll, wewn {iir zwei verscliiedene, derselben Indexreihe an-
O T ) 2
gehivrige Indices alle Klemente einander gleich sind , welehe an deun iibrigen Stellen gleiehe eorrespondirende

Indices haben, wenn also fiir zwei bestimmte, von einaygler verschiedene Werthe A, u,.:

B B To, Xl lin, STy [ RS I, AR 2, AP, By g ey

; (@7 205 sroags AP Aol o) 000 00)
181,

Jede Determinante ungeraden Ranges ist gleich Null, wenn fiir zwei verschiedene dersclben veriinder-
lichen Indexreihe angehivige Indices alle Llemente ecinander gleich sind, welche an den iibrigen Stellen
gleiche corvespondirende Indices haben, wenn also fiir zwei bestimmte Werthe 2., p. (r=>1, 3. 2 ) jedes
Element:

GRS SR G Y, @, iR SR R
ist.

Da eine Determinante ingeraden”Ranges ilir Zeichen nieht dindert, wenn zwei der festen Indexreihe au.
gehorige Indices in allen Gliederngmit cinander vertauseht werden, so wird sie anch im Allgemeinen nieht
verschwinden, wenn fiir zwei verschicdene, der festen Indexreilie angehirige Indices alle Elemente, welehe
an den tibrigen Stellen gleiche eorvespondirende Indices hiaben, einander gleich wevden.

Setzt wan in einer Deterptinante ungeraden Ranges alle festen Indices einander gleich, so hat man eigent-

lich ein System von 2™

Gdssen, von denen aber nar 2”1 von einander verschieden sind. Da in diesem
Falle, wie aus der obigeirDelinitiousgleichung sofort ersichtlich ist, stets je »! Glieder der vorgelegten Detor-
minante #ter Ordnung und mten Ranges cinander gleieh werden und diese 2! Glieder auch dasselbe Vorzeichen
haben, so verwandelgsich dic Determinante in eine Determinante »ter Ovdnung und (22— Tten Ranges der

n o |

verschiedenefy lemente wmnltiplicirs mit 2.

Die Gleichung 1) zeigt fermer, dass jede Determinante zter Ordnung und mten Ranges als eine Summe
von (21)" P Determinanten zter Ordnung und pten Ranges fiir m=p dargestellf werden kann.

Smumirt man nimlich in der oben angefithrten Gleichung znerst in Bemg auf x\;l), x'lm,..., ;«.‘i”), so erhilt
mant 2! Glieder, mnd swnmirt man in jedem dieser Glieder sodamn in Bezug anf die tibrigen », so erliilt man
ein Aggregat von 2! Determinanten #ter Ording mnd (m— Uten Ranges, welehes der urspriinglichen Deter
minante gleich ist.

c ¥




20 Leopold Gegenbauer.

Summirt man in jedem der vorhin crwihnten »! Glieder in Bezng anf zg), x(22),..., xg’), so erhiilt man
zuniichst (»1)2 Glieder, und wenn man sodann in jedem dieser Glieder beziiglich der ngeh ibrigen = sunmirt,
so entsteht cin Aggregat von (2!)% Determinanten nter Ordirung und (m—2)ten Ranges, welehes der nrspriing-
lichen Determinante gleich ist.

Man sicht, dass man, in dieser Weise fortfahrend, jede Determinante #ter Oednung und mten Ranges als
ein Aggregat von (2!)" 7 Determinanten zter Ovdnung 1und pten Ranges darstellen kaun.

Aus der Gleichung 1) ersicht man auch, dass die Determinante sichsnieht findert, wenn man zwei
Systeme von xz, welche denselben nnteren, aber verschiedene obere Indiegs haben, mit cinander vertauscht.
Man sielit ferner, dass cine Determinante geraden Ranges unveriindert bieibt, wenn man ein Systewm von »,
welche denselben nnteren, aber verschiedene obere Indiees haben, mit den Zahlen 1, 2,..., » vertauscht, weil
in diesem I"alle m—1 ungerade ist, dass aber cine Determinante ungéraden Ranges bei ciner solchen Vertau-
schung ihren Werth édndert, indem durch dieselbe eine gewisse 1ilfte der Glieder der Determinante das Zeichen
iindert, wihrend dic andere Hilfte das urspriingliche Zeichen behilt.

Eine Determinante geraden Ranges bleibt demmnach ungefingtert, wenn man in allen Gliedern simmtliche
zwel versehicdenen Indexreihen angehirige Indices mit cinander vertaunseht.

Eine Determinante ungeraden Ranges bleibt ungeéindert, wenn man in allen Gliedern séimmtliche zwei
verschiedenen, veriinderlichen Indexreihen angehorige Indices mit cinander vertauscht, sie findert jedoeh ihren
Werth, wenn man in allen Gliedern die der festen Indexreihe angehirigen Indices mit dem entsprechenden
Indices einer veriinderlichen Indexreihe vertanscht.

Ein specieller Fall des crsten Satzes ist die beKamnte Bigenschaft der gewthnlichen oder quadratischen
Determinanten, dass dieselben ungeiindert bleihen, wenn man die Horizontal- zu Verticalreihen oder nm-
gekcehrt macht.

Man sicht aus den letzten Erdrterungen, dass der Werth einer Determinante ungervaden Ranges (m) ver
sehieden sein wird, je nachdem die eine oder die andere Indexreihe als feste Indexreihe gewiihlt wird. Da
man die Wahl zwischen m Indexreihen hat, so hat eine Determinante ungeraden Ranges = versehiedene
Werthe, entsprechend den m verschicdesen Festsetzimgen, welehe man iiber die feste Indexreihe machen
kann.

Nach der auseinandergesetzten Bildungsweise der Determinanten »ter Ordnung und mten Ranges ist
jede soiche Determinante nicht nyr eine lineare Function jedes einzelnen Elementes, sondern aueh eine

lincare, homogene IMunction aller Jener Ilemente, welche einen gleichen correspondirenden Index haben.
) ) 5 ’ 5 {

Sie hat also die Gestalt: ;
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s ist nun sehr Teicht, dic Bedeutung der Grissen « zu crmitteln. Man erhiilt ans der Gleichung 1) sofort:
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Uber Determinanten hoheren Ranges. 2

Die auf der rechten Seite dieser Gleichung stehende Smmme ist die Determinante (#—1)ter Ordnung nud
mien Ranges, welehe nan erhitlt, wenn man alle Elemente der gegebenen _l)otermin:mtc, welehg”an der ersten
Stelle den Index Ay, an der zweiten den Index A,,..., an der aten den Index %,, haben, weglasst und ans den
noch ithrigen (z—1)" Elementen cine Determinante (22— 1)ter Ovduinng nnd mten Ranges® in der dureh die
letzte Gleiching angegebenen Weise bildet.

Alle Determinanten (#-—1jter Orduung und mten Ranges, welehe man anf® die angegebene Weise erhiilt,

wenn man den Grisssen Ay, As,..., 4, nach und nach alle Werthe ans der Reihe 1, 27...) 2 @ibt, nennt man

7

Unterdeterminanten erster Ovdnung. Mhre Anzahl ist, wie man sofort sicht, 27, Manfhat aneh die Relation:

iF St oty A o L P == 2 i )
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s wurde in den obigen Zeilen der Coéfficient irgend cines Elementes#in der entwickelten Determinante
bestinunt. Man kaim nun ebenso den Codfficienten irgend eines Productesvon » Elementen in der entwickelten
Determinante bestimmen. Kine einfache Uberlegung zeigt, dass der Coifficient des Productes

ay (1) s 1) .a~ (2) 1 (2) 2, ..., A)f2) y(r) ()
a1, S0, A ) e o e 1 B ST B
cine Determinante mien Ranges md (z——s)ter Ordnung ist, weléhe man ans der wrspriinglichen Determinante
dadureh erhilt, dass man ang dem Elementensysteme alle jeneFlemente, welehe mit dem angefiihrten Prodnete
cinen correspondirenden Index gleich haben, weglisst unddie noeh iibrig bleibenden zn einer Determinante
mten Ranges nnd (z—7)ter Ordnnng gleichsam zusammensehiebt. Das Vorzeichen dieser Determinante ist:

e = T==7", I==0)

- =D m et i (s ) 5 ) € q
S AT [ () (A0 —2) ... (0 — )

( ]\) =1 L sl =1 ¢ ,’, -

: Q(lf) l(ls))m 1

. o,
das Zeiehen von - st

;| ;

Alle Determinanten, welehe man anf diese Weise erhiilf, nennt man Unterdeterminanten ter Ordwmmeg.

wo

. . 2\ " 3 . .
s gibt (") Unierdeterminanten »ter nud ebenso viele (z—7)ter Ordnung. Die Unterdeterminanten (z—Iter
7 y

Ordnung sind die Elemente selbst.
te
Aus der oben anfgestellten Relagion 2) folgen sofort folgende wichtige Siitze:

Weun in einer Determinante ater Ordnung und mten Ranges alle Elemente LW o, Welehe denselben

sty
Index 4, haben, gleich Null sindy’” mit Ausnalnie eines einzigen, so verwandelt sieh die Determinante in cine
Determinante desselben Ranges niichst niedrigerer Ovdnnng, wmltiplieirt mit dem erwithnten, von Null ver
sehiedenen Elemente.

Wenn demnach in eiger Determinante zter Ordnnng nnd smten Ranges alle Elemente iy e welehe
denselben Index A, habén, gleich Null sind, so ist dieselbe identiselh gleieh Null.

Wenn man alle Blemente ciner allgemeinen Determinante, welehe an ciner bestimmien Stelle dengelben
correspondirenden Iiidex haben, mit einer Grisse B3 multiplicirt, so wird die Determinante wit dieser Grosse
mnltiplicivt.

Sind siimmtliche Elemente einer Determinante, welehe an einer bestimmten Stelle denselben covrespon-
direnden Index hahen, Polynome von » Gliedern, so ist dieselbe gleich der Swmme voun » Determinanten
desselben Ranges und derselben Ovdnnng, welehe man ans der vorgelegten dadureh evhilt, dass man alle

Klemente nngeiindert Fisst, nnd nue an Stelle der znsammengesetzten Elemente jedesmal einen der Smmnan-

den selzt.
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Line Determinante geraden Ranges bleibt nngeiindert, wenn man zu den Elementén, welche an einer
bestimmten Stelle densclben correspondirenden Index haben, die mit ciner belicbigen Gonstante multiplicirten
cutsprechenden Elemente addirt, welehe einen andern gleichen, derselben Indexreihe gngehiorigen Index haben.

Eine Determinante ungeraden Ranges bleibt ungedindert, wenn man zu den Idfementen, welehe in einer
bestimmten, verimnderlichen Indexreihe densclben correspondivenden Index haben, die mit einer belichigen
Constante 3 multiplicirten entsprechenden Klemente addirt, welehe einen andéin derselben Indexreihe ange-
hirigen, gleichen correspondirenden Index haben. Addirt man hingegen zu den Elementen, welehe denselben,
der festen Indexreilie angehdrigen Index haben, dic mit einer belichigen Congtante /5 multiplicirten entsprechen-
den Elemente, welche cinen andern, der festen Indexreihe angehirigen Index gemeinsam haben, so ist die nene
Determinante im Allgemeinen von der wrspriinglichen verschieden.

Ity ist stets:

a p < ey E ) N
Z s Pl oo P £ e ST T S R S e )
Ry oriRglieae sl X 1 e, X

[he=dsuhis | swdmidgrio. persds , exsstrad Spoem = 2400 m]
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Z s Ly, Ryyean, X -1"/c,x,,x2, vey Xm—1 0

Ay, Ry yeeny Xm—1

W= T == 0 17,y eames b= f 0y e 7

Sind alle Elemente ciner allgemeinen Determiwénte, welehe denselben ersten Index R(II) haben it Aus-

nalme des Blementes a (1) NIRRT gleich Nullssind ferner alle Elemente, welehe mit diesem keinen cor-

respondirenden Tndex gemein und densclben zweiten Index Rf)g) haben, ansser @) ..., gleich Null, sind
= PRATISSII00E A7, Tegi™s
{ferner alle Elemente, welche mit den zwei oben genannten Flementen keinen correspondirenden Index gemein

und denselben dritten Index Xg‘%) haben, gleich Null, ansser ®®,0,..., 28, W 8.1, 80 verwandelt sich dic

2 Tavey foy

Determinante in das Product:

T=n G n,‘q =i - (7-)_~ {s) 1'/,-) - /,g-) ~(7~) _-(s
( n" z )ff'-{- 2 )\g:) I,«l(}l )\2 }“3 XS )”'<Am /\m}> i el ' ~ : ]
b DA ] oy D, A, D BP 5P,
L
5 a)\gn), )\.’_)n)" oy )\(11)
3 m l
Nun ist aber:
T T==n, G==m
S 3
G==1] =1, g==1

algo stets gerade ungt daher haben wir sehliesslich fiir die Determinante den Werth:

103

n (O _d0N () (9 (r)__3(8)Y-
‘ (0 Ay >st 2. (e Bl il ., _
f A~y - 1 b 5 L Ly R PP g i | I )

Hat man speeciell:
)k(lr):)\()r) =i, ‘*A(T)=T

(1)

so wird die Determinante, da in diesem Talle das angegebene Zeichen positiv ist, gleich dem Produete:

)

4 c a
> l,~--; ](m) 2,2,..., f’lm) My NWyeeey Nim)
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Dieser Satz licfert uns anch cin Miftel, nm ciner Determinante smten Ranges eine hihere Ordgng zu geben,
oline ilwen Werth zu findern. Will man niimlich cine Determinante #ter Ovdmumg und zden Ranges, ohue ilven
Werth zu éndern, in cine Determinante von der Ordnung (n-+p) verwandeln, so hat man fiir alle Elemente

W Sl

in denen e Index grissser, als # ist, Null zu uchmen, mit Ansnahme der Llemente

('n_l-a,/t—l--a,... n—+-0?

denen man den Werth 1 zu geben hat.

Sind die Elemente einer Determinante #ter Orduung und #den Ranges, so Heschatlen, dass:

o

ﬁhl a’x,,xz,...,xk 1 R0y Ky 1y ey Xm -+ ﬁhz”xl,x?_,...,x)\ ,l,hz,x)l-ﬁ,,...,xvm—i-... Ve
< e

N ”x, YAy By Il Xy gy e ey X t 65/2 (’x, y g geooy Xy 1y 02, W& pyee ey Xt

ist, wo die Zahlen 4, ho,..., 70, g9,... siimmtlich von einander versfhieden sind, die 2, 5 nnd e beliehige
(‘onstante bezeiehnen, so ist dic Determinante, wenn sic von geradah Range ist, gleich Null fiir alle Werthe
von 4, ist sie lingegen von nngeradem Range, so ist sic gleich Nolftir A>2.

Dieser Satz, weleher eine Verallgemeineruug eines von Hewh 1!, Studni¢ka fiic quadratisehe Determi-
nanten aufgestellten Theorems ist, ergibt sich leicht ans den frjificren Siitzen.

Ebeuso lisst sich mit Hille des oben aufgestellten Zerlegfingstheorems leicht folgender Satz beweisen:

Ist fiir alle Werthe von s:

ey Xy yeeny Rl s 8y Xl s oeey Bl Hpy Xpibs o ny M =0
wenn x, < s 181, so ist:
a g o ‘
"y tareey Tl (7@ g, .., i T2 o i
\2
— I . . " x Sy Rpded yonn, X
4 Apooney Rhmody 8y Kidde ooy Xu—ty 55 Xpdb,.. 0y %
gl o2 igmen sl &bl Balh e s T
X Gy
py Xpyoooy Xhegl ) ) X0t y0ey Xp—1dy Sy Xpfdy-0ey X
(Ryseeny Xty Wb tyeey Xp—by Xppdyees, Xm =1, 2,..., )

Als specielle Fille dieses Theorems migen die {olgenden Séitze erwiihnt werden:

Wenn in einer quadratischen Determinante alle Elemente, welche auf’ einer Seite der Hauptdiagonale
stehien, gleich Nnll.sind, so véducirt sich die Determinante anf il Diagonalglied.

Weunn in einer cubischewpDeterminante alle Blemente, welehe auf einer Seite der Hauptdiagonalebene stehen,
gleich Null sind, so redneitt sieh die cubixehe Determinante auf ein Aggregat von 2 cubischen Determinanten
nichst niedrigerer Ordngne.

Man theile die Elginente ciner Determinante ater Ordnung und mien Ranges in Grnppen in der Art, dass
die erste Gruppe alle jene Elemente enthiilt, welehe gegebene », verschiedene erste Indices, die zweite Grmppe
Jene, welehe gegebene 7o verschiedene von den noel tibrighleibenden ersten Indices enthiilt u. s f. Dic
Sumine aller » sei gleich 7. Alsdanm bilde man ans jeder Gruppe alle miglichen Determinanten mten Ranges
und beziiglich 7 ter, ryter ... Ordnung, bei denen die evsten Indiees ungeiindert bleiben. Man erhiilt sodaun aus

\ n |7 1
der ersten Gruppe l
il

. Y1)
, ans der zweiten (” |
7}

m—-1
5 N—1" ——7° o
aus der dritten [Z L 7‘3] ... Determinanten,
ry .

3

s sei unn A cine Determinanie der ersten, A, eine Determinante der zweiten Grappe w. s, f.
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Alsdann ist:

n
o - . . - P
1A POPRE | e s S AR =t 0 e T oy e + 4 A:Z' i 'A{l
wo die Summation sich iber alle jene Producte zu erstrecken hat, welehe man erhiilt, indenn mau cin belichiges f

A, uimmt nnd alsdaun Ay so withlt, dass kein Illement dieser Determinante cinen gleichen correspondirenden
Index mit eincm Elemente vou A, hat, Ay so, dass seine Elemente mit keinend Elemente von Ay mnd A, einen
correspondirenden Index gemein haben u. s. £,

Es ist zuniiehst klar, dass jedes Glied dieses Aggregates einem Gliede der vorgelegten Determinante dem
absolnten Betrage nach gleich ist. Man erhiilt ferner aueh alle Glieder dey Determinante, weil:

m—1 w1 . L ymesl ; . . ym—1
nm—1 Nm— 1 L nm—1 |7 sl ta 2l Ty e s — (yym—1
(A= (ral)yn = () [n] [ 5 o " =

ist und man kein Glied mehrfach crhiilt.
Damit nun alle diese Glieder auch das richtige Vorzeighen haben, muss jedewm solehen Produete das
positive oder negative Vorzeichen gegeben werden, je naefidenr das Product der Ilauptdiagonalglieder der

betreffenden Determinanfen A aus dem Hanptdiagonalgliede der vorgelegten Determinante

i Il a6 1 i 2 “2,2,...,‘2(”,)7"'7 ("n,n,...,n,(m)

dureh cine gerade oder ungerade Anzahl von Vertau$chungen je zweier correspondirender Indiees enstanden ist

Aus diesem Satze folgt:

Wenn fiir »; crste Indices alle Elemente; in denen die andern Indices dieselben »—r; Werthe an deu-
selben Stellen haben, gleich Null siud, so veswandelt sich dic vorgelegle Deterniinante wter Ordnung und mten
Ranges in das Produet ciner Determinantesr ter und (z—up)ter Ordnung wind mten Ranges.

Der oben entwickelte Satz ist, wie man sicht, die Ausdelmung des bekanuten Lapace’sechen Deter-

minantensatzes auf Determinanten hoheren Ranges.
Sind die Elemente ciner Determinante #fer Ordnung wnd sten Ranges so beschaffen, dass:

D gy hgyenes hrmgy Ay Rocdeg s eeey Apgr Sty gttty y g0l o o) Ny P T S T P R L e

Ay 2pyg;se==1,2,...,%) )

fiir zwei bestimunte Werthes}, , py ist, so ist dieselbe identiseh gleich Null.

Hat niinlich irgend@in Glied der gegebenen Determinante die Form:

9y (2) 2 ... ==l {r—1 Ohg==1) . at
g (GIegoaad) 51l o0 Z g2 O ey g AT BT o Ry ) 5 Nt S A

«
1 A T

1), g = { 3 . I’ -
QL s xs-"' DR TR L 11) T T PR Ty YR Sy e e L = L.

+1 a.

=5 -1 . e o (n (n)
Ul’v’"i‘l,}‘-l"”l,xéﬂl* “",AA”!ZII )’ ) }}’“.,xl

2, %", %
| SR m—1

s0 existirt stets aneh in der entwickelten Deferminante ein Glied von der 1o

; (1, (1 Wl ot g ) N el o (a1 | (he==t} s @ h
L 178 s -opaid Wy xist, Pl B X o o i x&' ),,..ﬂxm' i NI N iy Do Bl
= o ; . .
.a(/'l_'lv Ks”rl ! : Z:(ZSH ! ., xfn’l 1‘) '”()_1, ”n )z—i—a;,, 70 ),u—i- gy eeey n—hs ey, A, 02- )\7{ |Gt e, 2 Don-tm
A . 0 +1 (12 8] IS 5 DY ¥ n) . (n ()
@on -],xg“ ‘,x.ﬂ,"‘” T ,x’(ﬁ't% | ""(')""’”7}1'
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Diese beiden Glieder haben das entgegengesetzte Vorzeichen, weil die Anzahl der Vertagschungen je
zweier Indices, durch welehe die zweite Indexcombination aus der Reihe 1, 2,..., » enistandgn ist, sich von
der Aunzahl der Vertansehungen, durch welehe die erste Combination entstand, nmi eine ungerade Zahl unter-
scheidet. Nun ist aber nach den iiber die Elemente der Determinante gemachten Voraussetzungen das zweite
Product, absolut genommen, gleich dem ersten, daher heben sich je zwei Glieder dersentwickelten Deter-
niinante anf, cs ist demnaeh dieselbe gleich Null.

IFiir cubische Determinanten, welehes die Determinanten niedrigsten Ranges sind; bei denen dieser Satz
gilt, mnunt derselbe folgende elegante Gestalt an:

Sind in einer enbisehen Determinante die Llemente zweier paralleler Horizontalebenen so bescliaffen, dass
die llemente der ersten Zeile der ersten Ehene einander gleieh nud gleich den Blementen der letzten Zeile der
zweiten Ibene, die Elemente der zweiten Zeile der ersten Ebene cinander gleieh und gleich den Elementen
der vorletzteu Zeile der zweiten Ebene sind u. s. £ so ist die enbisehe Determinante gleich Null,

Sind in ciner Determinante 2ter Ordnung und mten Ranges die einzelnen lElemente Produete von 2 Grisssen
(r<m) in der Weise, dass:

2 '
I W T WL AW o
ist, wo die Zahlen py, pg,...,p,; 64, 04,0, verschiedene Zahlen aus der Reihe 2, 3,..., m nnd so heschaffen
sind, dass p, & p., 0, 2 g, ist, so zerfillt die Determinante incein Product von » Determinanten derselben
Orvduung und beziiglich von dem Range, welchen die Anzahl dér Indices der betreffenden & angibt. Die Anzahl
der Grssen &, ,. .-, ist natiirlich gleich m—1. Man hatdn diesem Falle nach der Definitionsgleichung 1)

BB Mooy o | 6, g e i 1 2 A =x\;i)44‘ ngo b‘lf)xé'), 'x:; I,; lx§f>,.-., xg) ...I;:]/llux(;:),m xgﬂ
b(‘fl{gi), xgz) 1)522’ @) ,xg? bfi ng),_ x()
])(17,.)x{(,i), o b;’,‘)xw, x(zﬂ( 0 X
D)) )
LI ' (tﬁ—s)m' -1

(xgl),...,x("),s,t | quiitgonp ik ok A=l
1

und daher:

- . ‘ P 2
al': lgyeeey tm (?",1'2’_“’7'7" 1,2,... ) ) [)(,1). p l [1(_2)_ 5 o .l 115 ,L) g
y “y ) | 7"ZP17'”"751 Z,7P", r %, L, pr,..., o,
(90007 < o 1} 2rrrrna®)

Multiplicivt man dic zwei Determinanten hiheren Ranges:
s ; N I P il = H
11;’2y---77p' | .llr./zv--yJ'l|(zl,12,...,ip:,/1,‘)2,,..,,),, EN1L R, )

vou denen die erste vom Range p, die zweite vom Range ¢ ist, mit einander, so erhiilt man:

<

[T ol dlk G i - & da’ 3§ .
l 11,72,...,117' l J1sdgrcesde (s Tgseves p 3015 Jgseenndg =1, 2,..., 1)

3\
b (1) D) () @y o2 (O TSl = 5
- AT DR, R . 2,4{9,..., 4% Oy ) @ ..

(1) TR ) ol =t M5y =t L B P DR e

4 ;---:‘p--li./l """/’l"

Donkschrifton dor mathem.-naturw. Ol. XLIT1.Bd. Abhandlungen von Nichtmitgliedern. d
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A (2(17')__46)) = (z;:_) i 4—2;8_) -1> (j(lr)_ ‘J-(I_s)) Wi (J(;) s J';s) -1)

o % (n)’ 900 1 z~1(’n) b i) Fos jgz).l ‘I‘:

n, i T (7-——3)1’""9_72

ORI O

G750 Gy ) () o= IS I A s G )

‘:'”:.79_.17

Man sicht also, dass das Produet zweier Determinanten zter Ordnnng, von denen die eine vom Range p
dic andere vom Range ¢ ist, eine Determinante nter Ordnnng voin Range p-£¢—1 ist.

Da, wie wir geselien haben, die Ordnung jeder allgemeinen Determinante erhoht werden kann, ohne den
Werth derselben zu findern, so gilt dieser Satz auel fiir Determinanten versehiedener Ordnung.

Als specieller Fall dieses Theorems mag der folgende von Pado v g anfgestellte Satz erwiihnt werden:

Das Prodnet zweier quadratischier Determinanten ist eine eubischig Determinante.

Es soll nun gezeigt werden, dass das Product zweier Determiranten nter Ordnung, von dencn die cine
vom Range p, die andere vom Range ¢ ist, sich als eine Determingnte derselben Ordnung vom Range p—+¢—2
darstellen Lisst.

Es ist nach den fritheren Bemerkungen klar, dass die Annahnie der Gleichheit der Ordnungen der Deter-
minanten der Allgemeinheit der Untersuchung keinen Eintrag: thui. Wir nelimen zuniichst an, dass mindestens
eine der beiden Zahlen p und ¢ z B. ¢ gerade sei.

Setzt man nun:

A=n
Al
Cz. & > b—— as . )\[)) . 3 |
1285000y Ppg—2 . Getygyeaeylp—1, sy Iy pA-) e, Iptg—2
=l

G0l o N g—2 = 1, 2w .., W)

so erhilt man:

o =
KX e Ry = G AR I, RN ROR. i)

b,
& o g 1) % (2) G ) m
7 A1) ) Lytp sneer Tptgms - 208700000 g O R Y
47y fpg—s
B (s I (iR (s) 27 i ()
0 H‘ (&1 i1 )(-"2 b = (p--l—q- -3 p+q-»-3)
’ (=g
— 2 a 1 a . (2 (2
Y o) (n) L, @0y, T, i, ’7’1(0-)2')‘,:
LR e ) Mo hyyeenr dy
@ () O -[)) (1) (1) (1) -b; ) (%) 0
RS DELLY Zp 202 B ‘I’Zp-vl’ip e Zp—i—g—-l; ‘27Zp-—l’l1) ""’7p+q- -3
(@ —EY @B, ) gl
ceiby () I : 0 k- ) (7’+'1‘ i S i s
9 Bilng & ooon i AN i :
i 5 ptq (r—g)P+a—3
(l'gl) i If(:i)"l AT T DS O SR W Sy

Nun ist zv bemerken, dags in der entwickelten Determinante Glieder, in denen zwei der Grossen A miit
verschiedenen Index einander gleich sind, micht vorkommen; denn hat man cin Glied:

—+ . N/ . L o £ /0
: Rps Rgyeusy Xp—ty T "0T, Kp, Spded y oo, Rpg—2 "OPy, g, oo, pp—1, T %7, pp, Ppit,--., Pptg
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50 existirt stets anch ein Glied von der orn

ey 0 ad N
T Ty xypeen, 2pt, T s tpt e s Bp g2 Ty, By eens gt T [T:"ry"r+l,---:"r+q SR

wo die nicht anfgesehricbenen fibrigen « und 4 in beiden Gliedern vollkkommen identiselssind. Dieses Glied
ist dureh cine nngerade Anzahl von Vertanschungen ans dem obigen hervorgegangen, £ haben daher beide
das entgegengesetzte Vorzeichen. Man Kann daher jedes Glied der Summe mit

L an
H i

Vollzieht man in der so mmgestalteten Snmme die Summation in Bezng anfilie Indices 7}, 1 L'},,. e iy ok

mnltipliciren.

w0 erhilt man:

\1

. = 1R, = T chve(] ( ez JeTys .2
“epy gy, Aptg—2 ']b.h,.iz:---v.?q 1 ' P 01’7})’ "’Z}(v‘)2’)" 02’229)""’71(1-)2’)“’-”.
S g el o SN

o it D 0 0t
W) & pooop 7»],)_ 27 )‘7,, |:| (7‘ -S)},.,{__q. -3

o s SO {n) e e .
(%, Kyreeny Hyto 0y J1rdaree s 12 yener Tpa ) )\,,...,)\“, r, s 1, 2,..0,m5 7>5)

Nun ist, da ¢ gerade ist:
’ q 8

_|:| (A=A = I: (r—s)?—2

Dividirt man daher Zihler und Nenner des Proditetes, welehes das Zeiehen der cinzelnen Glieder darstellt,
durch:

L 0=

and smmmirt sodann in Bezng anf siimmtliche@ und 2, so erhiilt man sofort:

@, . L=l (R . . 1),' . . 5 & ke . . B
cy 0 Byl onn Bip el 2’ ’ o by siate 31 i 1 ‘ Jr D200 T | (g Ry yenny Xpdrg—23 1y Fgreey 3 Jadaseces, Jg=1,2,....n)

Als specielle Fille des eben bewiegenen Satzes migen die folgenden erwiihnt werden:

Das Produet ans ciner Determinante pten Ranges ind einer quadratischen Determinante ist eine Deter-
minante vom Range p.

Das Product zweier quadratischer Determinanten ist eine quadratische Determinante.
Es seien wan beide Zahlen”p nund ¢ ingerade.
Mau setze wieder:
A=n
\
C. g " — 4 3 o . 3 o .
L R T B o B AR B Z)X, Ipy ipt-lyeens Iphqg—2
Do
Nimmt man muf ans dem Systeme der #r+-9¢—2 (rissen e zp-+¢—3 herans, welehe man dadureh erhilt,
dass man fitr 7, irgeud cine Combination der Zahlen 1, 2,..., # setzt nnd bildet aus derselben die Determinante
ster Ordunng und (p—+-g—3)ten Ranges:
s

Tyyfgseesy Ip—1y Iy Iptlye ey ptg—2 Ty Paaecey Ep—tly Tptlyeesy Tphg—2 = 1, 2500y 2)

wo dureh das Uberstreichen des Index 7, angedentet werden soll, dass fiir die 2, eine bestimmte Cowbination

der Zallen 1, 2,... » gesetzt ist, so ist diese Determinante nael dem eben entwickelten Satze gleieh dem
Produete der zwei Determinanten:

d*
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21y fRyees p Juripr e da—t (G A, pi g e e dp—t = 1, 2,0, d0)

da dic zweite von diesen Determinanten eine Determinante geraden Ranges ist.

Bildet man nun alle »! Determinanten nter Ordnung und (p—+¢—3)ten Ranges der ¢, welehe man erhiilt,
wenn man firr 2, alle ! Anordnungen der Zallen 1, 2,..., » setzt, versielit jede dieser Determinanten mif dem
positiven oder negativen Vorzeichen, je nachdem die betreffende Anorduung dér Gruppe jener Permutationen
angehort, welehe die zweiwerthigen Funetionen ungeiindert lassen oder nieht, und bildet sodann die alge-
braisehe Summe dieser 2! Ausdriicke, so erhiilt man, nach cinem frilherew Satze die Deferminante zter Ord-
nung und (p-+g—2)ten Ranges:

'cx Zgyre.y & . ‘/ - %
(103390000 Lrmp =020 ) By o dop Sk —2 =439 2 voop &)
und hat daber, wenn man bedenkt, dass nach dem eben angefiilaten Satze anch dic algebraisehe Snmme der

Determinanten der 4 gleieh der Determinante ¢ten Ranges und zter Ordmmg:

b, A iy— :
T2l 00 (.7|;,72,---~;.7q=:1; 2 Eal )

wird, die Gleichung:

I

= | q b: 5 e T : T 7
} T892 020G i)y lyyensy ipg—2;F 1509, 0 jg=1,2,..., 1)

. . . . . .
| s Tphg—2 I i), 2., Tp

Als speeieller Fall des eben abgeleiteten Theorems mag folgender Satz erwilint werden:

Das Produet zweier cubischer Determinanfen ist eine Determinante vierten Ranges.

Dureh dic obigen Entwicklungen ist alse der wrspriinglich angefitlivte Satz allgemein bewiesen.

Wie man dadurel, dass man den Suumpationsbuchstaben A in der Gleichung, welche die Grissen o definirt,
an verschiedeue Stellen riicken lisst, zu mamnigfachen Darstellungen des Productes zweier Determinanten und
dadurel zu einer Reiliec von interessanten Identitiiten gelangt, ist ans der vorigen Entwickhug leichit ersiclitlich

Indem wir uns die weitere Entwicklung der Theorie der Deferminanten hoheren Ranges vorbehalien,
wollen wir, um den Nutzen dieserinteressanten Gebilde zu zeigen, i den folgenden Zeilen einige Anwen
dungen dersclben anfiiliren.

Es sei:

=,
f(xIJ Xoyeey "‘h)z }—4 (S am— "I"z'])'cz'zy"'? TE

P9 seees tin

(8 5 s st ==t 523 oy )

cine Form mter Ordngmg der » Veriinderlichen «, w,,. .. «,. Wir wollen dic aus den Coéfficienten dieser Form
gebildete Determinante nter Ordnung und mten Ranges:
A= Lo e AR P
f P S G R [ Bk kst i)

die Determinante dieser Ifori uennen.
Transformirt man die gegebene Form dureh die lineare Substitution:

A=

g 2niy NFlng

L Z N« Y
g

so ist dic Determinante der transformirten Form /7 (y,, yy,..., ,,):
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‘1

e / @, (1) ) b0 b)) (), b)) L @@ a2 B Sy ().,
. (1) (1) 1) (n) El ety Zg )’1 12)7)(1 ? ? Zv(n ’x}n»-l z(l)" ’11§5) lg)"‘! 7@)’)‘5)
B o oen B ,x} gecos e
Loube 2} e, @ () (n [)'(7’ b.(n e b 2) \
77()5)’)(1():——1’ ’ 1211"""71():)7 “q ),73 7&))4”), Y ZE» ’xa(n 1

ohlz il () 4 ()
<A1 x(l ) o (/‘m 1 %'m l)
(7'—3)7” 1

(1 L i » L £
(l\l ),...,77(‘/:), XE ),.. ,Xfﬂ)'yr:s‘ 1}2) Mg >"")

:
<[l

Man sielit leicht, dass in der entwickelten Determinante niemals zwei Glieder vorkommen, in denen

¢ — (13§ pist, und kann daher jedes einzelne Glied mit
™ i A el !

5 D ()
3 ([;7‘) _____[f;)) (1E;~) _Z-gs‘)) = (Z-kr) ‘7(7;9))

m

multipliciren. Fiihrt man nnn die Snmmmation in Bezug anf die » aus, 8o erhiilt man nach einem fritheren Satze:

-
Ap= b.?'njg vl Z ) 4D Z)z-ii)’l e @ bigz)’g...

&) ) (20) —g(®) Pty S ()
B P'I' (L‘.Z ‘s )US ‘s )+ ( m m
s az’E") ) iq(:) z'gn)n 5 (r— S)m-—‘l
(Z.El)""; 2.1();))7 rosygtge=1,2,..,n5r>s)

Ist nun = cine gerade Zahl, so erliilt man nack einem eben entwickelten Satze:

— 0 - ?)l g . .
Ap= [).71;.72_ Af‘,hy.]'z’ 1,2...,n)
Die Determinante einer Form vou 2 Verfnderlichien von gerader Ordnmg ist demnaeh eine Invariante
deren Index gleich ist der Ordunung der gegebenen Form.

Man sicht, dass die Ordnung der Form deu Rang, die Anzall der Veriinderliehen die Ovdnung der Deter-
minante bestimmnt.

125 hat also jede Form gerader Oelloung cine Invariante, deven Ordnung gleich ist der Anzahl der Vevin-
derlichen.

Ein specieller Fall dieses Satges ist der folgende:

Jede biniire Form gerader Ordnnug hat eine quadratisehe Invariante.
to] tw
Nelhmen wir ferner ein simltanes System von Formen:

\'\

x 5 o e ) = a 1 (1 (1) ) x1) @t
filag @g,..0; @) 25 i, ", dh,. ,11”) 7 2%
PO AD
P92 ey
\
X I AEASARE — / v () 2) e« (2) U
Jo (e, @y iiyie,) / gt H T MR il i,
(2). 10 (2 (2)
Ay e 1
31
T (NI e, By Vi o, A0, 60, .. ) i) Ly ey
7~(~z) 7-1 n) () “
ULl *on
1) )
(@) vyl P ot @, Loy
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in welechem die Anzahl der Formen gleich der Anzahl der Verfinderlichen ist, und neanen dic Determinante
nter Ordnung und (m—+1)ten Ranges:

, al'l: fayeey Tmid (@ oo, m~ == B inac on i)

die Determinante dieses Systems, so ist dieselbe cine simultane Invariante des ¢ewithnten Formensystems.

Man findet, indem man in analoger Weise, wie in dem letzten FFalle vorgeht, dass die Determinante des
transformirten Systems gleich der Determinante des nrspriinglichen Systeinssmultiplicirt, mit der mten Potens
der Snbstitntionsdeterminante, dass also der Index dicser Invariaute m ist;

Es hat also jedes Formensystem, in welehem die Anzahl der Formensgleich der Anzahl der Veriinderlichen
ist, cine Invariante, deren Ordnung gleich der Anzahl der Veriinderlichen ist.

Iiin specieller Fall dieses Theorems ist der aus den Elementen der Invariantentheoric hekannte Saty:

Die Determinante cines Systems von #» lincaren howmogenen-Functionen von » Veriinderlichen ist eine
Invariante. :

3ildet man die mte Emanante ciner Form f (z(, #o,., «,) von n Verinderlichen, so ist jede Tn-
variante derselben eine Covariante der Form f(x,, x,,..., a3).

Wir verstehen nun unter m eine gerade Zahl und setzen:

B(Lﬂ.’x‘l,x%..,,xn) —f(x & a:)
R = - == 18252 “'n

B 2 Pn . !
Bxl 7Bx2 7o an In 1,8 5 i) 2, 2 200,00,

Die Determinante mten Ranges und nter Ordning:

\f(xn Loy eeg3 xn)
2'1,7,'2,...2',7,, (Z",z'z,...,fqn" {POTISIT)
ist eine Covariante der Form f(zy, zg,..., @,).

Dicse Determinante ist niimlich nack dem frither bewiesenen Satze ciue lvariante der mten Lmanante
von f(xy, #g,...,,) und als solche ciwe Covariante der Originalform.

Fiir m =2 crhiilt man die bekaginte Ilesse’sehe Determinante.

Ist die Ordnung der Formn glei¢h #, so hat man die frither erwiihute Invariante.

Ist die Ordnung der vorgelegfen Form ungerade = 2p—+1, so hat sic eine Reihie von Covarianten, deren
Grad gleich ist der Anzahl der ¥eriinderlichen, und deren Ordnung bev. #, 3.2, H.n,..., (2p—1)n ist.

Man hat, um dies zn bewgisen, mur m = 2p, 2p—2, 2p—4,... zn setzen; alsdamn ist die mte Emanate
eine Form gerader Ordiungs” welehe, wie oben bemerkt wurde, cine Invariante besitzt, deren Ordmmg gleich
der Anzabl der Veriinderlighen, also gleich » ist. Die Coéfficienten der Emanante sind lincare JFanefionen der
Cotfficienten der Originalform und in den Verfinderlichen derselben beziiglich von den Graden 1, 3, b,...,
2p—1. Hiermit ist det eben ansgesprochene Satz bewiesen.

Jede Yorm ungéraden Grades von einer geraden Anzahl » von Veriinderlichen hat cine Reihe von Inva-
rianten von der Ogdnung »2.

Eine solecheTorm hat, wie eben bewiesen wurde, eine Covariante, welehe in Bezug auf die Verdinderlichen
vom Grade 7(25-+1) und in Bezug auf dic Cotfficienten der Form vom Grade # ist. Ist nnn # gerade, so hat
dicse Covaridnte cine Invariante, welche in Bezug anf die Coéfficienten derselben vom Grade #, also in Bezng
auf die Coéfficienten der nrspriinglichen Form vom Grade 22 ist. Jede Tnvariante ciner Covariante ist aber eine
Invariante der Originalform, es hat also die vorgelegte Form eine Reile von Invarianten vomn Grade »>.

Als speeciellen Fall dieses Theorems erwihnen wir den Satz:

Bindire Formen nngerader Ordnung haben stets cine Invariante vierter Ordnung.
. . o Tk

Mat man = Covatianten o, (21, ®,.. 55 2,), a1, g, euy #,), 00500 ey Ppl@) 2g,..., @) vilter Form

von 2 Veriinderlichen, deren Indices beziiglich p(, pg,.,., 1, sind, und hildet man ans den mien Ableitnngen

derselben die Determinante nter Ordunung und (m—+T1)ten Ranges:
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P (@, Lgyerry X,,) i
Uy dg, e, tmepd 24, g, eeey tmaid 1R 22)

BH(PX (‘cli Xgyer. )x/z\)
= (w].? m27"'7 ‘n)

wog s lJn
'dwl 8.132 8‘17 o0, 1 e, T 2, 2,0, 20 )ae s B, Byan s, (el

(qu,'i‘ Ué+ . -+-[I.1' = 1)

gesetzt wurde, 50 ist dieselbe cine Covariante der Form mit dem Index p~+-po— . &~ p, ~ne

Es sei:

ge=T.
il
1) - 2y, X p(l
'7.0\) 0 0 2o | ool AR O
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Man hat daher:
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die aus den Ableitungen der Covarianten der transformirten Form gebildete” Determinante; man sieht daher,
dass wirklich die erwiilinte, aus den mten Ableitungen von 2 Covariantest der Form gebildeie Determinante
cine neue Covariante der Forn mit dem Index py—-po—+... =4, —+m ist.

Als speciellen Fall dieses Satzes erwiilinen wir das folgende Theerem:

Dic aus den ersten Ableitungen zweier Covarianten einer biniiren Form gebildete quadratische Deter-
minante ist eine Covariante der Form. Der Index dieser Covarfante ist p-+v-+1, wenn die Indices der

erwitlmten zwei Covarianten p und v sind.
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