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IJ HER 

D E T E R M J N A N T E N II0IIE11E N RANGES. 

LEOPOLD GEGENBAUER. 

VORGEIiEGT   IN OKR SITZUNO   IIGR  MATHKMATlSCH-NATURNVlSSIONSCHAFTiaOHEN  OLASSK  AM  18.  NOVEMRER   1880. 

B )ildet man alio Producte von je n Elementen des Systems dcr »8 GrBssen al  t, a* ar..ran n, welche 

in n dadurch entstehen,  dass  die zweiten Indices auf jede mSgliehe aus dcm Ausdruckc ' 1, t• "2, 2• 

Weise vertauscht worden, wabrend die ersten nngeiindcrt bleiben, versielit jedes dieser Producte mit deni 
positiven oder negativen Vorzcichen, je naehdem das System dor zweiten Indices in demselben der G-ruppe jener 
Permutationen angebort, welche die zweiwerthigen Fnnctionen nngeiindcrt lassen, oder niclit, d. h. je naehdem 
die Anzahl der Vertauschimgcn je zwcier Indices, durcli welche die betreffendc Permutation entsteht, gerade 
oder ungeradc ist, so nennt man die algobraisclie Summo dieser Producte bekanntlicli eine Determinante »ter 
Ordnung. 

In neuerer Zeit ist man zu ciner Erweiterang dos Regriffes der Detcrminanten gclangt, indem man ein 
System von n° Grossen '• i, l, l > »i, l ' • ) an, n n bctraclitete, und aus densolben ein Aggsegat von Pro- 

diicten von jo n Factoren in der Weise bildete, dass niemals zwei Factoren eines Productes an derselben Stelle 
eiiien gleiclien Index baben. Die algobraisclie Summc dieser nach einer bestimmieu Regel mit dem positiven 
odor negativen Zeichen versehenen Producte nennt man zum tlnterscliiede von den gewohnlichen oder quadra- 
tischen Determinanten eubische Determinanten. 

Die Matltcmatiker deGasparis, Arm o n a n t; e, Padova und Dahlauder veroffentlieliteii eine Reili 
von interessanten Siitzen tiber diese algebraischen Gebilde. 

Im Jahre 1861 crschicn cine gegenwartig ganzlich vergriffene Schrift von do Gasparis und im Jahre 
1868 eine Broschttre von Zehfuss, in welclior algobraisclie Gebilde untersnebt wcrden, welche cine viol 
bodeutenderc Erweiterang des Determinantenbegriffes sind, als die eben erwahnten cubischen Determinanten. 
Es wird in diesen Schriften namlieb ein in pnssendcr A\reise gebildetos Aggrogat von Prodncfen aus jo v Elo- 

uicnten des Systems der nm Grossen a,   ,        ,     , a,',      ,.,,..., an „       ,,    , welches eine Determinante 

mten Ranges mid wter Ordnung gonannt wird, betraclitet, und es worden einige elementare S&tze fiber diese 
Gebilde hergcleitet. Uber diese allgemeinen Determinanten wurden in jiingster Zeit auch von G arbieri (1877) 
intero.ssa.nte Untersuchungen veroffentlielit. 

Denksohi'iftoii dor raalhom.-naturw. 01. XLIII. Bd. AbhancUungen voiiNichtmitgUedern, (3 
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18 L e op old Gegenbauer. 

Da die Determinanten hohcren Ranges nicht nur an sioh hoclist interessant, sondern auch bei vielen Pro- 
blemen dcr neucrcn Algebra und Geometric einc nicht unwiclitige Rolle zu spielen berufen sind, 80 will ich 
in den folgenden Zeilen eine Keihe von .Satzen aus dcr Theorie derselben auf cincm hoclist einfachen Wcge 
entwickeln. 

Es sci gegeben ein System von nm Grossen at l(m) '1,1,. 2 f (m) 

Man bilde alle verscliiedenen Producte von je n Elementen dieses Systems in dcr Weiso, dass niemals 
zwei Factoren eines Productes an derselben Stelle cincn gleichen Index (gleichen correspondirenden Index) 
haben, ordne die Factoren eines jeden Productes so, dass die ersten Indices in natiirlicher Ordnung auf cin- 
ander folgen. Jcdes System correspondirender Indices ist alsdann einc Permutation dcr Grossen 1, 2,..., u, 
welche cntweder dcr Gruppc jener Permutationcn angehort, die die zweiwerthigen Fnnctionen ungeandert 
lassen, odcr nicht. Ist die Anzabl dcr Permutationcn der zweiten Art, welche in den verscliiedenen Systcmen 
correspondirender Indices irgend eines Productes auftretcn, gerade, so vcrsehc man dieses Product mil; dem 
positiven, ist (liesclbe ungerade, so verselie man dasselbe mit dem negativen Zeichon. Die algebraisclic Summe 
dicscr Producte ist eine Determinante rater Ordnung und wten Ranges. 

Die Anzahl der Factoren eines jeden Productes hestimmt also die Ordnung; die Anzahl der Indices jedes 
einzelnen Elementes des Systems den Rang der Determinante. 

Eine solche Determinante mter Ordnung und wtcn Banges der nm Elemente a*  \ 
("0 •i, I, ., 2> 

, ,.a„ „       _      soil,   analog  der  von  Herrn  Kronecker   flir  quadratische  Determinanten   eingoluhrten 11,11,..., 11^ 7 i O 

Bezeichnungsweisc, mit: 

bezeiclmet werden. 
Der gegebenen Definition einer solclicn allgemeinen Determinante zufolge bat man also die Gleichung: 

z 
*1    > x3    >• ••'   V—1 

1) 
• ••««, *W,xW...,xW, '      1     J    4    ' '    m—1 

(xW— x«) (x«— x«) ... (x«   , — xW    ) 
W 1   'v 2 2   '        ^ TO— 1        m—l7 

(^-r) TO 1 

(x['\ 41',..., x("} ,,«",«= I, 2,...,  «:    r>«) 

Es ware fur die x nacb dcr oben gegebenen Definition eigentlich noeh die Bedingung xW^ xW (A Sg v) p.        p. 
hinzuzufiigen, da jedocb jedesmal, wenn zwei x, welche dcnselben untern, abcr verscliicdenc obcre Indices 
haben, einandcr gleich werden, ein Factor des Productes, welches das Zeicben der einzelnen Glicder dar- 
stellt, verschwindct, so kann man diese Bedingung weglasscn und in Bezug auf sammtliche x von 1, 2,..., n 
suminiren. Fur Determinanten zweiten Ranges hat zuerst Herr Kronecker diese Suuimendarstcllung vcr- 
wendct. 

Die Anzahl allcr Glieder einer solchcn Determinante ist, wic man sofort siclil, (//!)»< —i   und von diescn 

haben ••>•  ^  - das positive and       U das negative Vorzcichen. 

Aus der eben aufgeschriebencn Definitionsgleicliung 1) gelien sofort folgende Siitze licrvor: 

Jede Determinante geraden Ranges andcrt ibr Zeicben, wenn man zwei derselben Indexreilie angehOrige 
Indices in alien Gliedern mit einander vertauscht, wenn man also fur die Elemente 

die Elemente 
1 ?    2' *'''    r— ^'    ,p' ^>'-M > > •'   ^» 
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TJbcr Determinanten hohe7,en Hanqes.                                                 19 

(lX | , }., , . . . , Xr—1 , l'-r , Xr f), . . . , Xm 

[Xj, AL,,..., R/-'i> Ar+I,..., Am — 1, 2,.v., w, V^KJ 
setzt. 

Jede Determinante ungeraden Ranges andert ihr Zeielien,  wenn man zwei derselben  veranderliehen 
Indexreihe angehorige Indices in alien Gliedeni mit einander vertauseht; sie blcibt aber ungeiindert, wenn 
man zwei der festen (ersten) Indexreihe angeliiirige Indices in alien Gliedern vertauseht, d. h. sie andert ibv 
Zeielien, wenn man fur die Elemente 

die Elemente 
"X, , XJJ,.. ., X,.  -1 , [A,., )„•+!,..., X,» 

(A, , A2,..., A,,   .,, Ar+1v.., M„ = 1, 2,..., ft, A,.**/J.,.,  r> 1) 

setzt, sie bleibt aber ungeandert, wenn man fur die Elemente 

die Elemente 

y~]'    2'' •''    /u 

Cff,1 ^l)W'  r*m~h 2,...,»0 
setzt. 

Als Corollare i'olgen a,us diescn Sfttzen die folgenden: 

Jede Determinante geraden Ranges ist gleich Null, wenn fiir zwei verscliiedene, derselben Indexreihe an- 
gehorige Indices alle Elemente einander gleieb sind, welebe an den iibrigen Stellen gleielie correspondirendc 
Indices ha ben, wenn also fiir zwei bestinmite, von einander verscliiedene Werthe A,., y.r: 

•X( , Xs,,...,X,.-.|, X,., X'r+I ,   ..,X•   =t "'I,, Xjj,..., ir_l, pr, )„•+!,..., Xm 

(X,, XJJ,..., lr-i, Xr+1,..., Xm =  t, 2,..., u) 

ist. 
Jede Determinante ungeraden Ranges ist gleich Null, wenn fiir zwei verscliiedene derselben vcrander- 

lichen Indexreihe angeliiirige Indices alle Elemente einander gleich sind, welche an den iibrigen Stellen 
gleielie correspondirende Indices luiben, wenn also fiir zwei bestimmte Werthe \., \xr (V > 1, A,. ^ p:r) jedes 
Element: 

ist. 
ttX,, XJJ ,.. , X,.-1, X,., X,.+ [,..., x,„ — "X,, X2,..., X,._i, p.,., x,. 

Da einc Determinante ungeraden Ranges ilir Zeielien niclit andert, wenn zwei der festen Indexreihe an- 
gehorige Indices in alien Gliedern mit einander vertauseht werden, so wird sie auc-h im Allgemeinen niclit 
verschwinden, wenn fiir zwei verscliiedene, der festen Indexreihe angehorige Indices alle Elemente, welche 
an den Iibrigen Stellen gleielie correspondirendc Indices luiben, einander gleich Werden. 

Setzt man in einer Determinante ungeraden Ranges alle festen Indices einander gleich, so bat man eigent- 

licli ein System von nm Grossen, von denen aber nur w•"1 von einander verschieden sind. Da in diesem 
Falle, wie aus der obigen Definitionsgleicliung sofort ersichtlich ist, slots je n\ Glieder der vorgelegten Deter- 
minante wterOrdnung und mten Ranges einander gleich werden und diese nl Glieder auch dasselbeVorzeiclien 
liaben, so vcrwandelt sicli die Determinante in eine Determinante //ler Ordnung und (m—l)ten Ranges der 

, m— 1 verscliiedcnen Elemente multiplieirt mit nl. 
Die Glcichung 1) zeigt ferner, dass ,jede Determinante nter Ordnung und mten Ranges als eine Suninie 

von (nV)m~P Determinanten rater Ordnung und. pten Ranges fiir m^p dargestellt werden kann. 

Summirt man nanilieh in der oben angefiihrten Gleichung zuerst in liezug auf xj1), yS2\..., »(«), so erhiill 

man n\ Glieder, und suniniirt man in jedem dieser Gliedcr sodann in Bezug auf die iibrigen x, so erhiilt man 
ein Aggregal von n! Determinanten rater Ordnung und (m— l)ten Ranges, welches der ursiiriinglichcn Deter- 
minante gleieb ist. 

o * 
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20 Leopold Gegenhauer. 

Summirt man in jedem (lev vorbin erwahnten n\ Glieder in Bezug auf x£\ x[2),..., xW, so erliiilt man 

zuniichst (w!)2 Glieder, und wenn man sodann in jedem dieser Glieder bezuglich? der nocli ttbrigen x summirt, 

so entsteht ein Aggregat von (n\)2 Determinanten wtcr Ordnung und (m—2)ten Ranges, welches der urspriing- 

lichen Determinante gleich ist. 

Man siclit, dass man, in dieser Weise fortfahrend, jede Determinante ntev Ordnung und mten Ranges als 

ein Aggregat von (nl)m~P Determinanten nter Ordnung und jpten Ranges darstellen kann. 

Aus der Gleichung 1) ersieht man aueli, dass die Determinante sieli nicht iindert, wenn man zwei 

Systeme von •/., welche denselben untercn, aber verschiedene obcre Indices haben, mil; einander vcrtausclit. 

Man sieht ferner, dass eine Determinante gcraden Ranges unverandcrt bleibt, wenn man ein System von v., 

welche denselben unteren, aber verschiedene obere Indices haben, mit den Zahlcn 1, 2,..., n vcrtausclit, weil 

in diesem Falle m—1 ungerade ist, dass aber eine Determinante ungcraden Ranges bei einer solchen Vertau- 

schung ihren Werth iindert, indem durch dieselbe eine gewisse Halftc der Glieder der Determinante das Zeicheu 

iindert, wahrend die andere Halfte das urspriingliche Zeichen behiilt. 

Eine Determinante geraden Ranges bleibt demnach ungeandert, wenn man in alien Gliedern siimmtliclie 

zwei verschiedenen Indexreihen angehorigc Indices mit einander vertauscht. 

Eine Determinante ungeraden Ranges bleibt ungeiindert, wenn man in alien Gliedern siimmtliclie zwei 

verschiedenen, veriinderliehen Indexreihen angehorige Indices mit einander vertauscht, sie iindert jedoch ihren 

Werth, wenn man in alien Gliedern die der festen Indexreihe angchorigen Indices mit dem entspreclienden 

Indices einer veriinderliehen Indexreihe vertauscht. 

Ein specieller Fall des erstcn Satzcs ist die bekannte Eigenschaft der gewohnlichen oder quadrattschen 

Determinanten, dass dioselbcn ungeandert bleiben, wenn man die Horizontal- zu Verticalreihen oder um- 

gekehrt macht. 

Man sieht aus den letzten Erorterungen, dass der Werth einer Determinante ungeraden Ranges (ni) ver- 

schieden scin wird, je nachdem die eine oder die andere Indexreihe als teste Indexreihe gewiihlt winl. Da 

man die Wahl zwisclien m Indexreihen hat, so hat eine Determinante ungeraden Ranges m verschiedene 

Werthe, entsprechend den m verschiedenen Festsetzungen, welche man iiber die teste Indexreilie machen 

kann. 

Nach der auseinandergesetzten Bildungsweise der Determinanten w.ter Ordnung und mten Ranges ist 

jede solche Determinante nicht nur eine linearc Function, jedes einzelncn Elementcs, sondern audi cine 

lineare, homogene Function aller jener Elementc, welche einen gleichen correspondirenden Index haben. 

•Sie hat also die Gestalt: 

H>h> •» %m | im= 1,2,.. , n) axt, zz,. . .XX—i, h, xx+l,...,xm ^ 

2) 

{l i x2 t • • • x> —I > x>.+1, • • •, Xm 

\ ,H%,..:>,*) .-I, A, xX-f i,..., Xm 

(x | , xjj,..., xx— i, xx+1,. .,, xm = 1, 2,..., n) 

Es ist nun sehr leicht, die Bedeutung der Grossen a zu ermifteln. Man erliiilt ans der Gleichung 1) sol'ort: 

L Rl) »!!,-••, >'m' (»'i , »'js, -. -, »'».=-- l,k2,...,n)\a\,, X,,..., X,„ = 

-(-1) 
ml, +   2  A 

A,, Ajj,..., Am 

z 
.(1) K(>-1-1)    JVM) J>.; xt    ,•••, xm_{     , xt , ..., *m_| 

I'-) >    1   I      "   m— \        '    l    '       '    m— 1 'I '       '   m— 1 

A, -f-1, X, ,   ••)xm_| «, *f     )••.•> ")»—<      . 

J*«-xM>(*M~x«>)...(ilM .—*«  ) v 1 1   '   • I I   y v 'III— I 111, —I' 

(*!*..•••> *£il = Mv> Vh 1,AT+| + l,...,„;r, r, 8=1,2,..., A,    -1, A , +1,...,»/; r>s) 

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



Tiber Determinanten hoheren Ranges 21 

Die auf der roeliten Seite dieser Gleichung stehende Summe ist die Determinante (n—l)ter Ordnung mid 

»wten Ranges, welclie man erlialt, wenn man alio Elemonte der gegefeenen Determinante, welelie an der ersten 

Stelle den Index \, an der zweiteu den Index A.,,..., an der mten den Index Am liaben, wcglasst and aus den 

nocli iibrigen (n.~ \)m Elementcn cine Determinants (w—l)ter Ordnung und wten Ranges in der durcli die 
letzte Gleiehuhg angegebeneo Weise bildet. 

Alio Determinanten {n—l)tcr Ordnung and mten Ranges, wclchc man auf die angegebeae Weise erlialt 

wenn man den Grosser A,, A.,,..., AB mieli and naeli alle Werthc aus der Reihe 1, 2,..., n gibt, nennt man 

Unterdeterniiiuuiten erster Ordnung.  Hire Anzahl ist, wie man sofort sieht, ?/'"'. Man hat aneli die Relation: 

lul.it.. 
'/,, it,..., in j («'|, *'jj,...,»'»«= n) 

A [ , Az,.. . , h„ 

Es wurde in den obigen Zeilen der Coefficient irgend eines Elementes in der eutwickclten Determinante 

bestimmt. Man kanii nun ebenso den Cogfficienten irgend eines Productes von r Elementen in der entwickelten 

Determinante bestimmen. Eine einfache Uberlegung zeigt, dass der Coefficient des Productes 

Ai      I  A!J     K--JA
m 

A(      1  A'i     !---!A,,j Al     >  ASJ     !•••) A», 

cine Determinante wtcn Ranges mid (n—r)ter Ordming ist, welclie man aus der ursprtingliehen Determinante 

dadurch erlialt, dass man aus dem Elemcntensystcme alle jcne Elemente, welclie mit dem angefllhrten Prodiicte 

eineu corrcspondircnden Index gleich habcn, wcglasst und die nocli iibrig bleibenden zu ciner Determinante 

w,ten Ranges and (n—r)ter Ordnung gleichsam zusammeuseliiebt. Das Vorzeichen dieser Determinante ist: 

wo 
0 

(-iy\:r< 

das Zeichen von   r ist. 
P 

2 xiT)+      2     X« • a w—A«) rxW—A«) ... r/W—A«) 

(A«-  • /«) )«        1 

Alle Determinanten, welclie man ant diese Weise erlialt, nennt man Unterdeterminanten rter Ordnung. 

Unterdeterminanten Her und ebenso vicle (n—>*)ter Ordming. Die Unterdeterminanten («—l)ter 

Ordnung sind die Elemente selbst. 

Aus der oben aufgestelltcn Relation 2) folgcn sofort folgende wichtigc Satze: 

Wenn in einer Determinante «ter Ordnung und mten Radges alle Elemente a-, > j, welclie denselbcn 

Index lr liaben, gleich Null sind, mit Ausnahmc eines einzigen, so verwandelt sicli die Determinante in eine 

Determinante desselben Ranges naclist nicdrigerer Ordnung, multiplicirt mit dem erwahnten, von Null ver- 

scliiedenen Elemente. 

Wenn demnach in einer Determinante rater Ordnung und mten Ranges alle Elemente a-, j ^ welclie 

denselben Index A,, liaben, gleich Null sind, so ist diesclbe identisch gleich Null. 

Wenn man alle Elemente einer allgeineineii Determinante, welclie an einer bestimmten Stelle denselben 

corrcspondircnden Index liaben, mit einer Grosse B multiplicirt, so wird die Determinante mit dieser Grosse 

multiplicirt. 
Sind samintliclie Elemente einer Determinante, welclie an einer bestimmten Stelle denselben corrcspon- 

dircnden Index liahen, Polynomc von r Gliedern, so ist diesclbe gleich der Summe von ;• Determinanten 

desselben Ranges und dersclbcn Ordnung, welclie man aus der vorgelegten dadurcli erlialt, dass man alle 

Elemente inigeanderl liissl, und imr an Stelle der ziisainmengeseizl.eii Elemente jedesmal eineu der Suniman- 

den setzt. 
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22 Leo j)01d G egenbau er. 

Eine Determinante geraden Ranges bleibt ungeandert, wenn man zu den Elemcnten, welche an einer 
bestimmten Stelle denselben correspondii-endcn Index habcn, die mit einer belicbigen Constante mnltiplicirten 
entsprechenden Elemente addirt, welcbe einen andern gleich en, derselbea Indexreihe angehorigen Index haben. 

Eine Determinante ungeraden Ranges bleibt ungeandert, wenn man zu den Elementen, welcbe in einer 
bestimmten, veranderlichen Indexreihe denselben corrcspondirenden Index haben, die mit einer belicbigen 
Constante B multiplicirten entsprechenden Elemente addirt, welcbe einen andern dersclben Indexreihe ange- 
horigen, gleichen correspondirenden Index habcn. Addirt man hingegen zu den Elementen, welche denselben, 
der fcsten Indexreihe angehorigen Index haben, die mit einer belicbigen Constante B mnltiplicirten entsprecben 
den Elemente, welche einen andern, der festen Indexreihe angehorigen Index gemeinsam haben, so ist die neue 
Determinante im Allgemeinen von der urspriinglichcn verschieden. 

Es ist stets: 

1 
Z1 , Xg,...,  XX— i, XX-f-l,...,X» 

z li j   Xl ,    Xo 

• ;   % 1 

nx|, x2,..., xx—1, h, xx+ !,-••, *m" ax,, 

[h~3^Je, X> 1 ; xj, xt,.. 

.., Xm—t 

\h J? 7c; m = 2r ;  x1 , x2 , 

., xx— I , k, XX-M, 

XX—I, xl+l,.. •) 

Xm 

= 1, 

0 

xm—i -ah, x,. x2 

• •, Xm—1 I, '-,•••, n] 

Sind alle Elemente einer allgemeinen Determinante, welche denselben crsten Index X^1) haben mit Aus- 

nahme des Elcmentes «)(i) \(t) \(t) gleich Null, sind ferucr alle Elemente, welche mit dicscm keinen eor- 

respondlrenden Index gemein und denselben zweiten Index Xf2) haben, ausser ch(») %(») },(«), gleich Null, sind 

ferner alle Elemente, welche mit den zwei oben genanntcn Elementen keinen correspondirenden Index gemein 

und denselben dritten Index A*-3) babcn, gleich Null, ausser a^f) i(«) 5,(8), u. s. f., so vcrwaudelt sich die 

Determinante in das Product: 

Nun ist aber: 

tal,«=l     ° 

r •  a(p—A£
8
)) (AW—AW) ... (A^—X( S

>) 

(X«-tf>) m—1 A(,    ,   A2     ,.  ,  .,   Xm Aj      ,   A2     , 

«>(«•)      l(«) X« 

y xw 
= 1, ff= 

Aj.r> = (OT—I)'re (»+']) 

xl») 

also stets gerade und dahcr haben wir schliesslich fiir die Determinante den Werth: 

n«_/W) Q(r)-i(»)\... nM—xWY 
v 2 2  ; v- 3 3  ;       v m        m, ' 

•^),4*),.. ., X^^xf, xf,. . , x(a) • • • %M, xR..., x'»> 

Hat man speciell: 

^ 2 ?>'i 

so wird die Determinante, da in diesem Falle das a,ngcgebene Zcicbcn positiv ist, gleich dem Producte: 

al, [,..., !(,„.) "2, 2,..., 2(,K) 
an, «,..., «(,,„; 
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Tiber Determinanten lioluren R> anges. an 

Dieser Satz liefert uns aneli ein Mittel, um einer Determinante mten Ranges eine hohcre Ordnung zu geben, 

ohne ihren Wertli zu andern. Will man njinilich eine Determinante «ter Ordnung und w«ten Ranges, obne iliren 

Worth zu andern, in cine Determinante von der Ordnung (»-f-jj) vcrwandcln, so hat man fur alle Elemcntc 

A |, A., j..., km 

in denen cin Index grosser, als n ist, Null zu nchmen, mit Ausiiabinc der Elemcntc 

denen man den Worth 1 zu geben bat. 

Sind die Elemcntc einer Determinante wtcr Ordnung und wten Ranges, so beschaffen, dass: 

rht  
a*x, Xg,..., *x—v hj, xx+t,..,, Xm ~i~ Ph.i

axl, x2,..., xx- -,,/«, xrt-,,..., X„H-..^_   
S 5 — f; 

.'/i    »i> *»'.••.) *x-i>0« >*X+1> •••>*»  H" °S'8ax,,Xg,...,xx_1,jr8,xx+1,...,x1»+... 

ist, wo die Zahlen A{,//..,,..., g,, //2,... sammtlich von cinandcr verscbicden sind, die /3, o und c beliebige 

Constantc bezeiebnen, so ist die Determinante, weun sie von geradem Range ist, gleich Null fur alle Werthe 

von A, ist sie bingegen von ungeradem Range, so ist sic gleich Null fur l>2. 

Dieser Satz, wcleher cine Verallgemeinerung eines von Hcrrn F. Studnicka fur quadratische Determi- 

nanten aufgestelltcn Theorems ist, ergibt sicb leicbt aus den friihercn Sfttzen. 

Ebenso Uisst sicb mit Hilfc des oben aufgestelltcn Zerlcgungsthcorenis leicbt folgender Satz bewcisen: 

1st ftir alle Werthe von s: 

Xj, x2,..., XX— \, s, xx+i, X|JL—1 ,  X|x ,  X|x-i-i j . = 0 

wenn x... <« ist, so ist: 
r ' 

(«'l> '%>•••> >'m = 1, 2,.. 

XX—I, XX+l,.i.j KB.— 1, xv.+l,..., x.„, 

.,  XX—i , S) XX+1 , XLJ._I , 8, Xjj.4.1,. . X 

-X   ax, , Xj,.,., XX—i , », XX+i ,..., K(j.— I , s, X|i-)-i,.. ., X,„ 

(xj,..., xx—I, xx+i,..., x,i— i, X|j.-|-l,..., x„i = 1, 2,..., n) 

Als spcciellc Fftlle dieses Theorems mogen die folgeuden Siitze erwahnt werden: 

Wenn in einer quadratischen Determinante alle Elemcntc, welehc auf einer Seite der Hauptdiagonale 

stehen, gleich Null-sind, so reduclrt sicb die Determinante auf ihr Diagonalglied. 

Wenn in einer cubischen Determinante alle Elemcntc, wclcbe auf einer Seite der Hauptdiagonalebene stehen, 

gleieb Null sind, so reducirt sicb die cubischc Determinante auf ein Aggregat von n cubischen Dcterminanten 
niiebst nicdrigcrer Ordnung. 

Man theile die Elemente einer Determinante «ter Ordnung und wteu Ranges in Gruppen in der Art, dass 

die erste Gruppe alle jene Elemente entliiilt, welche gegebenc rx verscbiedene erstc Indices, die zwcite Gruppe 

jene, welche gegebenc r2 verschiedene von den noeb tibrigbleibenden ersten Indices entbalt u. s. f. Die 

Summc aller r sei gleich n. Alsdann bildc man aus jeder Gruppe alle moglicben Determinanten wten Ranges 

und beztlglich f1ter, r2ter... Ordnung, bci denen die ersten Indices ungeiindcrt bleiben. Man crliii.lt sodann aus 

in—1 („, «.  „  \m—1 
der ersten Gruppe , aus der zweiten 

k, I 
"'    ri|'"'   \ aus der (Irittcn I"   ~ri ...  Determinanten. 

Es sei nun At cine Determinante der ersten, A2 eine Determinante der zweiten Gruppe u. s. f. 
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24 Leopold Gegenbauer. 

Alsdann ist: 

v 
H) '*>•••> >:'» | (ft, i%,..., im =  1, 2,..., n)   — ZJ =t AJ A2' • 'Ap 

wo die Summation sich liber alle jcne Producte zu erstrccken hat, welclie man erhiilt, indem man ein bcliebiges 
Aj nimmt mid alsdann A2 so wiihlt, dass kein Element dieser Determinante omen gleiehen corrospondirenden 

Index mit einem Elemente von Ax hat, A„ so, dass seine Elcmente mit keiuem Elemente von AL nnd A2 eincn 

correspondirenden Index gemein haben u. s. f, 
Es ist zunachst klar, dass jedes Glied dieses Aggregates einem Gliedc der vorgelegton Determinante deni 

absoluten Betragc nach gleich ist. Man erhiilt ferner auch alle Glicder der Determinante, weil: 

(Hr-i(r2ir-i...(rpi)»-i ^ 
m—1 m—1 n—rt—r2 

, \m— 1 m—I 
= (nX)•-1 

ist und man kein Glied mehrfach erhalt. 
Damit nun alle diese Glicder auch. das richtige Vorzeichcn haben, muss jedcin solchen Producte das 

positive oder negative Vorzeichcn gegeben .werden, je nachdem das Product der Hauptdiagonalglieder der 
betreffenden Determinanten A aus dem Hauptdiagonalgliede der vorgelegton Determinante 

al, l,...,l(m)>---> a2, 2,...,2(m)>---J aii.,n,...,n(m) 

durch eine gerade oder ungerade Anzahl von Vertauschungen jc zweier correspondirender Indices enstanden ist 
Aus diesem Satzc folgt: 

Wenn fiir rx erste Indices alle Elemente, in denen die andern Indices dieselbcn n—rx Wcrthc an den- 

selben Stellen haben, gleich. Null sind, so verwandelt sich die vorgelcgte Determinante rater Ordnung und w,ten 
Ranges in das Product einer Determinante r,tcr und (n—r^tcr Ordnung und mten Ranges. 

Der oben entwickelte Satz ist, wie man sieht die Ausdehnung des bekannten Lapace'schen Deter- 
minantensatzes auf Determinanten hohcrcn Ranges. 

Sind die Elemente einer Determinante «ter Ordnung und mten Ranges so beschaffen, dass: 

%, ).2,..., \r-f, If, X,.+ |,..., X,        "p.,, rt—XJ+IXJ; , ,—X3+a.j,..;, n—X,._|+a,—i, Xr, n—Xr+j-t-ar+i ,••., n— XmH-«m 

(Xi^Mli *s = l; 2,...,Xa) 

fur zwei bestimmtc Werthe A{, y.t ist, so ist dieselbe identisch gleich Null. 

Hat niimlich irgend ein Glied der gegebencn Determinante die Form: 

1,/,     , X2    , ...,*„,_( i, "f     ,   *2     '•••l'C»i-l Al '   Xl >      2 >•••>,%—1 A, ,  A,,,.. . , A,._|, A,., A,..|-l ,... , A„ 

• • -a>, 1, xfr~lK$,^\i--W*%£ii)'aP-i>n— X8H-«8,...,ra—lr-l+-ar^x,hr,n—X,+f-t-«c+i, ..,'«—Xw+«, ' 

so existirt stcts auch in der entwickclten Determinante ein Glied von der Form: 

• • •aiJ.l — i, X^1-'.', x^'—1',..., k^H7*''°fWi «—Xg+a:., M—Xirhas,...,w—X,._,-|-a,.-.|, Xr, n—Xrf,+«,-+ ,,••., «-•>.,»+*„, 

ft,-M,X, ,X3 f>*m—i     ' '     n> xl    ' *2   "••'z„,,-l 
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Tiber Determinanten hoheren S&nges. 25 

Diese beiden G-lieder baben das cntgegengesetzte Vorzeichen, weil die Anzahl der Vertauschungen je 

zweier Indices, dnrcli welclic die zweite Indexcombination aus der Reihe 1, 2, ...,n entstanden ist, sicli von 

der Anzalil dcr Vertauschungen, Huron welche die erste Combination cntstand, um cine ungeradc Zahl unter- 

schcidet. Nun ist aber nach den iiber die Elemente der Determinante gemaclitcn Voraussetzungen das zweite 

Product, absolut gcnoininen, gleich dem ersten, dahcr hcbcn sich je zwei Glieder der entwickclten Deter- 
niinante auf, es ist demiiach dieselbe gleich Null. 

Fur cubische Determinanten, welches die Determinanten niedrigstcn Ranges sind, bei denen dicser Satz 

gilt, niinuit dersclbe folgende elegante Gestalt an: 

kSind in einer cubischen Determinante die Elemente zweier parallelcr llorizontalebcnen so beschaffen, dass 

die Elemente der ersten Zeile dcr ersten Ebene cinander gleich und gleich den Elenientcn der letzten Zeile der 

zweiten Ebene, die Elemente dor zweiten Zeile der ersten Ebene einandcr gleich und gleich den Elementen 

der vorlctztcn Zeile der zweiten Ebene sind u. s. 1'., so ist die cubische Deterniinante gleich Null. 

Sind in einer Determinante rater Ordnung und mten Ranges die cinzclnen Elemente Producte von r Griissen 

(r<m) in der Weise, dass: 

k = ?,(l) j/2)  jjdr) 
/j, A2,..., A,„ X, , >.fJ|,..., Xuj,     Xj ,Xpjj...,Xa8 X,, XP(.,..., Xai. 

ist, wo die Zahlen p,, p2, •••,pr] av a», a,, verschiedene Zahlen aus der Reihe 2, 3,..., m und so beschaffen 

sind, dass p„ ^ pT, ffx ^ <sr ist, so zerfallt die Determinante in ein Product von r Determinanten derselben 

Ordnung und bezuglich von dem Range, welchen die Anzahl dcr Indices der betreffenden b angibt. Die Anzahl 

der Grosscn A„ ,. . .,Xff   ist natiirlich gleich m—1.  Man hat in diesem Falle nach der Deniiitionsgleichung !)• 

.ft« 

h> 

OP H n) 
,(') I 

6(« 

M     I   x^ *W    2   x(a) 

ft(«) 
h *l 

1, K?5 

H '    Ps' 

K<!>     2,x»2> 

(»;' 

«m 

,(2) 

.6(2) 

,ft« 

», " (») .(") 

(„) 

(>'} 

«w 

Pr ''"''     ar 

\  I 1   -' v 2 2  '       v TO—1        m—V 

(x« ....KW,1*;*— 1,8...., n, * > «) 

,w x 

und daher: 

(»'i. «'* 'm — 1 *  ^ j ,, H) ftW M2>. ft?) 

(»', «>„..., •», = 1, 2,..., ») 

Multiplicirt man die zwei Determinanten hoheren Ranges: 

ait,it,...,ip \'\   Ji,Ji,'--\h\{<uis,...,ip \jujti...,Js = 1,8...., ») 

von denen die erstc vom Rangep, die zweite vom Range q ist, mit einander, so erhalt man: 

Donkschriftoii der mathom.-naturw. 01. XLI1I. Bd. Abhaiidlungon von Nichtmilgliedern 

.«T. ••^bK^\...JI,-a*,^,...,^r/'*,J?\.. .£>. 
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26 

an   i{n) i{n), bn   An) i{H) .V 

Leopold Gegenbauer. 

\1 1   '        v p—1        Pr-riWil        '71   ;       U<7—1     •y9—1' 

1, 2,..., n; r > s) 

Man sieht also, dass das Product zweier Detcrniinanten wter Ordnung, von denen die eine vom Range p 
die andere vom Range q ist, eine Determinante wter Ordnung vom Range p-^-q—1 ist. 

Da, wie wir gesehen haben, die Ordnung jeder allgemeinen Determinante erhoht werden kann, ohne den 
Werth derselben zu andern, so gilt dieser Satz auch fixr Determinanten verschiedener Ordnung. 

Als specieller Fall dieses Theorems mag der folgende von Padova aul'gestellte Satz erwahnt werden: 
Das Product zweier quadratiscber Determinanten ist eine cubiscbe Determinante. 
Es soil nun gezeigt werden, dass das Product zweier Determinanten «tcr Ordnung, von denen die eine 

vom Range p, die andere vom Range q ist, sich als eine Determinante dcrselben Ordnung vom Range p^f-q—2 
darstellen lasst. 

Es ist nach den friiheren Pemerkungen klar, dass die Annahme der Gleicbheit dor Ordnungon der Deter- 
minanten der Allgcmeinheit der Untersucliung keinen Eintrag thut. Wir nebmen zunachst an, dass mindestens 
eine der beiden Zahlen p und q z. P. q gerade sei. 

Setzt man nun: 

X=re 

y a. . 
'u'li'-i'j+r'        ^—i    ^l-'gv) 

X=l 
lp—\, X   X, ip, i.p+\,..., ip+2—2 

so erhalt man: 

«,,   X2, ....,   X^-f-j—2   |  (Xj }   Zj,,...,   Y.p+q—2 =1,   2,...,  tl) ' 

AD    '       A») •p + q-3 

X 

'    *     >   ••>   p-^q—8 '    i     ' 

IT V 1 1   ; V' 2 2  !        v ?>+?—3        p+J—37 

r'«, .1"). 

2 

...J, 

'    1    '        »   p—2 '      1 '    1    .'        '    p—2»     2 

a„ ,•(»)    ,-(«) x A /'> «•(')    ,-c)    A •<*) iW    .•<*> 

v t        1-^2        2 ;      vpH-</—;t      p-t-?—a7 

*..        I  »   «._       .....    t       . 71   _P—'    i7 i« i 

r,  s,  X! , X,j,..., X;J =!,!,...,«;   r > s) 

Nun ist zu bcmcrkcn, dass in der entwickeltcn Determinante Glieder, in denen zwei der Grosscn A mit 
verscbicdenem Index einander gleich sind, nicht vorkommen; denn hat man cin Glied: 

—h~ a. h (i h 
-!-"xt, xt,..., xp~i, T 'vt, Xp, Xp+i,,.., Xp+rj.-2 •>.,, [J.z,..., f*p-t, r •ur,iJ.p,Hp+t,...,tt.p+1-~   • • • 
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Vber Determinanten lioheren Ranges. 27 

so existirt stets auch cin Glied von der Form 

~*~ax,, xj,,..., xp— i, T-"T, \J.P, [xP+i,.- ,jip+j—s 'aHi ¥•%>•••' V-p—•> r     T> *J>> xp+i,..., x^-t-t—s • • • 

wo die niclit aufgeschriebonen iibrigen a und 6 in beiden Gliedern vollkommeu identiseb sind. Dieses Glied 

ist durcb eine ungerade Anzahl von Verta.usebungen aus dem obigen hervorgcgaugcn, es habcn daber beide 

das entgegengcsetzte Vorzeichcn. Man kann dalier jedes Glied der Sumnie init 

multipliciren. 
Vollziebt man in der so umgestalteten Summe die Summation in Bezug auf die Indices ip_v ip,. . -ip+q _8, 

so erbalt man: 

h 

(v«-f) (f-48)) • • • c«Jl 2-£L2) (V- u s-i 

Nun ist, da q gerade ist: 

(xj, xs,..., xp+s_s;y1,^a,..-Jiji »r»--»V^»i *!>•••» V> «•,« = !> 2,.-.,«; r>«) 

Dividirt man daber Zahler und Nenner dcs Productes, welcbes das Zeicben der einzelnen Glieder darstellt, 

durcb: 

und sununirt sodann in Rezug auf sammtliche i und A, so erbalt man sofort: 

J xy x2....; xjp+j—a I        I    t . is  ip   I . j   'i, ,ij,...,ij I (Xl) JCJ .V) xp+7—3; ?',, ?2,..., ^ ; ;', ,./2,...,,7, = 1, 2,.... n) 

Als specielle Fftlle dcs eben bcwicsenen Satzes miigen die folgenden crwJibnt werden: 

Das Product aus einer Determinantc juten Ranges und einer quadraliscbcu Determinantc ist eine Deter- 

minante vom Kange p. 

Das Product zweier quadratiscbor Determinanten ist eine quadratisebe Determinantc 

Es seien nun beide Zahlen p und q ungerade. 

Man setze wiedcr: 

V 
Z_J   "t\, t'X,..., ?;.-!, >     >-, ip, ip^l.---,>r + q-2 b- 

Ninimt man nun aus dem Systcme der np+%—2 Grossen c «j>+'/•- -8 beraus, welcbc man dadurcb erhalt, 

dass man fiir i irgend cine Combination der Zahlen 1, 2,..., n setzt und bildct aus dersclben die Determinantc 

»,ter Orduung und (p-hg—3)ten Ranges: 

\Ci, ,«g,...,fr-i, ip,ip+i,...,ip + v^i 1^ i,,,...,f|^i,i>+l,...,i>+f_»=- 1,2,..., «) 

wo durcb das Uberstreichen dcs Index i angedeutet werden soil, dass fiir die »" cine bestimmte Combination 

der Zahlen 1, 2,... n gesetzt ist, so ist diesc Determinantc nacb dem eben cntwiekclten Saize gleicb dem 

Producte der zwei Determinanten: 

d* 
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28 

' *ii 'if-> h> 

Leopold Gegenbauer. 

X I b-   — •        •       ' 
I   H< <P,J*,••••.)>!->   \(i1,it,...,ip\ji,ji,...,jcl-t = l,%...ln) 

da die zweite von diesen Determinanten einc Determinantc geraden Ranges ist. 
Bildet man nun alle ra! Determinanten rater Ordnung und (p-hq—•3)tefl Ranges der c, welche man erhiilt, 

wenn man filr i alle ral Anordnungen derZahlen 1, 2,..,, n setzt, versieht jcde diescr Determinanten mit dem 

positiven oder negativen Vorzeiehen, je nachdcm die betreffende Anordnung der Gruppe jcner rermutatioiien 
angchort, welche die zweiwerthigen Funetioncn ungeandert lassen oder nicht, und bildet sodann die alge- 
braische Summe diescr ra! Ausdrtlcke, so erhiilt man, nach eincm fruhercn Satze die Determinantc rater Ord- 
nung und (p-i-q—2)ten Ranges: 

X,, /.2,..., Xp + V^2 |YX|) xjj,..., Xp-|-?_2 =1,2,..., n) 

und hat daher, wenn man bedenkt, dass nach dem eben angefiihrten Satzc audi die algebraische Summe der 
Determinanten der l> gleich der Determiuante <yten Ranges und rater Ordnung: 

wird, die Gleichung: 

e zl' 22 ' * *'' ^P^~9—** 

S.H&%>*-:>fa\(jl,jtf. ...,js= I, 2,..., re) 

V    ; Jl>>Ji>--->Ja    (i[,i.l,...,ip-\-q-~:i;jvj.l,...,j,l= \,%,...,n) 

Als specieller Fall des eben abgeleiteten Theorems mag folgender Satz erwiihnt werden: 

Das Product zweier eubischer Determinanten ist eine Determinantc vierten Ranges. 
Durch die obigen Entwicklungen ist also der urspriinglich angefiihrtc Satz allgemein bewiesen. 
Wie man dadurch, dass man den Summationsbuchstaben A in der Gleichung, welche die Grossen c delinirt, 

an verschiedene Stellen riicken lasst, zn mannigfachen Darstellungen des Productcs zweier Determinanten und 
dadureh zu einer Reihe von interessanten Identitiiten gelangt, ist aus der vorigen Entwicklung leicht ersichtlich 

Indem wir uns die weiterc Entwicklung der Theorie der Determinanten hoheren Ranges vorbehalten, 
wollen wir, um den Nutzcn dieser interessanten Gcbilde zu zeigen, in den folgenden Zeilen einige Anwen- 
dungen dcrselben anf'lihren. 

Es sei: 

/(' 
y 

• J x-; 

\}\  >   ?? > * • • 7    fyll   ' n) 

cine Form »?,ter Ordnung der n Veranderlichen ./;,, «.2,. . . xn. Wir wollen die aus den Coeflicienten diescr Form 

gebildete Determiuante rater Ordnung und rnten Ranges: 

Af [(«,, iv...im = 1, 2,..., re) 

die Determinantc dieser Form nennen. 
Transform! rt man die gcgebene Form durch die lineare Substitution: 

K = V h,,* ?/-, 
V. I 

so ist die Determiuante der traasformirten Form F(i/i, y.>,---, ,'/,„)• 
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Tiber Determinanten hohcren Ranges. 29 

V 

,;(') ,•(»)   .(1) x(«) 

b'^>^ ^•••'a^l),..-,^'/'^.nhi^,^,---,hi^,X^.   X 

II   v I I   '      K m—\        m—\> 

0-,) TO—1 

Man sieht leicht,  (hiss in der  entwickclten Determinante niemals zwei Gliedcr yorkommen   in denen 

«'()=z{.WX ^ a igt, und kann dahcr jedcs cinzelne Glied mit 

(t<r) __,<•)) (,<»•) _ ,<«)) ... /t(r) _,<•) \ 
v 2 2   ; v 3 8   ' v ra TO   ' 

^^^^^^^^^^^^^   ^^^^^^^^ • 2   I v I 3   y        v m TO ' 

multipliciren. Fiilirt man nun die Summation in Bezug anf die x aus, so erlialt man nacli einem i'riiheren Satze: 

\7* 

'y"-y2' ,-d)    ,-(8) ,•(»)   *»•-»•*      '*   «X '«     *»      '«   '2 

'l   ' 8i    >•   •< %« 

7 rj  ^ 2 2   ; v 3 3   ;        K in m 
...UM An) bM     \'\ - 

H    '•••>lm      *l   n I81 (r s)m~ 

(»i,)»»-»<sr).r>«!>i^'»a-iv*»-»w»r>») 
1st mm w cine gerade Zald, so erlialt man nach einem eben ontwickelten Satze: 

A           I   /. TO   A 

Die Determinante ciner Form von n Veranderliclien von gerader Ordnung ist demnacli cine Invariante, 
deren Index gleich ist der Ordnung der gegebeneu Form, 

Map sieht, dass die Ordnung der Form den Kang, die Anzald der Veranderliclien die Ordnung der Deter- 
minante besthnmt. 

Es hat also jede Form gerader Ordnung cine invariante, deren Ordnung gleich ist der Anzald der Veriin- 
derlichen. 

Bin spccieller Fall dieses Satzes ist der fblgende: 

Jede binare Form gerader Ordnung hat cine quadratisclie Invariant. 
Neliinen wir ferner ein sirnultanes System von Formen: 

/,(x{, &„.;., asj =  }_>       «t,4«),,<'),...,& ®if xtf • • -x$ 
,-(')   At) ,<*) 

v 
/9((F,, x2,..., x,n) =    ^ ay ,W,,f),.... ,<•> *4«3 ^f ••••'. 

1     J    2   ' ' ' * >    in 

/;(«,, x2....,x„) 
4- 

a„  .<»)  ,-("-)       /«) «,<») »,<») • • • »,•(») 

Di
gi

tis
ed

 b
y 

th
e 

Ha
rv

ar
d 

Un
ive

rs
ity

, E
rn

st
 M

ay
r L

ib
ra

ry
 o

f t
he

 M
us

eu
m

 o
f C

om
pa

ra
tiv

e 
Zo

ol
og

y 
(C

am
br

id
ge

, M
A)

; O
rig

in
al

 D
ow

nl
oa

d 
fro

m
 T

he
 B

io
di

ve
rs

ity
 H

er
ita

ge
 L

ib
ra

ry
 h

ttp
://

ww
w.

bi
od

ive
rs

ity
lib

ra
ry

.o
rg

/; 
ww

w.
bi

ol
og

ie
ze

nt
ru

m
.a

t



30 Leopold Gegenbauer. 

in welchem die Anzahl der Formen gleich der Anzahl der Veranderlieheii ist, nnd nennen die Determinante 

rater Ordnung and (m-t-l)ten Ranges: 

J    ii,%l,..., ?m+i |^t) l,i>...>im+i — i( 2,..., n) 

die Determinante dieses Systems, so ist dieselbc cine simultane Invariante des erwahnten Formensystems. 

Man findet, indem man in analoger Weise, wie in dem letzten Falle vorgeht, dass die Determinante des 

transformirtcn Systems gleich der Determinante des urspriingliehen Systems multiplicirt, mit der mten Potenz 

der Snbstitiitionsdeterminante, dass also der Index dieser Invariante m ist. 

Es hat also jedes Formensystem, in welchem die Anzahl der Formen gleich der Anzahl der Verandcrlichen 

ist, erne Invariante, deren Ordmmg gleich der Anzahl der Verandcrlichen ist. 

Ein specieller Fall dieses Theorems ist der aus den Elementen der Invariantenthcorie bekannte Sat/,: 

Die Determinante eines Systems von n linearen homogenen Functioncn von n Veranderlieheii ist eine 

Invariante. 

Bildet man die rnte Emanante einer Form f (x^, x2,..., asn) von n Verandcrlichen, so ist jcde In- 

variante dcrselben eine Covariantc der Form f(a 1? ^2 ,..., xn). 

Wir verstehen nun tmter m eine gerade Zahl nnd setzen: 

%r •1i- ,) 

8a)Pi,8«/\ 
1   '       2  ' 

— ft 

n f» !)•••) Hv-t)i 2; 2,.. 
) 

Die Determinante mten Ranges und rater Ordnung: 

%H),...,n,n,.. ,«(!<.„) 

[/(« 1) <2>- • •} xn) 

iy, «2,...im (ix , !|,..., im = 1, 2 ,..., n) 

ist eine Covariantc der Form f(x1, .x2,..., xn). 

Diese Determinante ist mimlich nach dem friiher bewiesencn Satze cine Invariante der mten Ertfanante 

von f(xt, x%,..., xn) und als solche eine Covariantc der Originalform. 

Fiir m = 2 erhalt man die bekannte Hesse'sche Determinante. 

1st die Ordnung der Form gleich m, so hat man die friiher erwahntc Invariante. 

Ist die Ordnung der vorgelegtcn Form ungerade = 2jtM-l, so hat sic eine Reilie von Covariaiiten, dercn 

Grad gleich ist der Anzahl der Verandcrlichen, und deren Ordnung bez. ra, ?>.n, 5.ra,..., (2p—V)n ist. 

Man hat, um dies zu beweisen, nur ?n = 2p, 2p—2, 2p~4,... zu setzen; alsdann ist die mte Emanante 

cine Form gerader Ordnung, welche, wie oben bemerkt wurde, eine Invariante besitzt, dercn Ordmmg gleich 

der Anzahl der Veranderlichen, also gleich n ist. Die Coefficienten der Emanante sind lineare Functionen der 

Coefficienten der Originalform und in den Veranderlieheii derselbcn beziiglich von den Graden I, ?>, 5,..., 

2jp—1. Hiermit ist der eben ausgesprochenc Satz bewiesen. 

Jede Form ungeraden Grades von einer geraden Anzahl n von Veriinderliehen hat cine Reihc von Inva- 

rianten von der Ordnung ra2. 

Eine solche Form hat, wie eben bewiesen wurde, eine Covariantc, welche in Bezug auf die Verandcrlichen 

vom Grade n(2a-\-l) und in Bezug auf die Coefficienten der Form vom Grade ra ist. 1st nun n gerade, so hat 

diese Covariantc eine Invariante, welche in Bezug auf die Coefficienten derselbcn vom Grade n, also in Bezug 

auf die Coefficienten der urspriingliehen Form vom Grade ra2 ist. Jede Invariante einer Covariantc ist aber eine 

Invariante der Originalform, cs hat also die vorgelegte Form eine Reihe von Invarianten vom Grade «'2. 

Als speciellen Fall dieses Theorems erwahnen wir den Satz: 

Binare Formen ungeradcr Ordnung haben stets eine Invariante vierter Ordnung. 

Hat man ra Covariaiiten 'fy{xv, x2,..., ,-KW), ip2(:r t, *,%,..., xn) i , fn(f*'u X2,---,XJ einer Fori 

von n Veranderlichen, deren Indices beziiglich ;JL,, [J.2,-,-, pn sind, nnd bildet man aus den mten Ableitungen 

derselbcn die Determinante rater Ordnung und («?.-+-l)tcn Ranges: 
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Uber Dcterminanten hoheren Ranges. 

f(x1,x2,..., oon) | 
»l,«g,..., «m+i I  »j, «'?.'•••' '"1+1 == 1, 8,..., n) 

WO : 

8 a/1 8«/2... 8 x'J-'n 

1 2 » 

= cp (oj^ajg,..., »„) 
A, 1, 1  ,..., l(p.',).   2, 2,..., 2(p.'.,),..., «, »,..,, M(,v„) 

(i»i+!4-t-...+fs;=(*) 

geset/i wurde, so ist diesclbe eine Covariante der Form mit dem Index JU,H-ju.2-t-... _f-^M_|_w. 

Es sei: 
g=n 

-l> 
,,<>-)   ,TO ,(X) 

V = A'J'X   /     a «\ • «(») 

0    „•(>•)    .•(>•) .(X) ._.     g N 

A = I a 

(hinii ist: 

•71,.^ |(?-1)i?-g = l, 2,...,«) 

I     — A**l +(*»+••• +(*«+!  I   ~(1) 
ij, «'jj,..-4i+l I i     »i> »ti.-.«'m+l I  («'i, «'8,...«m+i = 1, 2,..., n) 

Setzt man ferner 
g—n 

so wird: 

-^.•W   .'(X) ,(X) "    Z_J    a       -(X)i '.(X)    <X) <X) .(X) 
?t   - *2   '•••'%»+) g— \    9> lm     M   ' *2   '•••• ''m-i' »» VM 

IpW |=A.|//2) I f <|, 'g,..., «m+1 | J    *!' *»»•••> '»B+i  K'l i lt> •••'»'+!  =1,2,...,M) 

Setzt man der Reihe nach: 

31 

(2) > (3) 
PA)   A) A) LA    

a      AX)    1}AI)   AX) .(X) .(X)    <X) 
9= 

g=n 

P -1 (4) 

so findet man: 

(OT— 1) 

g=n 

W   0   -(X) .(X)   .(X) 

7MA)       A>    =LJ   *      X)f(a:1)xir..,xn) 
' '"'+1        9=1    'J' AX)   „   AX) 

-- A I jt#) 

M' 1; 'g > •. •. «m+l 
A I «(*) 

P 
(m-1) 

(/,, il,..., im+t = 1, 2,,..«) 
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32 Leopold Gegenbauer.   Uber Determlnanten ho her en Ranges. 

Man hat daher 

Nun ist: 

A^i + ftT 

<\>i 

-V-n 
? (Xl , 11 •• J X?l) 

'.I, «z, • ..tm+i • im+ 1 1, 2, 

'««+* \(iv i,,...,im+i 1, 2, ra) 

"•) 

die aus den Ableitungen der Covarianten der transformirten Form gebildete Determinante; man siebt daher, 

dass wirklich die crwahntc, aus den ?wten Ableitungen von n Covarianten der Form gebildete Determinante 

eine neue Covariantc der Form mit dem Index JUI1-J-U2H-...-+-^W-)-?W ist. 

Als speciellen Fall dieses Satzes erwahncn wir das folgcndc Theorem: 

Die aus den ersten Ableitungen zwcicr Covarianten einer binaren Form gebildete quadratisebe Deter- 

minante ist eine Covariantc der Form. Der Index dieser Covariante ist fn-v-f-1, wenn die Indices der 

crwiihnten zwei Covarianten /J. und v sind. 

^g^fcj- 
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